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Vorbericht des Uebersetzers.

-^^ie im Jahr 1805 erschienene deutsche Uebersetzung von
ch>r». Lacroip llVarks Llementar>e ^Lc-
ti/!A,re et ^/re-chue et <1'«^^^'c<itrc>n <te t'^t/Asö/-e ä

6eomet?-re, hat sich ihrer Mangel ungeachtet bei dem

anerkannten Werthe des Originals dennoch vergriffen.

Wegen einer neuen Auflage derselben von den Herren Ver¬

legern um meine Meinung befragt, überzeugte ich mich

bald, daß, schon wegen der bedeutenden Verbesserungen

und Erweiterungen, die das französische Werk in seinen

fortgesetzten Auflagen erfahren hat, eine ganz neue Ue¬

bersetzung Bednrfniß sei, und eine solche liefere ich hier

mit. Ich habe sie nach der sechsten Ausgabe der Urschrift

veranstaltet, und erst als der Druck seiner Beendigung nahe

war, erfuhr ich, daß so eben eine ^trsme --l-tron ?-ei-ue,

co^-t-rAss et iillAN!entSL erschienen sei. Glücklicherweise

stimmt diese neue Auflage mit der zunächst vorhergehen¬

den Zeile für Zeile überein, indem das connr§se nur auf

einen correctern Druck und das a«§Entes nur auf ein

paar kleine Anmerkungen unter dem Text und auf vier

größere am Schluß geht. Ich habe unter der Uebecschrift:

Nachträge am Ende der Uebersetzung alles zusammen,

gestellt, was nach sorgfältiger Vergleichung beider Aus¬

gaben die neue nur irgend cigenthümliches enthält.



Durch die Vorlesungen/ die ich über dieses schätzbare

Werk bei der hiesigen Universität gehalten habe, vertraut

mit demselben geworden, schien es mir hin und wieder

für das erste Studium der darin behandelten Gegenstände

etwas zu schwierig abgefaßt zu sein. Um es also auch

Denen zugänglich zu machen, die es, versteht sich mit der

nöthigen Kenntniß der Algebra und Elementargeometrie

ausgerüstet, mit eigenem Fleiße durcharbeitcn wollen, habe

ich eine Reihe Anmerkungen unter den Text gesetzt, die

ich aus keinem andern Gesichtspunkt, als dem hier be,

zeichneten, zu betrachten bitte. Es würde leicht gewesen

sein, ihnen mehr Ausführlichkeit und ein gelehrteres An,

sehn zn geben; allein ich hielt cs für unbescheiden, dem

Hrn. Verfasser, der überall, wenn es seinem Zwecke an,

gemessen gewesen wäre, weit mehr hätte geben können,

vorgreifen zu wollen.

Das Hauptverdienst, das ich mir erwerben konnte,

bestand in der Correctheit der Uebersetzung und des Drucks,

und ich kann versichern, daß ich mir in dieser Hinsicht

viel Mühe gegeben habe, die der billige Beurtheiler hof¬

fentlich nicht verkennen wird.

Berlin im April 1822.
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Erstes Kapitel.

Von der ebenen Trigonometrie

§ 1 -

^n jedem geradlinigen Dreieck sind sechs Stücke zu betrach¬
ten, nämlich drei Seiten und drei Winkel. Es ist aber

hinlänglich, einige dieser Stücke zu kennen, um daraus die

übrigen herzuleiten; und wirklich folgt aus den die Con-

gruenz der Dreiecke betreffenden Sätzen, daß man ein Dreieck
construiren könne, wenn mau von den sechs Stücken, die
es bilde», drei kennt, wofern nur unter den bekannten Stük-

kcn sich wenigstens eine Seite befindet. Damit nun für die

Theorie der Dreiecke nichts zu wünschen übrig bleibe, muß
man die Rechnung auf die geometrischen Constructioncn an¬

zuwenden wissen, weil die Genauigkeit der letztem durch die
Unvollkommenheit der Instrumente beschränkt ist, während

sich die Rechnung bis zu jedem beliebigen Grade von Schärfe

treiben läßt. Dies ist der Gegenstand der ebenen Trigo,
nometrie. *)

Diejenigen, welche zuerst die unter den verschiedenen

Theilen eines Dreiecks statt findenden Beziehungen durch

numerische Operationen oder algebraische Formeln zu cnt-

») Sie lebet nämlich aus so viele» Stücken, als ein geradliniges

Dreieck bestimmen, die übrigen dnrch Rechnung finden. Rnm. d. Ue«
b e r se y c r s.

Trigonometrie, Zs



wickeln versucht haben, mußten sich durch die Schwierig¬
keit aufgehalten sehen, die Große der Winkel in Rechnung
zu bringe», da dieselben, von Kreisbogen gemessen, sich

nicht mit geraden Linien vergleichen lassen. Sie sahen
aber bald ein, daß, wenn sie durch irgend ein Mittel eine

Reihe Dreiecke berechnen konnten, deren Winkel alle mög¬
liche Werthe hätten, in dieser Reihe nothwcndig eins Vor¬
kommen müsse, das dem zu bestimmenden ähnlich wäre, wie

eü auch beschaffen sein möchte, und daß dann einfache Pro¬

portionen hinreichen würden, die Theile des zweiten Dreiecks
aus denen des ersten herzulciten. Folgendes Beispiel wird

das Abstracte dieser Begriffe näher erläutern.

§ 2 .

Geseht man kennte in dem Dreieck H.L L, i,

den Winkel L, den Winkel L und die Seite L O, so würde

man in der Reihe der berechneten Dreiecke dasjenige aufzu¬

suchen haben, dessen Winkel b> und o einzeln genommen den
Winkeln L und L gleich wären. Dieses wird dem vorge¬

legten Dreieck ähnlich sein, und da seine Seiten ab>, nc, b>o
bekannt sind, so wird man folgende Proportionen haben:

in deren jeder die drei ersten Glieder bekannt sind. Man
hat folglich

--- —c --- ? ;b> o . k> L

und da überdies ^ — n ist, so werden die Theile des Dreiecks
bestimmt sein.

§ 3.
Nachdem wir nun gesehen haben, welchen Dortheil eine

Reihe Dreiecke gewähren würde, deren Seiten für alle mög¬
liche Winkel berechnet wären, so entsteht die Frage, wie

man eine solche Reihe bilden könne. Um zuvörderst den



Z

einfachsten Fall zu betrachten, will ich annehmen, daß die
zu bestimmendenDreiecke rechtwinklig sind. Man sieht
leicht, daß man sie sämmtlich in einem Quadranten construi-
rcn könne, indem man von jedem Punkt des Bogens

luA. L, die Senkrechten lVlk, lVl"k" . . . auf

den Halbmesser fällte und die Halbmesser ML,
M"L . . . zöge. Die hierdurch entstehenden Dreiecke lVlk L,

Ek"L . . . werden in k, I", k" . . . recht¬
winklig sein, und die Winkel MLk, M"Lk". . .
nach und nach alle mögliche Werthe erhalten; auch werden
die Winkel LMk, LM'k", LlVl"l?" . . ., welche mit
den zugehörigen vorigen allemal einen rechten bilden, von
der Beschaffenheit sein, wie cs die Natur der rechtwinkligen
Dreiecke erfordert, und cs kann kein rechtwinkliges Dreieck
geben, welches nicht mit irgend einem von den durch die
gegenwärtige Construction gebildeten gleichwinklig sein sollte.
Zugleich ist zu bemerken, daß alle diese Dreiecke einerlei
Linie zur Hypotenuse haben, nämlich den Halbmesser des
Bogens ^.L.

§ 4 -
Auch ließe sich eine Reihe rechtwinkliger Dreiecke bil¬

den, in denen durchgehendseine Kathete dem Halbmesser
des Kreises gleich wäre. Zu diesem Ende hätte man nur
eine Tangente von unbestimmter Länge durch den End¬
punkt ^ des Bogens zu legen und vom Mittelpunkt
L durch die Punkte M, M', M" ... die Secanten Llil,
L lV', LN" . . . zu ziehn. Offenbar werden in den Dreiecken
L^l^l, . . . nach und nach alle Verbin¬
dungen von Winkeln entstehen, die in einem rechtwinkligen
Dreieck statt finden können, und unter diesen Dreiecken wird
sich nothwendig eins finden, das jedem beliebigen rechtwink¬
ligen ähnlich ist. *)

Es kommt also, wie man sieht, daraus an, eine Neihe rechtwmkli-
A 2



§ 5 .

Zn den Dreiecken 6kAl, 61" Als 6k"Al" . . ., wo¬
rin die Hypotenuse unveränderlich ist, haben die Seiten
k A-l, I"Als k"Al"..., die zugleich mit den Winkeln ^6 Al,
aA6Als A.6AI" . . . und mit den diese Winkel messenden
Bogen ^A Al, A.AU, A.Al" . . . wachsen, dieser Beziehung
wegen einen besonder» Namen erhalten. Die Linie kAl
nämlich wird der Sinns des Bogens A.Al genannt, die
Linie I"AU der Sinus des Bogens A.A», u. s. w. Man
sieht also, daß der Sinus eines Bogens die Senkrechte
ist, die man von dem einen Endpunkt desselben auf
den Halbmesser fallet, der zu dem andern Endpunkt
geht. Die Linien 6k, 61", 6k" . . ., welche abnchmen,
wenn die Bogen )sAl, A.Ak, ^.Al" . . . wachsen, sind,
als Parallelen zwischen Parallelen, den Senkrechten Als),
Aksk, Al"s)". . . gleich, die man von den Punkten Al,
Als Al". . . auf den Halbmesser 6L zieht, der auf dem
Halbmesser6A. senkrecht ist, und cs ist offenbar, daß die
Linien Als), Aks)s Al"s)" ... in eben der Beziehung
zu den Bogen LAl, DAls IZAl" . . . stehn, wie die Li¬
nien kAl, k'Als k"Al" ... zu den Bogen A-Al, A.Als
^.Al" . . ., und daß folglich Al der Sinus von LAl,
Akt)' der von LAls Akstz" der von LAl". . . ist.

Don zwei Bogen, welche zusammengenommen oder von
einander abgezogen den vierten Thcil des Umkreises geben,
wird der eine das Lomplement des andern genannt. Die

gcr Dreiecke zu berechnen, worin der Halbmesserdie Hvvotenusebildet,
und eine andere, worin der Halbmesser eine der Katheten ist. Am ein¬
fachsten ist es, den Halbmesser — r zu setzen. Wenn man nun für Wer¬
tste vo» 6, die in bestimmtenIntervallen fortschreiten, in dem Dreieck
stlLk bas Verhältniß von still zu stil? und kll, und in dem Dreieck
stillst das Verhältnist von st ll zu st.stk berechnet, und die Wertste der
Seiten, die durch diese Verhältnisse ausgcdrücklsind, tabellarischordnet,
so wird sich jedes rechtwinklige Dreieck mit Hülse einer solchen Tafel durch
eine einfache Prooorkion auslosen lassen, Uebcrs.



Bogen Lkk, LE, LE . . . sind also die Complementc der
Bogen uViVl,-VE,^E. . . Man bezeichnet nun die Linien
>l<), E()', E()" . . ., so wie die ihnen gleichen Lk,
(E', 6k". . ., mit dem Namen des Cosinus der Bo¬
gen -VIVl, -VE, -VE .... Hiernach ist der Cosinus
eines Bogens Der Sinus seines Lomplemeuts, und so
groß als der Theil des Halbmessers, welcher zwischen
dem Mittelpunkt und dem Endpunkt des Sinus
liegt.

Die rechtwinkligen Dreiecke 6I"E, Lk"E...,
welche einerlei Hypotenuse haben, werden also von dem
Halbmesser des Kreises und dem Sinus und Cosinus des¬
jenigen ihrer spihen Winkel gebildet, dessen Scheitel am
Mittelpunkt liegt. H

§ 6.
Zch gehe nun.zu den Dreiecken K-Vl§, 6-Vb^ss

tl-Vlss" . . . über. Zhre Hypotenusen sind die Secanten
der Bogen -VlVI, -VE, -VE. . .; denn man versteht un¬
ter der Secants eines Bogens den zu dem einen End¬
punkte desselben gezogenen und bis an die durch den
andern Endpunkt gelegte Berührungslinie verlänger,
ten Halbmesser. Die auf der Berührungslinie -VI ge¬
nommenen Stücke -Vbii, -Vb?, -VE . . . sind die Lan-

») Der zwischen dem Cndvunkt k des SinuS u»i> dem Endpunkt
des Vogens liegende Theil des Halbmessers LL wird der Sinus
versus genannt. Diese Linie wird in der Trigonometrie nicht gebraucht.
An merk, des Verfassers. — Der Sinus versus L (d des Bogens Litt
Hecht der Cosinus vcrsuS des Vogens m. Man sicht, daß der Si¬

nns versus eines Vogens der unterschied des Halbmessers und seines Cosi¬
nus, und sei» Cosinus versus der Unterschied des Halbmessers und seines
Sinus ist. In der Trigonometrie oder zur Auflösung der Dreiecke werden
diese Linien zwar nicht gebraucht; aber in der Astronomie und andern Theilen
der angewandten Mathematik ist es öfters begucm, jene Unterschiede kurz
mit diesen Name» zu bezeichnen. Uebers.



genten der Bogen denn man ver¬
steht unter der Tangente eines Bogens dasjenige Stück
der durch den einen Endpunkt gelegten Berührungs«
linie, welches von den nach den beiden Endpunkten
gezogenen Halbmessern eingeschlossen wird.

8 7 -
Wenn man durch den Endpunkt L des Bogens -4.L,
Z, die Tangente Ln legt und sie so weit verlängert,

bis sie die Secante Libl trifft, so ist die Linie Ln die Se-
cante des Bogens LiVl, des Complementsvon man
nennt sie die Losecante des Bogens ^lVI, so wie die
Tangente von LlVl, nämlich Ln, die Lotangente von
heißt, indem mau unter Losecante und Lotangente
eines Bogens die Secante und Tangente seines Lom-
plements versteht. Die Cosecante und Cotangente ma¬
chen, wie man sieht, nicht Bestandtheile von eben dem
Dreieck aus, zu denen die Secante und Tangente gehören,
wie dies bei dem Sinus und Cosinus der Fall ist.

§ 8 .
Die Tangenten und Sccantcn stehn zu den Sinus und

Cosinus in sehr einfachen Verhältnissen, vermittelst deren
man die einen leicht aus den andern hcrlcitcn kann. Die
ähnlichen Dreiecke LLi>ck und Lt^N geben die Proportion

Lk : LÄ-I --- woraus folgt -4.N ----- --—,

*> Ma» sicht, daß die Wörter Secante und Tangente hier in
einem andern Sinn, wie in der Elementargcometrie genommen werden.
In diesem Theil der Mathematik sind Secante und Tangente unbegranzte
gerade Linien, von denen die eine den Kreis schneidet, die andere ihn be¬
rührt; in der Trigonometrie hingegen werden diese Vcnennnngen immer
von geraden Linien gebraucht, die eine bestimmte Lange haben. Wenn ein
Mihverstaindniß zu befürchten ist, so nennt man die letzter» trigonome¬
trische Secante» und Tangenten, Vers.



und setzt man statt der Linken ex, x?el und -LlV ihre
Bezeichnungen, nämlich co; n>r ^.iVl und c§
und k, für den Halbmesser 0^, so hat man

co5

^,n eben diesen Dreiecken und e^ldl hat man
M v ^

ex : -- ciil, also cn -- ——T— ; da aber

— ^ec CiVl — 6^— L, e? — co5 ^iVI, so ist

§ec ^.rVl —
L.^

co^ ^ tVI '

§ 9 .

Vergleichtman die Dreiecke und OLn, welche
ebenfalls einander ähnlich sind, weil sie beide einen rechten
Winkel enthalten und und enL als Wechselwinkel
mit Bezug auf die Durchschnittslinie On einander gleich
sind, so erhält man die Proportion — LL : Ln
— : Ln, welche gibt

Ln ---
6^ d. i. cot L?

Diese Proportion und die für die Sccante gefundene zei¬
gen, daß der Halbmesser die mittlere Proportionalli¬
nie zwischen der Secante und dem Losinus, und zwi,
sehen der Tangente und der Lotangcnte ist, weil man hat

co5 x §ec — t^ ^lVl x cot *)

§ ^0.
Nach dem Vorhergehenden hat man, um die zur Tri¬

gonometrie erforderlichen Tafeln construircn zu können, nur

Auch ist M? : 6LI 6L : 6n, d. I. co-so LM ---

mithin der Halbmesser auch die mittlere Prsvortionallinie

«wischen dem Siuus und der Cvsec ante. Uebers.



noch die Mittel zur Berechnung der Sinus und Cosinus

ausfindig zu machen. Selbst der Cosinus läßt sich unmit¬

telbar aus dem Sinus herlciten; denn das rechtwinklige

Dreieck welches beide enthalt, und den Halbmesser

zur Hypotenuse hat, gibt

-- ciVl- oder (t-A^M)- -t-(cot^IVl)" --

d- h. das <U.uadrat des Halbmessers iss gleich der

Summe der Ll-uadrate des Sinus und des Loslnus,

woraus folgt

cot --- — (t-A H

Der folgende Satz, welcher den Ausdruck für den Si¬

nus und Cosinus der Summe oder der Differenz zweier

Bogen gibt, verdient die größte Aufmerksamkeit, weil alle

Eigenschaften des Sinus und des Cosinus darin versteckt

liegen.

co; (2 ^ b) ---.

Um dies zu beweisen, nehme ich, 4 ' auf dem Kreise

den Bogen ---- 2, trage von iVl aus zu beiden

Seiten den Bogen b nach N und ^ hin, ziehe die Sehne

NNH fälle von den Punkten lV, iVI, ^ die Senkrechten lVt),

lVI?, auf den Halbmesser ziehe den Halbmesser

*) Wenn man, wie in den Tafeln, It — i senk, so ist cot -> —

Man lieht, daß die acht sogenannten trigonometrischen Linien oder
Functionen durch die einfachsten Verhältnisse mit einander nerbundc»

stnd, und daß cs bei der Berechnung der trigonometrischen Tafeln zuvör-

§ ll.

Sind s und b irgend zwei Bogen, so ist
. , , tst! 2 cor b rlc ti?r I> cot 2

tt/r (2 b) —

co; 2 cot k) tttt 2 tril b>

1/^
cot s

derst darauf ankomme, die Sinus zu finden. ucbers.



LiVl, fälle von dem Punkt L, wo er die Sehne NN'
schneidet, auf ^L die Senkrechte LL und ziehe durch die
Punkte L und N' die Linien LO und N'O mit ^L pa¬
rallel.

Hiernächst bemerke ich i) daß NY der Sinus und
L y der Cosinus des Bogens H.N — NlN — u -4- b
und s) N'y' der Sinus und Ly' der Cosinus des Bo¬
gens ^.N' — ^.Nl — NlN' -- a — b> ist. Da aber die
Sehne NN' im Punkt L halbirt ist, weil der Halbmesser
LNl nach der Constructiondurch die Mitte des Bogens
NN' geht, so folgt aus der offenbaren Achnlichkeit der
Dreiecke NLO und NN'O, daß auch NO im Punkt O
halbirt, also ON —OO ist. Ferner ist Oy —LL, Oy
— N'y' und OL--LY, wegen des Parallelismus der Li¬
nien; und da OL die Hälfte von N'O ist, so wird auch
Ly die Hälfte von Y'Y sein, so daß Y'L — YL OL
ist. Endlich ist

NY --- OY -4- NO -- LL -I- NO,
N'y'-- OY -- Oy — OO -- LL — NO,
LY -- LL — LY --- LL — LO,
LY'-- LL -i- Ly' -- LL -4- LO.

Setzt man nun für N Y, N' y', Ly, LY' ihre Bezeichnungen,
nämlich n',r (ir-4-b>), nn (u—d), co§(L-4-b>),co5 (s — b>),
so erhält man
nn -l- L) — LL -4- NO, co§ (» -4- d) — LL — LO,
n'n — d) — LL — NO, cc>5 (s — k) — LL -4- LO.
Es ist nur noch übrig, die vier Linien LL, LL, NO und
LO zu bestimmen. Die beiden ersten werden vermittelst der
ähnlichen Dreiecke LNlL und LLL erhalten, woraus folgt

LNI NIL -- LL : LL, LNl : LL --- LL LL.
Da nun -- u, so ist NIL — n'n a und LL --- cor a.
Ferner folgt aus den Erklärungen des Sinus und Cosinus
(§ L), daß LN der Sinus und LL der Cosinus des Bogens
Nl N ist, so daß man hatLN —rinb,, LL--cor L; über-
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dies ist L^I — L. Setzen wir diese Werthe in die obigen
Proportionen, so erhalten wir

lVlL X LL rr'n z cor 1»
^ ^ -L-'

LL X LL cor a cor 1»
cx -- eÄ " ii '

Vergleichen wir endlich die Dreiecke und I)LI§,
welche, weil die Seiten des einen auf denen des andern
senkrecht stehn, ähnlich sind, so leiten wir daraus her

LlVI : LN --- Lk : NI), LlVl : LN -- LlVl : LI),
und setzen wir für die drei ersten Glieder dieser Proportio¬
nen die obigen Bezeichnungen, so geben sie

^ ^ _ LNxLL rio. I cor aLlVI ^ L '
LNIxLN _ rr)i a rr)r Io

^ LNl L '

Nimmt man nun diese Werthe mit den vorhergehenden zu¬
sammen, um die von rrVi, (a-j-I>), rr'n (a— I)), cor (a-t-b)
und cor (a — d) zu bilden, so erhält man die vier Glei¬
chungen

krür (a -I- I>) —

s rr,r (a — I>) —

Icor (a -j- I>) —

^cor (s — I,) —

cor I> -t- §r'lr i> 9.

L

L cor I> — i. co.s 9

11

L corl) — a rr',r I>
L

cor I> -t- ri» I>

welche sich auf die zwei Gleichungenbringen lassen, deren
Richtigkeit zu erweisen war.

Vermittelst dieser Gleichungen kann man den Sinus
und Cosinus eines Bogens finden, der das Doppelte, Drei¬
fache und überhaupt das Vielfache desjenigen ist, dessen Si¬
nus und Cosinus man kennt. Denn wenn man nach ein¬
ander I, — u, I, — 2a setzt, so wird man haben:

/
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2 5rn a L
11 '
e, 2a" — 5r/r L ^

605 2L ---- -^-,

5rn a co5 2L -t- 5r,r 2a co^ a
- ,

eo.r a co5 2 a — 5?n a .srn La

E Z» --^-,

und man kann durch die beiden letzten Gleichungen 5IN IN
und co§ zn erhalten, wenn 5-A 2 n und co5 Ls berech¬
net sind.

§ 12.
. . 2 5!» n co5 n . .

Die Gleichung si,r 2 n —-^- leitet auch von
dem Sinus eines Bogens n auf den Ausdruck für den
Sinus seiner Hälfte. Wenn man nämlich statt c-,5 z seinen
Werth f/R? — 51, i n" setzt, so entsteht

2 51,1 n 1/1! ^ — 5!
51,1 2 s — -—-,

und nimmt man auf beiden Seiten das Quadrat, so erhält man
1/ 5I>1 2n" — H" 51,1 n" — 4 n '.

Sieht man in dieser Gleichung 5in n als die Unbekannte
an, so läßt sie sich nach Art der Gleichungen vom zweiten
Grade auflösen, und man erhält

5!» k, — s/11^ - 51,1 2 N".
Setzt man 2 n — n', also n — k /, so ist

51,1 ^ — ri: ^11! — 51,1 ,
oder 51,1 ^ ^ ? s/ 2k^ 2 U co5

») In der Folge werde ich immer das Quadrat des Sinus eines VoaenS
a durch §-,r a^ bezeichnen, welchen Ausdruck man nicht für den Sinus des

Quadrats deS VogcnS s zu nehmen hat, ES bedeutet demnach a? so

viel alS (a-,i a)-. Vers.



wenn man co§ statt — §r'u seht (§10), die Größe

unter dem Wurzelzeichen mit 4 multiplicirt, und außerhalb

desselben durch 2 dividirt, wodurch der Ausdruck nicht geän¬

dert wird. Diese Formel giebt also den Sinus der Hälfte

eines Bogens, wenn man den Sinus des ganzen Bogens

kennt. H

§ 13 .

Zu diesem Resultat kann man durch folgende einfache

Construction gelangen.

Wenn man den Bogen NNI, 14 '°-. .4, in zwei gleiche

Theile theilt, so wird die Sehne durch den Halb¬

messer LN ebenfalls in zwei gleiche Theile gethcilt und Nil)

der Sinus von der Hälfte von N.^ 1 , sein. Das in

rechtwinklige Dreieck NNlk wird geben

NNl -- s/l^Nl^H?-,

und da N.? — N, L — Lk — R. — cor NNI — K. — cot a'

und ?Nl — .4. Nl — u» s/, so wird man haben

NNl s/;r,r I/"' -i- — lsli. cot n' -t- cot <j.'2

— s /2 — 2 R. cot

weil tr'n ch" cor — R." ist (§ 10), und man erhält so

<zNI --- zN.NI - tür z L' --- z — 2 L cot 2'.")

») Sie laßt sich leichter folgendermaßen finden:
cos s^—s,'n s- —2sfns^

also s-'n — jN. cos 2s c-- r (2N.^ —2lt cos 2s),
woraus sr'n » — ^ — 2lt cos Ls.

Der Verfasser hat diesen leichtern Weg nicht gewählt, weil er an das dop¬

pelte Zeichen, das ihn, seine Entwickelung unter dem Wurzelzeichen gege¬
ben, fernere Betrachtungen knüpfen wollte. Ileberf.

") Eigentlich hat der hier für s,'n Z a' gefundene Werth folgende
Gestalt:

nin r ^2kt" — Lk. cos s',
wo durch das doppelte Zeichen das Entgcgengefeltte der Lage der beiden
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Auf diese Weise findet man nur den zweiten Werth

von u/r^u'. Der andere ist Ms)"; denn der Bogen klkl'k',

welcher mit dem Bogen k.kl zusammengenommen den hal¬

ben Umkreis gibt, hat ebenfalls zum Sinus kkl, weil

auch diese Linie von seinem Endpunkt kl auf den Halbmes¬

ser Lk', der durch den andern Endpunkt geht, senkrecht ge¬

fällt ist (§ Z), und da in der Gleichung, von welcher wir

auögegangen sind, nichts zu erkennen gibt, welchen von die¬

sen beiden Bogen man theilen soll, so muß man zugleich

den Sinus der Hälfte beider finden. Nach der Constructisn

würde man haben

k.' kl — s/u Kl- -i-k/k- --- s/i'ki' (k/e -i- c l>)-'

— s/ 5r/i 2'- -p- (II -t- cc>; 2')^

— s/^r/r 2'^ -I- -k- 2K co 5 2' -ch- cos 2/^

— s/2k- -t- 2 k cos 2',

folglich _
KI fl' — ss/t I 2' — ^ s/2II- -s- 2 k cos 8 ',

welches Resultat der erste Werth von skr ^ 2' ist. H

Es ist wohl zu merken, daß, obgleich 5-/12'für beide Werthe

von 51/l ^ 2' derselbe bleibt, dennoch der Bogen 2' verschieden

ist; für einen derselben ist dieser Bogen kkl, und für den

andern k'kl, das Supplement von k.kl; denn man ver¬

steht unter dem Supplement eines Winkels oder Bo¬

gens das, was man ;n diesem Winkel oder Bogen

hinzufügen muß, um daraus zwei Rechte oder den

Linien M y und mit Bezug aus den Halbmesser 6lss angedcutet wird.

Beide einander gleiche Linien können für den Sinus des halben Bogen?
genommen werden. uebers,

») Auch dieser Werth iss mit dem doppelten Zeichen vor dem N>r-

dical versehen, um anzudeuten, daß sowohl LItz' als ä/tz' sur §-//
genommen werden kann. Das doppelte Zeichen vor dem Nadical in

dem Ausdruck ^ — ^7 l/H" ^7 Lll co, a' hat aus das Quantitative
keinen Einssuß, wohl aber das doppelte Zeichen unter dem Radikal. Uebers.
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halben Umkreis zu bilden. Man wird auch aus dem
Vorstehendenschließen, daß das Supplement eines Bo¬
gens nut diesem Bogen selbst einerlei Sinus hat. Zch
werde weiter unten allgemeine Begriffe über die verschiede¬
nen Bogen geben, welche einerlei Sinus, einerlei Tangente
u. s. w. haben können.

§ 14 .
Aus dem Vorhergehenden folgt, daß der Sinus eines

Bogens die Hälfte der Sehne ^.M des doppelten Bo¬
gens hingegen die Sehne -VÄ4 der doppelte Sinus
des Bogens ^.I§, der Hälfte von ist. Es werden
sich also, so bald die Sinus bekannt sind, die Sehnen be¬
stimmen lassen und umgekehrt.

§ 16 .

Nicht die absoluten Werthe der Sinus sind eö, die
man zu berechnen hat, sondern bloß deren Verhältnis; zum
Halbmesser, weil man in allen Dreiecken LklVl, LI"M...,
In--. 2, nur das Verhältniß der Seiten zu einander zu wis¬
sen braucht. Man kann daher zu größerer Einfachheit den
Halbmesser als Einheit annchmen und die Sinus I>M,
D'M. . . in Decimaltheilenderselben ausdrücken,oder, wie
es ehemals geschah, sich den Halbmesser in rooooo Theile
gcthcilt vorstellen.

§ 16 .
Man bemerke, daß die Länge eines Bogens immer klei¬

ner als die seiner Tangente, und größer als die seines Si¬
nus ist. Denn wenn man, 7, die Bogen ^M und
H.M einander gleich macht, die Sehne MM zieht und
durch ihre Endpunkte die Tangenten MD und MD legt, so
müssen, wegen der Eongruenz der Dreiecke LMD, LMD,
diese Tangenten in einem Punkt des Halbmessers zusam-
mcntreffen. Da nun die Linien MD und MD, so wie die



Linien klVl und und die Bogen und ein¬
ander gleich sind, so wird man haben 2^lVl -< siVll und

sklVl, weil die Länge eines Kreisbogens allemahl
zwischen den Längen der zugehörigen Theile der Umfänge
des ein - und umgeschriebenenPolygons liegt (Geom. Ro. iZr"),
mithin ist < lVH aber ^ kibl.

Bei dieser Gelegenheit bemerke ich, daß das Verhäsi-
niß zwischen der Tangente und dem Sinus eines Bogens
der Einheit immer näher kommt, je kleiner dieser Bogen

. . ^ n'tl N ^ , 5!'l N ^ .wird; denn aus t°- u — - folgt -- — cos g, und da

sich cos u, wenn n abnimmt, unaufhörlich der Einheit nä¬
hert, so folgt, daß die Tangente und der Sinus ebenfalls
der Gleichheit immer näher kommen werden, weil die Gränzc
ihres Verhältnissesdie Einheit ist.

§ 17 .
Hieraus fließt offenbar, daß, wenn die Wcrtho der Tan¬

gente und des Sinus eines kleinen Bogens in einer
gewissen Anzahl ihrer ersten Ziffern mit einander übercin-
stimmen, diese ersten Ziffern auch einen genäherten Werth
für den Bogen geben werden. Nimmt man z. B. ---
0,0001, 7, so findet man:

»). Der hier citirte Satz ist nur ein besonderer Fall Von folgendem:
die Linicn, welche überall nach einerlei Richtung convcr
sind, werden desto größer, je weiter sie von der Geraden
abwcichcn. Den» wenn inan an die krumme Linie g, in¬
nerhalb der krummen Linie -VülL eine Tangente OL legt, so ist dieselbe
kleiner als der Bogen OIVlL, und man hat.LOLI! < -VlVIU. Zieht man
dann durch die zwischen -V und 6, L und L liegenden Punkte LI und L
die Tangenten L V und l L, so wird man eine neue gebrochene Linie eVL O I LU
erhalten, welche kleiner als die erste sein wird, weil LO<LO-s-O6,
IL < IL g-L L ist. Es ist leicht einznsehn, daß man auf diese Weise
eine unendliche Aniahl gebrochener Linicn bilden kann, welche desto kleiner
werden, je mehr sie sich der krummen Linie -V6U nähern, die daher nicht
nur kleiner als S.ML, sondern auch kleiner als alle diese gebrochenen Li¬
anen sein wird. Vers.



(l? — — I? -- o,yyy yyy yyZ
, emxk^r

und mi — —-— 0,000 100 000 000 2,

einen Werth, welcher sich von klVl erst in der dreizehnten

Stelle unterscheidet; man kann also diese Zahl zugleich als

den Werth des in Theilen des Halbmessers ausgedrückten

BogenS ^->1 ansehn.*)

§ 18 .

Um die Formeln der §§ io, n und 12 anwenden zu

können, muß man wenigstens den Sinus Eines Bogens im

Quadranten kennen. Nun gibt es zwei Bogen, deren Si¬

nus bekannt ist, nämlich den Quadranten und den dritten

Theil desselben. Der Sinus des Quadranten nämlich

ist dem Halbmesser, und der Sinus des dritten Theils

des Quadranten der Hälfte des Halbmessers gleich.

Die Richtigkeit des ersten Werths erhellet aus 2, und

die des zweiten daraus, daß die Sehne von H des Quadran¬

ten, N'F. y, dem Halbmesser gleich ist (Geom. 146); die

Hälfte dieser Sehne ist also der Sinus von ^ des Qua¬

dranten (§ 14).

Geht man vom ganzen Quadranten aus, so giebt die

Formel

UN

*) Dasselbe ergiebt sich, wen» man den Ausdruck für die Langcntr

in eine Reihe verwandelt. Denn man hat ----— "-
a —--.—^l/ l — Ü?

a . _^

(§ 8 .10); da aber ^ — --- A (i — «2^ 2, ^ ^ndct

man, wenn man diesen Ausdruck nach der binomischen Formel entwickelt,
s — -f-r s -s- c zZ gS ....

Wenn nun - ein sehr kleiner Decimalbruch ist, so kan» das Glied
4 §-',-sS nur auf die letzter« Ziffer» des Ausdrucks für -F - Einfluß ha¬

ben , und in den erflcrn wird a sein. Setzt man a —

o^>ooi, so findet man ^ ---- ---- o,oc>o 000 000 000 L, ei» Resultat,
welches nur die dreizehnte Ziffer andern kann. Nerf.
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sin ^ eck — j j/s L' — 2 k. cos (§ iZ).
den Sinus des halben Quadranten, ferner den Sinus des
vierten, kurz jedes Theils des Quadranten, welcher in der
Reihe der Brüche z'r - - - begriffen ist.

Geht man dagegen vom dritten Theil des Quadranten
aus, so gibt dieselbe Formel die Sinus von Z,

. . . desselben.
Man sicht hieraus, daß, wenn der Quadrant in eine

Anzahl Theile gctheilt wäre, die mit dem Nenner irgend ei¬
nes der vorstehenden Brüche übercinkäme, man gerades Weges
den Sinus eines jeden Theils finden und daraus eine Tafel
bilden konnte, in der die Sinus den zugehörigen Bogen bei¬
geschrieben ständen. Man hat aber eine solche Eintheilung
nicht gewählt. Die indischen Astronomen allein scheinen den
Quadranten in 24 Theile getheilt zu haben, um die Sinus
derselben zu berechnen. Ein sehr alter Gebrauch und nach¬
mals anderweitige Rücksichten haben Eintheilungen herbcige-
sührt, die von den vorstehenden Reihen verschieden sind.

§ 19 .
Man theilte sonst den Umkreis in 360 Theile, die man

Grade nannte. Jeden Grad theilte man aufs Neue in
60 Minuten, jede Minute in 60 Sekunden, jede Sekunde
in 60 Tertien u. s. w. Die Grade werden durch °, die
Minuten durch ", die Sekunden durch ", die Tertien durch
u. s. w. angedeutet, welche Zeichen man den Zahlen ober-
wärtö zur Rechten bcischrcibt, so daß z. B. 42" Zl' 14" 3'"
so viel heißt als 42 Grad zr Minuten 14 Sekunden 3
Tertien.

Da es bei der Messung der Winkel nicht auf den ab¬
soluten Werth der Bogen, sondern bloß auf ihr Verhältnis
zum Umkreise ankommt, so scheint es sehr natürlich, den
letztem zur Einheit zu nehmen, und die Bogen durch Brü¬
che, sei cs durch zehntheilige oder andere, auszudrücken.

Teigonomttne. B



Besondere Rücksichten indessen haben die (französischen) Ge¬

lehrten, die mit der Reform der Maaße und Gewichte
beauftragt waren, veranlaßt, den rechten Winkel zur Einheit

für die Winkel, mithin den Quadranten zur Einheit für die
Bogen zu wählen. Sie haben diesen in hundert gleiche Theile,
die sie Grade nennen und an die Stelle der alten Grade

setzen, und jeden dieser Grade wieder in hundert gleiche
Theile getheilt. Die letztern Theile vertreten die Stelle der
Minuten und können nach dem Decimalsystcm beliebig weiter

eingetheilt werden.
Zudem ich mich in diesem Werke der neuen Kreisein-

theilung bediene, werde ich die Bogen durch Decimalbrüche
auodrücken. Um aber anzuzeigen, daß der Quadrant die Ein¬

heit ist, und um zu verhindern, daß man die Maaße der
Bogen mit den andern Zahlen verwechsele, werde ich obcr-

wärtS zur Rechten der Ziffer der Einheiten den Buchsta¬

ben 9 schreiben. So soll z. B. o,»4Z5 einen Bogen an¬
deuten, welcher oder des Quadranten, folglich

4z Grade und 50 Minuten enthält.*)

») Die HauvtgrUndc, weßhalb mim den rechten Winkel zur Einheit
gewählt Hut, waren vermuthlich 1) weil der ganze Umkreis eigentlich keinen
Winkel mißt, indem der bewegliche Halbmesser 6LI, IssF, nachdem er

den Kreis durchlaufe», sich wieder an den Halbmesser LL anschlicßr; n) weil
der Sinns, auf welchen man alle übrige trigonometrische Linien bezieht, in¬
nerhalb des Quadranten oder rechten Winkels alle mögliche Werthe annimmt,

deren er fähig ist. Verf.

Viele französische Mathematiker bediene» sich der Benennungen Grad,
Minute, Sekunde auch bei der neuen Kreis-Einthcilung. Es ist dies

aber der unvermeidlichen Verwirrung wegen, die der zwiefache Gebrauch

von einerlei Kunstwörter» nothwcndig zur Folge haben muß, nicht zu billi¬

gen. Viel zweckmäßiger ist es, die Bogen als Decimalbriiche zn schreiben
und zu lesen, welche Bezeichuungsart auch in den deutschen Decimaltafel» ge¬

wählt ist. Das 7, welches der Verfasser biuzufügt, wenn er das Vcrhältniß
eines Bogens zum Quadranten auSdriickcn will, ist allerdings nöthig, weil
sonst eine Verwechslung mit dem Decimaldruch, der das Verhältnis; des

Bogens zum Halbmesser bezeichnen soll, statt stnden könnte. Der Bogen

0,455 holt „ach der alten Eintheilung im erster» Sinn genommen 59° 0',
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§ 20 .

Da der Halbmesser, den man bei der Construction der
Tafeln zum Grunde legt, i ist und der Umkreis gewöhnlich
durch 2-r bezeichnet wird, so ist der Sinus von 6,
oder sr» ^rr — i; überdies hat man co§ — o. Setzt
man nun u' — so wird die Formel rin ^ —
^ — 2k cor -/ (§ IZ) für 5-n ^-r, oder den Sinus
des halben Quadranten, ^s/2 geben. H

Wird der Bogen — jn zur Einheit genommen und
ist ^.lVI die Hälfte desselben, so haben wir —
5-u o»,g — co^ 0^,5 — L^/2 — 0,707106731136.

Setzt man nun -1' — 0^,5, so findet man
o»,2Z — 0,332633432365,

coi Zu' -- cos o»,2g --- 0,925679522511.
Fährt man auf diese Weise mit Halbirung der Bogen fort,
so kommt man zwar auf keinen der Decimaltheiledes Qua¬
dranten, aber auf immer kleinere Bogen, die sich ihren Sinus
ohne Ende nähern'(§ 17). Bei der vierzehnten Division
z. V. erhält man einen Bogen, der nur noch des
Quadranten ist und zum Sinus die Zahl 0,000095373799
hat, welche kleiner als 0,0001 ist. Dieser Bogen ist folg¬
lich so klein, daß er sich in den 12 ersten Dccimalstellen von
seinem Sinus nicht mehr unterscheidet.

im letzter» nahe 24° gg< Lg". Uebrigens Habe ich, um lästige Wiederho¬
lungen und selbst Verwirrungen zu vermeiden, nicht nach den, Beispiel des
ersten uebersttzersdie alte Kreiseintheilung mit der neuen zufanimenstcllen
mögen. Der deutsche Leser wird keine Schwierigkeitfinden, das, was hier
über die Berechnungder trigonometrischen Linien mit Bezug auf die neue
Kreiseintheilunggesagt worden ist, auf die alte nbcrzutragenund dem ge¬
mäß den Vortrag des Herrn Verfasserszu modificiren. uebers.

») Man kan» sich hievon auch a sofort uberzeugen, weil das Dreieck
Ckkli alsdann gleichschcnklichist und man daher hat

Mithin
I-M 2 --- z und kLl — s/1 -- j 1/2. Vers.

B 2



Dies wird um so mehr bei den noch kleinern Bogen
der Fall sein müssen. Nun ist klar, daß alle Bogen, die

mit ihren Sinus und Tangenten übereinstimmige Ziffern ha¬
ben, sich wie diese Linien verhalten. Mithin ist

i, i? ,e
rrn — -- -— —^-:-

i6z84 100000 ivzgH rooooo

— rooooo : i6zg4,

woraus folgt

a 6 Zg 4 X"'» mit>ZL 4
rrn »e, 00001 ----— --- o, ooooiZ^n^yvZ,

lovooo ^ ^ ^

welche Zahl in den ersten 12 Decimalstellen genau ist. Auf
eben diese Weise findet man

UN 0^,00002 — 2 §!,k o^, ooooi

r,A o^oooNZ --- 5 rin »e, ooool

rin oe, 00004 — 4 -rln oe, 00001 u. s. w.

Berechnet man zugleich den Cosinus und die Tangente eines

jeden dieser Bogen, so sieht man, daß man diesen Weg bis

zu einem Bogen verfolgen könne, dessen Sinus und Tan¬
gente noch in den ersten 12 Decimalstellen übereinstimmen.

Verlangte man die genäherten Werthe bloß bis auf
g Stellen, so würde man nur bis auf den Dogen c>e,«oi
fortgehn dürfen.

Um zu größern Bogen zu gelangen, kann man sich der
Gleichungen

rin 2a — 2 rin a cor a,

cor 2a — cor a^ — rin s^,

rin (a^t-li) — rin a cor li ^ cor a rin b>,

cor (a-^k>) -n cor a cor k» ^ rin g rin k>

bedienen, indem man in den beiden ersten nach einander a

— 0^,001, a --- 0^002 ... setzte, woraus sich ergeben wird

rin c>e, 002, cor 0^,002; rin o^, 004, cor 0^004 . . .

und nimmt man dann a — c>e,ooi, t, — 0^002; a —0^,002,



21

b -- o^ooz . . so erhält man vermittelst der beiden letz¬
ten Gleichungen

5-u o^ooZ, cor o§, ooz; o»,ooZ, co7 o?,ooZ . . .

Diese Erörterung wird hinreichem um begreiflich zu ma¬
chen, wie man die trigonometrischen Tafeln hat berechnen kön¬
nen. Eö gibt übrigens weit bequemere Methoden, die Sinus
beliebiger Bogen vermittelst convergirendcr Reihen zu finden,
die sich aus den in § n entwickelten Gleichungen herleitcn
lassen. Man sehe die Einleitung zu meinem Lehrbegriff
der Differenzial- und Integralrechnung-*)

Die Reihe», von dene» hier die Reihe ist, stndr

^ ^^ ^ ^^
^ 2.3 ^ 2.3.4.5 2.3.4.56.7''"''

— 1 — ^ q- — 2.z 4.5.6 ^ '
L beleichnet eine» in Dleimaltkeilendes Halbmessers 1 ausgedrücktcn Bogen.

ni 7r
Da nun jeder Kreisbogen durch dargestellt werden kann (die Lndol-

vhische Zahl 7r — z, 1415926535 . . . drückt bekanntlich den Halbkreis für
den Halbmesser 1 aus), so kann man der Sinusreihe folgende Gestalt geben:

IN 7r IN 71 IN^ 71^ IN 5 71^
n * 2 n 2 n^ 2.3.2^ n^ 2.3.4 5. 2»

2.3.4.5.6.7.27
-b -

u. s. w. und setzt in demBerechnet man nun die Werthc von
22.3.2^

ersten Theil der Gleichung den Quadranten 1, so crgiebt sich für den
Sinus eines in Decimaltheilen des Quadranten ausgedrückten Vogens fol¬
gende Reihe:

NI IN"" —' — — . 1,57079632 . . .

— —s. 0,64596409 ...

-f- 0,07969262 . ..

IN?
— ^7 . 0,00468175 . . .

IN^
4° ^7 . 0,0001 6044 » - -
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§ 21 .
Um die Rechnungen zu erleichtern, hat man seit langer

Zeit statt der Wcrthe der Sinus, Cosinus, Tangenten und
Cotangcntcn ihre Logarithmen gesetzt, und in den meisten Ta¬
feln finden sich nur die letztern *). Vermittelst derselben lost
man immer eine von beiden folgenden Aufgaben auf:

1) wenn ein Logen gegeben ist, den Logarith¬
men seines Sinus, oder seines Cosinus, oder seiner
Tangente, oder seiner Lotangente zu finden.

2) wenn man den Logarithmen des Sinus, oder
des Cosinus, oder der Tangente, oder der Cotangente
eines Bogens kennt, diesen Bogen selbst zu finden.

Bei der Auflösung dieser Aufgaben kommt die jedes¬
malige Anordnung der Tafeln in Betracht, welche nicht

ln"

— ^n-.o,oooo oz5g .. .

. in-- k
-j- . 0,0000 000H. ..

NI* 5
---^-.0,00000000 . . .II "
-i- . . .

welche um so convergcnter wird, je kleiner der Bogen ist, dessen Sinns man
sucht. Verlangt man z. V. »in 0,? 01, so ist -n — 1 und n— 100, und
man hat

»1110,-01-^0,0157079--—0,0000006 - -- — 0,015707z .... Ucber ^
die beguemsie und sicherste Art der Berechnung der trigonometrischen Tafeln

vergleiche man die Einleitung zu den deutschen Decimaltascln. uebers.

») In Ansehung derselben ist zu bemerken, daß man ihre Kennziffern
in den Tafeln überall um zehn Einheiten vermehrt hat, um die negativen

Kennziffern zu vermeiden. ES ist nämlich fZ-U. — sin 17 — 10 gefegt
worden, nicht 0, welches der eigentliche Logarithme von 1 ist. Verwir¬
rung kann hieraus nicht entstehn, so bald man cinmahl weiß, daß die Kenn¬

ziffern 12,11,10, g, g so viel bedeuten, als die Kennziffern r, 1, o, — 1,— 2.

Wen» man also »in 0», ig -n 9,4455904 geschrieben sindck, so sollte
dafür eigentlich 0,41)55904 — 1 alS der Logarithme der Zahl 0,2789911,
des SinuS von o-, 18, stehn. Die Logarithmen der trigonometrischen Linien
nennt man übrigens die künstlichen SinuS, Cosinus u. s.w>, die Linien
selbst dagegen die natürlichen. Uebers,
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überall dieselbe ist. und bei jeder einzelnen Sammlung in
der Einleitung erklärt zu werden pflegt. Ich werde daher
hier nicht davon reden, sondern bloß noch die Bemerkung
hinzufügen, daß die von Eallet für die alte Eintheilung. und
die von Borda oder die von Hobert und Ideler für
die neue die besten sind.

Die trigonometrischen Tafeln umfassen immer nur das
erste Viertel des Umkreises, geben aber dennoch die Sinus.
Cosinus. Tangenten und Cotangentenaller Bogen, so groß sie
auch sein mögen. Ich werde dies sogleich zeigen, indem ich
untersuche, wie die trigonometrischen Linien mit Bezug auf
die verschiedenen Grade von Größe, durch welche ein Kreis¬
bogen gehn kann, fortschrcitcn.

§ 22 .

Um das Folgende gehörig verstehn zu können, muß man
sich zuvor von dem ununterbrochenen Zusammenhänge über¬
zeugen. der allemahl zwischen den verschiedenenResultaten, die
sich aus einerlei Formel oder geometrischen Construction ableiten
lassen, statt findet, und welcher darin besteht, daß jedem Wer-
the, den die Formel annehmcn kann, immer andere vorangehn
oder folgen, die so wenig, als man will, von demselben unterschie¬
den sind, und daß man sich überall in einer Linie zwei Punkte
vorstellen kann, die einander so nahe liegen, als man nur
will. Dies vorausgesetzt, sieht man leicht ein. daß der Halb¬
messer iVl<2, Fr>. ro. wenn er zuvor auf ^<2 gelegen hat.
und sich nun um den Punkt <2 wie um ein Gewinde dreht,
nach einander mit alle mögliche Winkel bilden, und sein
Endpunkt iVl nach und nach durch alle Punkte des Kreiöum-
fangs gehn oder, was einerlei ist. denselben be¬
schreiben wird. Verfolgt man diese Bewegung aufmerksam,
so sieht man zuvörderst, daß im Punkte wo der Bogen
Null ist. auch der Sinus Null ist und der Cosinus sich nicht
vomHalbmesser ,4<2 unterscheidet.Wenn der Halbmesser t2M



sich von weg bewegt, so wird der Sinus klVl um so
großer, je näher der Punkt M, den ich den beschreibenden
nennen will, gegen L rückt, und wenn er daselbst anlangt,
wird k kl dem Halbmesser gleich. H Zugleich wird der
Cosinus kL immer kleiner und er geht in Null über, wenn
lVl in L fallt. Der Winkel ist dann ein rechter und
der Bogen ^ er. Seht der Punkt seine Bewe¬
gung über L hinaus fort, so nimmt der Sinus ab, und der
Cosinus, welcher nun im Durchmesser auf der der vori¬
gen entgegengesetztenSeite des Mittelpunkts L liegt, wird
immer großer. Dies lehrt der bloße Anblick der Figur :
der Sinus von ist kleiner als L6, der Sinus von
^.1-, und 61^, der Cosinus von ist großer als der
Cosinus von welcher Null ist. Eö ist zu bemerken, daß

und zugleich der Sinus und der Cosinus des von
an gerechneten Bogens sind, welcher das Supple¬

ment von ist. Hieraus folgt, daß ein stumpfer
Winkel mit seinem Supplement einerlei Sinus und
Cosinus hat.

Wenn der beschreibendePunkt kck m ^ anlangt, so ist
der Sinus eben so wie im Punkt ^ gleich Null und der
Cosinus wieder dem Halbmesser gleich. Zm Punkt ^ ist
der Bogen der halbe Umkreis oder — er, und der
Winkel hat sein Maximum erreicht. Allein nichts
hindert den Halbmesser LlVI und den beschreibendenPunkt
lVl ihre Bewegung unterhalb des Durchmessers fortzu¬
setzen. Der Sinus, welcher dann k"lVl" wird, liegt eben¬
falls unter diesem Durchmesser,und nimmt um so mehr zu,
je mehr der Punkt b/l" sich dem Punkt nähert, während
der Cosinus Lk" abnimmt. Zm Punkt L', wo der Bogen

des Umkreises oder ^?r beträgt, ist der Sinus

») Der EinuS deS Quadranten kann als das Ganze betrachtet werden,

von welchem alle übrige Sinns Lheile sind. Man nennt ihn daher auch
aen.'» rod!». Uebers,
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dem Halbmesser LL' gleich und der Cosinus Null. Von

endlich bis ^ nimmt der Sinus welcher noch immer
unter liegt, ab, und der Cosinus LI"", welcher sich wie¬
der auf derselben Seite des Mittelpunkts befindet, wo er

im ersten Quadranten war, zu, bis er in ^ abermahls
dem Halbmesser gleich wird. Zn diesem Punkt ist der Si¬
nus Null, und der beschreibende Punkt hat einen Umlauf been¬

digt. Er kann aber einen neuen anfangen, und sieht man
immer den ganzen vom Anfänge der Bewegung vom Punkt
lvl zurückgclcgten Weg als einen einzigen Bogen an, so er¬
hält man Dogen, welche großer als der Umkreis sind, und
deren Sinus, Cosinus, Tangenten und Cotangenten mit den
beim ersten Umlauf beschriebenen übereinstimmcn. Die für

die Analysis wichtigen Folgerungen, auf welche diese Betrach¬
tungen führen, habe ich in meiner Differential- und

Zntcgralrechnung entwickelt.

§ 23 .
Wir wollen nun sehn, wie die algebraischen Ausdrücke

für die Sinus und Cosinus mit den eben betrachteten ver¬

schiedenen Umständen übereinstimmcn. Zu diesem Ende setze
ich in den Gleichungen

co§ (kt -t: I>) --- co§ u co§ I) ^ §!N L §in h

§!,r (u -L: U) --- s co§ I» -k co§ u n'n b>

u — LErwägt man nun, daß co§ --- o und

rin z n --- i ist, so findet man

co; (^7s I>) -x: 5!» h,

rin (^rr I>) — cor kl.

Bei diesen Ausdrücken ist auf zweierlei Rücksicht zu neh¬

men, auf den absoluten Werth und auf das Zeichen.
Der Werth verificirt sich leicht vermittelst der Figur; denn

da ^ n ist, so wird, wenn man LiVU --- d setzt,

--- I> sein. Aber I"lVU, der Sinus von
so wie von ist der Cosinus von LÜP oder von b>, und
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61", der Cosinus von^lVl^ so wie von ist der Sinus
von oder von 1a.

Was das Minuszeichenvor co>r 7i -k- k,) betrifft, so
erhellt daraus, daß, wenn man den Sinus und den Cosinus
eines Bogens, der kleiner als der Quadrant ist, positiv nimmt,
der Cosinus eines großern Bogens negativ ist, während
sein Sinus positiv bleibt. Setzt man auch 1a --- L-r, so ist
co>r rr — — i und n» 71 — o.

Sehen wir ferner in den Gleichungen(^) a --- 71, so
erhalten wir nach dem Vorhergehenden

co§ (n ^ b>) — — co§ 1a,

(-1 ^ 1a) — ^ la.

Die absoluten Werthe dieser Formeln verisiciren sich eben so
leicht, wie die der vorigen; ihr Zeichen gibt zu erkennen,
daß ein jeder zwischen 71 und H-n enthaltene Bogen einen
negativen Sinus und Cosinus har, und wenn b> -- ist,
so hat man

co; 2 7s — o, 7!» ^ 71 — - I.

Setzen wir endlich s --- ^ 71, so werden sich zufolge der
eben gedachten Werthe die Gleichungen (^) in folgende ver¬
wandeln:

coi (^71 1a) 5nr 1a,

5rn 7i ^ 1a) — — cos 1a,

und hieraus folgt, daß die zwischen -2-71 und 2 71 oder 2 71
enthaltenenBogen einen negativen Sinus und einen positi¬
ven Cosinus haben.

Nimmt man diese verschiedenen Resultate zusammen, so
wird man sehn, daß, ic>,

1) von ^ bis ^ oder im Bogen — 71 die Si¬
nus positiv,

2 ) von ^ bis wo der Bogen — 2 er ist,
also von er bis 2 7i, die Sinus negativ,

Z) von ^ bis L, wo der Bogen — ^71 ist, die
Cosinus positiv,



4 ) von 8 bis 8 ^, 'wo der Bogen ^. 8 ^ 8 ^ 2 ^ ,'st^

also von ^er bis 4", die Cosinus negativ, endlich

5 ) von 8 ' bis tV, wo der Bogen -^ 8 ^ 8 '-^ — 2 ?r ist,
also von 4"^ bis L 7r die Cosinus positiv sind.

Man wird nun leicht die Bemerkung machen, daß die

Sinus bas Zeichen ändern, wenn sie von einer Seite des
Durchmessers auf die andere übergehn, und die Cosi¬

nus, wenn sie mit Bezug auf den Mittelpunkt L, oder auf
den Durchmesser 88 ', der auf dem vorigen senkrecht sicht,

ihre Lage ändern. *)
Hiernach wird man die g n entwickelten Formeln auf

jede beliebige Größe der Bogen und lVIIC, ej,

ausdehnen können, und die aus diesen Formeln geschlossenen
Werthe werden mit denen übercinstimmcn, die sich aus der

Construction und aus den in dem gedachten § ««gestellten

Betrachtungen ergeben würden, wenn man dieselben unmit¬

telbar auf die vorgelegten Bogen anwendete, eine Uebung, die
dem Anfänger nützlich sein kann.

§ 24 .
Wenn man die Tangenten des wachsenden Bogens

cku»'. io, verfolgt, so wird man finden, daß sie von bis

8 , wo der Bogen wird, unaufhörlich zunehmen.
Da in dem letzter« Punkt die Secante mit dem Halb¬

messer L 8 zusammenfällt, so ist sie der Tangente pa¬
rallel, und trifft sie folglich gar nicht mehr, so daß der Bo¬

gen ^48 eigentlich gar keine trigonometrische Tangente hat.
Man sagt jedoch, daß die Tangente desselben unendlich sei,
was nichts anders heißen soll, als daß man, wenn der

Punkt M dem Punkt 8 nahe genug genommen wird, eine

») Eben das Entgegengesetzte der Lage mit Bezug auf die im erste«
Quadranten giedt das Minuszeichen zu erkennen, wo es nach den eben an-

gestellten Betrachtungen vor den Sinus und Cosinus zu stehn kommt.

uebers.



Tangente finden kann, welche größer als jede beliebige Größe

ist. Dies erhellet auch aus der Gleichung s —

welche für t°- a einen um so größern Werth giebt, je kleiner
cor a wird, oder je näher, man dem Punkt k kommt.

Zst L—»e, Z, so ist cor s—ri'^r a, folglich t°' v', Z —i.
Dies ergiebt sich auch aus dem Dreieck Oe^ldl, 6,
welches gleichschenklig wird, wenn ein halber rechter
Winkel ist, weil dann auch ein halber rechter sein
muß; die Tangente ist daher dem Halbmesser gleich.

Wenn der Bogen io, größer als ^ ?r wird,

so kann der Halbmesser 6lVl die Linie nicht mehr ober¬
halb, sondern nur unterhalb des Durchmessers schnei¬
den. Die eigentliche Tangente ist, wie man leicht ein-
sieht, der Tangente des Bogens des Supple¬
ments von gleich, allein sie hat eine entgegengesetzte
Lage. Zm dritten Quadranten liegt die Tangente, die im
Punkt ^ Null war, wieder oberhalb des Durchmessers
und ist die Tangente des Bogens Da im
Punkt L' der Halbmesser wieder der Linie parallel ist,

sS wird die Tangente in diesem Punkt abermals unendlich,
Zm vierten Quadranten fällt sie wieder unterhalb des Durch¬
messers; denn der Bogen z. B. hat offenbar zur
Tangente die Linie

§ 25 .

Wir wollen nun sehn, was aus dem algebraischenAus-

druck a — - folgen wird.cor a

Der Werth desselben wird offenbar in allen den Fällen
positiv sein, wo der Sinus und der Cosinus einerlei Zeichen
haben, was von o bis und von -r bis der Fall ist,
und negativ, wenn der Sinus und der Cosinus von verschie¬
denen Zeichen sind, also von ^rr bis ?r und von Zer bis 2 er.
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Hieraus folgt, daß sich bei den Tangenten, eben so wie bei
den Sinus und Cosinus, die Zeichen zugleich mit der Lage
ändern. Auf eben diese Art wird man finden, daß die

Cotangenten von o bis ^ er und von ?r bis 4 er positiv, hin¬

gegen von ^ n bis er und von A 7r bis 2 er negativ sind.

§ 26 .
Die Sinus und Cosinus der negativen Bogen, auf die

man bei der Rechnung zuweilen trifft, lassen sich ebenfalls
leicht aus den Formeln des eilften § ableiten. Da nämlich
der Ausdruck für s-n (u —6) sein Zeichen ändert, wenn man

sin6 und 6 in n verwandelt, so sieht man, daß sin (b> — g)

— iin (a—6) ist. Zst also s >6, so ist 6 — s negativ
und der negative Bogen erhält einen negativen Sinus.

Construirte man die 6ystc Figur in dieser Voraussetzung,

indem man ^ >Vl --- 6, lVIN — s nähme, und trüge den leß-
tern Bogen unterhalb iVl hin, um das Verfahren des eilsten

§e in Anwendung zu bringen, so würde der Bogen

nicht, wie in Figur 4, oberhalb eV, sondern unterhalb liegen,
also der Sinus eben so wie der Bogen seine Lage än¬
dern. Der Cosinus dagegen würde auf derselben Seite des

Mittelpunkts bleiben, was sich auch aus der Formel ergicbt,
indem man cos (b> — s) — co§ (s — 6) erhält.*)

§ 27 .
Aus dem im eilften § bewiesenen Satze lassen sich noch

») Noch einfacher erhellet dies so: es sei — XiVIH so ist lVI? —
Aber Mk, der Sinus von LSI, und der Sinus von

hoben eben so, wie die zugehörigen Bogen, eine entgegengesetzteLoge mit
Bezug äus de» Halbmesser mithin ist der Sinus eines negativen Bv-
genS der negativ genommene Sinus de« eben so großen positiven Vogens.
Dagegen baben und der Größe und Lage nach einerlei Cosinus
Ll>. Was von dem Sinus gesagt ist, gilt auch von der Tangente, wie

dies schon aus der Formel » — - folgt, U«b e r s.



anderweitige sehr wichtige Folgerungenziehn, von denen ich
einige in der Folge gebrauchen werde, weshalb ich sie hieher
setzen will.

i) Wenn man die beiden Gleichungen
rin n. cor b> -i- rin bi cor s

rin (n -b- b>) -

rin (kt — b>) -

addirt, so erhält man

bb
rin k> cor b> — rin b> cor o

L

rin (n -I- b>) -k- rin (n — b>) —
2 rin s cor bi

- ,

woraus folgt rin Ä cor b> — — rin (s -i- bi) -I- — riil (kl — bl).

2) Zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab,
so entsteht

2 rin b> cor g
rin (a -k- bi) — rin (k> — b»)

folglich rin bi cor a — rin (:t -t- b>)
k>>

rin (s — b>).

Setzt man b> — n, so giebt diese Formel, eben so wie
die vorhergehende,

kb .
rin n cor kt — — rin 2 n.

2

Z) Wenn man die beiden Gleichungen
cor n cor 1z — rin L rin b>

cor (» -i- 1z)

cor (0 — b>) —

addirt, so erhalt man

bb
cor kt cor bi -k- rin » rin I,

cor (s -t- b>) -I- cor (a — b>) ---
2 cor A cor b»

Ü '

und hieraus cor kt cor 1) - cor (a -l- Ir) -s- ^ cor (s — b>).
Ist it — b>, so gibt diese Formel
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R.
co^ s^ — — cc<5 2 s -i-,

2 2

indem der Cosinus dem Halbmesser gleich ist, wenn der Do¬
gen Null wird.

4) Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab,
so entsteht

2 5!?! s 51» Ir
co5 (s — b) — co5 (s -t- b) —

woraus folgt

. . , I> , ,, H , ^.
51» s 51» b — — co.' (s — b) — — L05 (s -t- t>).2 2

Zst s --- d, so gibt diese Formel

51» s — —-co5 2 s>
2 2

§) Setzt man s -i- K — s', und s — d --- K', so fin¬
det man, wenn man diese beiden Gleichungenaddirt, 2 s---
s' -i- 1>', und, wenn man die zweite von der ersten subtra-

Hirt, 2 lr s' — b'; hieraus folgt s --- —und lr —
s' — Ir'

2

Wenn man nun diese Wcrthe von s und K in die Aus¬
drücke für 51» s co5 1), 51,1 1> co5 L, co5 s L05 l> und
51» a 5!» l> setzt, so findet man

H . . .
51» ^ (s' -i- I)') c 05 ^ (s' lr') — (51» s -i- 51» 1>'),

co5 ^ (s' -I- Ir') 51» ^ (s' — d') — 1 » ( 51» s' — 51» lr'),

co5 ^ (s' -I- lr') co5 ^ (s' — !)')—— (co5 s' -s- co5 lr'),

51» ' (s' -i- Ir') 51» 2 (s' — lr') — — (co5 1»' — co5 s').

Dividirt man die zweite dieser Gleichungen durch die erste,
so erhält man



cor ^ (a' rin ^ (a' — 1>') rin ^ (n'—1>') cor ) (n' -r- 1>')

rin^ (g,'-t-1>') cor^ (n'— 1>') cor^(u'—b') rin j (s'-t- d')
rin <r' — rin 1z'

rin u' -t- rin Iz'

Erwägt man nun, daß
rin
cor

§ 4 (»'

^ ^ cor-V-^- (§ 6), Mithin -—-^ ^r/r
b') §r,r

-- —I lst, so erhalt man -2- . , , . . . , .
tF^. tA- ^ (a -i- I)') 5rn ^ -I- 5r/r

?suf dieselbe Weise kann man aus den beiden letztem Glei¬
chungen herleiten, daß
cor k>' — cor u t§ - d') k°^ (s' — k')

cor b>' 11 " ist.

6) Wenn man den Ausdruck für rin (a^li) durch den
für cor (n -r- K) dividirt, so wird man haben

rin (o -j- 1>) rin n cur Ir -t- rin 1> cor n
cor (n -i- 1>) cor n cor 1> ^ rin er rin 1»'

und dividirt man dann den Zähler und Nenner des Bruchs
im zweiten Theil durch cor u cor b, so verwandelt sich der¬
selbe in

rin » ^ rin lr
cor ii cor 1>.
rin .! rin 1»

1 -s- . ncor <r cor b

da nun im Allgemeinen

t§ (» d) . k

rin /V
cur ^

k

c ° -> kis Ir

(6), so erhält man

— ^ (t§ n — K)
n" ^ t° u lr'

und endlich r§ (L -r- Ir) —
H ^ cZ u

k"
Da cor --- -—- (y), so ergiebt sich

b)
r§ 1.

cor
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cot (a -i: b) —
t°- L t°»b

r- (a -t- d) r§ Ä ^ t§ b

cot <t cot b

k." ^ «?
cot 3 coc 1z

oder nach gehöriger Neduction

cot (a -i- k>) —
coc a cot 1z ^

coc b ^ cot u

§ 28 .

( 3 ' -t- b')

^i,c 3' — §,',i 1)'

ri,c 3' -j- Li» 1z''

aus welcher folgt, daß die Summe der Sinus zweier

Logen sich zu ihrer Differenz verhält, wie die Tan.

gente der halben Summe dieser Logen zur Bangente

ihrer halben Differenz, kann auch unmittelbar durch eine

elegante geometrische Construetion erhalten werden.

Wenn ^.M und -4.N, Li°-. 10 *, die Bogen a' und b>'

vorstellen, so wird man habe» Ml> — .ein 3 ', N H — ein K'.

Zieht man NL dem Durchmesser parallel und verlän¬

gert Mk bis M', so ist

M kt — MI? — Ns) — ein 3/ — ein 1z',

M'U — M'k -t- N — ein a' -j- ein 1z' (§ i/j).

Nun beschreibe man aus dem Punkt 0 als Mittelpunkt mit

einem Halbmesser LO, welcher dem des Kreises H.LL gleich

ist, einen Bogen LOO und lege an denselben durch den

Punkt O eine Berührungslinie, welche durch LM und LM'

begränzt wird, so werden offenbar OL und OH die Tangen¬

ten der Bogen OL und OO sein, welche die Winkel ML bl

und NLM' messen; und da die Scheitel dieser Winkel im

Umkreise liegen, so werden sie die Hälfte von

NM -- ^M — ^N — a' — Iz'

und von NM' — ^.M' -t- H.N — a' -p- Iz'

Teiseuvmetrie.



zum Maaß haben; mithin wird
O ib — tA ^ — br) und O H ^ -j-

sein. Da aber und 111H parallel sind, so wird man
folgende Proportion haben:

: lVl-L -- Ok : O»,

also
5!« 3'— : rnr 3' -I- ^'3 1z' — t» — 1z') : (3^-s-lz'),
oder

to- ^ ( 3 ' — b>') r-3 3 ' — 1z'

r°- ^ (sl -l- 1a') 5!,r 3' -I- §r>r k'
Es ist leicht, diese Constructiondergestalt zu modisiciren, daß
sie alle die verschiedenen Gleichungen gibt, welche der eben
bewiesenen analog sind.

§ 29 .
Da man öfters Gelegenheit hat, von den im Vorherge¬

henden entwickelten Formeln Gebrauch zu machen, so habe
ich sie nebst einigen andern, die sich leicht daraus ergeben, in
folgender Tafel zusammengestellt.

Die jeder Formel beigesctzte Zahl zeigt die Nummer
an, worin sie gefunden worden sind, oder woraus sie abge¬
leitet werden können.



— 35 —

Tafel
der gebräuchlichsten trigonometrischen Formeln.

5!» g^ -I- cor g" --2 (io)
rrn g cor d NN d cor gl

rrn (g k> ---

cor (g-r- k>) -----
cor g cor k> -x--rrn g rrn k>!

(-^)

( 27 )

NN a cor k> ^ Ik srrrr (g -t- d) -i- rrn (g— b>)^
cor g rin d — ^ k s^rrn (g -1- 1z) — rrn (g — k>)^
cor g cor d ----- ^ Ik s^cor (g -t- d) -^- cor (g— k>)^
rrn g rrn d ^ kk ^cor (g -l- d) — cor (g— k>)^.

2
rrn g -l- rrn d --- ---rrn ^ (g-1-d) cor ^ (g— d)

rrrr L — rrn d — cor (g -t- d) rrn z (g — k>)

cor g-t-cord — cor-l (g-l-d) cor ^ (a— d)

2 gcor g— cor d--- — — rrn ^ (g-i-d) rrrr ^ (g—d) I

2 rrn g cor g . ^---
nn2g —-—(>r> nn^g —^s/2kc-— 2 kcorg (iz)

( 27 )

cor 2 g
— rrrr g/ 2 cor g2 — R.-
d I'. (-i)

rrn g^ — ^ kl (11.— cor2s) (27)

cor g" — t II (k -1- cor 2 a) ( 27 )

- g" — rr'nd^—cord"—corg"—rrn(g-t-k)rrn(g—d) (r 1,10)

cor g" — rrn d" — cor (g-j-d) cor (g— d) (n, 10)
kl cor g
" 77 — ( 9 )

kl rrn g II^
t»- g --- -— ( g ) ^ cor g -- -t? gcor g

rec g -----
d' kl"

cor g rrn g (3)

^ (g-^-d) — ^ (a — k) ^ ^ (kF n -i- rx d)
coc(g^lz) " «2--kl ^ -i-: g r^ d

C 2
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Fortsetzung der Tafel der trigonometrischen Formeln.

e§ u

t§ a — r§ d --

cot 3 -t- cot 3 —

cot 3 — cot i> ---

cor 3 cor 3

- (3 — k)
cor 3 cor 3

H " rin (3 -I- 3)
rin 3 rin l>

R ^ rin (3 —3)

> ( 6 , ii )

tA 3^ - t§ --2

rin 3 rin 3

It ^ rin (3-1-3) rin (3 -d )1
cor 3 cor 3 "-

cot 3 ^ — cot 3^-- — ^'n Q-3 3) ",! Q —3)
rin 3^ rin 3"

( 6 , I- )

rin 3 -r- rin 3_ t° ^ ( 3 - 1-3)
rin 3 —rin 3

rin 0 -I- rin 1»

t§ 40—b)

tF 4 0"I-b)
cor s-I- cor 3 L

rin » -I- rin 3 cot s ( 3 --3)
cor 3 — cor 3 L

rin 3 — rin 3 O 40- -b)
cor 3 -I- cor 3 k

rin 3 — rin 3 cot ^ (3 -i-!
cor 3— cor 3

cor 3 -I- cor 3 cor ^ (3 -d)

5r,r 2
k -i- co§ a

Lrn 3

t ^ 3

' K- -cc,5 3
cot^ a

a — -
o ^ (» -i- d)

k t°- 3
cor 3:

rcc 3 -I- rcc 3
rcc 3 — rcc 6

( 2 ?)

3 ^

R. ---- rin 1 ^--- cor t°- 0 ,^ — cot o/Z

s/k?
( 6 , ao)

-t- k§ L-

- rcc 0 ^ — corec 1 ^

— rcc ( 2 Z, 24 )^ rin 3 ^ c/rocci 2 3 ( 14 )

rin (1 e ^ 3) ---- -I- cor 3 ^ cor (le ^ 3) ^ rin 3 l

rin ( 2 ^ ^3) — ^ rin 3, cor (2? -1- 3) --- — cor 3 j

rin (ze ^ 3) ^ — cor 3, cor (Z^ ^ t,) — ^ rin 1z l

rin ( 4 » -t- 3 ) --- -t: rin 3, cor (/,» ^ 3) — -I- cor 3,

(2Z).
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§ 30. - .

Zch werde nun von dem Gebrauch der trigonometri¬
schen Tafeln bei Auflösung der Dreiecke handeln. Zu dem
Ende muß man sich erinnern, daß man vermittelst dieser Ta¬

feln, so bald man einen Winkel kennt, den Werth seines
Sinus, seines Cosinus, seiner Tangente und seiner Cotan-

gente findet, und daß umgekehrt, wenn der Werth einer die¬
ser Linien bekannt ist, auch der des zugehörigen BogenS als

gegeben angesehn werden kann. !
Cs sei, L,>. ri, 6 OL ein in O rechtwinkliges Dreieck.

Aus einem der spitzen Winkel L beschreibe man mit einem

Halbmesser, welcher dem der Tafeln gleich ist, den Dogen
^lVl> fälle auf die Senkrechte i^lk und errichte die

Tangente um die beiden Dreiecke der Tafeln zu bil¬
den, nämlich LLlVl, welches das des Sinus und Cosinus,

und welches das der Tangente und Secante ist.
Beide sind dem vorgclcgtcn Dreieck ähnlich, und wenn man

sie nach einander mit diesem vergleicht, so ergibt sich:
LlVl : -- LL : OL) iL : nA L --- LL : O L

t?M . LL --- <7.L : L O)^" ^k : cor L --- LL : LO
t?.^ : -- 6V : OL oder L : c- L --- LO : OL.

Da L das Complement von L ist, so hat man cor L —

L. Die beiden ersten Proportionen können also folgen¬

dermaßen in Eine zusammengefaßt werden: der Halbmesser

verhält sich zum Sinus cmes der spitzen Winkel eines
rechtwinkligen Dreiecks, wie die Hypotenuse zu der
diesem spitze» Winkel gegenüberliegenden Kathete.

Die dritte lehrt, daß sich der Halbmesser zur Tan¬

gente eines der spitzen Winkel eines rechtwinkligen

Dreiecks verhält, wie die an diesem Winkel anlie¬
gende Kathete zur gegenüberliegenden.

Da der Halbmesser immer gegeben ist, so braucht man
von den drei übrigen Gliedern vorstehender Proportionen

nur zwei zu kennen, um das vierte zu finden. Vermittelst



der ersten wird man also von den drei Stücken: Hypote¬
nuse, eine Rathete und ein spitzer Winkel allemahl eins
bestimmen können, wenn man zwei derselben kennt.

Zch sage schlechthin ein spitzer Winkel, obgleich die
Proportion erfordert, daß dieser Winkel entweder der gege¬
benen oder der gesuchten Kathete gegenüberstehe,weil der eine
spihe Winkel immer den andern bestimmt;daher man, wenn
der, welchen man kennt oder sucht, dieser Bedingung nicht
Genüge leistet, sein Complement nehmen kann.

Vermittelstder zweiten Proportion laßt sich immer eins
der drei Stücke: die beiden Ratheten des rechtwinkli»
gen Dreiecks und ein spitzer Winkel bestimmen, wenn
man zwei derselben kennt.

Hieraus folgt, daß man i) aus einer Seite und einem
Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks die beiden andern Sei¬
ten, und L) aus irgend zwei bekannten Seiten die spitzen
Winkel berechnen kann.

Unter diesen beiden Fällen ist derjenige nicht begriffen,
wo man aus zwei Seiten des Dreiecks die dritte bestimmen
soll; denn dieser läßt sich unmittelbar zufolge der bekann¬
ten Eigenschaft des rechtwinkligenDreiecks auflösen, daß
cr^-i-OL^ cL-, woraus cL^j/LO^ -l-OL- folgt.
Wenn man die Hypotenuse L L und eine der Katheten z. B.
OL kennte, so würde man erhalten

ci) --- s/cL^ — OL-.

Erwägt man, daß c L- — O L^---- (c L v L) (L L — O L),
und nimmt man auf beiden Seiten der Gleichung

LO ---j/(LL-I-OL) (LL — OL)
die Logarithmen, so findet man

kW -- z <LL -t- OL) -s- ((?,L — OL)^j.
Wenn man Formeln entwickelt,welche bei Zahlenrechnun¬

gen gebraucht werden sollen, muß man ihnen immer eine
solche Gestalt zu geben suchen, daß sich die Logarithmen be¬
quem auf sie anwenden lassen, ich meine, daß man sich so



wenig als möglich genöthigt sehe, während der Rechnung von

den Logarithmen zu den Zahlen, und von den Zahlen wieder

zu den Logarithmen überzugehn. Wenn man die Logarith¬

men auf die Bestimmung von LO vermittelst des erstem

Ausdrucks anwendet, wird man sich leicht von der Wichtig¬

keit dieser Regel überzeugen.

Zch will diese Anweisung zur Auflösung der rechtwink¬

ligen Dreiecke mit der Bemerkung schließen, daß die beiden

zuletzt betrachteten Fälle sich auch vermittelst der zu Anfänge

dieses §s beigebrachten Proportionen auflöscn lassen; denn

wenn man i) LO und OL kennt und LL finden will,

so kann man zuvörderst einen der spitzen Winkel, z. B. O,

vermittelst der Proportion L : L — LO : O L berech¬

nen und dann die Hypotenuse LL durch die Proportion

R. — LL:OL bestimmen, in welcher die drei Glieder

R, j,'» c und OL bekannt sind. 2) Kennt man die Hypo¬

tenuse LL und eine der beiden Katheten, z. B. LO, so

kann man den der gesuchten Seite gegenüber-stehenden spitzen

Winkel vermittelst der Proportion LL: LO — L : co ;6

finden und dann die Seite OL vermittelst der Proportion

L : nA L — LL : OL berechnen.

§ 21 .

Was bisher über die Auflösung der rechtwinkligen

Dreiecke gesagt worden ist, läßt sich bequem inö Kurze fassen,

wenn man die Winkel durch L, L bezeichnet, wo der

rechte ist, und die diesen Winkeln gegenüberstehenden Seiten

durch u, k>, c, wie cs L-'§. 12 zu erkennen gibt.

Nach dem ersten Sah wird man haben

L : jrn (! — n t c, L : NN L --- n : b,

woraus folgt
0 6 k) L

L La L.

Schafft man aus beiden Gleichungen s. weg, was dadurch

geschieht, daß man jeden Theil der ersten durch den entspre¬

chenden der zweiten dividirt, so hat man
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c 5!/r 6

I> ;,'u L'

und da cku k cos L und ^ -- — , so ist — —cos L k d
e°- L

eine Gleichung, welche den zweiten Sah des vorher¬

gehenden §s auödrückt.

Quadrirt man endlich jeden Thcil der beiden ersten

Gleichungen, und nimmt die entsprechenden Theile der hier¬

aus entspringenden Gleichungen zusammen, erwägend, daß

sm -t- .rin --- sm -s- cos L' ---- (§ io),

so erhält man

^ —a- — I vder b>" -p- o" s".

Hieraus folgt, daß die Gleichungen
<7 stti 6 b> rin L

s bk ' -v li

nebst der zwischen den Winkeln k und <Ü statt sindenben Be¬

ziehung zur Bestimmung aller Fälle, die beim rechtwinkligen

Dreieck Vorkommen können, hinreichend sind. *)

-») Die Auflösung der rechtwinkligen Dreiecke is! sehr einfach, wenn
»ign erwägt, daß der Sinus eines jeden spitzen Winkels das Verhältnis der
gegenüberliegenden Kathete zur Hypotenuse, der Cosinus das Verhältniß der
anliegenden Kathete zur Hypotenuse, und die Tangente daS Verhältniß der
gegenüberliegenden Kathete zur anliegenden ausdrückt, oder daß

ist. Es kann kein Fall, den LeS vythagorischcn Satzes ausgenommen,

Vorkommen, wo sich nicht das Gegebene und das Gesuchte in einer dieser
Gleichungen beisammen finde» sollte. Um zum Behuf der logarithmischen

Rechnung den Halbmesser in diese, so wie in alle andere trigonometrische
Gleichungen, worin er nicht ausdrücklich vorkommt, zu bringen, bemerke
man, daß ,'ämmtiiche trigonometrische Gleichungen, nachdem die Bruch-
sormen weggeschafft find, in alle» Gliedern eine gleiche Anzahl Dimensio¬

nen oder Faktoren enthalten, wen» man den Halbmesser nicht der Einheit
gleich setzt. Erscheint er also nicht, so muß man ihn so anbringen, daß die
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§ 32.

Das Princip, auf welches sich die Auflösung der recht¬
winkligen Dreiecke gründet, führt zugleich zur Auflösung al¬
ler übrigen Dreiecke. Fället man aus der Spitze L des
Dreiecks ^.LO, i g, die Senkrechte Lv auf die Grund¬
linie, so bildet man zwei in v rechtwinklige Dreiecke -4.LO
und LLO. Zm ersten ist

L : ck» ^ ^L : Lv
und im zweiten

L : ;ier <3 — L (3 : LO,
welches gibt

L x LI) -- sin ^ x tVL, L x LO --- ckn l3 x L <3,
woraus folgt
sin X tVL ---- sinl3 X L l3 oder si,r t ein (3 L l3 : ^L.
Wenn die Senkrechte ausserhalb fallt, so ist der Winkel (3
nicht den beiden Dreiecken )^L<3 und L(3I) gemein; allein
die Winkel LLI) und L(3^, welche zusammen zwei Rechte
ausmachen, haben einerlei Sinus (§ 22 ).

Die eben gefundene Proportion gibt den allgemeinen

Satz: in jedem Dreieck verhalten sich die Sinus der

Winkel wie die Seiten, die diesen Winkeln gegen-

überftehn.

§ 33.
Derselbe Satz läßt sich auch auf folgende Art beweisen,

welche dem in den beiden ersten Paragraphen von der Trigo¬
nometrie gegebenen Begriff mehr analog zu sein scheint.

Gleichung von der gedachte» Beschaffenheit werde. Hat man z. B die

Gleichungen e — -3- und rot l> so gibt die erste a L

— c und die iweite rot I, . tF i> I. In der ersten hat man links
zwei Faktoren, rechts einen, in der iwciten links zwei, rechts keinen; den»
die Einheit wird hiebei, wie jeder andere numerische Faktor, nicht mitgcjahlt.
Es muh also a . t-o 6 — n . c und tF k> . cot l> R.2 ^
N. c , N.2
- und 00 t I- ---- —- geschrieben werden. »ledert

s . t.» d
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Nachdem man iz* um das Dreieck 4L0 einen

Kreis gelegt, mit dem Halbmesser O s der Tafeln einen zwei¬

ten Kreis nbo beschrieben und die Punkte, worin die

Halbmesser 04, OL, OO den letztern schneiden, durch die

geraden Linien ad, bc und so verbunden hat, wird ein

dem vorgclegten ähnliches Dreieck gebildet, dessen Seiten ad,

bc und nv sich aus den Tafeln bestimmen lassen.

Die Ähnlichkeit der Dreiecke 4L0 und abc wird

einleuchtend, wenn man in Erwägung zieht, daß, weil die ge¬

raden Linien aO, bO und oO, so wie die geraden 40,

80 und 0 0 als Halbmesser Eines Kreises einander gleich

sind, die Seiten 40 undLO, LO undOO, OO und 40

der Dreiecke 40 L, LOO und 400 in den Punkten n

und b, b und o, o und n proportional geschnitten werden,

und daher die geraden Linien 4L und ab, LO und bc,

4,0 und nc parallel sind. Man hat demnach

4L : LO : 4 0 --- klb : b o : so — ^ ab : ^b o : ^ ac.

Da nun die Scheitel der Winkel des Dreiecks abo im Um¬

kreise liegen, so wird jeder die Hälfte des Bogens, auf wel¬

chem er steht, zum Maaß haben, und von jeder dieser Hälf¬

ten wird offenbar die Hälfte der Seite, welche den ganzen

Bogen bespannt, der Sinus sein (§ 14). Es ist also

^ ab — §rn e -nn O,

^ b c --- a --- 4,

---- ze'n b -- sin L,

folglich 4L t LO l 40 sin o : sin 4 t sin L.

Die Vergleichung der Dreiecke 4OL und aOb zeigt

ferner, daß 4L : ab ---40 : aO oder 4L : 2 sin 0 -----

40 : sO ist, d. h. daß jede Seite des Dreiecks 4L0

sieh;nm doppelten Sinus des gegenüberstehenden Win»

kels verhält, wie der Halbmesser des umgeschriebenen

Rreises zu dem der Tafeln. *)

*) Man kann auch die Linien ab, I>c und an selbst als die Sinus

der Winkel -t, N und L ansehn, wenn man den Durchmesser des Kreises ->k>c-
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§ 34 .

Bezeichnet man, wie § II, die drei Winkel durch L,

6 und die diesen Winkeln gegenüberliegenden Seiten durch

s, b, o, F->. 14, so wird man nach dem Vorhergehenden

die Proportionen

zru A : nn L --- s : d,

: 5IN L g : o,

5!N L : .!!?i <ü — b» : c,

erhalten, aus welchen sich folgende Gleichungen ergeben:

für die Einheit nimmt. Auf diese Weist hat sie Hv. Ca rnvt in seiner 6--c>-

ck- /-or-'e-'ocr dargestellt, Dieser Ansicht gemäß wird daselbst ein sehr
einfacher und eleganter Beweis des Satzes des eilsten §s und der vornehm¬
sten davon abgeleiteten gegeben. Vers. — Diese Begriffe werden auf folgen¬

dem Wege vielleicht noch klarer werden. Man beschreibe uni das Dreieck XL 6,

ch-F. ?o, eine» Kreis, ziehe den Durchmesser L 2 , verbinde I! mit 2 und
lege 88 parallel mit 08 , Dann ist in dem rechtwinkligen Dreieck ^8 8,

X8 >8
rs,r e^88 — rr'n 2 — rrn 6 — —— — ——Setzt Man NUN L8,

den Halbmesser des unigeschriebenen Kreises, der Einheit gleich, so ist »-'er 6
— ld8 oder 2 r scr 6 — >8; ist dagegen -V2 I, so ist r-'c- 6 —
>8. Die Seiten des Dreiecks sind mithin, wen» st- in Zahlen ausgedrückt

werden, entweder die doppelten Sinus der gegenübcrstehcnde» Winkel, oder die

Sinus selbst, je nachdem man den Halbmesser oder den Durchmesser des um«
geschriebenen Kreises zur Einheit annimmt. Um eine Probe von dem Ge¬

brauch zu geben, de» Hr Carn 0 t in seiner Sssom^strs- cks ^orstson von
dem Satze macht, daß die Seiten eines Dreiecks die Sinus der gegenüberste-
hcnden Winkel sind, wenn man den Durchmesser des unigeschriebenen Krei¬

ses — 1 setzt, will ich hier zeigen, wie er mit Hülfe desselben di« Formel

für rin (a -s- 8) entwickelt. Es sei, ch-F.71, 8^.81 — a, — 8 und
-> > 8. Aus einen, willkülirlichen Punkt 8 des gemeinschaftlichen Schenkels
HU errichte man über demselben 8 6 senkrecht und lege um bas Dreieck

L8 6 einen Kreis, dessen Durchmesser für die Einheit gelten soll. Dann
ist 8 2 — rscr a, 26 rr'cr 8, ^8 — rc/r L68 cor 8, l^6

88 88 . 68 68

re» .-V8 6 — cor a. NUN ist ^ — r-cr a und ^ ^7 — -—-
— r-u 8, also 88 — r/ci a cor 8 und 68 — cor » r,'„ 8. Aber 86
— r,/? 8L6 — ---1 sa -s- 8), mithin rsci ^ ^ 88 -s" 86 or:
rccr s cor 8 -j- cor a riu 8, uebers,

I
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I) St»! 8 a. UN 6 0 ein 0

a SIN ^ ' s rin ä' b 5!» L

Vermittelst dieser Proportionen wird man ein Dreieck um
mittelbar auflosen könne» i) wenn man zwei Winkel
und eine Seite kennt, weil dann alle Winkel desselben ge¬
geben sind, und daher die gesuchten Seiten nothwendig zweien
dieser Winkel gegenüber liegen werden. Wäre z. B. a nebst
den beiden Winkeln L und (l gegeben, so würde man die
Summe dieser Winkel von zwei Rechten abzichn, um den
Winkel ^ zu erhalten, und dann aus den beiden ersten Pro¬
portionen die gesuchten Seiten b und o bestimmen können.
L) wenn man einen Winkel und zwei Seiten hat, von
denen eine dem gegebenen Winkel gegenübcrsteht. Hätte
man z. B. den Winkel ^ nebst den beiden Seiten s und b,
so könnte man den Winkel L nach der ersten Proportion
berechnen, und da man dann zwei Winkel kennt, so hat man
wieder den vorhergehenden Fall. *)

Es gibt zwei Fälle, welche, da sie unter keinen der
beiden eben betrachteten begriffen sind, dieser Methode nicht
unterworfen zu sein scheinen. Dies sind diejenigen, wo man
zwei Seiten und den cingesbhioffenen Winkel oder alle
dre» Seite kennt. Hiermit werde ich mich seht beschäf¬
tigen.

») Die gegebenen Stücke können im zweiten Fall so angenommen
werden, daß gar kein Dreieck daraus construirt werden kann. So ist aus
a, l> und U kein Dreieck möglich, wenn l- kleiner alS die Senkrechte ist, die
von ti. auf -> gefallet wird. DaS Unmögliche, welches etwa in der Voraus¬
setzung liegt, gibt sich bei der Rechnung dadurch zu erkennen, daß inan für

un 6 auS einen Werth erhalt, welcher die Einheit übersteigt, ue-

brigenS weiß man auS der Elemcntargcometrie, daß daS Dreieck nur dann
bestimmt ist, wenn b > n angenommen wird. Ist l> < o, so muß noch die
Beschaffenheit des Winkels L bekannt sein; denn un U, daS vierte Glied
der Proportion, entscheidet hierüber nicht. Hebers.



§ 33 .
Wir wollen zuerst annehmen, man kenne die beiden

Seiten n und b> und den eingeschloffenen Winkel 6. Wenn
man die Gleichungen

o ;rn L c ^in L

u §in b> 5rn L

unter der Form a L — c 5-n
b> 5!N L --- e 5!N L

ansetzt, und sie Glied für Glied erst addirt und dann von
einander subtrahirt, so erhält man

(u b) .nu L — c (ein -i- ^in L),

(u — b>) nn L — c (ein ^ — n'n L).
Dividirt man ferner die letzte Gleichung durch die erste, so
verschwindet die unbekannte Seite c, und man hat

a — b> n n — n n R

a -I- b ein ^ nn L

Nun hat man gesehn (§ 27), daß
n n ^ — n n L ^ — L)

5IN ^ -i- öin L t° ^ (.3. -I- L)

ist; es wird also
n — ^ ^ — L)
u -k- b> ^ ^ (^ -f- L)

sei»,") woraus die Proportion
u -1- k> : a — b — t§ ^ (^ -k- L) : ^ — L)

folgt, oder in Worten: die Summe zweier Seiten eines
Dreiecks verhält sich zu ihrer Differenz, wie die Tan¬
gente der halben Summe der diesen Seiten gegenüber,
stehenden Winkel zur Tangente ihrer halben Dis,
ferenz.")

») Noch kürzer: aus der Proportion - : b — ,i'n X : nn 8 (h zr)

folgt a -tz t, : s — b ,,n L -f-^n'n 8 : n'n — nn 8,

und hieraus weiter (§ Lg.)
- -h ü : — b -- z l>. -h L) : ^ — «). Vers.

*») Dieser Satz läßt sich bekanntlich auch mit Hülst einer leichten
Consiruction darthun. Uebers.



In dieser Proportion ist ausser —L alles bekannt. Zieht
man nämlich L von zwei Rechten ab, so erhalt man ^ -i- L,
und nimmt man dann t§ ^ -p- L), so findet man

t§ L - L) - x t§ ^ L).

Nun ist
4 (^. -1- L) -l- z (-V — L) ---

und

^ L) — - (^ - L) -- L,

d. h. man erhält den größern Winkel, wenn man zur

halben Summe den halben Unterschied addirt, und

den kleinern, wenn man von ihrer halben Summe

den halben Unterschied abzieht.
Nachdem man alle Winkel berechnet hat, findet man die

dritte Seite nach §. 32.

§ 36 . ,

Man kann auch unmittelbar die dritte Seite finden,
wenn man auf eine der gegebenen Seiten eine senkrechte
Linie fället, z. B. von L auf ^6, 13. Nach einer
bekannten Eigenschaft der schiefwinkligen Dreiecke hat man

-l- -s- 2^6 x OL, wo das obere Zei¬
chen zu nehmen ist, wenn die Senkrechte innerhalb des
Dreiecks fällt, und das untere, wenn der Winkel L stumpf
ist, also die Senkrechte ausserhalb liegt. Ferner ist in dem
rechtwinkligen Dreieck LOL

O L — L L x cor L,
wenn man ?>. — 1 setzt; mithin ist

-- — 2t^c . LL . cor L

und -t- — 2^e . Lc . cor Ls
oder nach der angenommenen Bezeichnung

0 — s/a' -l- d '— 2 ab cor 6,
eine Formel, welche aus den beiden Seiten u und b und dem
eingeschlossenenWinkel 6 die Seite 0 gibt. Ein einziges
Zeichen ist hier für das Glied 2ub cor L hinreichend, weil,
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wenn der Winkel L stumpf wird, sein Cosinus negativ ist,

das Zeichen — sich also in -st- verwandelt, wie es die geome¬

trische Construction erfordert.

§ 37.

Diese Formel ist für den Gebrauch der Logarithmen

nicht bequem Da aber co; 2 c — i — 2 ist (§27),

so hat man, wenn man ^ c statt e schreibt,

co§ (l — 1 — 2 (tiu

und durch diese Umformung erhält man

c — -st- b' — 2ab -t- stab (n'u ^

— s/(a — b)^ -st- 4 ab (reu 2 (st.

Setzt man nun I/ab -- c§o-, so entsteht

kl '

c — (a — b) l/r -st- — (a — b) 5cc « --

Man kann nun vermittelst der ersten Formel leicht « be¬

rechnen, und nachdem man den Winkel « gesunden hat, er¬

hält man durch die zweite

a — b ')e -- cc>5 «

S 38.

Die Gleichung c — s/a^ -st- b^ —2 ab co; L gibt auch

den Winkel 6 aus den drei Seiten a, b und e. Erhebt

») Man bat also pF « — 2 st- tF T 6 st- j tj» a
st- T — /§ (a —d) und /F c — ,o st- sF (a — b) —/§ co^ u. O»

st/a- — L » b st- eben so wohl a— b als b — a genommen werden

kann, so ist es gleichgültig, ob man 0 — --- oder c --- setzt.00-e « «

Ist 6 stumpf, so ist c q/a- -st b- st- 2ab 6. Dann ist aber
e<» 6 — 2 (stl„ j 6-) — i, und man hat wieder

s—I> ^ b — »c - oder o —-
Uebers.
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man nämlich zuvörderst jeden Theil derselben zum Quadrat,

so erhalt man
-t- — 2ob co; L

und hieraus

ccu L — 2 ob.

welcher Ausdruck jedoch für die Rechnung mit Logarithmen

nicht bequem ist. Man schreibe deshalb 2 statt L und

i — 2 uA 6'' statt co§ 2 O (§ 27), so hat man

— b>^ — b>"-s-2sb2^rn O — 1 -I-
2 ob 20b

' — (0 — b) " _ (0 -i- 0 — k) (o — a -t- b)
2 alz 20b

folglich

4 ob,
c -s- 0— b> c — o-t-b

2 2
ob,

Es ist aber leicht einzusehn, daß
o 0 b o 0 b

und v -g- o -t- k
2 2

ist; seht man nun e-t-0 b — s, zieht auf beiden Seiten die

Quadratwurzel aus und schreibt L statt so erhält man

UN
/(4 s — 0) s—b)

ob, '

welche Formel folgende Regel enthält:

um einen Winkel eines Dreiecks zu finden, dessen drei

Seiten bekannt sind, ziehe man von der halben Summe

der drei Seiten jede der den gesuchten Winkel einschlie¬

ßenden Seiten ab, und multiplicire beide Reste in ein»

ander; dann dividire man dieses Produkt durch das

Produkt der den gesuchten Winkel einschließenden Sei¬

ten
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ten und nehme ans dem Quotienten die Qnadratwur«

;el. Diese Wurzel wird den Sinus der Hälfte des ge¬
suchten Winkels geben.

§ 39 .

Die Auflösung aller bei den schiefwinkligen Dreiecken
vorkommenden Fälle hängt, wie man sieht, von den drei

in § Z2, Z 5 und 56 ausgestellten Regeln ab, und beruht
auf eben dem Prinzip, aus welchem die Auflösung der recht¬

winkligen hergcleitet worden ist (§30). Es wird daher leicht
sein, diese Regeln zu behalten, und die Durchrechnung der
Exempel, welche ich hier geben werde, wird hoffentlich den
Leser in den Stand setzen, sie anzuwenden.

Beispiele zur Auflösung der rechtwinkligen Dreiecke.

i) Es sei in dem rechtwinkligen Dreieck KL 12,

aus der Hypotenuse u und der Kathete e der der letzter» ge-
gcnüberstehende Winkel 6 zu finden, und es sei u—13"°,17g

und c — 7", 357. *) Um nun L zu bestimmen, muß man
folgende Proportion ansetzen (§ Z,).-

» : c ---- L : (H
woraus folgt

und, wenn man die Logarithmen nimmt,

L L 0 — /§ s.

Größerer Einfachheit wegen setzt man fast immer den Halb¬

messer der Einheit gleich; der Logarithme desselben ist dann

') Es werden hier Meter gemeint. Der Meter, die Einheit des

neuen französischen Längenmaßes, hält 443,295956 Linien des alten. Da nun

der pariser Fun sich zum preußischen wie 14400 : 159,5 verhält, so gehn

auf den Meter nach preußischem Maße 456,812727 Linien oder 5 Fuß
2 Zoll 2,8 Linien. Uebers.

Trigonometrie. D



Null, so daß er bei der Rechnung nicht in Betracht kommt.
Statt der zu verrichtenden Subtractionen addirt man die

dekadischen Ergänzungen, deren Theorie ich am Schluß mei¬
ner Anfangsgründe der Algebra entwickelt habe.*)

Die Rechnung ist hiernach:
e — /§ 7'357 — 0,8667008

d.E. ?§ a --- d. §. ?§ 13,-76 — 6,8601505

/§ e -- 9,74635-3

— ^',r °e,Z77 — /§ 53 ° 56 '

2) Wenn man die Hypotenuse u — 53 ", 253 und den

Winkel e — o»,Z 657 kennt, und die Seite 6 sucht, so wird

man haben (Z 3-)

: §!?! L R. : coa- L --- s : 6,

folglich
, LX cog- 6
,, - —x--

und /§ b — Ä -4- k°- co^- e —

») Die dekadische Ergänz >i»g einer Zahl ist ihre Ergänzung zur
nächst hohem Potenz von 10. So ist 6 die dck. Erg. von 4 ! 3 - von 6g;
0,716547g von 9,2856521. Sic wird gesunden, wenn man von der Linken zur
Rechten alle Ziffern von 9 und die letzte bedeutende von 10 abzicht. Man
überzeugt sich leicht, daß man, statt eine Zahl abzuzichn, ihre dekadische Er¬
gänzung addiren könne, wenn man nur aus der Summe die nächst höhere Po¬
tenz von 10 wegläßt. So ist ll. — 9,2856521 — L — (io — 0,716547g)
— 4 - 0,716547g — 10. Hat man x — /Z- 74256 st- 2045
4- 0,00547 — kF 2,56 — /F 205,47 zu suchen, so kommt die Rech¬
nung mit den dekadischen Ergänzungen der Logarithmen, die stch leicht auS
den Tafeln abschreiben lassen, also zu stehn:

^ 7-1256 — 4,87073-6
2045 — 5,5106955

^ 0,00547 — 0,5405295 — I
d. E. kF 2,56 — 9,5917600

d. E. sZ- 205,47 — 7,6914996
Summe 25,0050140

Da zwei dekadischeErgänzungen gebraucht find, so ist aus der Kennziffer des
gesnndenenLogarithmen zwei mahl 10 wegzulasscn, mithin x-^5,0050140 —

1011,612. Die rranjöstschen Mathematiker bedienen sich der dekadischen
Ergänzungen häufiger, alt die deutschen. Hebers.



Nun ist a --- ?§ 33,253 -- 1,5218303

coi L — coi o ^,5337 — 9,7641210

b --- 1,3059316
Dieser Logarithme entspricht in den Tafeln der Zahl 20",223,
die noch nicht um ein Tausendtcl von der Wahrheit abweicht.

3) Kennt man die Seite 0—5I391, den Winkel
L — 0^,3502 und sucht die Seite k>, so hat man

R. : L o : 3 ,
c x r" L

also k> ---

und kr — 0 -1- e-- L — ^ k.

Nun ist o — 5,391 — 0,7316693
/§ r§ L --- r§ 0^,3502 -- 9,7676255

k> -- 0,5192943
Dieser Logarithme gehört nach den Tafeln der Zahl 5,306
an- Mithin ist b» — 3",306.

Beispiele zur Auflösung der schiefwinkligenDreiecke.

1) In dem Dreieck ^.Ld, ^i>. 14, soll die Seite 0
nebst den Winkeln ^ und L bekannt und die Seite 3
zu suchen sein. Es sei ^ --- 1^,2305, L -- 0^,5379 und
o 27", 343. Der Winkel d ist 2» — -z- L) ^

— r ',6664 — 0^,1316, und man hat (§ 32)

liir d : i!,r kt — 0 : 1i

, o X ui Lalso 1i --—--7^--,
in d

und /§ k, --- /§ o -i- 111 L — /§iii d.

Es ist aber o 27,343 --- 1,4369256
r§ii'i L — l§ii'i oe,53^9 -- 9,9016394

d. E. l°-iii d — d. E. liir 0^,1316 0,6377217
lA k» — 2,0264367

— 106,269, mithin lr — 106"°, 269.
s) Man kenne im Dreieck ^Ld die beiden Seiten

D 2



2 und 6 nebst dem eingeschlossenen Winkel e, und eö soll

die dritte Seite o gefunden werde». Es sei a — 284442 ,

d — 174605, O — 043426. Zuvörderst hat man (§ 35)

u -4- la : -1 — b -- t§ —— - : 1 - —,

woraus fol^t

r§

und r§ t§ —" t§ t° —-— -4- (s — b)

— /» (n-4-b>). Nun ist ^ -4- L — 2^ —- L — 2§ — 046426

---i 4 ' 574 , und —— -- »', 5767 !

» - 4- b> --- 28,442 -4- 17,603 — 46,24^

-r — b> — 28,442 — 17,603 — 10,659.

-t-L
t- —— -- e° 045767 — o,io64674

(n — b>) — 10,659 — 1,0269006

d.E. /§(a- 4-b>) ---d.E. 46,243--- 6,3349552

—-— — 9,4703234 —l§t§o»,1626-

Also
L

2

.4 - 4- V —
2

Um nun die Seite c

——— — — «47615

^ —L '
—— -- L -- 045959.

zu bestimmen, hat man die Proportion
11» L : 11» 0 — b> : 0,

k> X il» (l
woraus folgt c — —:—^—^ 11» u

und 0 — 6 -4- 11» L — sa 11» b!

Nun ist 7Z d — /§ 17,603 — 1,2504932

11» 6 — /§ ii» 0^,6426 — 9,9665665
d.E.11» L— d. E-^11» 045959 — 0,2346572

/§ c --- 1,47^7369 - ^ 29,630,

mithin — 294630.



2) Man kenne im Dreieck die drei Seiten
k>, b, o und suche den Winkel

Es sei » — 29",»37, 8 — '8",743, <- ^ 13Z782.
Nach § 36 addire man die drei Seiten, dividire die Summe
67,562 durch 2 und ziehe von dem Quotienten 30,761 nach
einander 8 und o ab. Man findet die Reste 12,036 und
16,999. Dann ist

^ 16,999 — 1,2304234
iZ 12,036 — i,o8o5Z43

d. E. tF 16,743 ^ 6,7271609
d. E. 13,762 — 6,8606676

Summe —19,6966264
die Hälfte — 9,9494132. Z

Dies ist un — tA iiii o»,6967, mithin,4 — i*,Z974- ,

§ 40.

Zn einem Werke, wie das gegenwärtige, läßt sich un¬
möglich eine genaue Auseinandersetzung der Anwendungen
geben, deren die ebene Trigonometrie fähig ist; ich werde
mich also nur darauf beschränken, die Auflösung dreier Auf¬
gaben zu zeigen, die man als die Grundlage der Lehre von
der Aufnahme des Terränü ansehn kann. »

Die erste ist: wenn die Größe und Lage einer Li¬
nie 15, in einer Ebene gegeben ist, mit Be¬
zug auf sie die Lage eines Punktes 6 in derselben

*) Dem Begriff der dekadische» Ergänzung gemäß soltte die Summe
eigentlich

19,6988^64 — 20
und die halbe Summe

9-94SP32 — 10 — 0,9494132 — 1
sein. Da aber von dem Logarithmen eines Sinns die Rede ist, so muß man

9-9494>32 schreiben, in weicher Form die Logarithmen der Sinus in den
Tafeln erscheine». Man sieht also, daß es in diesem Falt keiner Berichti¬

gung des Resultats wegen der beiden Ergänzungen bedarf. ueb - rs.
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Ebene zu bestimmen, oder, was einerlei ist, die Ab,

stände und L6 zu finden.

Um sie aufzulösen, muß man die Basis und die

Winkel L^.L und messen; die Abstande ^0 und LL

werden sich hierauf nach § Z 2 berechnen lassen, und nachdem

man sie gefunden hat, construire man vermittelst eines geo¬

metrischen oder verjüngten Maßstabes mit den drei Seiten

das Dreieck welches die gegenseitige Lage der drei

Punkte L und L darstellen wird. *)

Man wird dann vermittelst der Auflösung des recht¬

winkligen Dreiecks in welchem die Seite ss.6 und der

Winkel 6^1? bekannt sind, die Länge der auf gefällten

Senkrechten Lk, oder den kleinsten Abstand des Punkts L

von und die Größe des Abschnitts bVk bestimmen kön¬

nen. Diese beiden Stücke geben gleichfalls die Lage des

Punkts L gegen die Linie an. Auf eben die Weise

findet man die Lage eines zweiten Punkts v, den man zu¬

gleich in irgend zweien der drei Punkte L und L wahr-

nchmen kann.

*) Ich übergehe ganz das bei Messung der Winkel zu beobachtende
Verfahren, weil der bloße Anblick der dazu erforderlichen Instrumente mehr

lehrt, als alles, waS sich in dieser Hinsicht sagen laßt, und weil, um die
Möglichkeit dieser Messung einzusehn, eS hinreichend ist, sich vorzustellen, daß
man auf den Punkt L den Mittelpunkt eines Kreisausschnitts gelegt hat,

dessen Halbmesser in die Richtung der Schenkel Hl und des zu mes¬
senden Winkels gebracht worden. Diejenigen, welche sich mit der Prärie
des Ausnehmens bekannt machen wollen, können den -ts
m-erls von Cagnoli, den Artikel ekes im Lls

der den

von Lefevre lind die von Puis-

sank Nachlesen, wo sie die genausten und zweckmäßigsten Methoden sowohl
zu den großen trigonometrischen Messungen als zu den Operationen des De¬
tails angegeben finden werden. Vers.— Unter den deutschen Werken verdient

besonders I. T. Maver's gründlicher und ausführlich er Unter¬
richt zur praktischen Geometrie, in vier Bänden, genannt zuwerden.

uebers.
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§ 41 .
Wenn man den Punkt D unmittelbar mit Bezug auf

die Linie durch Messung der Winkel und OLH.
bestimmt hat, so hat man alles, was erforderlich ist, um den
Abstand der Punkte 0 und v von einander zu finden; denn
nachdem man das Dreieck so wie das Dreieck
aufgelöst und den Winkel I)^L von dem Winkel ab¬
gezogen hat, sind im Dreieck c^.1) die beiden Seiten ^<7.
und und der von ihnen eingeschloffeneWinkel
bekannt, und die Anwendung der Regeln von § IZ gibt die
beiden andern Winkel O(7^ und nebst der dritten
Seite (7D, welche der gesuchte Abstand ist. Der Winkel

bestimmt die Lage der Geraden <7O, und wenn man
^.(7 als schneidende Linie betrachtet, so wird die Vergleichung
der Winkel O<7^ und <7^.L die Neigung von <71) gegen

zu erkennen geben.
Geht man von den Punkten <7 und O aus und macht

<7V zu einer neuen Basis, so lassen sich wieder andere Punkte
bestimmen, welche man in ^4 und L nicht wahrnehmen konnte;
und wenn man so fortfährt, so wird man zur Kenntniß der
gegenseitigen Lage aller Punkte eines Landes gelangen. Auf diese
Art ist Cassini's Karte von Frankreich entworfen worden.

§ 42.

Die zweite Aufgabe, mit der ich mich beschäftigenwerde,
ist die allgemeiner genommene erste, indem vorausgcseht
wird, der zu bestimmende Punkt liege ausserhalb der durch
^.k! gelegten ProjectionScbene. Es sei, i6, 0 dieser
Punkt und O die ProjectionScbene.Die Lage des Punkts
<7 würde bekannt sein, wenn man die des Punkts l7h
in welchem die Senkrechte (7(7' die Ebene ^<7(6 trifft,
und überdies die Länge der Senkrechten kennte, welche an¬
gibt, um wie weit der Punkt <7 über dem Punkt <7', den
man seine projection nennt, erhaben ist. Zn diesem Falle
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sind es nicht die Winkel L'^L und L'L^, welche man

mißt, sondern die Winkel L^.L und LL^, die in der Ebene

6^L liegen. Um die Lage dieser Ebene zu bestimmen, mißt

man noch den Winkel OLL, den die Linie LL mit der auf

der Ebene ^L'L senkrechten, folglich der 6(7/ parallel lau¬

fenden Linie LO einschlicßt.') Man löst nun das Dreieck

wie das eben so bezeichncte im vorigen § auf, weil

man in beiden einerlei bekannte Stücke hat. Nun kennt

man in dem bei O rechtwinkligen Dreieck LLO die Hypo¬

tenuse L(7 und den Winkel OL (7, den Unterschied zwischen

dem rechten Winkel OLL' und dem gemessenen Winkel OLL;

es werden sich daher die Linien L O und L'L berechnen las¬

sen. Die erste ist die Erhöhung des PuntkS L über der

Projectionsebene L'^.L und dient in Verbindung mit der

Seite ^.L in dem bei O rechtwinkligen Dreieck LsseO die

Seite zu bestimmen. Nachdem dies geschehn ist, hat

man die drei Seiten des Dreiecks L'^L; der Punkt O ist

mithin bestimmt.

§ 45 .

Zu größerer Einfachheit ist hier angenommen worden,

daß ^.L in der Projektionsebene liege. Zst dies nicht der

Fall, wie in der lösten Figur, so muß noch der Winkel

OL^ gemessen werden, den ^L mit der auf der Projec-

tionöebene ^'L'L Senkrechten OL bildet. Man bestimmt

nun zuvörderst in dem Dreieck L^L die Seiten /VL und

L L, und in dem Dreieck LLO die Seiten LL' und L'L.

Dann berechnet man in dem bei rechtwinkligen Dreieck

») Wenn eS darauf ankommt, Punkte aus der Erdoberfläche zu be¬
stimmen, so wählt man zur Projectionsebene eine horizontale Flache;
die Linien L'L und LO sind dann vertikal und werden durch ein Bleiloth

gegeben; die Ebene OLL, welche durch diese Linie geht, ist ebenfalls ver¬
tikal, und wird durch den Punkt L, welchen man in L wahrnimmk, und
durch die Linie OL bestimmt. Die Linie OL ist eine in dieser Ebene lie¬
gende Horizontallinie. Vers.



aus und dem Complement des Winkels

OL^., die Seiten L^/ und Wenn man ferner

mit -4/ <17 parallel gezogen annimmt, so entsteht das bei L"

rechtwinklige Dreieck in welchem man aus der be¬

kannten Seite und der ebenfalls bekannten L L"-----L L7

— L"t7 — die Seite -^.6" ---- bestimmt-

§ö ist also nun das Dreieck L'L durch seine drei Seiten

bekannt, wie im vorigen § das Dreieck

§ 44 -

Man kann auch, wenn man HL und willkührlich

annimmt, und den vorgezeichneten Gang verfolgt, das Dreieck

in der Absicht berechnen, um den Winkel (7 6^7 ken¬

nen zu lernen, den die Linien LL7 und die Projectio-

nen der GesichtSlinien L L und L^, auf der Projectionsebene

bilden.

Der Winkel L7L-^, den diese Projectioncn einschließen,

ist der von der geneigten Ebene LL-4 auf die Projectionü-

cbcne die man gewöhnlich horizontal annimmt, re-

ducirte Winkel LL^.. Zch werde, in der Folge (§ 62)

eine zweite Methode, einen Winkel von einer Ebene auf

die andere zu reduciren, kennen lehren. Da aber die beiden

Ebenen, von denen die Rede ist, wenig gegen einander ge¬

neigt zu sein pflegen, so bedient man sich zu dieser Neduc-

tion gewöhnlich weit kürzerer Näherungsmethoden, zu deren

Behuf man selbst Tafeln angefertigt hat.

Für jetzt beschränke ich mich auf die Bemerkung, daß,

wenn man auch im Punkt ^ die Winkel und

beobachtete, und vermittelst derselben den Winkel auf

den Winkel (7/V'L reducirte, dann berechnete, indem

man mit dem Cosinus des Winkels oder mit

dem Sinus des Winkels multiplicirte, und so unmit¬

telbar die Winkel (7 6-P und L7t^k nebst der Geraden
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erhielte, die Bestimmung des Punkts die im 4»sten
§ gelbste Aufgabe sein würde.

Die Reduction auf die Horizontalebene ist nicht die ein¬
zige, die man mit den beobachteten Winkeln vorzunehmen hat.
Selten kann man sich unmittelbar in die Punkte versetzen,
die zu Scheiteln der Winkel gewählt und gewöhnlich Thurm¬
spitzen sind. Daraus entsteht eine neue Reduction, die man
die Reduction der Winkel auf den Mittelpunkt der
Station nennt. Hierüber, wie über alle die feinen Berück¬
sichtigungen, welche die großen trigonometrischen Operationen
erfordern, vergleiche man die /-r
t?ste,mrnat!on des Hrn. D e l a m b r e,
und die schon citirten Zlbhandlungen des Hrn. Puissant.

§ 45 .

Die dritte Aufgabe, die ich hier aufzulbsen habe, ist fol¬
gende: einen Punkt zu bestimmen vermittelst der Win¬
kel, die an ihm von Linien gebildet werden, welche
zu drei gegebenen Punkten führen. Sie gibt eins der
bequemsten Mittel an die Hand, in einen Grundriß oder eine
Karte einen Punkt einzutragen, der nicht darin bemerkt ist.

Für den Fall der größten Allgemeinheitgehört sie in
die Körperlehre und für diesen habe ich ihre graphische
Auflösung in meinem 6onrz)/>°men,t cls 6co-

gegeben. Wenn aber die drei Winkel in Einer Ebene
liegen, so ist immer einer derselben die Summe oder der
Unterschied der beiden andern, so daß cs hinlänglich ist, die
letztern zu beobachten, um den ersten daraus zu schließen, und
man kann nun die übrigen Fälle auf diesen zurückführcn,
indem man sich der § 62 zu lehrenden Reduction der Winkel
auf die Horizontalebene bedient.

Die graphische Auflösung dieses Falls besteht darin,
daß man über den Linien ÜW und welche die drei ge¬
gebenen Punkte L und L verbinden, 6g, zwei Kreis-
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abschnitte beschreibt, welche die Winkel LOH und LOH
enthalten, die man an dem Punkt O beobachtet hat. Die
Bogen werden sich ausser dem Punkt H, der ihnen nach der
Consiruction gemein ist, noch im Punkt O schneiden, der offen¬
bar der verlangte sein wird.

Ich werde mich nicht bei der Betrachtung der verschie¬
denen Fälle aufhalten, die mit Bezug auf die gegenseitige
Lage der gegebenen Punkte H, L, L und des gesuchten O
statt finden können; ich bemerke bloß, daß die Summe der
beobachteten Winkel LOH und LOH jedesmal zu erkennen
gibt, ob I) innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks HLL
liegt. Im ersten Fall ist dieselbe größer, im zweiten kleiner
als zwei Rechte. Beträgt sie gerade zwei Rechte, so befindet
sich der Punkt O in der Linie LL selbst. Die Sache ist
zu klar, als daß ich dabei zu verweilen nöthig hätte.

Hier ist eine der Methoden, wie man auf diese Aufgabe
die trigonometrische Rechnung anwenden kann. Gegeben sind
die Stücke des Dreiecks HLL und die beobachteten Winkel
LOH und LOH. Ich sehe
HL -- u, HL --- L, LOH, -- «, LOH -- A LHL ---
und nehme als unbekannt an

HLO --- x und HLO —

weil man, wenn diese Winkel gefunden sind, zwei Winkel in
jedem der Dreiecke LHO und LHO kennt, mithin alle Stücke
derselben berechnen kann (§ 34). Nun ist

ssn LOH t NN HLO — HL : HO,

NN LOH : §r'n HLO ^ HL : HO,

- - . ^ u 5rn xoder NN « : n,r X — L : HO — —--,

. - - , . ^ b nn v
5IN Z : nnv — L : HO -- ———;^ ^ 5rn '

man hat also die Gleichung
s nn x L 5rn
^ln « jin

oder u 5!N /3 NN X — L NN « n?r ^ — 0 .
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Aber in dem Viereck L ist

ACD ^4Rechten —— ^06 —— ^LI),

und sehen wir zur Abkürzung

4 Rechte — er — ö,

so haben wir ^ — ö — x, mithin

8 51»! z) 5!!! X — b> 5!!l er (ein ö cor X — cor ö ritt x) -- o

dividirt man durch 5IN X, so entsteht

Es ist nützlich zu erwägen, wie man vermittelst des rechtwinklige»

Dreiecks XLX-, 67, im gzsten H die Höhe XX- des Punkts X über
dem ihm entsprechenden Punkt X- in der Edene X-6-K gefunden hat; denn
wenn diese Ebene horizontal ist, so ist die Linie XX- der Unterschied

zwischen den Wasserflächen der Punkte X und kl.
Die Operation, die diesen unterschied kennen lehrt, wird das Nivclli-

pcn oder Wasserwegen genannt. Sic wird nach verschiedenen Metho¬
den verrichtet »ach Verschiedenheit der dazu gebrauchten Werkzeuge und der

Entfernung rer verglichenen Punkte; der Zweck bleibt aber immer derselbe,
nämlich zu bestimmen, um wie viel rin Punkt in vertikaler
Richtung oder senkrecht auf der Erdoberfläche höher oder

tiefer, als ein anderer liegt. Es gibt besondere Abhandlungen über
das Nivellier», auf die ich den Leser verweise; ich muh aber hier die Be¬

merkung machen, das;, seitdem man in dem W i ed c rho h i u n gs k rci se ein

tragbares Instrument hat, vermittelst denen man die Winkel mir der größten
Scharfe messen kann, man im Stande ,st, wie ich cs H angedeutck habe,
unmittelbar den Unterschied der Wasserflächen zweier Punkte durch Messung
des Winkels zu finden, den die sic verbindende Gerade mit der durch einen

Von beiden gehenden Vectikailinie bildet.
Ich habe oben die beiden Geraden OL und .XX-, ch-F. 67, unter ein¬

ander parallel angenommen; dieser Umstand findet aber für die Vcrtikalli-
nicn bei rer Convepitat der Erdoberfläche nur i» einem kleinen Bezirke statt.

8 ;r/r b> 5l»r «

8 .5!,r -k- b er»! « cor
woraus folgt

b> 5!» « 5! !! ö
8 rrn 8 ;r-r

b> 5ItI « 5!?! ö rrA ö ritt « cor ü

8 ritt
-1- 1

s> 5!-t «cor 6

Anmerkung Überdas Nivelliren-
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W-tin wir dieser Fläche» was der Wahrheit sehr nahe kommt, eine sohäri-
sche Krümmung geben» so vereinigen sich die Vertikallinie», wie L6 „nd
L 6, -H»F. 72, sammtlich in ihrem Mittclounkt 6. Die Linie L LH welche
auf KV senkrecht steht, berührt bloß die Erdoberfläche im Punkt k und der
Unterschied der Wasserflächen von L und L ist» nach der vorhin gegebenen
Erklärung, nicht LLH sondern L«, nämlich der Unterschied der Seiten KL
und L6 des Dreiecks L I! 6, worin man die gemessene Seite L 6, den Mitt¬
lern Halbmesser l! 6 der Erde von 6z66-g8 Metern» und den von diesen
Seiten eingeschlosscnenWinkel L, das Supplement des beobachteten Winkels
DKL, kennt.
Setzt man nun KL — 0, L6 ---- Ii, Lk c, so hat man (§ z6)

b -s- c" — 20c co§ k,

und da c in Vergleichung mit » immer sehr klein ist» so Lebe ich diesem
Ausdruck die Form

----- -i- °7—!>
Setzen wir» um abzukürzen,-co^k ---- m, und entwickeln den Aus-2»
druck nach der binomische» Formel, so entsteht

b

C-- n>2

s- 2cmN^ ss cm c2in2^ I-' ^
, c2n>2

A LN1 - j . -

und da die gesuchte Linie s u» die ich mit ö bezeichnen will» der Unterschied
der Linien b und -> ist» so ergiebt sich

Die Größe m und ihre Potenzen lassen sich leicht mit Hülfe der Logarith-
cme» berechnen, wenn man — — co§ L' setzt» weil dann

2 ->
caa L' — cor L — 2 rs,r j (L -s- L') L (8 — L')

ist.
Wenn der Winkel k ein rechter ist, so fällt k L niit k L' zusammen»

und wenn man nun den Punkt«' betrachtet, in welchem sich KL' und L6
schneiden, so ist c — k «' und 1) verwandelt sich in ««', d. i. in die Ent¬
fernung des Punkts «' der Tangente von dem entsprechenden Punkt der Erd¬
oberfläche oder in den Unterschied der scheinbaren und wahren

Horiivntallinie. In diesem Falt ist m--- also

welche Formel finden lehrt, um wie viel die Erdoberflächesich unter die
Tangente in einer Entfernung c vom Berührungspunkt vertieft.

Gewöhnlich reducirt man zuerst den Punkt L aus die Tangente k L-
in L>, und betrachtet dann» wegen der Kleinheitdes Winkels c die Sera-
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den und als zusammcnfallend, worauf dann ^e« die Summe
der Geraden und «/« ist.

Man kann der Messung scs Abstandes ^8 überhoben sein, wenn man

nur zugleich mit dem Winkel V8L. auch den Winkel Lg 8 mißt. Man
kennt dann in dem Dreieck LL6 die Winkel 8 und L als Supplemcme

der gemessenen Winkel, und hat (tz gz)
b —-> j (8 — g)

es- g (8 — g)
Setzt man dann zur Abkürzung -—— m und 8 ----- » -s- s,

ö . ^ 2->m

so ergibt stch oder 0 — 1 ^ -

Nun ist ——— — i >n -f- ...» — m
Mithin ü — 2 am (r -s- m m2 ^- . . ..)

eine Reihe, die sehr convergent ist, wenn die Winkel g und 8 stch dem Rech¬
ten nähern. In den meisten Fallen ist das erste Glied 2 am hinreichend.

^ Wen» man mit Genauigkeit operirt, so muß man die Winkel Lg8

,mdI>8X nach den Gesetzen der Refraktion verbessern, welche die Lichtstrah¬
len erleiden, wenn ste von g bis 8 gehn. Cs kam mir aber hier hauptsäch¬

lich nur darauf an, ein paar Beispiele von der Anwendung der Reihen auf

die genäherte Auflösung gewisser bei den Dreiecken vorkommenden Falle zu

geben.



Zweites Kapitel.
Von der sphärischen Trigonometrie.

§ 46 .

sphärischen Dreiecke, die man gewöhnlich berechnet,
sind diejenigen, welche von drei größten Kreisen auf der
Oberfläche der Kugel gebildet werden. Ein solches sphärisches
Dreieck bestimmt immer ein körperliches Dreieck (eine drei¬
kantige Ecke), und umgekehrt kann man aus einem körperli¬
chen Dreieck ein sphärisches herlciten. Es sei ^LO, ckuZ-. 17,
irgend ein sphärisches Dreieck, und man habe aus jeder sei¬
ner Winkclspitzcn nach dem Mittelpunkt der Kugel, von deren
Oberfläche es einen Theil ausmacht, die Halbmesser ^8, IZ 8
und 0 8 gezogen; die Ebenen tVL8, e).08 und L 08 sind
die der größten Kreise, auf denen man ^.L, ^0 und L0,
die Seiten des vorgelegten Dreiecks, genommen hat, und
diese Bogen messen die auf jeder Seitenfläche des körper¬
lichen Dreiecks 8 ^ssL 0 zwischen den Kanten 8^ und 8L,
8vV und 8 0, 8 L und 80 enthaltenen Winkel. Die Nei¬
gung zweier Ebenen wird, wie bekannt, von dem geradlinigen
Winkel gemessen, welchen zwei aus einerlei Punkt des gemein¬
schaftlichen Durchschnitts auf denselben in jeder dieser Ebenen
gezogene senkrechte Linien einschließen. Wenn man daher aus
dem Punkts zwei gerade Linien ^1 und ^.10 senkrecht auf^.8
errichtet, von denen die erste in der Ebene 0^.8 und die andere
in der EbeneL^.8 liegt, so wird der geradlinige Winkel
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die Neigung dieser beiden Ebenen messen. Es ist überdies leicht
einzusehn, daß die Linie ^1 die Tangente des Bogens
und die des Bogens -4,8 sein wird; und da man für
den Winkel, welchen zwei krumme Linien einschlicßen, denje-
uigen nimmt, welchen die durch ihren DurchschnittSpunkt ge¬
legten Tangenten bilden, so wird auch der Winkel das
Maß des von den Bogen -4L und ^48 eingeschlossenen
Winkels sein. Dasselbe findet auch bei jedem der beiden
andern Winkel des Dreiecks statt; die Neigungen der Sei¬
tenflächendes körperlichen Dreiecks L-48L haben demnach
mit den correspondirenden Winkeln des sphärischen Dreiecks
e48L einerlei Maß. Das körperliche und das sphärische
Dreieck sind folglich auü sechs mit einander eorrespondiren-
den Stücken zusammengesetzt: aus den drei Seiten des sphä¬
rischen Dreiecks, welche mit den drei Winkeln der Kanten
des körperlichen Dreiecks, und aus den drei Winkeln des
sphärischen Dreiecks, welche mit den Neigungen der Seitcn-
ssächen des körperlichen Dreiecks übcreinstimmen.

Euler, welcher sich wiederhohlentlich mit Untersuchungen
über die sphärische Trigonometrie beschäftigt hat, um sie un¬
ter neuen Gesichtspunkten darzustellen, lieferte im Jahr 1779
eine Abhandlung,welche man als einen vollständigen Lehrbe¬
griff dieses Theils der Mathematik ansehn kann. *) Ihre
ganz analytische Form hat mich veranlaßt, sie meinen Lesern
vorzulegen, indem ich bloß die Aenderungen damit vorgenom¬
men habe, welche nöthig waren, um sie auf ein einziges Prin-
cip zu gründen und einige Resultate zu vereinfachen.

§ 47 .
Alles, was ich über die sphärischen Dreiecke sagen werde,

beruht

-I/'/sl-. Man vergleiche: /s

576). V-rf.
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beruht auf folgender Lonstruction, die man daher wohl zu

fassen hat.

Von dem Winkel 6 des Dreiecks ^.8 L lasse man auf die

Ebene ,-^88 der diesem Winkel gegenübcrstehenden Seite

die Senkrechte LO herab, fälle aus dem Punkt O die Linien

OL und OL senkrecht auf 8^ und 88, und ziehe die Li¬

nien LLund LL, welche nach bekannten geometrischen Grün¬

den auf 8^. und 88 senkrecht sein werden. Hieraus folgt,

Laß die Winkel LLO und LLO die Neigungen der Ebe¬

nen L8^ und L88 gegen die Ebene ^.88 messen, oder,

was dasselbe ist, daß sie die Große der Winkel ^ und 8

des sphärischen Dreiecks ^8L angeben. Zch werde in der

Folge, eben so wie bei den geradlinigen Dreiecken imZistcn§,

die Winkel der sphärischen immer durch die an ihren Schei¬

teln stehenden Buchstaben, und die ihnen gegenüberliegenden

Seiten durch die entsprechenden Buchstaben des kleinen Al¬

phabets bezeichnen. Wenn nun der Halbmesser der Kugel

der Einheit gleich gesetzt wird, so werden wir haben:

LL — rin — Kn 8, 8L — cor — cor 8,
LL — rrn L8 — Kn s, 8L — cor L8 cor g.

Aus dem in O rechtwinkligen Dreieck LOL, worin der Win¬

kel 6 Lv — ^ ist, werden wir finden:

L O — L L rrn LLO — rrn 8 Kn

OL LL cor LLO Kn 8 cor

Aus dem Dreieck LOL, welches ebenfalls in O rechtwink¬

lig, und dessen Winkel LLO — L ist, erhalten wir:

LO — LL rrn LLO — Kn L rrn 8,
OL — LL cor LLO -- rin s cor 8.

Vergleicht man die beiden Ausdrücke der Linie LO mit

einander, so folgt:

Kn 8 rin ^ --- Kn s Kn 8 . . . (r^),

ein Resultat, welches in Beziehung auf die sphärischen Dreiecke

Trigonometrie. E
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' ^

mit dem § 32 für die geradlinigen gefundenen analog ist.')
Auf eben diese Art erhält man die beiden Gleichungen

61 , r c 61,1 ^ — 6IN s 61,1 (',

6!» L 6,» L — 61,1 k> 61,1 6.

Zieht man nun durch den Punkt L auf 8L die Senkrechte
L6, und legt durch O die Linie OO parallel zu 8L, so
wird man das rechtwinklige Dreieck OOL bilden, worin
OLO -- t^8L ist, weil, wenn man den Winkel LL8 von
dem rechten 8LO abzieht, OLO zum Nest erhält, und
auch t^8L oder L86 die Differenz zwischen einem rechten
und 6L8 ist. Aus der Auflösung des DreiecksLOO kann
man folglich hcrleiten:

I) — OL 6i,i O LII —OL 6i,r 0 — cc>6 ^ 6i,i b> 6i,i c;

aber 8 L — co6 n — 8 6 -l- OL — 8 6 -j- IIO, und 8 O
^ 8L co6 L8 6 — cc,6 b> co6 o; man wird folglich haben

co6 a — cc>6 b> cc>6 c -t- co6 6i,r 1i 6i,i c,

eine Gleichung, welche die zwischen der Seite a, den beiden
übrigen Seiten k> und o, und dem von ihnen eingeschlosse¬
nen Winkel ^ statt findende Relation angibt.

Offenbar kann man, wenn man jede der beiden letztern
Seiten besonders betrachtet, noch zwei der vorhergehenden
ähnliche Gleichungen erhalten, und auf diese Weise zwischen
den sechs Stücken des Dreiecks folgende Gleichungen
bilden:

co6 n — co6 k> cc>6 c: -k- co6 ^ 6i,r la 6i,i

co6 b> — co6 n co6 c -I- co6 L 6in n 6i',i o > . . . (L).
cc>6 c — co6 n co6 ki -t- co6 L 61,1 s 6i^ b> I

*) Nämlich daß im sp h ä r i sch e n Dreieck sich die Sinus der
Seiten wie die Sinus der gege»il verstehcnd cn Winkel ver¬
halten. Ist L ein rechter Winkel, so fallt CD in die Ebene CLL, und
ist es ein stumvser, so liegt CD ausserhalb des körperliche» Dreiecks 8LL6,
zwei Falle, die, wie man leicht steht, der Allgemeinheit des eben ausgestellten
Satzes keinen Eintrag thnn. Ucbers.
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§ 48 .

Diese drei 'Gleichungen begreifen auch die Gleichung

(^) in sich. Um sich hievon zu überzeugen, braucht man

nur die Werthe von cor cor- L und cor L daraus zu

bestimmen und sie in den Gleichungen
rin — cor

ri?i — i — cor L^,
rin 6^ --- i — cor

zu substituircn. Man findet durch den ersten dieser Werthe:

rin — cor — 2 cor n cor 1z coro -t- cor k>^ cor o^
rin k>" rin o^

rin k>^ rin o^ — cor -t- 2 cor u corlz cor o — cor 1z ^ cor o"
rin rin o^

(c —cor 1z ^ ) (i —cor o") — cor 1z^ cor c ^ — cor n ^ 2cor u cor 8 cor c.
rin 1z " rin

1 — cor — cor k>^ — cor o^ -t- 2 cor u cor 1z cor o
rin 1z ^ rin o'^

Multiplicirt man nun den Zahler und den Nenner dieses

Bruchs durch rin und zieht dann auf beiden Seiten die

Quadratwurzel aus, so wird man erhalten

rin rin uX si/ z — cor r -cor 1z^ — cor o^ -t- 2 cor u cor k> cor o
rin u rin b> rin o

Bezeichnet man zur Abkürzung die Größe, welche rin »

im zweiten Theil dieser Gleichung'multiplicirt, durch lVI, so

wird man haben
rin ^ — lVl rin a.

Eben so findet man
rin L — lVl rin 1z, rin 6 --- IVl rin o,

und durch die Elimination der Größe IVl gelangt man zu

den Gleichungen (^). Es verdient bemerkt zu werden, daß

die drei Seiten s, b» und c auf gleiche Weise in dem Aus-

E 2



druck IVI Vorkommen, und aus dieser Ursache ist er dcnWer-
then der Sinus aller drei Winkel gemein. *)

Die Gleichungen (L) werden demnach zur Auflösung
eines jeden sphärischen Dreiecks, in welchem drei Stücke be¬
kannt sind, hinreichend sein, wenn man in Erwägung zieht,
daß der Sinus und der Cosinus als eine einzige Unbekannte
betrachtet werden müssen, weil man immer den einen durch
den andern auödrücken kann.

Die Anwendung der Gleichungen (L) auf die verschie¬
denen vorkommenden Fälle wird durch einige Umformungen,
die ich sogleich vornehmenwerde, sehr erleichtert.

§ 49 .
Man kann darin die Winkel in die ihnen entgegenge¬

setzten Seiten und umgekehrt verwandeln, wenn man jedem
Cosinus das Zeichen — gibt. Um dies zu beweisen, muß
man aus den beiden letzter» Gleichungen co§ n vermitelst
der ersten eliminiren, und man wird erhalten
co;k> —co5k> cor css-I-co§ ^ sr'u k> n'uo co§ L -I- co§L §r',r n nA c
coro—co^k)^ o-k-co§^ n',rk> n'n o co§k> -I-co§ L nunnnld.
Substituirt man nun i—statt corcss und i—n'/rlz^
statt E kss, s» wird die erste durch n'n o, und die andere
durch §r'u d theilbar, und sie können dann folgendermaßen
geschrieben werden:

cos L g, cos k> sru c — cos ^ sru U cos o

cos L sr,r n — sr'u b cos c — cos ^ cos ki srn o

») Bezeichnet ma» den Zähler der Größe M mit ie, die drei Konten

eines Tetraeders, welche zu Einer Ecke gehöre», mit «, /, und die drei
Winkel, welche diese Kanten einschließcn, mit ->, k>, so ist nach einer Ab¬
handlung von Euler das Volumen des Tetraeders —

wo j Sl auch den Werth
-s- k>-p . o-s-b — (

— s-n-har,1/, L 2 2

In dem Tetraeder 8LLL ist « — i; sein Volumen ist also

^ S. 160 und
sechstes Heft L70. Vers.



Wenn man nun die zweite dieser Gleichungen durch cor ^
multiplicirt, sie sodann zur ersten addirt und i — rin
statt cor substituirt, so wird man erhalten

rin L (cor L -I- cor ^ cor 6) — rin cor bi rin c;
es folgt aber aus den Gleichungen (^), daß rin o rin ^ --

5!» a rin 6; substituirt man diesen Werth in dem zweiten
Theil der obigen Gleichung, so wird sie durch rin a theilbar
werden und man wird zum Resultat erhalten

cor L -t- cor ^ cor L — cor bi rin ^ rin L,
oder, was dasselbe ist,

cor L — — cor ^ cor 6 -k- cor b> rin ^ rin L.

Hält man diese Gleichung gegen die Gleichungen (L), so sieht
man, daß sie sich unmittelbar aus der zweiten herleiten läßt,
wenn man die großen Buchstaben in die kleinen und umge¬
kehrt verwandelt, und jedem Cosinus das Zeichen — gibt.
Zn der That erhält man, wenn man auf diese Art verfährt,

— cor L i--- cor ^ cor L — cor b> rin rin 6,

eine Gleichung, welche in die vorhergehende übergeht, wenn
man alle Zeichen ändert.

Dieselbe Relation, welche sich hier zwischen dem Win¬
kel L und den beiden Winkeln ^ und 6 nebst der von ihnen
eingeschlosscnen Seite b, ergeben hat, findet offenbar bei jeder
ähnlichen Verbindung von Winkeln und Seiten statt; mit¬
hin hat man folgende drei Gleichungen:

cor ^ — — cor L cor 6 -4- cor a rin li rin 6^

cor L — — cor cor 6 -j- cor b> rin ^ rin (!>... (L").

cor 6 — — cor ^ cor L -4- cor c rin ^ rin

§ 50 .

Es ist zu bemerken, daß man, indem man die Cosinus
negativ nimmt, von den Bogen a, b>, o und von den Win¬
keln L, 6 zu deren Supplementen übergeht, weil — cor
— cor ( 2 §—^), — cor L — cor (L§ — n) u. s. w. ist (§ 2 g).
Wenn man diese Werthe in die obige Gleichung setzt und



zur Abkürzung ^ statt 2»— H., ^ statt 2» — au. s. w-
schreibt, so werden sie folgende Form annchmen:

co§ ^ — cor cor -I- cor a" rrA L' ria ^
cor — cor ^ cor 6^ -l- cor bst ror ^ ri» >

cor --- cor ^ cor -s- cor cst rrA ^ rrA L',)
welche Gleichungen den Gleichungen (II) völlig ähnlich sind, folg¬
lich zu einem sphärischen Dreieck gehören, dessen Seiten O
und dessen Winkel nh d', ck sind. Die Winkel cincö solchen
Dreiecks werden also durch die Supplemente der Seiten des
Dreiecks L gemessen, und seine Seiten messen die Supple¬
mente der Winkel eben dieses Dreiecks. Es kommt in den
Lehrbüchern der Trigonometrie unter dem Namen des polar-
drciecks vor, und man beweist, daß die Scheitel seiner Win¬
kel die Pole der Seiten des ersten sind, und umgekehrt. *)

§ 51 .
Die im 49sten § entwickelten, mit (<P bezeichnten Glei¬

chungen, welche fünf Stücke des sphärischen Dreiecks (b
enthalten, können in andere umgeformt werden, in denen nur
vier derselben Vorkommen. Man muß zu diesem Ende statt

. . . . . §rn b> §r'/r ^ .... . ttn c sr'er ^
ir,r a IN die erste -—dl— und IN die andere -—-7-—nn ci nn S

») Für diejenigen Leser, welche die svhärische Trigonometriezuerst »ach
diesem Lchrbuche studiren, wird eine Erläuterung über das Polardreieck hier
nicht am Unrechten Ort stehn. Ich setze dabei die Lehre von den Kugelschuit-
tcn als bekannt voraus. ES sei, 1^.73, DLL ein lvhärischeS Dreieck, dessen
Seiten und Winkel wir auf die gewöhnliche Weise mit s, b, n und II, L
bezeichnen wollen. Verlängert man alle drei Seiten, von denen jede kleiner
al§ ein Quadrant sein mag, über beide Endvunktchinaus so weit, daß LD
— LII---OI — DL-I^: LI. --- LIVl --- ik werde, und legt durch die
Punkte 6 und II, I und L, I. und IVI Vogen größter Kreise, so entsteht
da§ Dreieck blOk, dessen Winkel mit ist, Ist, <st und dessen Seiten mit >7
Ist, D- bezeichnetwerden mögen. Die Dreiecke II LI' und bl O L stehn nun
in folgenderBeziehung zu einander. Da DI und DL. Quadranten stnd,
so ist D -er Pol von O L, oder Eben so ist L der Pol von M und
L -er Pol von O. Da ferner L der Pol von blk und L der von bl O
ist, so stnd biL und biL Quadranten, mithin ist dl der Pol von LL oder
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setzen (§ 47X und da --- -ot x, so wird man finden

cor L —

cot L —

cor b> nn c — coa^ ^ sör Io cor c

rrn /V ^r'n Io

rrn b> cor c — cor ^ cor lo rin c . - (v).

rin ^ rin 0

Es ist leicht, vermittelst des bloßen Anblicks dieser Wer-

the alle diejenigen zu bilden, welche ihnen analog sind, wenn

man darin die Buchstaben auf die gehörige Weise vertauscht.

Aber vorzüglich ist hier zu bemerken, daß man in densel¬

ben, weil sie aus den Gleichungen (L) abgeleitet sind, auf

dieselbe Art wie in diesen die Seiten in Winkel und umge¬

kehrt verwandeln kann, wenn man den Cotangenten und Co¬

sinus das entgegengesetzte Zeichen gibt. Es wird dann ent¬

stehn:

cot lo --

cot c ---

cor L rrA (l -t- cor n r»r L cor L

r!» n rl» lo

rr'n L cor 6 -I- cor n cor 1- rr»

rr»t n rin

k?

- (v')

Die fünf Systeme von Gleichungen (^), (L), (loch, (v),

(v) geben unmittelbar die Auflösung aller Fälle, welche

,1. Eben so ist O der Pol non t> und k der Pol von c. Man sieht, daß
die Scheitel des einen Dreiecks die Pole der Seiten des andern sind. Man
nennt daher jedes dieser Dreiecke das Polardrcicck mit Bezug auf das
andere. Nun ist OL 4- Ik — Ok -j- IL ^4- IL --- 2» . Aber
IL ist das Maß von mithin ist .4/ — 2^ -77- si. Eben so ist L'
2> — L und Oi 2» — 0 . Ferner ist HO —
— HL 4- a — 2» . Aber III. ist das Maß von a'; mithin ist —
2? — 0. Eben so ist d' — 2» — b und 2> — c. Man sieht
deninach, daß die Seiten des einen Dreiecks die Suvvlementc der Winkel des
andern und die Winkel des einen die Supplemente der Seiten des ander»
sind. Für den Fall, daß nicht sämmtliche Seiten des Dreiecks OLL kleiner
als Quadranten sind, muß ich eS dem Leser überlasse», das Polardreieck zu
constrnire». Aber in jedem Fall gibt es ein Dreieck aus der Kugclober-
fiache, das zu einem gegebenen, wie auch dessen Seiten beschaffen sei» mo>
gen, in der hier beschriebenen Relation steht, Hebers.



72

bei einem sphärischen Dreieck Vorkommen können. Das erste

drückt die Relation aus, welche zwischen den Winkeln und

den ihnen gegenüberstehenden Seiten statt findet.

§ 53 .

Aus dem zweiten zieht man folgende sechs Formeln:

cor a — cor k> cor o -i- cor ^ rrn k> rrn c

cor b --- cor a cor o -j- cor L rin a rin o

cor o -- cor s cor b» -I- cor L rin L rin k>

cor
cor 3 — cor k> cor 6

k> rin c
co§ d — cor a cor O

rrn 3 rrn e
cor e — cor 3 cor b

rr?r L rin b

von denen die drei ersten eine Seite vermittelst der beiden

andern und des von ihnen eingeschlossenen Winkels, und die

drei letzten die Winkel vermittelst der Seiten finden lehren.

§ 54 .

Das dritte System gibt, eben so wie das vorhergehende,

sechs Formeln, nämlich

cor ^ — cor L cor L -t- rin L rin L cor" s

cor L — cor ^ cor L -I- rin ^ rin L cor lr

cor L — — cor ^ cor L -t- rin rin L cor e

cor -t- cor L cor L
cor a -——— -

rrn L rrn L

, cor L -t- cor ^ cor 6
cor b --—-—-— -

rrn iv rrn L

cor L -4- cor ^ cor L
cor c —-.----

rin rin L

Die drei ersten lehren einen Winkel aus den beiden andern

und der zwischen ihnen liegenden Seite, und die drei letzten

jede Seite vermittelst der drei Winkel finden.
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§ 55 .

Das vierte System gibt, wenn man dann alle mögliche

Versetzungen macht, folgende sechs Formeln:

cor ^

cot L

cot ^

cot <5

cot L

cot L

L05 9. 5rn kr - - cor 6 trr: 9 L05 l.

L tirr L
9 cc>5 K — cor L cot 9 l.

6 5!» kr

9 5r/r o — cor L ,r5r 9 605 6

5r?r L ti'! s

§r/r 9 o — - cot lk cor 9 O

L trrr o

cc>^ kr Lrn e — - cot ^ trn k> 0

trn ki

Lrn kr cc»5 o — cot ^ cot kr e

tirr ^ tin o

vermittelst welcher man zwei Winkel eines sphärischen Dreiecks

bestimmen kann, wenn der dritte Winkel und die ihn ein-

schließenden Seiten bekannt sind.

§ 56 .

Das fünfte System endlich führt auf folgende sechs

Formeln:

cot a
^r'?r L -t- cot c trrr L

trrr c trrr ^

cot 6
§r'/r L -I- cot c cot ^r/r L

trrr L trn kj

L -j- cot k> trrr 6

cot c

t!1! kl t! N /V

L -i- cot Ir cot ^r?r c

t!» kr t!?r L

cot kr
cc»^ L §r,r <ü -s- cot a tln L co^ e

t!N L t!» L

^r?r L 6 -I- cot n cot L csrn 6
cot c

tm u tm L



welche dienen, zwei Seiten eines Dreiecks zu bestimmen,
wenn man die dritte nebst den anliegenden Winkeln kennt.

§ 57 .

Die Formeln, die aus den Systemen (L), (L'), (O)
und (I)') (§ 5Z — 56) abgeleitet worden sind, verdienen die
größte Aufmerksamkeit, sowohl wegen ihrer Eleganz, als we¬
gen der Eigenschaft, daß sie zu erkennen geben, ob der Bo¬
gen oder Winkel, welchen sie jedesmahl ausdrücken, kleiner
oder größer als ein Quadrant oder rechter Winkel ist, eine
Eigenschaft, welche die Ausdrücke für die Sinus eben dieser
Bogen nicht haben würden. Denn da der Sinus eines Bo¬
gens mit dem seines Supplements sowohl in Ansehung der
Größe als des Zeichens übereinkommt, so wird man, so oft
man nur den Sinus eines Bogens kennt, nicht wissen
können, ob dieser Bogen kleiner oder größer als ein Qua¬
drant zu nehmen ist. Kennt man hingegen den Cosinus und
die Cotangente, und weiß man außerdem, daß dieser Bogen
allemahl kleiner als der halbe Umkreis ist> wie dies bei den
Seiten der sphärischen Dreiecke und den ihre Winkel messen¬
den Bogen der Fall ist, so ersieht man aus dem Zeichen des
Resultats, ob der gesuchte Bogen zwischen 1» und 2? enthal¬
ten ist, oder nicht, weil im ersten Fall der Cosinus und die
Cotangente das Zeichen —, im zweiten das Zeichen -i- ha¬
ben. Wenn man demnach den bekannten Größen in den
angeführten Formeln die Zeichen gegeben hat, welche sie nach
dem Werth der Bogen, zu denen sie gehören, erhalten müs¬
sen, so wird das Zeichen des Resultats die Art der gesuch¬
ten Seite oder des gesuchten Winkels zu erkennen geben,
das heißt, ob sie kleiner oder größer als ein Quadrant, oder
ob sie spitz oder stumpf sind.

§ 58.

Eben diese Formeln lassen sich sehr vereinfachen,wenn
das vorgelegte Dreieck rechtwinklig, d. i. einer seiner Winkel



ein rechter ist. Wirklich hat man, wenn — i? genommen
wird,

>5!» L i, cor (l — o,

und es entsteht:

cor o — cor n cor ki (§ Zg)

cor ^ cor L . -
cor c: ---- ——v—:—- — cot cot L (§ Z4)

rr/r ^ rin kr

cor ^ — rin L cor s / ^ .

^ . . . > (§ 54)corL rin ^ cor v>

§r,r a --- c ritt rrn b> — §r'n rür L (47)

cot
cor L 1

ckrn Ä t§ La L

cor
a

.

tA ^rru U rln
,(§ 56 ), worauf

ri,-,

cot
cor b cor folgt

t§ 0rrn I>
or

L
cor L t§ c§r,r A

I
und wenn man von diesen Formeln nur diejenigen nimmt,
welche wesentlich verschieden sind, so wird man folgende sechs
Formeln erhalten:

cor v — cor n cor lr

cor c — cot ^ cot Ir

rrn s — rr'?l o rrn ^

ta — rüi lr t^

r§ n — cor L t° o

cor — rrn L cor n,

welche bei der Umstellung, deren sie fähig sind, zur Auflö¬
sung aller in L rechtwinkligen sphärischen Dreiecke hinreichend
sein werden. Die diesem Winkel L gegenüberstehende Seite
§ wird eben so, wie bei den geradlinigen rechtwinkligen
Dreiecken, die Hypotenuse genannt. Man könnte auch ähn¬
liche Formeln für den Fall erhalten, wo eine der Seiten des
sphärischen Dreiecks dem Quadranten gleich ist; wir wollen
uns indessen dabei nicht aufhalten.
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§ 59.

Um die Logarithmen auf die Berechnung der sphäri¬

schen Dreiecke bequem anwendcn zu können, muß man die

Formeln der § ZZ und 54 in andere umformcn, deren Zäh¬

ler und Nenner in Faktoren zerlegbar werden, und dies hat

Euler auf eine eben so einfache als elegante Art geleistet.

1) Aus dem unter den Formeln von § ^3 befindlichen

Ausdruck cor n — cor b> cor 0
cor — -:— ---

§r,r u e

zieht man
. cor sb — 0) — cor

r — cor ^ ^—7-^-1rrn k rin L

1 -i- cor —
cor n — cor (k> -1- c)i

5in k> rin o

(§ ")

woraus, weil
1 -

1 -I- cor
(§27),

folgt

t§ L ^ -
cor (k> — c) — cor s

cor a — cor (b -t- c)

Da nun cor x — cor y --- 2 rin 4 (x -t- -g) rin 4 — <g) (§ 27),

so hat man _

1 /rin 4 (k — c -t- u) rin ^ (b — 0 — 0)

^ ß/ rin L (n -t- d -t- c) rin ^ (n — b — c)'

Verfährt man auf diese Art mit den übrigen Ausdrücken des

S3sten §, so wird man zu ähnlichen Resultaten gelangen.

2) Nimmt man in § 54 den Ausdruck
cor ^ -t- cor L cor 6

cor n — -1^^—77-»rrn di rrn p.

so kann man daraus herleiten

cor (L -I- 0) -1- cor ^
r — cor n —-—77—:—7^- D §r/r. ^r

1 -t- L — -:—^7—. ^ ,



77

woraus folgt
co§ (L -k- 6) -4- co§ ^ ^
co^ (L — L) -4- co^ ^ '

da aber

co§ 4, -4- co/ <4 — 2 co^ 2 (x -b- l) co§ ^ (4, — y) (§ 27),
so wird man haben

eine Formel, welche durch das Zeichen — des Zählers nicht
imaginär wird; denn da der Bogen ^-k-L -4-6 größer als
ein Quadrant ist, so ist sein Cosinus negativ. **)

«) Euler gebraucht, um seinen Resultaten eine übcrcinstimmigere
Gestalt zu geben, durchgängig die Tangenten der zu bestimmmcndcn Bogen.
Man kann aber in den beiden bisher betrachteten Fällen etwas einfacher

zum Sinus gelangen.

1) Man hat 1 — st — 2§-'-rst st4 (§27), und durch die Formel

x — oo§ <1— — 2 4 (k ^ st) T (k — st)
ergibt sich

co§ (k — c) — oc>» ->— — 2 §r'n -) (st — ochs) »,'n j (b — c — z),
oder, wen» man das Zeichen des Vogens Z (d — e — -) und seines Si¬
nus ändert,

co§ (h — c) — co§ a 2 (a d — c) L (z 4- e — b).
Setzt man diesen Werth in den für i — co§st oder 2 ^ st? und zieht
auf beiden Seiten die Quadratwurzel aus, so entsteht

2) Setzt man 1 — co§ a — 2 ^ a?,
und, zufolge des Ausdrucks für -?->§ 4- oo§ <1,

(L 4" st') ch c?o^st 2 ^(ll 4" st ch st) rcr-e ^ (st 4 " 0 — st),
so findet man

»») Mit Hülfe des Polardreiccks und des leicht zu beweisende» Satzes,
daß die Summe der Seiten eines sphärischen Dreiecks zwischen den Gränzen

o und g- liegt, läßt sich zeigen, daß die Summe der Winkel eines sphäri¬
schen Dreiecks in den Gränzen 2? und 6§, mithin die halbe Summe in den

Eränzen i? und 3 - eingeschlossen ist. Aber innerhalb dieser Eränzen sind

die Cosinus negativ. Es ist also Z (st ch st ^ st) allemahl negativ.

— co§ L (L -4- 0 -4- co§ st (L -4- 0 —^) )

co^ ^ (L — L -4- co^ ^ (L — <D—^)'

— co^ ^ (1! 4- c 4- st) H(L 4- 6 — st) ,

Vers.

U e b c r s.
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I) Die Ausdrücke in § ZZ geben ferner
cor » — cor 8 cor c — ri/r 8 rin o cor ^

cor 8 — cor n cor c rin s rin o cor 8,

und wenn man die erste dieser Gleichungen durch die zweite
Lividirt und erwägt, daß nach den Gleichungen (^)

rin 8 rin 8

rin L rin

so wird man finden

cor n — cor Ir cor o rin 8 co r /V

cor 8 — cor n cor c rin cor 6'

Addirt man auf beiden Seiten die Einheit, so erhält man
cor n — cor 8 cor' o- rin 8 cor ^I -k-
cor 8 cor L cor o rin ^ cor 8'

und diese Gleichung verwandelt sich leicht in

(cor n -s- cor 8) (i — cor c) _ rin (/^-i-8)
cor 8 — cor n cor c rin ^ cor 8'

indem man beide Glieder jedes Theils auf einerlei Benen¬
nung bringt.

Subtrahirt man die Einheit, statt sie zu addiren, so er¬
hält man

cor n — cor 8 cor o ^ _ rin 8 cor
cor 8 — cor n cor e rin cor 8 '

und hieraus

(cor n — cor 8) (r -I- cor o) _ rin (8 — -/V)
cor 8 — cor n cor o ri?r ^ cor 8

Dividirt man dies Resultat durch das vorhergehende, so ent-
steht

cor n — cor 8 ^ i -I- cor o rin (8 — rV)

cor a -j- cor 8 l —cor o rin (8 -t- '
und da nach der Tafel S. Z6

cor -i — cor 8

cor s -j- cor 8
L (b> -I- n) t§ (8 —

i -I- cor v ,-.-- cot ' c"
i — cor o

und rin — 2 rin i ^ cor ä p,
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so wird man finden

r§ x (d — 2) t§ 4 (k -I- s) cot z

— §-,r 2 (6 — -^) E 4 (L —
4 (L -I- co>r ^ (L -t-

Wenn man aber nach einander die Einheit zu jedem Theil der

Gleichung hinzusetzt und davon abzieht, und

hierauf das eine Resultat durch das andere dividirt, so ge¬

langt man zur Gleichung

lr — -rrVl u §r,r 8 — ^

>s!?t Ir -t- s L rrn ^'

welche vermittelst der Tafel S. 35 und 36 in folgende um¬

geformt werden kann:

- tb —^ cot ^ fd -l- of - —
^(b u) cot ^ (b-l-s) cor z (L —^)'

Multiplicirt man nun diese Gleichung mit der Gleichung (s),

erwägend, daß
t§ 4 (b> -I- a) cot 4 (b -l- s) i (§ y),

so wird man erhalten

»§ 4 (b — cot 4 0"
fr-?- 4 (6 —

f-t!» 4 (IZ -I- " '

und, wenn man auf beiden Seiten die Quadratwurzel aus¬

zieht,

tg 4 — n) cot 4 ^ —

4 (6 —
^4

Dividirt man endlich die Gleichung (a) durch diese letztere,

so findet man

t§ 4 (l> -k- n) cot 4 c
coo" 4 (6 —

co^ 4 (6 -i-

Erinnert man sich, daß cot x — (§ 9), so wird man aus

den beiden obigen Gleichungen die Ausdrücke
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L (K — a) - r.
(L-^)

si?r H (L -i- vV)
cos LM — 4>

t§ r (b -l- a) — t§ (L-k-^)
erhalten, vermittelst welcher man zwei Seiten eines sphäri¬
schen Dreiecks finden kann, wenn man die dritte Seite und die
anliegenden Winkel hat: denn wenn man die Werthe der
Bogen b> -s- a und k> — n mit k,' und ^ bezeichnet,so ist

b> — ß (1^ -s- s'), s — ^ (b>^ — u')-

4) Nimmt man im Z4sten § die Gleichungen
cos ^ -s- cos L cos L sin L sin (l cos n

cos L -t- cos ^ cos L — sin ^ sin L cos k>,

und dividirt die erste durch die zweite, so wird man finden

cos ^ -st- cos L cos L sin L cos u sin Io cos n

cos L -st- cos ^ cos L sin ^ cos sin a cos b>

Setzt man zu jedem Theil dieser Gleichung die Einheit hinzu
und zieht sie davon ab, und dividirt das eine Resultat durch
das andere, so ergibt sich wie oben

cos oV — cos L ^ l — cos 0 sin (Io — u)
cos -j- cos ü r -st- cos (l sin (k> -i- u)'

oder

u) cos x (b> — u)sin 4 (b>

(b -I- u) cos 4 (k -I- n)
und da die Gleichung

sin b> — sin V sin k> — sin s

sin L -j- si/i ^ srn b> -st- sin u'
von

(2-L)») — 4 e

d. i. t§ j (s — si) — s c

schreiben kann. Ist also il. > U, so ist anch a > d und mnaekehrt.

») Man sieht, bah man auch

— 4 (s> — ») — tF j <-

llcbee s.



von der bei der vorigen Umformung Gebrauch gemacht wor¬

den ist, auch folgendermaßen geschrieben werden kann:

t°s 2 (U — cot 4 (L —
tr'ee 4 (b, — s) cot 4 (6 -l- s)
t-,r 4 (b> -i- s) cot 4 (bi — g)

so wird man, wenn man die Gleichung (b) durch die eben

erhaltene multiplicirt und dividirt, folgende zwei Gleichungen

finden:

t^ 4 (L — ^) — cot 4 0 — 4 -^
" §rn4(b>-b-g)

r§ 4 (L -b- cot z c ^^ " cot 4 (b> -<-g) '

welche, wenn man zwei Seiten und den von ihnen einge¬

schlossenen Winkel kennt, die Stelle der vorhergehenden (No. 3)
vertreten. *)

§ 60,
Nimmt man alle Variationen, deren die im vorigen §

gefundenen Formeln fähig find, so wird man haben:

t ° 4 ^ ^
tin4

(g -t- b> — 0) tr'-r 4 (g -t- e — b>)

(6 s) ti« 4 (g -1- b> -t- c)

e ^ tt — 1 L (6 0 <t) trn 4 (^ -t- b> — c)
o ^ ^ tin 4 (g -j- 0 — b>) ten 4 (gH ssH

„ 1 <3 —1 / r (» 0 — 6)ti» 4 (b. -1- 0 — g)

^ ^ trn 4 (g -j- b> — c) tr'n 4 -b" 6 -i- o)

--j/

— cot 4 (L-i- 6 —cot 4 (^---L-i- 0 )
cot 4 (^ -b- L — L) cotH (^ -t- L — L)

.i 1,-1 cot4(^-t-l^—bj)cot4(tV-k-L-t-c)
cot4(U-^-L—^)cot4(^-^-L —0)

— 1 / — cot4(^^ - L — 6 )cot 4 (^.- 4-L-l- L)

co>4(^^l-L—L)cot4(L-i-L—^.)

*) Diese Gleichungen lassen sich vermittelst i>ss Polardreiecks unmittel¬

bar und leicht aus den beiden Gleichungen unter No. z verleiten. Uebers.

»») Um diese Formeln aus den analogen des vorigen §s kerzuleiten,

erwäge man, daß « — ^ — -- — « — (/^ ^ /) und »ln (p —

Trigonometrie. F
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I) — n

tL

tL-

2

L —^

2

c: , , co^4(^4'
— t^ 4 b

5!N 4 ( 6 - ,4 )

^!?r 4 (8 -I- 4.)

co^ 4 (^ — -^)

co^ 4 ( ^ t" ^)

.es» 4 (0 — L)

5!» 4(0-^^)

co§ 4 (c — L)

co^ 4 (0 ^ T)

t-',r 4 (^ — 6 )

^r» 4 -I- (^)

c)
co^ 4 (t^ -l- L)

. i ^ - (b " »)cot 4 l-- —7—77-ee
^ tr» 4 (8 -t- »)

cot 4 L
co§ 4 — n)

tD

2 >" co^ 4 (8 2 )

L — L . . tin 4 (0 — 8 )
-- — cot 4 ^ -

tt» 4 (0

co^ 4 (o'

b)

8 )
cot 4

^ co^ 4 (o c>)

^—L ti,r 4
---- cot 4 L > . -4 - )—2 ti,r 4 (s.

t?
^-,-c co^

c)

v)

c)
cot 4 ^ - 7—7-r.

^ co^ 4 o)

Zlus den zwölf lehtern Formeln kann man die folgenden her¬

leiten, welche dazu dienen, die dritte Seite oder den dritten

— — §,'» (r, — I>), hingegen so» (p — 1 ) — - or (<I — I>) ist. Vers. —
Diese Formeln werden für den Gebrauch elwas begucmer, wen» man
>-i-t>-j-o 7r -s- L -s- 6—-i- » UNd - ---- 5 setzt. Dann erhalt man

t>r (s — I/) ^r'/r (s ——c)

, , — I / —c»- (ti —
» — 1/ co^(L —LL) co» (S — L) ueber s.
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Winkel zu bestimmen, wenn man zwei Seiten und die ihnen

gegenüberstehenden Winkel kennt:

4 o --- 4 (k -- n)

t§ 4 o — ^ (b> -r- s)

5IN k (8 -s- V)

4 (6 — X)

co^ 4 (L -l- ^4)

coa- 4 (8 — 4)

4 — tZ 4 (o — 8)

t°- z n --- t§ ^ (o -t- 8)

r§ 4d -- t§4 (n-o)

r§ 4 b — Z (a c)

cot 4 L — t§ 4 (L — 4)

cot 4 L — t§ 4 (L -^- 4)

cot4^-t§4(L—L)

cot44 — 4 (6 4- L)

cot 4L -- t§4 — 0)

tin 4 (6 -k- L)
§r,r

4(6 -L)

co§ 4(6 -ss-L)

4(6 -L)
§r,r

4 (^ -i-c)
Fr/L

4 (^ -6)
co^ 4(4 ^-6)

4 (4 -6)
§rn

4(b -i-s)
5r?L

4 (b — s)

coö' 4(b -k- s)

4(d — a)
5r'?r

4(o -<-b)
Lrn

4(-- -d)

4(° -l-b)

4(o -8)
^r,r

4(n -k- n)
4 (L — o)

cot4 L -- t§ 4 (4 -t- c) -)
co^ 4 (L — e)

Nimmt man hiezu noch die Gleichungen (-4.), welche in dem

Fall anzuwcndcn sind, wo man zwei Seiten und einen gcgen-

überstehcnden Winkel, oder zwei Winkel und eine gegenüber-

stehende Seite kennt, so hat man alles, was zur Auslosung

») Diese und die vorhergehenden Formeln sind unter dem Namen der

9, cp er schcn Analogien bekannt, weil sie sich auS den von Neper zur

Auslösung der sphärischen Dreiecke ergebenen Regel» herlciten lassen. Man

sehe seine /o§ae,'e/»noe«m ccinonsie e/e§c,'//,e/o. Vers,

F 2
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der sphärischen Dreiecke erforderlich ist. Das Vorhergehende

kann demnach als ein vollständiger Lehrbegriff der sphärischen

Trigonometrie angesehn werden. Combinirt man die ver¬

schiedenen hier entwickelten Formeln unter einander, so lassen

sich noch manche andere daraus herleiten, die bei den astro¬

nomischen Rechnungen von mannigfaltigem Ruhen sind. Man

verdankt Hrn. Delambre viele elegante Resultate dieser

Art, so wie auch wichtige Anwendungen der approximati¬

ven Methoden oder der Reihen auf die Fälle, bei denen

sich solche anbringen lassen.

Wiederholung der zur Auflösung irgend eines

sphärischen Dreiecks nöthigen Formeln-

§ 61 . '

Wenn man die verschiedenen Abänderungen, welche ei¬

nerlei Fall darbieten kann, nicht in Anschlag bringt, so wer¬

den sich nur folgende sechs finden:

i) Aus den drei Seiten (s, b, o) einen Winkel

(^) ;n finden.

1 L (L -t- b> — l.) rin ^ (-1 -i- c — d)

2 rin L (k -l- o — u) rin ^ (u -k- b> -k- o)

2) Aus den drei Winkeln (^, L, l?) eine Seite (s)

;,i finden.

cor 4 (ll -t- c —cor 4 -k-L) »)

cor 4 -I- L — t^) cor 4 — L)'

») Statt dieser «nd der vorhergehenden Formel wendet man häufig
auch folgende an:

4 (s -s- l> — c) 4 (-> -h c — b)

^4 ^ -s- k -si L) E j(L -fi L —H

welche in der Anmerkung ru S. 77 gewickelt und der analog find, die
»la» für den ähnlichen Fall in der eb-nsn Trigonometriegebraucht. Vers.

-
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Z) Ans zwei Seite», (b, c) n»»d dem eingeschlosse¬

nen Winkel M die andern Winkel (6, L) zn finden.

Un, dan», die dritte Seite (a) zn fiirden, bediene

man sich der Formel des sechsten Falls.

4) Ans zwei Winkeln (8, 6) und der zwischen

beiden liegenden Seite (n) die beiden andern Seiten

(b, c) zn finden.

T (b -b °) —
co§^ (8 — 6)

co§ l (8

t§ ^ (b — c) --
^ 4 ( 8 -

L)

6)

tF L

^ (8 -t- c) ^ "

U»n den dritte», Winkel (^) zn berechnen, gebrau¬

che man die Formel des fünften Falls.

2 ) Ans zwei Seite», (a, c) nnd einem Gegenwin¬

kel (L) den andern Gegenwinkel (^) zn finden.
. A ti/r

6) Aus zwei Winkeln (A, L) u»,d einer Gegen¬

seite (c) die andere Gegenseite (s) zn finden.

e ts

Un, in den beiden letzter», Fallen den Winkel (8)

und die Seite (b) zu finden, von denen jener zwischen

den beiden gegebenen oder berechneten Seite», (a, o) und

diese zwischen den beiden gegebenen oder berechneten

Winkeln (^, 0) liegt, entlehne man aus dem 6osten § die

Formeln:

und

cot ^ 8 —

t ° z b --

co§ ^ -I- c)

co^ ^ (s — c)

co§ j -t- 6)

co§ z L)
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Vermittelst dieser und der im Zgstcn § gegebenen For¬

meln wird man mit Leichtigkeit jedes sphärische Dreieck auf¬
losen, wenn man die gegebenen und gesuchten Winkel und

Seiten mit L, L, s, 1z, c, bezeichnet. Die Rechnung ge.
schicht durch Addition und Subtraction der Logarithmen, auf

die Weise, wie es die im Zysten § gegebenen Beispiele zei¬
gen, nur daß man sich bloß der Tafeln der Logarithmen der
trigonometrischen Linien zu bedienen hat, weil nur von Kreis¬
bogen die Rede ist.

Wenn in den vier ersten Fallen die Umstände der Auf¬
gabe zweifelhaft lassen sollten, ob die gesuchten Bogen oder
Winkel mehr oder weniger als ein Quadrant oder ein rechter

Winkel betragen, so kann man dieser Schwierigkeit auswei-

cheu, wenn man zu den Ausdrücken für die Cosinus oder
Cotangenten der gesuchten Stücke seine Zuflucht nimmt

(§ 67)-') Allein in den beiden letzten Fallen kann es sich zu¬

tragen, daß die vorgelegte Aufgabe zweier Auflösungen fähig
ist, und man wird sich hievon leicht überzeugen, wenn man

untersucht, wie ein körperliches Dreieck zu construircn ist,
von welchem man entweder zwei Seitenflächen und die Nei¬
gung der einen zur dritten, oder die Neigung zweier Seiten¬
flächen zur dritten und den Winkel der Seitenlinien kennt,
die die eine von den beiden ersten bestimmen. Zch kann

hierüber nicht ins Einzelne eingchn,") sondern will bloß die

Ergebnisse der Untersuchung hersetzen.

*) Wenn, wie bei unsren gewöhnlichen sphärischen Dreiecke», alle Sei¬
ten und Winkel kleiner als ae lind (tz 57), so kann i» den Vier ersten Fäl,
len keine Zweideutigkeit statt finden. Bei Ko. 1 und 2 ist die Wurzclgröße
allemahl positiv zu nehmen, da j ^ und ja kleiner als 1» sind. Bei Ko .3
und 4 ergiebt sich das Zeichen der gesuchten Tangente allemahl aus den ge¬
gebenen Stucke» mit Bestimmtheit; cs ist immer j (kssL) mit
oo§ j (t> ^ <6 und j (k 4- 0) mit co- j'(L -p- ti) dvn gleichem Zei¬
chen, mithin auch von gleicher Beschaffenheit. ucbcrs.

»») Man vergleiche das Werk noll-ve-ru -ko k-r
-ks von Bertrand, Theil/k, lk>r'-

go-ronr-lt^s Abschnitt ^ oder den dritten Theil seiner ch'k-lu-en- -ko S--0-
Mc-p/ke. Ber f-
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i) Das sphärische Dreieck kann aus den gegebenen

Stücken 3, c und L nur auf Eine Art entstehn,

wenn L —

c -< e a

c: ^ o 2^ - A

c >- i» tl -< 1^ <! < 2^ - S

c > i? S. >- e a.

und es ist zweier Formen fähig,

wenn 6 < e L

c. < a > e < 2^ - s

c? >. °t -< i» o > 2§ - kt

c > i» c > a

(l-<oder> L ie.

2) Mit den gegebenen Stücken 6 und o kann es

nur eine Form erhalten,

wenn o —

e rV > e

e >- i» i» c: < 2?

c ie ^ > e > 2^

o i» c

deren

e >-
zwei,
i»

wenn

ie 6

e >- ie c > 2»

i» c -< 2§

Q i» c - ^

c-<oder> i 1», ")

») Diese Tafel lehrt wol die zweideutigen Falle von den unzweideu¬
tigen unterscheiden, zeigt aber nicht, ob in den letzter» der gesuchte Winkel
oder die gesuchte Seite spitz oder stumpf zu nehmen ist- Wenn z. V.
6 — a — oe,6z und c ^ v-,67 ist, so gehört dieser Fall zu den
unzweideutigen, weil 6 < ie, a < 1? und a > a ist; da aber die Zahl
g,gZgLoog, der Werth von r-H, sowohl >»> 0^,728 als 1^,272
ist, so ist die Frage, welcher von beiden Vogen den Werth von A. ausdrückt?
Hier ist ein anderes Mittel, die zweideutigen Fälle von den unzweideutigen
zu unterscheiden, das zugleich dieser Schwierigkeit abhilst. Aus a: a
— L ; 6 folgt
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§ 62 .

Um von der sphärischen Trigonometrie eine Anwendung

zu geben, will ich folgende Aufgabe wählen: wenn man,

ig, den in einer geneigten Ebene gemessenen Win,

kel :Vl8N und die Winkel kennt, welche die Schenkel

LlVl und LN mit der Vertikalen 8 8^ bilden, den auf

der Horizontalebene N"8'lVU von den projectionen

und N'8' der Linien lVl8 und N8 eingeschlossenen

Winkel N'8'lVU zu finden.

Die drei Linien 8 8^, 8lVl und 8N bilden am Punkt

8, als Scheitelpunkt, ein körperliches Dreieck, worin man

die drei ebenen Winkel lVI8N, lVl88^, N88^ kennt, und da

die gerade Linie 8 8< auf der Ebene N^L'lVU senkrecht ist, so

ist sie es auch auf jeder der geraden Linien lVi?8' und N'8',

welche, da sie in den Ebenen LWIvl und 8WN liegen, einen

Winkel einschließcn, der dem Neigungswinkel derselben gleich

ist. Die vorgelegte Aufgabe verlangt also die Bestimmnng

geschrieben werden kann. Es ist also ^ (-> -s- <-) : ^ (a — c) —
^ 6) : — 0 ). Aber a — e ist allemahl kleiner als 2§,

weil » < se, und c >> o ist. Dasselbe gilt Von — 6. Es ist mithin
T (-> — c) sowohl als Z 6) immer kleiner als i», folglich sind das
zweite und vierte Glied der Proportion alleniahl positiv und das erste und
dritte immer von gleichem Zeichen, d. i. ^ (ä, -s- L) ist entweder großer
oder kleiner als i-, je nachdem j (» -st o) größer oder kleiner als i? ist,
und umgekehrt. In dem oben betrachteten Falle nun kann ^ nicht anders
als 0,72g genommen werden, weil j (s -st c) — u», 65, also kleiner als
1», mithin ^ (lV-j-6) ebenfalls kleiner als 1» sein muß. Nähme man

— 1,272, so wäre j(L-st 6) — 1,051, mithin größer als >?.
Setzt man L — »^,79, « — 0^,67 und 0 --- o?,6z, so ist /L g. —
8-9926597 und ä entweder---0-,WZ oder — 1^,117. Da nun c§j(^-stL)
positiv bleibt, welchen von beiden Werthen man auch slir-ss annehmcn mag,
so gehört dieser Fall zu den zweideutigen. Uebers.

wofür nach Tafel S. 56.

4 ^ c) ^ T ck-
^ i (» — 0) ^ j — L)



dieser Neigung. Dem zu Folge findet sie sich vermittelst gra¬

phischer Operationen in meinem Ln-ir §--om«-tüe

et te§ oder in dem Ergänzungöbande

zu den Anfangsgründen der Geometrie «o. 41

aufgelost. *)

Man kann aber auch den gesuchten Winkel erhalten,

wenn man sich ihn als ein Stück des sphärischen Dreiecks

vorstellt, das auf einer um den Mittelpunkt 8 mit

dem Halbmesser der Tafeln gebildeten Kugel aus den Durch¬

schnitten der Oberfläche mit den Ebenen lVI8bil, 8'8lVl und

8'8N entsteht. Man hat in diesem Dreieck die Seiten

KL, welche die Maße der gegebenen Winkel I§ 85 ^

M88H lVl8R sind, und der gesuchte Winkel ist genau dem

Winkel ^ gleich, der daher nach der ersten Regel des vor¬

hergehenden §s gefunden werden kann.

Beispiels halber setze ich, man habe gefunden:

den Winkel I^I8N — 0^,7297 --- L( 7.

den Winkel 8^8M cü,ZyiZ —

den Winkel 8^8N --- 0^42 — ^L.

») Mit de» hier gedachten graphischen Operationen hat es
folgende Bewandniß: man zeichnet zuvörderst die rechtwinkligen Dreiecke

LI'8 8' und Iss'8 8', worin man die Winkel bei 8 kennt, für einen beliebig

angenommenen Werth von 8 8", z. V. für roo Lheile eines Maßstabes, und

erhalt so die Seiten 8'LI', 8'Iss', 8 LI' und 8Iss' in ihren richtigen Verhält«
nisse» zu 8 8". Dann construirt man das Dreieck LI'8 Iss', worin man die

Seiten LLI', 8dl' und Len Winkel Ll'8Ll' kennt, und erhält so die Seite
Miss'. Endlich zeichnet man noch das Dreieck Ll'8'Iss' aus seinen drei
Seiten, und erhält so den gesuchten Winkel LI'8'Iss', die Rcductio» des ln

der geneigten Ebene gemessenen Winkels LI 8 Iss auf den Horizont. WaS
man auf diesem Wege durch Zeichnung findet, erhält man genauer durch

Rechnung, und zwar entweder vermittelst der ebenen Trigonome¬
trie, indem man nach einander die Dreiecke LI'8 8', 1ss'88', Ll'8 Iss' und

Ll'S'Iss' auslost, oder vermittelst der sphärischen aus die im Text ange¬

gebene Weise. Die letzte Art der Berechnung hat vor der ersten den Vor¬

zug, daß ste das Gesuchte durch einen einzigen Ansatz, also viel kürzer, staden

lehrt. Uebers.
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Diese Winkel stellen die Seiten eines sphärischen Dreiecks
vor, worin man den Winkel ^ sucht. Zch mache

L --- o»,7597, b — 0^,5913, o — 0^,6542,
und gebrauche die Formel

. , . 'S ^ (n d> — c) 4 (u 0 — b>)
5!N 4^. — 8/ -'-:—77^-----

(Anmerkung zu S- 64)-
Die Bogen ^ (u6— 0) und ^(n-t-o— b>) werden

gefunden, wenn man zuerst die halbe Summe der drei Seiten
s, 6, 0 sucht und von derselben jede der Seiten, die den ge¬
suchten Winkel einschließen, abzieht (§36). Dann nimmt man
die Logarithmen der Sinus beider Reste und die arithmeti¬
schen Ergänzungen von den Logarithmen der Sinus der ge¬
dachten beiden Seiten, wie es nachstehende Rechnung zeigt:

«47597
0 ,59»5
0 ,6542

Summe 2»,0052
halbe Summe 140026 1^0026

o,59l3 0,6542
Erster Rest 0^,4113 Zweiter Rest 0^,3434

0^,4113 --- 9,7796340
0^,3434 — 9,7162969

d. E. -rr» 0^,5913 — 0,0964163
d. E. -rr» 0^,6542 — 0,0674914

i9,65964n
^ ^ — 9,3299205 -- ?§ 0^,47254.

Verdoppelt man diesen Bogen, so hat man --- 0^,94503
oder 0^,9451, wenn man sich auf die vier ersten Decimalstcl-
lcn beschränkt. Dies ist der Winkel den die Pro-
jectionen der Linien und R8 bilden.



Drittes Kapitel.

Von der Anwendung der Algebra auf die
Geometrie.

§ 63 .

^)ei der Anwendung der Algebra auf die Geometrie hat

man zuvörderst den Zweck, die algebraischen Operationen zur

Verbindung mehrerer Lehrsätze der Geometrie zu gebrauchen,

um Folgerungen daraus zu ziehn. Auf diese Weise bin ich

in den beiden vorhergehenden Kapiteln zu den vornehmsten

Formeln der ebenen und sphärischen Trigonometrie gelangt.

Ein jeder Satz, welcher eine gewisse Beziehung zwischen ver¬

schiedenen geraden Linien von einer bestimmten Größe, auf-

stcllt, kann durch eine Gleichung ausgedrückt werden, und alle

Umformungen, welche mit dieser Gleichung vorgenommen wer¬

den können, geben, in die gewöhnliche Sprache übergetragen,

neue Sätze, welche Folgerungen aus dem sind, von welchem

man ausgegangen ist. Allein dieser Gesichtspunkt begreift

nur einen sehr geringen Theil von dem, was die Anwen¬

dung der Algebra auf die Geometrie umfassen muß. Dieser

Zweig der Mathematik, im Allgemeinen betrachtet, beschränkt

sich nicht auf die Untersuchung der Eigenschaften der ausge¬

dehnten Größen vermittelst algebraischer Operationen, sondern

zeigt auch, wie man vermittelst dieser Eigenschaften alles, was

nur irgend ein algebraischer Ausdruck bezeichnet, darstellen,

die Constructionen der Figuren beständig auf die Operationen
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des Calculs zurückführen und von diesen wieder auf jene

kommen könne. Dies werden die im gegenwärtigen Kapitel

abzuhandclnden Aufgaben lehren.

Die algebraische Schrift, die so bequem ist, die Bedin¬

gungen der die Zahlen betreffenden Aufgaben auszudrücken,

gewährt keine geringere Bequemlichkeit bei denen, welche sich

auf die Geometrie bezieh». Diese letztem lassen sich so wie

die erstem in Gleichungen bringen, so bald man nur die

Beziehung aufgcfunden hat, in welcher die unbekannten Gro¬

ßen zu den bekannten stehn; indessen kommen dabei immer

einige von den Eigenschaften der vorgelegten Großen in

Betracht.

§ 64 .

Da z. B. ein Dreieck bestimmt ist, wenn seine drei Sei¬

ten bekannt sind, so muß sich durch dieses Mittel auch der

Flächeninhalt bestimmen lassen, und man kann sich folgende

Aufgabe vorlegen:
Aus den drei Seiten eines Dreiecks einen Aus¬

druck für seinen Flächeninhalt zu finden.

Der Inhalt eines Dreiecks ist dem halben Produkt

aus der Grundlinie in die Höhe gleich. Man sieht also,

daß es hier darauf ankomme, die Höhe zu finden. Wenn man

nun im Dreieck ^LO, iz, auf die Seite eine

senkrechte Linie hcrabläßt, so erhält man zwei rechtwinklige

Dreiecke, worin sich Relationen zwischen den Seiten ^-L und

LL, der Senkrechten LO und den durch diese gebildeten

Segmenten und LO auffindcn lassen werden.

Wenn man nämlich die Seiten H.L, LO und des

Dreiecks durch c, c', c", das Segment durch t und die

Senkrechte LI) durch u bezeichnet, so werden die rechtwink¬

ligen Dreiecke ^LO und LVO geben

^L- --- LO- -k- -- LI)2 -j-

Uebcrdies hat man im ersten Dreieck der Figur
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vc — ^6 — — o" — r

und im zweitenr, L — ^.O — ^.L — t — o".

Seht man statt der Linien die Buchstaben, welche sie bezeich¬

nen, und zieht in Erwägung, daß (c" — t)^ -- (t —

so wird man in beiden Dreiecken die Gleichungen

e- ---- -t- i-, -- -l- (o" —

haben, welche nur die zwei unbekanten t und n enthalten

und folglich deren Werthe bestimmen werden.

Wenn man die zweite Gleichung entwickelt und sie von

der ersten abzieht, so verschwinden die Glieder und r'',

und man erhält

Da nun die Gleichung -t-
ri — -b- s/c" — t"

gibt, so entsteht durch die Substitution des Werths von r

») Ich Witt hierbei bemerken, daß Lieft Gleichung unter der Form
c'- — c- -j- c"2 — Lc"k angefttzt, mit Bezug aus die Seite c' oder L 6

den in blo. 76 meiner Elemente der Geometrie vorgctragcncn Sa»
auSdrückt. Vers. — Wenn <r die einem der spitzen Winkel eines beliebigen
Dreiecks gegcmberliegcnde Seite bezeichnet, so findet alicmahl die Gleichung
x,2 —- x- — 2 c"i statt, wo k das an dem spitzen Winkel anlie¬

gende Segment einer der beiden übrigen Seiten ist, der Perpendikel mag in¬
nerhalb oder ausserhalb des Dreiecks liegen, oder auch mit zusammenfal¬
len. Steht dagegen c' einem stumpfen Winkel gegenüber, so ist 0-2 —

-2 -s- c"2 2c"r, wo 1 Las an dem stumpfen Winkel anliegende Seg¬
ment ist. Aan steht, wie man diese Gleichungen in Form von Sätzen aus-
drücken könne, und welche Relation jedesmahl zwischen dem Quadrat der
einen Seite eines Dreiecks und der Summe der Quadrate der beiden übri¬

gen statt finde, Uebers.

2

woraus folgt

t —
2 -l- e

u 2

oder



— 94 —

_ s/4 c" o"" — (o" — c'" -I-
n 2o"

Vermittelstdieser Formel kann man die Höhe eines Dreiecks
aus den drei Seiten bestimmen, und da sein Flächeninhalt
durch das Produkt aus der halben Grundlinie in die Höhe
gemessen wird, so sieht man, daß sich der Flächeninhaltfinden
läßt, wenn die drei Seiten bekannt sind.

Da der Buchstabe u die auf die Seite o" des gegebenen
Dreiecks herabgelassene senkrechte Linie bezeichnet,so wird der
Flächeninhalt sein

^ ^ s/si v" -j-
indem man für u den eben gefundenen Werth setzt.

Dies ist der Ausdruck für den Flächeninhalt eines Dreiecks,
dessen Seiten gegeben sind. Betrachtet man ihn mit einiger
Aufmerksamkeit, so wird man sogleich sehn, daß er nicht die
eleganteste Form hat, die man ihm wird geben können; denn
er erscheint mit Bezug auf jede der Seiten o, c', e" unter
keiner symmetrischen Gestalt, was doch der Fall sein sollte,
weil, wenn man darin die Buchstaben verwechselt, sein Werth
unverändert bleiben muß. Er muß also offenbar eine solche
Gestalt annehmen können, daß die Buchstaben, die er enthält,
auf eine ganz übereinstimmigeWeise verbunden erscheinen;
und diesen Zweck erreicht man, wenn man erwägt, daß die
Größe 40" — (e" — -k- 0"")", als die Differenz
zweier Quadrate, sich in die Factorcn

2 L c" -l- c" -I- c"" — c: 2 c 0 " — — e"" -t- ch-

oder
(0 -i- c")° — ch-, — (0 — -l-

zerlegen läßt, die wieder folgende vier geben:
c -t- -l- c", e -k- 0" — <?, v -l- c? — c", -s- 0" — c;

man wird also haben
-t- c'-j-c") (c'-t- a"—0) (c-t-o" — e') — e").
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Wenn man bedenkt, daß
o- -4- v" — — (o -1- c' -l- c") — 2 0

o -j- c" -- c' — (c -k- c' -I- c") — 2c'

c -t- c' —> c" — (c -1- o' -«- c") — 2 c"

jfl, und o -t- c' -t- c" — 28 setzt, so wird man endlich fin¬
den, daß der Flächeninhalt des Dreiecks durch

^ j/28 . 2(8 — c) . 2 (8 — c') . 2 (8 — c")

ausgedrückt sein wird, und sich auf

°s/8 (8 — c) (8 — c') (8 — c")

reducirt, eine Formel, welche wegen des Nutzens, den sie zur
Berechnung des ZnhaltS einer jeden geradlinigen Figur ge¬

währt, eben so merkwürdig ist, als wegen ihrer Eleganz. Sie

zeigt, daß der Flächeninhalt eines Dreiecks der Quadrat¬
wurzel aus dem Produkt der halben Summe der drei

Seiten mnltiplicirt in die Differenzen zwischen dieser
halben Summe und jeder der Seiten gleich ist.*)

§ 65 .

Wenn man das in den Elementen der Geometrie

No. 2Z4 und 26g angegebene Verfahren, die vollständige
Höhe einer abgekürzten Pyramide oder eines abgekürzten Ke¬

gels zu finden, auf eine Formel bringt, so gelangt man zu
einem merkwürdigen Ausdruck für das Volumen dieserKorper.

Bezeichnet man nämlich mit a und b die beiden ho¬

mologen Seiten der Grundflächen einer abgekürzten Pyra¬

mide, oder die Halbmesser der Grundflächen eines abgekürz¬
ten Kegels, mit Z die Höhe dieser Körper und mit li die

Höhe der vollständigen Körper, zu denen die abgekürzten
gehören, so hat man die Proportion

Da 1/s (» — c) (s — c'1 — c") ps l- — c)
X 1/ (- — c') (s — c") ist, beide Quadratwurzeln miniere ProporlionaM-
niru bezeichnen und a i> das Rechteck aus a und b «»deutet, so steht man,
weicher Satz in dieser Formel liegt. Uebers.
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s — b : n --- s : Ii also li — -a — n

Für die Höhe des abgeschnittenen Körpers erhält man den

Ausdruck

Da nun die beiden Grundflächen der abgekürzten Kör¬

per als ähnliche Figuren sich wie die Quadrate ihrer homo¬

logen Linien verhalten, so wird man, wenn man die untere

Grundfläche mit 8, die obere mit s bezeichnet, die Propor¬

tion haben

8 : 8 sck : d" oder 8 : a" --- s : b^.

Drückt dann IN das Verhältniß der Größen 8 und aus,')

so ergibt sich
8 — 8." IN, 8 — IN,

lind die Inhalte der ganzen und der abgeschnittenen Körper

werden, wenn man für 8, 8, li und K — ^ die eben gefun¬

denen Werthe setzt, durch die Formeln

-K8
—

3(^-b)'
ß) 8

Z(8-b)

dargesiellt sein. Zieht man den zweiten Ausdruck vom ersten

ab, so erhält man für das Volumen des abgekürzten

Körpers

INA 1,3)

3 (u —b>)
- — ^-INA -k- 8b-l-b ° (s^in-I- sbin-j-b ^in).

Nun sind in und in die untere und obere Grundfläche,

und setzt man nk, — o^, so wird o — s/ab die mittlere

Proportionallinie zwischen n und b bezeichnen, folglich ab in

— c-"in der Flächeninhalt einerFigur sein, welche den Grund¬

flächen ähnlich und über der Seite oder mit dem Halbmes¬

ser c beschrieben ist.

Hieraus folgt also, daß das Volumen einer abge¬

kürzten

») Beim Kegel ist -n die Ludolphische Zahl. Uedees.



kürzten Pyramide oder eines abgekürzten Regels gleich

ist dein dritten Theil der Höhe multiplieirt in die

Summe der Inhalte der beiden Grundflächen und ei¬

ner ihnen ähnlichen Figur, welche über der mittlren

Proportionallinie zwischen den homologen Seiten oder

den beiden Halbmessern der Grundflächen beschrieben

ist; und da abw — 1/. b"ill ist, so sieht man, daß

der Inhalt dieser Figur die mittlere Proportionalgröße zwi¬

schen den Inhalten der beiden Grundflächen ist. Errichtet

man über diesen drei Figuren Pyramiden oder Kegel von

gleicher Höhe mit dem abgekürzten Körper, so wird die Summe

ihrer Inhalte dem des abgekürzten Körpers gleich sein.

§ 66 .

Bei den vorhergehenden Aufgaben suchte man ein nu¬

merisches Resultat; zuweilen will man Linien finden.

Wenn z. B. verlangt würde, in das Dreieck ^.LL,

Tn--. iy, ein Quadrat OLLO einzuschreiben, so müßte man

die Aufgabe als aufgelöst anfehn, und dann zwischen den durch

das Dreieck unmittelbar gegebenen Linien und der Seite des

Quadrats eine Relation aufsuchen, die sich algebraisch aus-

drücken ließe.

Zu diesem Ende lasse man die Senkrechte LO herab,

welche man als bekannt betrachten kann, da man sie zu zie¬

hen weiß. Vergleicht man nun die ähnlichen Dreiecke L^L

und LOL, L^O und LOI, so ergeben sich folgende Pro¬

portionen:

^ZL : LO --- H.L : OL

^L : LO -- LO : LI,

woraus folgt

: OL -- LO : LI.

Diese letztere Proportion gibt eine Relation zwischen den be¬

kannten Linien ^.L und LO und den unbekannten OL und

LI. Aber LI hängt von OL ab, denn LI L O — IO,

Trigonometrie, G



und nach dem Begriff des Quadrats ist 114 — OL. Be¬

zeichnet man nun die gegebenen ^L und LH durch a und
K, und durch x die unbekannte IO oder OL, so wird

man haben
8 : x --- L : L — X,

woraus folgt
Lx — n L — sx

und aus dieser Gleichung des ersten Grades erhält man

ub>

Wenn die Geraden n und L auf ein gemeinschaftliches Maß

bezogen oder in Zahlen ausgedrückt sind, so gibt die obige
Formel vermittelst arithmetischer Operationen die Zahl, wel¬

che die Länge der Geraden I II ausdrückt, und wenn man
diese Zahl auf die Gerade LO trägt, so erhält man den

PunktI, durch welchen die Gerade OL gezogen werden muß.
Es ist indessen nicht nothwendig, die Rechnung zu Hülfe

zu nehmen, um den Punkt I zu bestimmen, da sich die in dem
Ausdruck für x angszeigten Operationen auch an den Linien

bewerkstelligen lassen. Man sieht nämlich, daß diese Unbe¬
kannte das vierte Glied folgender Proportion ist:

a-i-L: s. — L :x,

und daß es folglich darauf ankommt, zu den drei Linien

a L, u und L die vierte Proportionallinie zu finden.

Man hält es im Allgemeinen für elegant, die Opera¬

tionen, die man, um die Auflösung zu erhalten, verrichten
muß, mit der Figur, welche die gegebenen Stücke der Auf¬

gabe enthält, zu verbinden. Es kann demnach in gegenwär¬

tiger Aufgabe der rechte Winkel LOL zur Bestimmung der
gesuchten vierten Proportionallinie gebraucht werden. Man
trage nämlich auf die verlängerte OL

OL -- 8 --- ^.L und LL — L -- LO,

ziehe LL und lege IL parallel mit LL, so wird der Punkt
I, für welchen man erhält
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m : OO -- LN : IN

zue Seite NN des Quadrats OLL6 gehören.

§ 67 .

Auf eben diese Art hat man mit Aufgaben von einem

höhcrn Grade als dem ersten zu verfahren.

Man weiß, daß eine Linie nach dem Mittlern und äus-

scrn Vcrhältniß oder nach stetiger Proportion theilen so viel

heißt, als ste dergestalt theilen, daß der eine Abschnitt dir

mittlere Proportionallinie zwischen der ganzen Linie und dem

andern Abschnitt sei. Um diese Aufgabe algebraisch aufzu¬

lösen, bezeichne man die ganze Linie durch a und den unbe¬

kannten Abschnitt durch x, so wird der andere Abschnitt

L — x sein, und man wird haben

a : x — x : » — x,

woraus man erhalt

u" - LX — x^,

und wenn man diese Aufgabe auflöst, so ergibt sich

x — — a -j- ^ L-.

Die in dieser Auflösung angezcigten Operationen können

an den Linien vermittelst eines rechtwinkligen Dreiecks verrich¬

tet werden; denn da a" -k- ^ u" die Summe der Quadrate

der Linien n und Z a ist, so ist die Wurzelgröße s/a* -t- r ^

die Hypotenuse des aus den beiden Katheten ^.L -- s

und L6 --- construirtcn rechtwinkligen Dreiecks ^.LL,

Lr°-. so. Man hat also nur nöthig, um die beiden Werthe

von x zu erhalten, die Linie ^6 mit der Linie LL ---

durch Subtraction und Addition zu verbinden, welches ge¬

schieht, wenn man LL von L nach O auf die Linie -LL

und von O nach O^ auf deren Verlängerung trägt; denn man

wird haben

H.O --- — OO --- s/a- -i-

^O'-- -i- OO -- - s,

G 2
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wo, wie man sieht, der erste und — der zweite
Werth von x ist, auf den die Gleichung leitet. *)

Wenn nun die gerade Linie vermittelst eines Kreisbo¬
gens auf^L nach L getragen wird, so erhält man dieNo. izs
der Elemente der Geometrie gegebene Auflösung; und
bringt man die Gleichung — ax — x^ auf die Form

L" ÄX X",

so ergibt sich daraus die Proportion
a -p- x : s --- s : x '

oder : ^l),
weil ^.D 2 8 0 — ^.D -t- ist.

Hieraus folgt, daß auch die Linie im Punkt v
nach stetiger Proportion gctheilt ist, und zwar dergestalt, daß
das größere Segment der gegebenen Liniegleich ist. Man
wird weiter unten sehn (§ 77), wie die Aufgabe zu fassen ist,
wenn sie zugleich beide Werthe von x in sich begreifen soll,
und was es mit dem Zeichen — vor dem zweiten für eine
Bewandniß hat.

Diese Beispiele sind hinreichend, um zu zeigen, daß die
algebraische Auflösung der bestimmten Aufgaben der Geome¬
trie der sich auf die Zahlen beziehenden ganz analoge Um¬
stände darbietet. Man muß zuvörderst die Aufgabe in eine
Gleichung bringen, und dann den Ausdruck für die Unbe¬
kannte daraus herleiten; anstatt aber den jedesmaligen Werth
derselben durch Rechnung zu bestimmen, muß man mit den
bekannten Linien graphische Operationen vornehmen, welche
den durch die algebraischen Zeichen angedeuteten entsprechen.
So hat man in der Aufgabe von § 66, deren Gleichung nur
vom ersten Grade war, die unbekannte vermittelst der Pro-

*) Es ist nämlich

I. X ---- -i- — 4 <0
II. X — — sk/L-r -j- -p H s)

Uevers.
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portionallinien bestimmt, und in der vorstehenden, die auf

eine Gleichung vom zweiten Grade führte, die Eigenschaft

des rechtwinkligen Dreiecks zu Hülfe genommen. Solche Be¬

stimmungsarten sind es, die man die Lonstruction der Wer-

thc der Unbekannten nennt, und ich will nun die allen Auf¬

gaben dieser beiden Grade gemeinschaftlichen Principien aus¬

einandersetzen.

§ 68 .

Eine allgemeine Bemerkung, von deren Richtigkeit sich

zu überzeugen man häufig Gelegenheit finden wird, ist die,

daß, wenn in einer Aufgabe nur Linien Vorkommen und die

gesuchte Größe ebenfalls eine Linie ist, der Ausdruck dersel¬

ben im Zähler immer einen Faktor mehr als im Nenner

hat, und jede dieser beiden Größen in homogene (aus gleich

vielen Faktoren oder Dimensionen bestehende) Glieder zerleg¬

bar ist. Der in § 64 für t gefundene Ausdruck erfüllt diese

Bedingung; die Glieder seines Zählers haben zwei Faktoren

und sein Nenner nur einen.

Hieraus folgt, daß man, wenn der Ausdruck irgend einer

Linie keine Wurzelgröße enthält, und alle darin vorkommende

Größen durch Linien ausgedrückt werden, die Länge der ge¬

suchten Linie ohne Rechnung finden könne, wenn man zu

den gegebenen Linien vermittelst Lineal und Zirkel vierte Pro¬

portionallinien sucht. Um dies zu beweisen, wird folgendes

Exempel genügen.

Es sei
-l-

b— --,-7^---
ZU -4- r"

Da der Zähler dieses Ausdrucks aus Gliedern von drei Fak¬

toren zusammengesetzt ist, indeß die Glieder im Nenner nur

zwei haben, so gehört er nach der obigen Bemerkung einer

Linie an. Setzt man nun

ade-

8k -- L"cl, »2 -- k"«ä,
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so wird man haben

ck"(k-i-ä—Ick) ä(k-t- ä —Ick)

ä (L" -r- ick") L" '

man wird also i erhalten, wenn man, nachdem K, K", 1<"'

bestimmt sind, zu den drei Linien le"-i-Ick", L-j-ä — Ick

und ä eine vierte Proportionallinie sucht. Nun hat man

vermittelst der angenommenen Gleichungen

, ab>c sb, o e^i «1 o

- 8^

man wird daher zu diesen Werthen vermittelst folgender Pro¬

portionen gelangen:

ä : a — Ii

s — 1

ä : u - 1i : ^

si

1'

ä '

ä : o —
all

1

ei

ä

ab> o

ä'

i — i : —
ä '

indem man die vierten Glieder derselben, nämlich

- Ick. 8^
--- L".

i"

^ k, -n>

durch^Construction sucht. ^)

Man sieht leicht, daß der Geist der Methode, deren ich

mich so eben zur Construction eines algebraischen Ausdrucks

*) Men kann hier auch so verfahren, daß man den Nenner durch

Division mit dem einen Faktor irgend eines seiner Glieder als -ln Produkt
zweier Faktoren darsicllt, und dann jedes Glied des Zählers einzeln durch

den so umgcsormten Nenner dividirt. So erhält man t — — xli-i-i--

°I>c's. siS — «rx ovc 4- c , l>2 ^

«5 6 eil

-X 1 , wo k die Linie -s- l bezeichnet. Auf eine ganz ähnliche
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bedient habe, darin besteht, den Zähler und Nenner des vor-
gelcgten Ausdrucks in Produkte von einer gewissen Anzahl
einfacher Faktoren, oder Faktoren vom ersten Grade zu zer¬
fallen, was durch die angewandtenMittel immer geschehn
kann.

Es gibt Fälle, wo sich diese Umformung unmittelbar
bewerkstelligen läßt, ohne daß man erst nöthig hat, unbe¬
stimmte Größen einzuführen. Der Ausdruck

-r--i-k^

ist von dieser Art; denn sein Zähler läßt sich verwandeln in
o (a-k-b>) (» — k,),

und sein Nenner kann folgendermaßen geschrieben werden:

so daß man hat
(kl -I- ll) (kl - kl) o

- f/klUk- X
welches durch die Proportionen

, ^ -l- K) 01) t Ä l^ kl — et --——

1/g?-t-k>" : kl — kl —

1/kl^ -4- k'-r

(n -4- k>) 0 ^ (» — kl) (kl -4- kl) 0

erhalten werden kann. Die in der Rechnung angewandte
Wurzelgrößeläßt sich leicht construiren, weil sie die Hypote¬
nuse eines rechtwinkligen Dreiecks ausdrückt, dessen beide Ka¬
theten n und k> sind.

Weise läßt sich jeder andere gebrochene algebraische Ausdruck, der den im
Lert gedachten Bedingungen genügt, behandeln, Zähler und Nenner mögen
aus so viele» Gliedern und diese Glieder aus so vielen Dimensionen bestehn,
als man will. Man sieht übrigens, daß die Aufgabe, eine» solchen Ausdruck

zu construiren, sich auf folgende rcducirt: die Unbekannte aus einer Gleichung
des ersten Grades durch Construction zu finden, wenn alle Glieder^-erfelden

homogen und alle darin verkommende Großen durch Linien ausgedrnckt
lind. Uebers.



104

§ 69.

Das rechtwinklige Dreieck und der Kreis bieten uns

die Mittel dar, die Quadratwurzel einer jeden in Linien aus-

gedrückten Große zu construiren. Der Gebrauch des erstern

ist einleuchtend, wenn die unter dem Wurzelzeichen befind¬

liche Größe die Summe oder die Differenz zweier Quadrate

ist. Man hat nämlich in diesem Fall j/o^^-b^undj/i^ — k?;

der erste dieser Ausdrücke kann als die Hypotenuse eines

rechtwinkligen Dreiecks angcsehn werden, dessen Katheten u

und k> sind, und der andere als eine Kathete eines eben sol¬

chen Dreiecks, in welchem die Hypotenuse u und die andere

Kathete k> ist.

Auch kann man durch eine Reihe dieser Dreiecke den
Ausdruck

f/a- Io" o-- -t- ck^

construiren; denn nachdem man zuvörderst erhal¬

ten, bezeichne man diese Linie durch «, welches geben wird

ess -l-

und die vorgclegte Größe wird nun sein
-j- -I- ä?.

Hierauf construire man die Wurzelgröße -i-o^ und be¬

zeichne das Resultat durch /S, so wird man haben

-j- — /I".

Es bleibt nun nur noch übrig zu finden, wel¬

ches geschieht, indem man die Hypotenuse eines rechtwinkli¬

gen Dreiecks sucht, dessen Katheten und >1 sind. Es ist

leicht, dieses Verfahren auf jede andere Wurzelgröße ähnlicher

Art anzuwenden, es mögen sich unter dem Wurzelzeichen so

viele Quadrate befinden, als man nur will.

§ 70.

Ich gehe nun zur Anwendung des Kreises bei derAuS-

ziehung der Quadratwurzeln über. Man weiß, daß die auf

einem Durchmesser errichtete Senkrechte die mittlere Propor-
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tionallinie zwischen den beiden Segmenten dieses Durchmes¬

sers ist (G eom. izo); man wird also s/ub> erhalten, wenn

man, 21, --- s, Lk — d nimmt, und über der

Summe dieser beiden Linien, als Durchmesser, einen

Kreis beschreibt; die aus dem Punkt I? errichtete Senkrechte

I>M, die mittlere Proportionallinie zwischen und LI>,

wird dann j/ub sein.

Man kann auch zwischen irgend zwei Linien a und b>

eine mittlere Proportionale finden, wenn man die größere

zum Durchmesser des Kreises nimmt, und die kleinere

von ^ nach k trägt; errichtet man dann die Senkrechte

.V und zieht die Sehne so wird dies die verlangte

mittlere Proportionallinie sein (Geom. izi).

Vermittelst dieser Methode kann man jede Wurzelgröße

vom zweiten Grade construiren, von welcher Beschaffenheit

auch die darin enthaltene Größe sein mag. *) Es sei z. B.

und der vorgelegte Ausdruck wird in folgenden übergehn:

j/a" -k- ule — uk/ — u -1- L —- L') n,

wo dann, um ihn zu construiren, zwischen den Linien s-f-k—b/

und a die mittlere Proportionale zu nehmen ist. Es ist

übrigens offenbar, daß die Linien K und nach § 6 g ver¬

mittelst Proportionallinien gefunden werden können, weil

die Gleichungen, von denen sie abhängen,

») Wenn nur jedes Glied aus nicht mehr als aus zwei Dimenstonc»
besteht, und falls gebrochene Glieder Vorkommen, der Zahler zwei Dimenstoncn
mebr hat, als der Nenner. Man steht, daß Liefe Aufgabe stch auch fo aus»

druchen laßt: die Unbekannte aus einer reinen guadratischcn Gleichung durch

Construetion zu finden, wenn alle Glieder derselben homogen find, ueberf.

-t- b c

so setze man
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3.

geben, und auf folgende Proportionen führen:
a : b> — c : k.

§ 71 .
Die Größe, welche man construiren will, kann auch

nicht homogen fein; dieser Fall wird, aber nusi dann eintre-
ten, wenn man einige Linien der Einheit gleich gesetzt, oder
eine Zahl durch einen Buchstaben oder eine Linie durch eine
Zahl dargestellt hat, und die angegebenen Methoden finden im¬
mer ihre Anwendung,wenn man nur die als Einheit genom¬
mene Linie in allen Gliedern, worin sie sich befinden müßte,
wieder erscheinen läßt und ihr angemessene Exponentengibt.

Wenn man z. B. hätte, und aus der Auf¬

gabe, die auf diesen Ausdruck geführt hat, wüßte, daß er zu
einer Linie gehören muß, so würde man einsehn, daß jedes
der unter dem Wurzelzeichen befindlichen Glieder zwei Di¬
mensionen haben müßte, und daß man daher, wenn man die

Einheit mit n bezeichnet, an statt a und ^statt ^ zu
schreiben hätte, was im Werth dieser Größe nichts ändert,
weil i — und überhaupt i ist, welchen Werth
auch m haben mag. Man würde auf diese Weise erhalten

und da hier x? zwei Dimcnstonen hat, so muh auch jedes andere Glied der

Gleichung zwei Dimensionen haben, wenn keine Linie in der Aufgabe der
Einheit gleich gesetzt ist. Man muh daher n so einfuhren, daß diese

LN -I-

was sich leicht construirenläßt.*)

I>a
') Schafft man das Wurzelzeichen weg, so erhält man x? — a ,
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Zch will hiebei bemerken, daß man vermittelstdes Vor¬
hergehenden die Quadratwurzel aus einer beliebigen Zahl
durch Construction finden kann, wenn man eine mittlere Pro-
portionallinie zwischen zwei Linien nimmt, von denen eine
die Einheit darstellt und die andere zu dieser das durch die
vorgelcgte Zahl ausgedrückte Verhältniß hat. So würde
man z. B. s/z- erhalten, wenn man die mittlere Proportio¬
nale zwischen zwei Linien suchte, von denen die eine , der
andern wäre, weil — fi/i x ^ ist.

§ 72 .

Es ist nun nichts leichter, als den Ausdruck der Wur¬
zeln der Gleichung x"— ux — b>" vom zweiten Grade zu
construircn, welche alle Gleichungendieses Grades vorstellcn
kann. Zn der That erhält man, wenn man den Werth von
x daraus bestimmt,

X — z L u- -I- b>2,

und es kommt nun nur darauf an, die Wurzelgröße
-«- d- zu construircn(§ 69), und dann die Summe

oder die Differenz dieses Resultats und der Linie u zu
nehmen, um die Größe einer jeden Wurzel zu finden.

Wenn diese Gleichung die Form x^ — u x --- — b-
hättc, so würde man haben

Die Construction ist in diesem Fall von der vorigen nur
in so fern verschieden, daß die Wurzelgröße durch eine Ka¬
thete eines rechtwinkligen Dreiecks ausgedrückt wird, statt
daß sie es vorher durch die Hypotenuse war,, und daß kein

Bedingung erfüllt wird, und dies wird bei den, gebrochenen Glieds der

Fall sein, wenn der Zähler zwei Dimenlioncn mehr erhalt, als der Nenner.
Begreiflich ist der Werth von x mit n veränderlich. So hangt der ab¬

solute Werth einer trigonometrischen Linie von dem des Halbmessers ab,
den man, wenn er in dem Ausdruck für dieselbe fehlt, jedesmahl auf die

gedachte Weise einzufnhren bat. Vcrgl. oben S. 40. Webers.



solches Dreieck mehr statt findet, wenn ^ n <7 b ist; denn
nimmt man alsdann auf einem der Schenkel des rechten
Winkels In>. 22, die Linie —b, so wird der aus
dem Punkt ^ als Mittelpunkt mit einem kleinern Halbmesser
als beschriebene Kreis VL den andern Schenkel LL
nicht erreichen. Dieser Umstand stimmt auch mit der Theo¬
rie der Gleichungen vom zweiten Grade überein, welche für
den gegenwärtigen Fall imaginäre Werthe gibt.

Man kann das Vorhergehende auf folgende Aufgabe

anwendcn: wenn die Summe oder der Unterschied

zweier neben einander liegenden Seiten eines Rechtecks

und der Flächeninhalt desselben gegeben sind, dieses

Rechteck zu construiren.
Es sei b" der Flächeninhalt des verlangten Rechtecks,

a die Summe oder der Unterschied der den rechten Winkel
einschließenden Seiten und x eine dieser Seiten, so wird die
andere im ersten Fall a — x, im andern a -1- x, und der
Flächeninhalt im ersten (n — x) x, im andern (n x) x
sein, so daß man diese beiden Gleichungen haben wird:

sx — — b", NX -I- x^ — b",
welche, wenn sic aufgelöst werden, Werthe von x geben, die
nach der vorhergehenden Methode construirt werden können.*)

§ 73 -

Man hat nicht erst nöthig, die Gleichungen vom zwei¬
ten Grade aufzulösen, um die Wurzeln durch eine Construc-
tion zu finden, sondern sie lassen sich unmittelbar vermittelst

») Ist -> die Summe dev beiden Seiten des Rechtecks, so sind diesel¬

ben ^ -> -p und c z — ^ »u — ^ Rechteck un¬
möglich Wied, wenn l> > ^ », oder die Seite des für den Inhalt ange¬
nommene» Quadrats größer als die halbe Summe der beiden Seiten ist.

Bezeichnet a die Differenz der beiden Seiten, so ist ^-> -s- ->u l>2

der Werth der größer» und — ^ - -s- -s- k- -er Werth der klei¬

nern, wo das Rechteck für jeden Wert- von b möglich ist. Uebers.
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der Eigenschaften der im Kreise sich schneidenden geraden

Linien finden.

Die Gleichung x^ ax — k.^, auf die Form

X (x -p- n) — b>2

gebracht, bezieht sich auf die Eigenschaften der von einerlei

Punkt ausgehenden Secanten und Tangenten (Geom. 12 g);

denn wenn man, ku§. 2 Z, mit dem Halbmesser UL —

einen Kreis beschreibt, an diesen eine Tangente XL legt,

deren Länge L ist, und durch die Punkte X und U die Se-

cante XL zieht, so wird man, wenn man die Linie XU

mit x bezeichnet, offenbar haben

XU' -- XU -ch. OU' ---- XU -1- 2LL --- X -r- n,

und da die obengedachte Eigenschaft XU X XU' — XL^

gibt, so folgt daraus

X (x -l- n) —

welches die vorgelegte Gleichung ist.

Hätte man x? — nx — so müßte man x — XU'

setzen, wo man dann haben würde

XU x — n, und x(x — a) — 1>E.

Da diese Tonstruction keiner Ausnahme unterworfen ist,

so lehrt sie uns, daß die Wurzeln der vorgelegten Glei¬

chung allemahl reell gefunden werden, wenn k>^ und x^

zugleich positiv oder negativ sind. *)

Die Gleichung x^ — nx -— verwandelt sich in

sx — x^ — und kann auch folgendermaßen geschrieben

werden

X (n - x) — kss>

Unter der letztern Form bezieht sie sich auf die Eigenschaften

der in einem Kreise sich schneidenden Sehnen; denn wenn

Erscheint das bekannte Glied unter der Form de, so muß man

LL ^ « setzen, wo s die mittlere Provortionallinie zwischen b und c be¬
zeichnet; und hat es die Form I>, so muß man dafür du schreiben, wo n

eine als Einheit zu nehmende Linie andentet, Uebers.



man, k-g-. 24, über einem Durchmesser HL —a einen Kreis
beschreibt, aus dem Punkt H die Senkrechte HL — L er¬
richtet, dann zu HL die Parallele LHl zieht, und von den
Punkten l^l und Hb', wo LHI den Kreis schneidet, auf HL
die Senkrechten kHb und k'HI' hcrabläßt, so wird man
haben

Hx X Lk -- Hk(HL — Hk) --- kHb^,
oder

Hx (-1 — Hx)---b>^;
ferner

Hk' x Lk' --- Hk'(HL — Hk') --- x'Hl'^,
oder

Hk' (z — Hk') ---- L-;
woraus man sieht, daß man, wenn für x nach einander die
Geraden Hk und Hk' genommen werden, auf die vorgclegte
Gleichung

ax — x" — b>"
kommt, und daß folglich die durch das obige Verfahren er¬
haltenen geraden Linien Hk und Hk' die Werthe der unbe¬
kannten x sein werden.

Wenn HL großer als der Halbmesser des Kreises oder
als ist, so wird offenbar die gerade Linie L Hl dem Kreise
nicht mehr begegnen, und folglich keine Bestimmung der Un¬
bekannten geben; auch sind die Wurzeln der vorgclegten
Gleichung in diesem Fall imaginär.

Die Wurzeln der Gleichung x^ -r- ax — l>^ sind
von denen der Gleichung x^ —> sx —— l>^ nur in so fern
unterschieden, als sie mit dem Zeichen — behaftet sind;
allein ihre absolute Größe wird immer durch das eben ge¬
zeigte Verfahren erhalten.

§ 74 .

Bei der Anwendung der Algebra auf die Geometrie
muß im Allgemeinendas Zeichen — eben so wie bei den
Zahlen erklärt werden, daß man nämlich die Aufgabe gewiß-
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sermaßen umzukehren oder die damit behafteten Linien in
einem Sinn zu nehmen hat, der demjenigen entgegengesetzt

ist, in welchem man sie zuvor genommen.
Ehe ich weiter gehe, muß ich in Erinnerung bringen,

daß die negativen Großen ihren Ursprung in den Subtrac-
tionen haben, welche in der angezeigtcn Ordnung nicht ver¬

richtet werden können, weil die abzuzichende Größe diejenige
übertrifft, von welcher der Abzug geschehn soll. Man erkennt

aus diesem Umstande, daß in der Abfassung der Aufgabe
oder wenigstens in der Anwendung derselben auf den vorlie¬

genden Fall ein Fehler angetroffen wird, und berichtigt man

diesen Fehler, d. h. modificirt man die Aufgabe dergestalt, daß
die Subtraction, die nicht vollzogen werden konnte, möglich

wird, so gelangt man zu einem positiven Resultat. Allein
bei gewissen Aufgaben, z. B. bei allen denen, welche auf

Gleichungen vom ersten Grade führen, ist man dieser Mühe
überhoben; denn das Zeichen des Resultats selbst zeigt die
Umkehrung an, deren die Bedingungen der Aufgabe fähig sind;
und die negativen Wcrthe, wenn sie nur den Regeln, die

für die Operationen mit den negativen Größen festgesetzt sind,

gemäß in Rechnung gebracht werden, leisten eben so wie die
positiven Größen den Aufgaben ein Genüge. Aus diesem

Grunde hat man die Benennung falsche wurzeln, womit

die frühcrn Algcbraisten *) die negativen Wurzeln der Glei¬

chungen belegten, verwürfen.
Man muß daher auch bei den geometrischen Construc-

tionen die negativen Werthe, welche die Algebra gewissen
Linien gibt, durch die Subtraction erklären; und um eine

Linie von einer andern abzuzichn, ist nichts weiter zu thun,

als die erste auf die zweite von einem ihrer Endpunkte aus

hinzutragen. Allein bei dieser graphischen Operation sind ei¬

nige Bemerkungen zu machen mit Bezug auf die Art, wie
man die Linien beschreibt.

*) Caetesius, Wolf und aii-eve. Ueberf,
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Es sei zuvörderst OO, LZ, die von abzuzic-

hende Linie. Da die erste kleiner als die zweite ist, so wird,

wenn man jene von L nach o trägt, die Differenz beider

zur rechten Seite des Punkts ^ liegen. Wenn man aber die

größere Linie von abzuziehn hätte und man trüge,

wie vorher, die abzuziehende Linie vom Punkt L aus auf

hin, so würde die Differenz der beiden vorgelegtcn Li¬

nien durch auf der Verlängerung der Linie ausge-

drückt sein, und folglich auf der linken Seite des Punkts ^

liegen, d. h. auf einer Seite, die dem Resultat der ersten

Operation entgegengesetzt ist. Mit dieser Aenderung der Lage

stimmt auch das Zeichen — überein. *)

Auf den ersten Blick könnte man glauben, daß man

bei den Linien und die angezeigte Subtraction so

verrichten müßte, daß man die kleinere auf die größere trüge,

weil man eben so bei den Zahlen verfährt, indem man

die kleinere von der größern abzieht; man muß aber in Er¬

wägung zieh», daß die Linie» im Allgemeinen dazu dienen,

die Abstände gewisser Punkte von einem als fest angenomme¬

nen Punkt, auf den man alle übrigen bezieht, zu bestimmen;

sie erhalten dann ihre Zunahme von dem diesem Punkt ent¬

gegengesetzten Endpunkt aus, und die Subtraction, welche

ihrer Natur nach das Entgegengesetzte der Addition ist, aus

welcher die Zunahmen entstehn, muß auch in einem diesem

entgegengesetzten Sinne verrichtet werden, folglich an der

Seite, wo die Linien abnchmen. Daher muß man, wenn

^ auf der Geraden der gedachte feste Punkt ist, die

Subtraction der LO oder der L'IB vom Punkte L aus

verrichten. ") Die Stetigkeit der Linien, und die Möglichkeit,

_ sie

») Nämlich das negative Resultat, das inan erhält, wenn man die

Linien als Zahlengröße» behandelt, zeigt das Entgegengesetzte der Lage des
Resultats von der des vorigen an, wo 6O kleiner als S.L war. Uebers.

»») Die Ausgabe ist hier eigentlich folgende: cs soll die Gerade 6Q

von der Geraden ä L abgezogen und die Größe und Lage des Unterschiedes
mit
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sie nach beiden Seiten hin ohne Ende verlängern zu können,
setzt uns in den Stand, die Subtraction auf einerlei Weise
an denselben zu verrichten, wenn gleich die abzuziehende Linie
die größere ist. Folgende sehr einfache Aufgabe wird das
eben gesagte noch mehr ins Licht setzen.

§ 75 .

In dem Dreieck ^.LL, 26, zur Seite eine
Linie OL parallel zu ziehn, welche einer gegebenen
Linie lVII§ gleich sei.

Da die Seiten des Dreiecks gegeben sind, so setze ich
vVL --- u, ^6 — 1), lVllV — 0,

und nehme den Abstand ^O für die Unbekannte, weil dieLage
einer 'geraden Linie, die einer gegebenen parallel sein soll, durch
einen einzigen ihrer Punkte bestimmt wird. Nehme ich dem¬
nach — x, so wird LO --- a — x sein, und die ähn¬
lichen Dreiecke Lv^L und LOL werden geben

/eL : --- LO : OL
oder

n: L — a — x : 0,
folglich

sb> — bx — ao,
nb—ao a(b — c)

x -- ^ -- ^ .

Der Werth von x läßt sich nach § 6g construiren, wenn
man von ^,6 — b> die Gerade LL — L abzieht, und LO
parallel zu LL zieht; denn die Achnlichkeit der Dreiecke H.L L
und ^OL fährt ans die Proportion:

: äL --- ^L : ^.O

mit Bezug uuf de» feste» Punkt ^ angegeben werden. ES Ist also klar,
daß der Abzug hier von dein Punkt L aus verrichtet werden muß,

Uedcrf.

Trigonouietrie. H
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Wenn die Linie XlXl großen als XL wäre, so würde
sie nicht innerhalb des Dreiecks XLL Platz finden; man
müßte dann die Seiten LX und LL verlängern und der
Punkt D würde auf die andere Seite des Punkts X in LL
füllen, und dies zeigen auch Calcul und Constructionan.

Zn der That hat man, wenn XLXll ^ XL ist, e > d,
und Io — c wird folglich negativ werden; wenn man indes¬
sen die Subtraction der Linien auf die im vorigen § ange¬
zeigte Weise verrichtet, so Wird der Punkt L in L' übergehn
und die durch den Punkt L' zu LL parallel gezogene Linie
L'LL wird nur die Verlängerung der Seite XL in LL tref¬
fen können.

§ 76 .

Ueberhaupt, so oft von Abständen die Rede ist, die sich
auf einen festen Punkt beziehn und auf einerlei oder paralle¬
len Linien gerechnet werden, müssen die mit dem Zeichen —
behafteten eine den mit dem Zeichen -k- behafteten entgegen¬
gesetzte Lage annehmen.

Zn der That, wenn man die Lage zweier Punkte betrachtet,
deren Abstände von irgend einer geraden Linie durch L -i- L
und u — o auügedrückt sind, so wird offenbar der gegen¬
seitige Abstand dieser beiden Punkte L -l- c fein, weil

— (u —o) — L-i-o ist. Um ihnen eine dem ange¬
messene Stellung mit Bezug auf irgend eine gerade Linie X'Lfi

27, zu geben, muß man zuvörderst mit dieser Linie, sei
es auf der einen oder auf der andern Seite, in der Entfer¬
nung XX< — u eine Parallele XL legen, und dann zu die¬
ser Linie noch zwei andere Parallelen ziehn, XI in der Ent¬
fernung X<) — L ausserhalbder beiden ersten, .und die an¬
dere (AXL zwischen beiden in dem Abstande X<)'---- 0. Auf
diese Weise werden alle Punkte, wie XI und XL, welche in
den Durchschnitten der beiden letztem Parallelen und einer
auf X'L' senkrechten Linie liegen, den erforderlichen Abstand
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von einander haben, und sich mit Bezug auf die mittlere

Parallele in einer entgegengesetzten Lage befinden, daher

auch ihre Abstände von derselben durch -I- b und — o zu
bezeichnen sind. Eö ist leicht einzufchn, daß beide; auf einer¬
lei Seite von liegen würden, wenn ihre Abstande von^L'

durch s 1> und u v ausgedrückt waren, weil ihr gegen¬
seitiger Abstand dann 5 — c sein würde.

So werden die Sinus, welche die Abstände der End¬

punkte der Bogen vom Durchmesser io, und die

Cosinus, welche ihre Abstände vom Durchmesser LL' ange¬
ben, ihre Zeichen ändern, wenn sie von der einen Seite die¬

ser Durchmesser zur andern übergehn (§ 2Z). Die Tangente
befolgt mit Bezug auf den Durchmesser aus denselben
Gründen dasselbe Gesetz.

§ 77 .

Diese Betrachtungen lassen sich nicht so unmittelbar auf
die Secante anwenden, weil sich ihre Richtung in jedem Au¬

genblick ändert; indessen hat sie nichts desto'weniger ein ihren
verschiedenen Lagen eigenthümliches Zeichen, welches sich aus

kl ^
ihrem analytischen Ausdruck ;ec u -- --herleitcn läßt; allein

nur bei den Linien, welche immer dieselbe Richtung behalten,
stimmt die Aenderung des Zeichens unmittelbar mit der Aen-
derung der Lage überein. *)

Die geraden Linien und 20, welche die
Wurzeln der Gleichung vom zweiten Grade

*) Es scheint mir, daß sich von den Aenderungen des Zeichens der

Secante eine ganz natürliche Erklärung geben laßt, wenn man erwägt, daß
Liese Linie wirklich eine entgegengesetzte Lage annimmt, wenn sie die Tan¬

gente nach dem entgegengesetzten Ende hin erreicht. In der Thal ist es
bei den Vogen im zweiten Quadranten und im dritten L-IN, für wel¬

ch- der analytische Ausdruck der Secante negativ ist, nicht der Halbmesser
civn „der 6 IV1», der die Tangente NSN erreicht, sondern der ihm entgegen¬
gesetzte oder 6 E. Vers.

H 2
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(§ 67) verstellen, sind, ob sie gleich zu Werthen von ver¬

schiedenen Zeichen gehören, dennoch nicht einander entgegen¬

gesetzt; wenn es indessen darauf ankäme, sie zur Auflösung
einer Aufgabe anzuwenden, worin sie als Abstände von einem

festen Punkt betrachtet und auf einer Linie von constanter
Richtung gemessen würden, so müßte man sie nach der Re¬

gel von § 76 auf verschiedene Seiten dieses Punkts tragen.

In der That kann auch die Aufgabe des § 67 folgen¬
dermaßen gefaßt werden:

Auf der Geraden einen Punkt kl r>on der

Lage zu finden, daß der Abstand -^kl vom Punkt L
die mittlere Proportionallinie zwischen seinem Abstande
vom andern Endpunkt L und der ganzen Linie LL
sei. Da alsdann die beiden Werthe der Unbekannten die
Linien und sind, so muß die letztere, welche sich

mit dem Zeichen — behaftet findet, von L aus jenseits ^

nach ^.kl< getragen werden. Die Richtigkeit dieses Schlus¬

ses ist leicht zu prüfen; denn da in der Gleichung
— ax — dem Werth — x entspricht, so verwandelt

sich die Gleichung dadurch in -t- ax — xI welche die

Proportion
a -1- x : x — x : n

oder Dkl- : -- ^kl' :

gibt.
Folgende Aufgabe ist ebenfalls sehr brauchbar, zu zeigen,

wie man die verschiedenen Auflösungen, welche ein und eben

dieselbe Aufgabe darbictet, zu verstehn hat.

§ 78 .

Durch einen Punkt kl, k-§. Lg, welcher gegen die

auf einander senkrechten Linien und irgend

eine bekannte Lage hat, eine Gerade dergestalt zu le¬
gen, daß der zwischen beiden gegebenen Linien enthal¬

tene Dheil Ikk^ derselben von einer gegebenen Größe

m sei.
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Um die Lage der Linie zu erhalten, von der man
schon weiß, daß sie durch den Punkt L gehn muß, bedarf
es offenbar nur noch eines andern Punkts von ihr, den
man vorläufig nach Belieben annehmen kann. Ich wähle
O', und da der Punkts gegeben ist, so muß man die durch
diesen Punkt mit und parallel gezogenen Linien L O
und Lbl als bekannt ansehn. Dem zu Folge setze ich:

6L— u, ülL^-b>,
Dies vorausgesetzt, geben die ähnlichen Dreiecke und

61/ : 6L -- ^.1/ : -4k';
nun ist 6V'-- e4v' — t46 -- — HL ^ — b>;
folglich wird man haben:

X — 1> : n — v: ^ 1°' — ———.
X — b

Da nun das Dreieck in ^4 rechtwinklig ist, so hat
man die Gleichung

welche sich durch Substitution der Wcrthe von ^46', e46<
und v'ik' in

_.2 , ^ ^ _ ^2
^ (x-i-)'

verwandelt, oder in
'— 2b>^^-i-(b>2-s-u2— skills— — o ,,

wenn sie entwickelt und nach ^ geordnet wird.
Diese Gleichung ist vom vierten Grade, weil die vor¬

gelegte Aufgabe im Allgemeinen vier Auflösungenhat; und
wirklich erhellet aus dem bloßen Anblick der Figur, daß
man den Bedingungen der Aufgabe auf vier verschiedene
Arten genügen kann, nämlich durch die beiden Linien v'6'
und 6"/", welche in dem rechten Winkel, worin sich L be¬
findet, gezogen werden, und durch die Linien O"'!'"' und

welche in den Nebenwinkeln 6-4L' und L^46'
des gegebenen Winkels L^6 liegen.

Es ist leicht einzusehn, daß die Auflösungen für den'
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Winkel unmöglich werden können, wenn die Größe in

unter einer gewissen Gränze ist, welche von der Loge des

Punkts L gegen die geraden Linien und abhängt,
daß aber die beiden andern Auflösungen immer reell sind;

denn die Linien und können durch den Punkt
^ gehn, also Null werden, oder parallel laufen, die erste der

Linie die andere der Linie mithin einen unendli¬
chen Werth erhalten.

Es ist nicht weniger einleuchtend, daß die Aufgabe sich

vereinfachen läßt, ohne eine von ihren Auflösungen zu ver¬
lieren, wenn der Abstand des Punktes L von und

gleich angenommen wird; denn es wird alsdann hinreichend
sein, eine von denen des Winkels und eine der bei¬

den übrigen zu kennen, um alle vier Auflösungen zu haben.
Wüßte man z. B. zu ziehn, so würde manv"L"

daraus herleiten, wenn nian nähme, weil der
Punkt L gegen die beiden Linien ^0 undeinerlei Lage
haben soll; und aus eben der Ursache könnte man O""L""

aus herleitcn, wenn man --- machte.
Dieser Bemerkung zu Folge sehe ich OL — HL oder

s — 1>, und die vorgelegte Gleichung wird sich dann in

— 2 2 u") ^ — ruck — 2 u") --- o . . . . (2)
verwandeln.

Aus dieser Gleichung läßt sich noch nicht abnehmen, in

wie fern sie sich leichter als die vorhergehende auflösen

läßt; *) allein die vorhin gedachte Relation zwischen den
verschiedenen Auflösungen wird die Sache klar machen.

Da die Dreiecke und und

congruent sind, so folgt, daß die Winkel

*) Der Ncrf. lehrt die Aufgabe nur für de» Fall auflösen, daß s — h
tff, weil die Gleichung

-p- (I>2 g2 — in2) ^2 2t> IN^ ^ — H2 ^2 —- o
keiner allgemeinen Auflösung fähig ist, wenn s und b verschiede» sind.

Ueberf.
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und und O""k""-V einander zu einem
Rechten ergänzen, daß man folglich, so bald man die Winkel

und kennt, auch die beiden andern hat, und
daß dann alle Auflösungen der Aufgabe gefunden sein werden.
Da man aber auf diese Weise nur zwei Auflösungen unmit¬
telbar zu suchen hat, so ist es vortheilhaft, den Winkel zu
bestimmen, den die zwischen den beiden Linien und ^6
enthaltene Gerade mit einer dieser Linien, z. B. mit
machen muß.^ . - r .

Nimmt man die Tangente dieses Winkels für die Un¬
bekannte, so zeigt -das Dreieck IHLO, daß für den Halb¬
messer i

t§ — k> _ ^ — L
6 L u u

ist. Seht man nun — 2, so wird man Haben

^ ---- u 2 -j- kt,
und substituirt man diesen Werth in die Gleichung (2), so
erhält man nach den gehörigen Reductionen

N ' -t- 2 g? 2^ -j- (2 - g? Ni") 2 " -j- 2 2 ---- 0
oder ^ ^

l)

2 * ^-22 -I- I — 0 .... (Z).

Es ist aber klar, daß wenn die Größe 2/ dieserGleichung

ein Genüge thuchauch dieGröße—, ihr Genüge thun werde;')

und wenn man sie folgendermaßen schreibt:

2^ -i- 22? -t- 22^ -s- 22 -j- 1 — —- 2",

*) Diese Gleichung ist nämlich von derjenigen Art, welche »um reeiproke
oder wechselseitige nennt. Man findet in Ko. 41 meines

die Methode,chie auf den möglichst niedrigen Grad zu
bringen; und vermittelst der daselbst angczeigten Umformungenreducirt fich die
vvrgclegte Gleichungsofort auf den zweiten Grad. Vers. — DieBenennung
reeiproke Gleichung für eine Gleichung von der Form

xb -s- ^x^ rx^ '-t- >^x^ -j- xx I — o,
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so sieht man leicht ein, daß, wenn man auf jeder Seite 2^

hinzusetzt, der erste Thcil ein vollkommenes Quadrat wird,

nämlich

2^ -1- 2 2^ -4- 3 ^ 2 ^ -4- I (/." -4- 2 -4— r) j

man hat also

Diese Gleichung muß wegen der doppelten Form, deren der

Coefficient des zweiten Gliedes fähig ist, als eine solche ange-

sehn werden, welche zwei Gleichungen vom zweiten Gräde dar¬

stellt; und sie gibt, wenn man zur Abkürzung s/in" -4- u-

ii seht,

Bezeichnet man nun die beiden Wurzeln der ersten durch

worin die Coefstcienten der gleich weit von beiden Enden abstehenden Glie¬

der gleich stud, hat Euler eingesiihrt- 6om-»o-ir. i>»t. ?ecoop. 1 '.
2LZ. Eine solche Gleichung hat die Eigenschaft, daß wenn s eine Wur<

und wenn man die letztere Gleichung mit <>6 „inltiplicirt, so hat man
i -s- ps -j- -4 ^^4 4, p-,b »6 - - o,

^ -j- 2 -j- l )
2" -4» 2

woraus folgt

2" -j- 2 1 --- r4: 2 1

oder

-l- L2 -4- 2-4-1

N - N 0

a -4- n
2 -t- i — o.

rcl derselben ist, auch -ä- eine Wurzel sein muß. Denn setzt man X — s,

so erhalt man
s6 -4 ps^ <^s^ -4 rs^ -4 -4 ps -st i — o,

und macht man x — -ä-, so entsteht

welches die vorige rückwärts gelesen ist, lieb er s.
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< 2" und die der zweiten durch 2<", 2"", so hat man, weil
das bekannte Glied i ist.

2^2" — i, r'"-"" --- i;

und da 2 die Tangente eines Winkels für den Halbmesser 1
ausdrückt, so folgt, daß die Werthe < 2" zu zwei einander
zum Rechten ergänzenden Winkeln gehören, und daß eben
dies bei 2'" und 2"" der Fall sein muß (§ 9), welches mit
dem, was S. 119 bemerkt worden, übereinstimmt.

Löst man nun obige Gleichungen auf, so erhält man
für die erste

2 ----- - rL- - I/(L-n)" - HL"2L 2L

und für die zweite
n -g- n I . -^-^2 --- N)t —2 L

aber
s/(L — u)^ 4-t^ — s/(n -g- g) (u — Zn)

und s/(n -s- n)" — 4 ^ — s/(n — H (n -t- Z n),
und da n — s/in^n nothwendiggrößer als n ist, so
sicht man, daß die beiden letzten Werthe von 2 immer reell
sein werden, da hingegen die beiden ersten imaginär sind, wenn
n < Zn ist.

Ehe dieser Fall eintritt, werden dieselben Werthe gleich
werden, wenn n oder s/in" -l- — zn ist. Schafft man
das Wurzelzeichen weg, so hat man

IN^ -t- — 9
oder rn^ — g oder endlich IN — s/Zn^ --- 2L^/2,

woraus folgt, daß man in dem Winkel durch den
Punkt L keine Gerade ziehen kann, welche kleiner ist als
2 L s/2.

Da die Größe n dann — Za ist, so
werden die beiden ersten Werthe von 2—1 und die beiden
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andern --- — 2 s/z sein.Hieraus folgt, daß dann die
beiden Linien und v"1?" zusammcnfallen und mit -4.L
den Winkel 0^,5 bilden.

Setzt man in dem allgemeinen Falle
— U)"—4^ __ -st- g) (n — Z g) --- P

n)^'—'4s^ — f/(n —2) (il-st-Z^ -- <4>
so hat man als die vier Werthe von 2

» — " — ? p
2 2 22'

2 2

Ä H
2L

cr

lind sind so die Tangenten 2', 2" 2/", 2"" gefunden, so hat
man auch x vermittelst der Gleichung ^---22-1-2 (S. 119).
Diese Werthe werden sein:

2-1- II -st- p
2

^O" --- — 2-st- ir — p>
2

äv-"--- 1 -1- 2 ---
2 2

2 2
Sie lassen sich leicht construircn; denn die Große ir ist die
Hypotenuseeines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten 2
und m sind, und die Linien x und cx werden gleichfalls durch
rechtwinklige Dreiecke (A 69) oder durch mittlere Proportio¬
nallinien (§ 70) erhalten, und hat man die Länge der vier
gedachten Geraden, so sind die Punkte I>, v", I)'", O""
gefunden.")

') Die beiden letzter« Werthe sind negativ, also die Winkel, denen sie
alS Tangenten angeboren, siunivf; und wirklich bilden LI?"' und LI°"" mit
lila nach eben der Richtung, nach welcher die Winkel und

genommen sind, stumpfe Winkel. Uebers.

»») Wenn man die über die verschiedenen Umstande der obigen Auf¬
gabe angestellte Analysis mit der in der Algebra von Nezout vergleicht
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§ 79 .

Statt den Winkel, welchen die zu ziehende Linie mit

macht, für die Unbekannte zu nehmen, kann man den Ab¬

stand des Punkts L von der Mitte L' dieser Linie suchen'

um daraus O'L herzuleiten. Es sei

LL' -- x, O'L' --- L'L? ------- I,2

so hat man

O L --- O'L' -t- L L.' --- I -f- x,

L'L --- L'L' — LL' -- I — x,

L'O ^ s/LL' — LO' -- s /(1 — x)" — g 2 ,

und die ähnlichen Dreiecke O'6L, LOL' geben

O'L : LO -- LL' : L'O,

oder

1 -i- x : L---1 — x : s/(l —> x)^ — s",

woraus die Gleichung folgt

A (1 — x) -- (1 -f- x) ___ z2.

Erhebt man dieselbe zum Quadrat, so findet man

— (2l- 2L°) x^O — 2Ä^O ---o,

und da diese Gleichung nach Art der quadratischen auflösbar

ist, so ergibt sich zuvörderst

x« --- O -l- g? -L-

und dann

x 1^ -j- -j- s/a ' -I-

— -L s s/ -i- 41^,

ls. de» dritten Band des n ets ta ^1/arfns, Aiisg. 1

st wird man sehn, wie unvollständig und fehlerhaft die letztere ist.
Sic gibt bloß die beiden durch die Linien O'k' und dargestellten
Sluslöfungen. V e r f.
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welche Ausdrücke sich nach § 69 und 90 leicht construiren
lassen. H

Diese wegen ihrer Eleganz merkwürdige Auflösung habe
ich aus der ^ckrr'r/imetec» entlehnt. Newton
hat sie deshalb gegeben, um zu zeigen, wie sehr eine glück¬
liche Wahl der Unbekannten die Auflösung einer Aufgabe
erleichtert. Diejenige, welche er bei der Aufgabe, womit ich
mich beschäftige, getroffen hat, ist ihm vermuthlich durch die
Erwägung an die Hand gegeben worden, daß der Abstand
L L? nur zwei verschiedeneGrößen haben kann, die eine mit
Bezug auf die beiden Auflösungen und die an¬
dere mit Bezug auf die Auflösungen und
und daß folglich von den vier Wcrthen desselben je zwei nur
in den Zeichen verschieden sein können. Es läßt sich hier¬
aus schließen, daß man, um sich in der Wahl der unbekann¬
ten Größe zu bestimmen, allemahl dieA^" muß, die unter
den verschiedenen Umständen, welche die Aufgabe darbieten
kann, den wenigsten Aenderungen unterworfen ist.

§ 80 .

Die geringe Zahl der im Vorhergehenden aufgelösten Auf¬
gaben ist hinreichend, um zu zeigen, wie die Algebra zur Auf¬
lösung der Aufgaben angcwendet werden kann. Man wird
aus diesen Beispielen geschn haben, daß die Umstände, die
sich auf die Lage der Linien beziehn, immer aus der Betrach¬
tung der Dreiecke abgeleitet werden können, und sich vermit-

») Es findet sich

xx? — -j- ch »- —

RL" — — j/l" -l-->2 — --

LL-" — ch. -j-g2 2

L L"" — j/12 -1-
Die verschiedenen Zeichen vor dem ersten Nadical geben zu erkennen, ob der
Punkt von L aus „ach dem Schenkel L L oder nach den, Schenkel
des Winkels -4.LL hinliegt. Uebers.
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telst der Eigenschaftendieser Figuren algebraischausdrücken
lassen. Die Kunst, die Dreiecke, worauf es ankommt, und
welche in den Bedingungen der jedesmaligen Aufgabe entwe¬
der klar oder versteckt liegen, zu bilden, kann eben so, wie
die Fertigkeit, die numerischen Probleme in Gleichungen zu
bringen, nur durch Uebung erlangt werden. *)

Die verschiedenen im Obigen construirten Ausdrücke
beziehn sich bloß auf Linien, weil die Aufgaben, die darauf
geführt haben, nur die Bestimmung von Linien beabsichtig¬
ten; und dies ist am häufigsten der Fall, weil die Bestim¬
mung der Figuren sich immer auf die ihrer Dimensionen
reducirt. Indessen können doch Falle verkommen, wo mau
unmittelbar einen Flächen - oder Körperraum sucht; der Aus¬
druck, zu welchem man dann gelangt, muß, wenn er homogen
ist, in jedem Glied? des Zählers im ersten Fall zwei, und
im andern drei Faktoren mehr, als in jedem Gliede des
Nenners enthalten. So kann z. B. der Ausdruck

nbss o— ä-l- ä*

-k- ack

einen Flächenraumbezeichnen, und der Ausdruck

a? -s- b>° c- — ä?
kO-l-bO

einen Körperraum. Zn dem § 6z entwickelten Ausdruck für
das Volumen der abgekürzten Pyramide muß der Buchstabe

») Dievon Newton enthält eine Samm¬
lung von Ausgaben, welche sowohl wegen der Eleganz ihrer Auslosungen
alS wegen der Mannigfaltigkeitder Art, wie sie gefaßt sind, sehr schätzbar
isi. In Hrn. Carnot's finden sich sehr inter¬
essante Aufgaben, welche auf merkwürdige Eigenschaften der Ausdehnung
führen. Diese Werke, so wie die des Lhonias Simvso», werden denen
sehr nützlich sein, die sich in der Auflösung der Aufgaben üben wollen.
Vers. — Eine gute Auswahl dessen, waS in dieser Hinsicht auch in
deutschen Werken geleistet ist, findet man in Meier Hirsch'S Sauim'
>u»g geometrischer Aufgaben, Uebers.
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Ni nicht mitgezählt werden, da er ein bloßes Verhältnis be¬

zeichnet.
Diese Ausdrücke construiren, heißt nichts anders, als

ein Rechteck bilden, dessen Inhalt mit dem ersten, oder ein
rechtwinkligesParallelepipedon,dessen Volumen mit dem zwei¬
ten einerlei Werth hat. Zu diesem Ende muß man durch
den § 6g gelehrten analytischen Kunstgriff die erste Formel
dergestalt vorbereitcn, daß sie ein Produkt aus zwei Faktoren,
und die zweite dergestalt, daß sie ein Produkt aus drei Fak¬
toren werde. Man setze daher

nick L III? tr, -1^ ck — IN? Ir', 6? — IN? tr",
— in Ir'", n <t — inte"";

da die Große in willkührlich ist, so werden sich die Großen
k, Ir', tr", tr'", tr"" vermittelst Proportionallinien bestimmen
lassen, und man wird haben

Lb>"n — ck-t-ck? iii^tr— 111^ tr'-t-111^ Ir"
-I- ncl inte"' -t- uite""

in^ (tr — Ir' -1- te") , in (Ir — tr' te")
^ te-" te"" ^ ^ te"' -t- te'"' '

ein Resultat, welches als der Flächenraum eines Rechtecks
angesehn werden kann, dessen Grundlinie m, und dessen Höhe
die durch die Formel

Ni (Ir — Ir' -l- te")
te'" -i- te"" '

ausgedrückte Linie sein wird.

Da eö erlaubt ist, die Linie in nach Belieben anzuneh¬
men, so kann man sie einer der Größen, die in dem zu con-
struirenden Ausdruck Vorkommen,oder vielmehr der Einheit
gleich setzen, wenn man eine gewählt hat. Das obige Excmpel
wird sehr vereinfacht, wenn man m — s setzt; man hat
alsdann

b>2 c — te, ck — Ir', st* — tr",
c? — ntr'", ck — te"",

und
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^ _u(Ic—ä-t-Ie")
^ r»(K-"-t-ä) ^,^-

Dieses Verfahren läßt sich auch leicht beim zweiten Ausdruck

u' -t- b.»

anbringen. Nimmt man nämlich überall a statt der will-
kührlichen Größe in, so wird man, wenn man

Iss^---u°Ic, L^u°L-,
macht, erhalten

s^-i-b^v"— <1^ -I-Ic— Ir/
-I- b»'' S^-j-L^Ir"

(u-I-Ir— Ir')_ ^ u(L-s-Ir— Ir')
a' (s -I- Ir") ^ ^ a -i- Ir"

Die letzte Formel kann offenbar für das Volumen eines
rechtwinkligenParallclepipedonS genommen werden, dessen
Grundfläche das über der Linie u construirteQuadrat, und
dessen Hohe die durch die Formel

a(L -i- Ir — Ir')
sH"

ausgedrückte Linie ist. *)

§ 81 .

Die Algebra dient nicht allein, die Größe der Linien
und der Theile der Ausdehnung in Vergleichung mit einander
zu finden, sondern sie bietet auch Mittel dar, die Figuren zn
bestimmen, welche diese Linien und überhaupt die Formen der
Ausdehnung annehmen. Nachdem Cartesius zuerst be¬
merkt hatte, daß diese Figuren und Formen Größenverhältnisse
zwischen geraden Linien begründen, so gelang es ihm, die Al¬
gebra auf die Theorie der Linien im Allgemeinenanzuwen-

*) Ein Ausdruck, worin jedes Glied dcS Zählers vier oder über vier

Dimensionen mehr Hot, alS jedes Glied des Nenners, laßt sich nicht con>

ftruiren, weil er sich auf keine Raumverhältniffe weiter iurnckfnhren Wr.
Ueber s.
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den, und durch diese Entdeckung hat die Mathematik eine
ganz neue Gestalt gewonnen.

Wenn man z. B. sich vorstellt, daß man von allen
Punkten irgend einer Linie OL, L-§. Ly, auf eine der Lage
nach gegebene Gerade die Senkrechten LlVl,

hcrabgclasscn, und von einem auf dieser Linie nach
Belieben angenommenen Punkt ^ die Abstände ^.k, ^.1",

. . . gemessen hat, so wird jeder dieser Abstände mit
der ihm entsprechenden Senkrechten in einer solchen Verbin¬
dung stehen, daß sich aus der einen Linie nothwendigerweise
die andere hcrlcitcn lassen wird. Und wirklich, wenn man
die Große ^1? bestimmt hat, so wird der Durchschnittder
krummen Linie OL mit der im Punkt k der Geraden
errichteten Senkrechten die Größe von L lVl geben; und kennt
man L lVl, welche Linie durch ab, vorgestcllt sein mag, so wird
man erhalten, wenn man von der auf Senkrechten
^.Leinen Theil ub> nimmt, und die Gerade pa¬
rallel mit^L zieht; denn der Durchschnitt dieser Parallele mit
OL wird einen Punkt lVl geben, für welchen LlVl—sb>ist.

Es hindert nichts, sich vorzustellen, daß die Linien
und LtVl sich auf eine gemeinschaftliche, als Einheit genom¬
mene, Linie bezieh», und sie dem gemäß durch Zahlen oder
Buchstaben auszudrückcn. Wenn sich die zwischen und

^.k'und . . . statt findende Beziehung durch eine
algebraische Gleichung ausdrückenläßt, so wird diese Glei¬
chung den Charakter der Linie OL bestimmen und nach ein¬
ander alle Punkte derselben geben. Dies werden folgende
zwei sehr einfache Beispiele klar machen.

§ 82 .

Ich will zuerst die durch den Punkt -4,, zo, gezo¬
gene gerade Linie .^.L betrachten. Die von jedem ihrer
Punkte auf die Linie gefällten Senkrechten L'lVL,

. . . werden eine Reihe unter einander ähnlicher
Dreiecke
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Dreiecke ^k"Nl" . . . bestimmen, welche

geben werden

-. r>M --- ...

rivl r"Li"

oder ^ ^ 1 x^ - - -

Die Beziehung eines jeden Abstandes zu seiner

Senkrechten klVl ist hier leicht abzunehmen; sie besteht in

dem constanten Verhältnis welches jeder der ersten zu der

correspondirenden zweiten hat; und wenn man dieses Vcr-

hältniß durch u bezeichnet, so wird man haben:

klvl — L X — L X k"Ä1" — L X^k" . . .

Alle diese Gleichungen, welche jedem Punkt der Gera¬

den besonders eigen zu sein scheinen, können in eine ein¬

zige zusammengefaßt werden, wenn man den zwischen dem

Punkt ^ und der jedesmaligen Senkrechten enthaltenen Theil

von durch x, und die Senkrechte selbst durch ^ bezeich¬

net; denn man wird alsdann ^ — nx haben. Diese Glei¬

chung, welche zwei unbestimmte Größen x und ^ enthält,

kann nur den Werth der einen geben, und auch dies nur

dann, wenn man den Werth der andern willkühriich festge¬

setzt hat. Wenn man der x irgend einen Werthsgibt, so
nimmt x den correspondirenden klVl an. Zst z. B. n 2-,

so findet man llllVl — d. i. wenn manklVl der Hälfte

von gleich macht, so wird der Punkt IVl in der geraden

Linie liegen.

Da die Linie nicht plötzlich im Punkts abbricht, so

muß man sich dieselbe, um sie in ihrer ganzen Ausdehnung

verfolgen zu können, unterhalb und zur linken Seite

der Senkrechten nach verlängert vorstellen. Dieser

letztere Theil ist ebenfalls unter der Gleichung ax begriffen;

denn x kann in dieser Gleichung negative Werthe annchmen,

und diese Werthe, welche die Abstände von auüdrücken,

müssen auf der Seite angenommen werden, welche derjeni¬

gen entgegengesetzt ist, auf welche man die positiven getragen

Trigonometrie, Z
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hat (§ 76); sie werden also Punkte wie x geben, welche

rückwärts vom Punkt ^ liegen. Da nun die entsprechenden

Werthe von ^ ebenfalls negativ sind, so müssen sie auch auf

die Seite getragen werden, die der der positiven entgegenge¬

setzt ist, d. h. unterhalb wie xin. Man sicht übrigens,

daß, wenn man nimmt, auch -- klVl sein

wird. Auf diese Weise erhält man die Punkte der Verlän¬

gerung der Geraden

§ 83 .

Ich will nun zweitens den aus dem Punkt 1n§. Zi,

als aus einem Mittelpunkt, mit einem Halbmesser be¬

schriebenen Kreis betrachten. Was die Punkte des Umkrei¬

ses von den andern Punkten der Ebene unterscheidet, ist,

daß sie alle vom Mittelpunkt eine dem Halbmesser -VO

gleiche Entfernung haben, und daß folglich, welchen Punkt lVl

.dieser krummen Linie man auch annchmen mag, die geraden

Linien undk-Ll immer die Katheten eines rechtwinkligen

Dreiecks sein werden, dessen Hypotenuse dem Halbmes¬

ser gleich ist. Setzt man also

--- x, rlvi --1-,

so wird man haben

x^ -j- ^ — r-,

woraus man erhält
> — — X-,

eine Gleichung, welche zeigt, daß man, wenn x oder be¬

liebig angenommen ist, x aber klVl durch bloße Rechnung

und ohne Hülfe einer Construction finden, oder wenigstens

das Derhältniß dieser Linie zum Halbmesser bestimmen könne.

Setzt man z. B. x -'-r, so wird man finden

7 -- s/e' — -- 1-' -- r X ^s/2.

Man begreift leicht, daß man aus diesem Ausdruck die Linien

ik lVI für alle zwischen und v liegende Punkte der Linie

LL herleiten könne. Die Gleichung x — — x'" zeigt
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eben so, wie die geometrische Beschreibung des Kreises,

daß diese Curve sich nicht über den Punkt O hinaus erstrecken

kann; denn um den Punkt L über O hinaus anzunehmen,

müßte x >^.O oder > r werden, und in diesem Fall wäre

der Werth von x imaginär.

Ob ich gleich nur den Quadranten OL betrachtet habe,

so sind doch die drei übrigen, welche den Umkreis ergänzen,

in der Gleichung x^-*-^—denn da die Senk¬

rechte ^ für einen und eben denselben Werth von x zwei

Werthe hat, nämlich

-l- — X" und —— x^,

so muß der zweite auf eine dem ersten entgegengesetzte Seite

von getragen werden (§ 76), und gibt folglich alle Punkte

des Quadranten OL'. Man kann aber auch für x nega¬

tive Werthe setzen, welche, da die positiven von ^ nach O

getragen sind, von ^ nach O' genommen werden müssen;

und da zu jedem dieser Werthe zwei von ^ gehören, so wer¬

den die positiven Werthe von ^ die Punkte des Quadranten

O'L, und die negativen die des Quadranten V'L' be¬

stimmen.

§ 84 .

Obwohl man aus den Gleichungen

^ — LX, ^ -j- s/i-2 — x^

nur Werthe erhält, welche zu getrennten Punkten gehören,

so leidet dennoch die Stetigkeit, die aus der Beschreibung

der durch diese Gleichungen dargestellten Geraden und Kreis¬

linie folgt, darunter nicht, weil man vermittelst derselben '

immer zwei Punkte bestimmen kann, die einander so nahe

liegen, als man nur will; denn man braucht zu diesem Ende

für x nur zwei fast gleiche Werthe zu setzen, und es ist

nichts vorhanden, was der Kleinheit des Unterschiedes beider

Gränzcn setzte. '
I 2
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§ 85 .

Diese Art, den Fortschritt der Linien, ich meine die Um¬
stände ihrer Form und Lage darzustellen, indem man sie ver¬
mittelst senkrechter Linien auf eine gerade bezieht, verdient
die größte Aufmerksamkeit. Man sieht, daß es darauf an¬
kommt, die Lage irgend eines Punktes vermittelstseines Ab¬
standes von zwei auf einander senkrechten geraden Linien

und Ly, anzugeben; denn der Punkt M ist
bestimmt, so bald man die Entfernungen s^U und hat,
weil er sich im Durchschnitt der durch die Punkte I? und s)
mit H-L und parallel gezogenen Linien UM und (^M
befinden muß.

Die Linien ^ U und <), oder die ihnen gleichen (3 M und
U M, werden Loordinaten genannt. Man bedient sich gewöhn¬
lich des Worts Abscisse, um diejenige zu bezeichnen, welche
man als bekannt annimmt, und gibt der andern den Namen
Applicate oder Ordinate. So war im Vorhergehenden, wo
ich immer die Linien UM durch die Linien ^U ausdrückte,
UM die Ordinate und ^U die Abscisse. Die Linien und

welche die Richtungen der Loordinaten bestimmen, wer¬
den die Apen der Loordinaten genannt. *)

Es ist wohl zu merken, Laß für die in der Linie
liegenden Punkte der Abstand oder UM Null ist, und
Laß man folglich, wenn man ihn durch ^ bezeichnet, für alle
solche Punkte ^ » hat. Aus eben der Ursache hat man
für alle Punkte, welche auf der Linie liegen, s>M oder

») Man spricht von der Are der Abscisse» oder der Abscissen-

linie, und von der Are der Ordinate». Der Winkel, den die Aren
der Coordinaten bilden, wird der Coordinatcnwinkel genannt Ge¬

wöhnlich ist eS ein rechter, weil die Gleichung zwischen den Coordinaten

dann ihre einfachste Gestalt erhält, indem der rechte Winkel immer ein gege¬

bener ist. ES kan» aber auch jeder andere, spitze oder stumpfe, sein, wenn
es nur ein bestimmter ist. Uebers.
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oder x — o, und endlich für den Punkt den man

den Anfangspunkt der Loordinaten nennt, zugleich

So lange man nur die absoluten Werthe der Abscisse

und der Ordinate klVl angibt, bleibt der Punkts noch

gewissermaßen unbestimmt; denn man kennt alsdann nur die

Entfernungen dieses Punkts von den unbegrenzten geraden

Linien LL' und L L^, Z2, und es bleibt bei gleichen

Entfernungen unentschieden, in welchem der vier rechten Win¬

kel er sich befindet; allein die

Combinationen der vor den Eoordinaten und k stehen¬

den Zeichen zeigen, in welchem dieser vier Winkel der vorge¬

legte Punkt zu suchen ist. Zn der That wird man, wenn

man sich dahin vereinigt hat, das Zeichen-l- den von^. nach

L und L genommenen Theilen der Linien und zu

geben, den von nach und L? liegenden Theilen eben

dieser Linien das Zeichen — vorsehen müssen. Hiernach

hat man

Die Wahl der auf einander senkrechten Linien und

ist nicht die einzige, die man treffen kann, um die Lage ir¬

gend eines Systems von Punkten in einer Ebene zu bestim¬

men, sondern jede Verbindung von Linien, welche geeignet

ist, die Lage eines Punkts zu fixiren, z. B. seine Entfernun¬

gen von zwei gegebenen Punkten, würde man zu diesem

Zweck ebenfalls gebrauchen können; allein in der Regel bie¬

ten die senkrechten Loordinaten die meiste Leichtigkeit und

x — o, ^ — o.

für den Punkt iVl des

-l- X

-l-

-t- -l- x
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Einfachheit dar, und wir werden weiterhin an mehreren Bei¬
spielen sehn, wie man von solchen Coordinaten zu verschiede¬
nen andern Arten, die Lage der Punkte in einer Ebene zu
bestimmen, gelangen könne.

§ 86.

Die-Gleichung, welche für eine gegebene Linie die Be¬
ziehung zwischen den I? und I? lVI auüdrückt, wird die Glei¬
chung dieser Linie, und die Linie ihrerseits der geometri¬
sche Grt der Gleichunggenannt.

Es ist klar, daß jede unbestimmte geometrische Aufgabe,
welche zwei unbekannte Größen enthält, auf einen geometri¬
schen Ort führt. Wenn z. B. alle rechtwinklige Dreiecke
gebildet werden sollten, welche über einer gegebenen Hypo¬
tenuse n construirt werden können, so würde, wenn man die
Katheten dieser Dreiecke durch x und ^ bezeichnet?, xck
die Gleichung der Aufgabe sein, und man würde derselben
ein Genüge thun, wenn man mit einem der Linie a gleichen
Halbmesser einen Quadranten beschriebe, und von jedem
Punkt desselben auf den Halbmessersenkrechte Linien fällte;
der Quadrant würde nun der Ort sämmtlichcr Scheitel eines
der spitzen Winkel dieser Dreiecke sein. *)

Die Gleichung einer Curve wird jedesmahl erhalten,

») Eine Linie oder Fläche, welche alle die Punkte enthält, die einer
unbestimmte» geometrischen Aufgabe ein Genüge leisten, wird der Srt die¬
ser Ausgabe oder der Gleichung genannt, aus welche ste leitet. Wenn (um
zu dem Beispiel im Tcrt noch ein paar hinzuzufügen) die Grundlinie und
der Inhalt eines Dreiecks gegeben sind, so ist der Srt seiner Spüre eine ge¬
rade Linie. Wenn ans zwei gegebenen Punkten zwei gerade sich schneidende
Linien gezogen werden solle», die einen gegebenen Winkel mit einander bil¬
den, so ist der Srt ihres Durchschnitts ein Kreis. Die alten Geometer ha¬
ben viel über die ücrter geschrieben.Die verloren gegangenen zwei Bücher
des Apollon ius Pergäus über die ebenen Ocrtcr (die gerade
Linie und den Kreis) hat Robert Simpson nach dem von Pappus an¬
gegebenen Inhalt wieder hergcstellt (Glasgow 27^9), deutsch von Camercr.

Ucbers.
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wenn man irgend eine ihrer Eigenschaften, oder die Umstände

ihrer Construktion, wie es oben (§Zz und 64) bei der geraden
Linie und beim Kreise geschehn ist, analytisch ausdrückt. Um¬

gekehrt führt eine jede Gleichung zwischen zwei unbestimmten
Größen auf eine Linie, deren Eigenschaften sie zu erkennen

gibt. Da dieser letztere Gesichtspunkt der allgemeinste und
fruchtbarste ist, so werde ich von nun an immer die Linien
aus der Betrachtung der Gleichungen herleiten.

§ 87.

Von allen Gleichungen mit zwei unbestimmten Großen

ist die vom ersten Grade die einfachste; sie gehört der gera¬
den Linie an, der einfachsten unter allen Linien. Diese Glei¬

chung kann unter der Form Lzr — ^x -r- L dargestellt
werden. Wenn man sie aber durch 6 dividirt, so wird sie

nichts an ihrer Allgemeinheit verlieren, und dann die Form

^ x annehmen, wofür man ^ — ax -i- b schrei¬

ben kann, indem man ^ und — b> setzt. Zch werde

sie von nun an immer unter der letztem Form betrachten.

Setzt man zuvörderst 8 — o, so wird man haben
V

^ — NX oder — — n,

d. h. in der ganzen Länge der Geraden Fr§. Zo, wird
das Verhältnis; von ikiVl zu beständig sein. Diese

Eigenschaft, welche nichts anders als der Ausdruck, für die

Achnlichkeit der Dreiecke e. . ist, aus welcher
1"

--- . . . folgt, wo man auch die Punkte k, I"...

auf der geraden Linie annehmen mag, kann nur der
durch den Anfangspunkt der Coordinatcn, gelegten geraden

Linie angehörcn. *)

*) Daß die Gerade der geometrische Srt der Gleichung x —ax

ist, verdient für den Anfänger vielleicht noch eine nähere Erläuterung. Aus
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Das Verhältniß oder der Coefficient s hängt von

dem Winkel ab, den die Gerade mit der Axe der Ab-

sciffen bildet. Da nun in dem rechtwinkligen Dreieck

das Verhältniß von kM zu der Tangente des Winkels

gleich ist (§ Zo), so wird a die Tangente dieses Win¬

kels ausdrücken.

Betrachtet man nun die Gleichung ux-s-b, so

sieht man, daß die neue Ordinate ^ von der vorigen ux

nur darin unterschieden ist, daß sie dieselbe um die Große b

übertrisst. Hieraus folgt, daß, wenn man — 1, nimmt

und die Linie Ol? parallel mit zieht, dieselbe der Ort

der Gleichung ^ — nx-«- b sein wird, weil man alsdann hat

rn --- xlvl --- kLi -«- ^O

-- k'lvi' -«- --- -p- ^O u. s w.

und es ist wohl zu merken, daß der Coefficient a für alle mit

parallel gelegte Linien einerlei Werth behalten wird.

Es ist leicht einzusehn, daß in der Gleichung -rx-t-b

nichts vorhanden ist, was den Werthen, die man der Größe x

geben kann, Gränzcn setzte, und daß folglich die von ^ so

groß, als man nur immer will, werden können; da aber zu

gleicher Zeit nichts den Fortgang der Linie Ok in dem un¬

bestimmten Raum begränzt, so wird man immer Ab-

scissen und Ordinaten finden können, die groß genug sind,

um die Werthe von x und welche der vorgelegtcn Glei¬

chung ein Genüge thun, darzustellcn.

der Gleichung folgt die Proportion i : a --- x ; 7. Mo» nehme L? als
Einheit an, sehe ?LI s und ziehe durch LI dis LN, io lagt sich leicht
beweisen, daß die Endpunktealler übrige» Ordinate» in LL liegen müssen.
Errichtet man nämlich aus einem beliebigen Punkt I" der LL die Senk¬
rechte I"LI-, so iss Lk : ricl — LI" : k-Ll-. Sucht man aber die zu
LI'- — x gehörige Ordinate 7 permittelfl der Gleichung 7 — ->x, s, iss sie
das vierte Glied in der Proportion 1 : a — x : 7, und da die drei ersten
Glieder derselbenmit denen der Proportion Lk : — LI" : I"L1-
idcutisch sind, so muß auch 7 mit I"Ll- identisch sei». Uebers.
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Setzt man x --- o, so wird man y — b> haben, und

dieser Werth gehört zum Punkt v, wo die Gerade DI* die

Axe der Ordinate» durchschneidet. Zst x negativ, so

findet man
^ — nx -l- U,

und wenn NX kleiner als b> ist, so wird ^ positiv, aber klei¬

ner als b> oder sein. Man sieht, daß dies nur in dem

Theil von statt finden kann, welcher zu Abstiffen wie

^1, gehört, die auf der entgegengesetzten Seite von den die

positiven Werthe von x darstellenden Abstiffen liegen;

auf dieser Seite müssen daher die negativen Werthe von x

genommen werden.

Um den Werth von x zu finden, welcher dem. Punkt

wo die Linie die Axe der Abstiffen schneidet, ent¬

spricht, muß man, in der Gleichung ^ — ux -j- b>, ^ — o

setzen, rporaus folgt

X-- — s

Wenn x, immer negativ bleibend, größer alswird,

so wird auch ^ negativ. Aber über den Punkt 1 hinaus

befindet sich die Linie unterhalb die Ordinate x'n

wird daher auf die der vorigen entgegengesetzte Seite fallen,

und die negativen Werthe von ^ müssen folglich auf eine

Seite von ^,8 getragen werden, welche der, auf die man die

positiven getragen hat, entgegengesetzt ist.

Diese Betrachtungen, welche das § 76 gesagte bestätigen,

sind nicht der geraden Linie allein eigen. Man kann nicht

Aufmerksamkeit genug auf sie wenden; denn von dem Ge¬

brauch der negativen Größen in den Figuren hängen mei-

stentheils die verschiedenen Formen ab, welche die krummen

Linien annehmcn können.

Da die Gleichung ^ ux d nur zwei beständige

Größen a und d enthält, deren Werth die jedesmalige gerade
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Linie von allen andern unterscheidet, so folgt, daß zwei Be¬
dingungen hinreichcn, um eine gerade Linie zu bestimmen.
Diejenigen, welche sich zuerst darbieten, sind: sie durch zwei
gegebene Punkte zu ziehn, oder sie auch nur durch einen ge¬
gebenen Punkt, aber zugleich einer gegebenen Linie entweder
parallel oder senkrecht zu legen. Es wird für die Folge no'
thig sein, die Form zu kennen, welche die Gleichung nx-<- l,
annehmen muß, wenn sie diesen verschiedenen Bedingungen
Genüge leisten soll. Wir wollen daher jede insbesondere
untersuchen.

§ 88 .

Wenn man die Gleichung für die gerade Linie sucht,
welche durch zwei Punkte gehn soll, deren Abscissen « und
und deren Ordinaten und sind, so muß man nach ein¬
ander « und statt x, /Z und /3' statt ^ setzen, und man
wird zur Bestimmung von n und b> folgende Gleichungen
haben:

s« -t- b, — n«/ -i- k>,
woraus sich ergibt

und es wird nun

L X -1--i-

die Gleichungder gesuchten geraden Linie sein.
Diesem Resultat läßt sich eine einfachere Form geben;

denn wenn man eine der obigen Gleichungen, z. B. die erste,
von der Gleichung ^ — ax b abzieht, so wird d ver¬
schwinden, und es wird entstehn

X — /S — n (x — «);

diese letztere Gleichung ist die einer geraden Linie, welche
durch den Punkt geht, dessen Coordinaten« und /S sind, und
mit der Axe einen durch a bestimmten Winkel bildet.



139

Seht man darin statt n dm zuvor gefundenen Werth,

wird man haben

— « (x — «).

so

Der Abstand der beiden gegebenen Punkte, oder der Theil,

welchen sie von der gefuchten Geraden zwischen sich fassen,

wird zum Ausdruck haben

—«)' -i-

Man wird dies leicht einsehn, wenn man annimmt, daß

N und ^ diese Punkte sind; denn da ihr Abstand Nlüll die

Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks ist, so folgt

NN'- -- NL? -I- N-R? -- (^1»— ^I>)^ -i- (k'öst —

§ 89 .

Um die Gleichung der geraden Linie zu erhalten, welche

durch den Punkt, dessen Coordinaten « und /§ sind, gehn,

und der durch die Gleichung ^ — L'x -st- bst vorgestellten

parallel sein würde, ist cs hinreichend, in der Gleichung

^ — g. (x— «), welche schon der rrstcn Bedingung

ein Genüge thut, -st statt a zu substituiren, weil nach § 67

der Coefficient von x in den Gleichungen der geraden zu

») Die in diesem H auf analytischem Wege gefundenen Gleichungen
lassen sich auch leicht aus der Figur ableiten. CS sei N, Zc>, ein durch

seine Coordinaten « und /§ gegebener Punkt und die Gleichung für eine
Gerade 81 -' zu finden, welche dnrch Iss gehend die L8 unter einem durch

die Tangeme » bestimmten Winkel schneidet. Legt man eine Linie NS von

der letzter» Eigenschaft durch k, also parallel mit so ist, wenn man
LI" — x und L-N- — 7 setzt, — o. I>k^ — - (x — «), mithin

7 --- k-n- —s lx—«) -st n- s — a sx — «) -st Nk — -> (x —«) -st^A,

folglich > — /? — » (x— «). Sollte die Gerade durch die in ihren Coor-

dinate» « und /?, und gegebenen Punkte Iss und Ist gehn, so ist

s — — I, — — ON — LN — Nk — LN
1- x- „1 — ^

. Ll? — Z — ->«, folglich 7 — /? — - (x — «)

<st — «
Ucbers.
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einander parallelen Linien unverändert bleibt; man wird also

für die gesuchte erhalten

^(x - «).

§ 90.

Wenn endlich und ^ 1 , InF. zz, zwei gerade auf

einander senkrechte Linien sind, die durch den Anfangspunkt

^ der Coordinaten gehn, und man über der Abscisse die

Ordinaten k und k E errichtet, so findet man durch Ver¬

gleichung der ähnlichen Dreiecke und daß das

Verhältnis von -^k zukM das umgekehrte von zu

ist, so daß, wenn a der Coefficient von x in der Gleichung

für ist, der Coefficient in der Gleichung für sein

wird. Da aber die Ordinaten der lehtern Linie unter

liegen, so müssen sie nach § 76 das Zeichen — erhalten; die

Gleichungen der Geraden und werden mithin sein

x -- LX, ^X.")

») Man kann zu diesem Resultat gelangen, auch ohne Bezug auf
d 76 «chmen zu Lürsen; denn die Neigung der beiden Geraden LIA und
LM-, 74, welche durch den Anfangspunkt der Coordinatengehn, be¬
nimmt die Form des Dreiecks LlLl-L, wen» LI und LI- zu einerlei Ab¬
scisse L? gehörige Punkte lind, und die Seiten dieses Dreiecks lassen sich
vermittelstder Gleichungen der Geraden, die ich

7 — ->x und 7 -- a-x

sehe, leicht berechnen. Ist nämlich L? — x, so hat man ?Ll -x- nx und
?LI-X^ »-X, also LlLl^ — LI? — LU? — NX — a'x, und die Dreiecke
L?LI und L?L? geben

— L?2 4. xML ^ x2 ^2,
LLI-2 — x?2 xgI-2 — x2 4, n-2^2.

Wird nun LM senkrecht auf LLI, also das Dreieck LlLLl- rechtwinklig,
so wird

LILl'2 --- LL?2 4. -^M-2,
welche Gleichungsich vermittelst obiger Werthe in

(»X — a^x)2 IX-: 2x2 4 . »2 X» 4 . ,-2 x2
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Betrachtet man nun die den Geraden und paralle¬

len Ok und OH, welche folglich senkrecht auf einander sind,

so wird man für ihre Gleichungen finden

^ — gL d und ^ X -f- (§ 87).

Wenn die zweite durch einen Punkt gehn soll, dessen

Coordinaten « und ^ find, so wird ihre Gleichung sein

^ ^ (x — «).

§ 91 .

Zwei Linien, welche sich schneiden, haben in ihrem

Durchschnittspunkt einerlei Coordinaten; man braucht daher,

um die Coordinaten des Durchschnitts zweier durch die Glei¬

chungen

V — sx -i- K,

^ — s^x-l- 8',

gegebenen Geraden zu finden, nur anzunehmen, daß die un¬

bekannten x und x beiden Gleichungen einerlei Werth

haben. Auf diese Weise wird man haben

ax -l- l> ^ a^x -1- 8',

woraus folgt
b — b' L'b. — »1»'

X --- --und 7- — —j——.

Man sieht, vermittelst dieser Werthe von x und 7-, daß

der Durchschnittspunkt desto weiter von den Apen -4 L und

verwandelt. Wird sie entwickelt und durch Lx? dividirt, so erhält man

1, folglich —-wie oben.

Es verdient bemerkt zu werden, daß das Zeichen — hier die Veränderung
andeutet, die mit der Figur vergeht, wenn der Winkel LI XIVU ei» rechter
wird, welcher Umstand nicht mehr erlaubt, daß ^lVI und auf einerlei

Seite der Are liegen, wie man es zuerst angenommen hak. Die Alge¬

bra gibt also mit Bezug auf die Lage der Linien eine ganz ähnliche Berich¬
tigung, wie man bei den numerischen Aufgaben durch die negativen Auflö¬
sungen erhält. V e r f.
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^ L entfernt ist, je kleiner die Größe a' — u wird, und daß

x und ^ unendlich groß werden, wenn s ist, d. h. wenn

die vorgelegten Linien parallel sind, oder aufhören sich zu

schneiden.

Es kann nützlich sein, die Länge der von einem gege¬

benen Punkt auf eine gegebene gerade Linie herabgelasfencn

Senkrechten zu sinken, und man gelangt hiezu, wenn man

die Differenzen der Coordinaten dieses Punkts und desjeni¬

gen Punkts sucht, worin die gegebene gerade Linie der auf

ihr senkrechten begegnet.

Zst die Gleichung der ersten

sein, wenn man die Coordinaten des gegebenen Punkts durch

« und bezeichnet (§ 90). Man kann aber die Gleichung

^ — ax -r- b> unter der Form

^ — LL -l- b> - /Z -t- L« - Ä«

^ — a)-t-b> — /S-j-a«

anseßen, die gegen die Gleichung

gehalten

gibt. Substituirt man diese Werthe in dem Ausdruck

so wird man für die Lange der gesuchten Senkrechten

§ 92 .

^ — sx -l- d,

so wird die der zweiten

^(x — a)

oder

— (x— s)
9.

— «)2 -i- (x — (§ 66),
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— am — Ir

-i-

erhalten. Z

§ 93 .

Das Vorhergehende fuhrt uns auf den Ausdruck des

Sinus, des Cosinus und der Tangente des Winkels, welchen

zwei gegebene gerade Linien einschließen. Es seien
LX-I-b, ^ — s/x -t- k"

die Gleichungen der beiden geraden Linien. Es ist offenbar,

daß der Winkel, den sie bilden, unverändert bleibt, wenn man

beide, sich selbst parallel, so weit fortschiebt, bis sie durch

den Anfangspunkt der Coordinaten gehn; alsdann werden

sich ihre Gleichungen auf

^ — nx, Zt — a'x

reduciren (§ 67). Zn diesem Zustande will ich sie betrach¬

ten, und sie durch die Linien und 34, vor¬

stellen. Nachdem man auf einer derselben einen Punkt lVI'

angenommen hat, dessen Coordinaten und durch

« und ^ bezeichnet werden sollen, so wird die von diesem

Punkt auf die andere Linie herabgelassene Senkrechte

lVl'lVl durch - ausgedrückt sein, weil 1» — 0 ist
s/l -i- n"

(g 92). Seht man aber — r, so hat man

-l- r^,

und da der Punkt M in der Linie liegt, die zur Glei¬

chung ^ --- a'x hat, so folgt -- a'«. Diese Gleichung

mit der vorigen combinirt gibt

') Für den Durchschnittspunkt ist nach H gi
— « — b)

* " ^ ->2
_ t> -s- a (« -s- s /?)

^ 1 -s- Uebers.
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« —

s/^-i- i/1 -t- s'

Substituirt man diese Werthe in dem der Senkrechten, so

findet man

r (u'— u)

s/(i »2) (i -I- u'2)

und wenn man der Senkrechten MM' den Namen des Si¬

nus gibt, den man ihr in der Trigonometrie beilegt, so wird

man haben

n'n M^M' — 1- (u' — s)

s/(i -I- (i -I- u'^)

wenn man r für den Halbmesser nimmt.

Zieht man das Quadrat dieses Ausdrucks von r" ab,

so wird man Len des Quadrats des Cosinus des Winkels

M^M' haben, nämlich
. ^ 1-2 (i-i-a") (l -r-n") —(z'— u)2

(l L') (1 -t-

_ 1-2 (l -I- 2 g u' -s- ^2

(l -i- »2) ^ L 2) '

und wenn man die Quadratwurzel nimmt, so erhält man

coi M^M' — i- (i -i- u a')

s/(i ^2) (l -j-u'-)

Endlich hat man für den Halbmesser i
i!» M .4 M' g/ — ->

r°- M^M'
coi- M^M' i -i- ua'

Ich hätte diesen Werth unmittelbar aus der in der Ta¬

fel S. ZZ beigebrachten Formel

, , . t-- 1, -i- ts- cr
(? -Ä ^ Hi-Pt°-xe§^

herleitcn können, weil der Winkel M^.M' der Unterschied

zwischen den Winkeln L^M'und L^M ist, und man daher,

wenn diese lehtern durch x und ^ bezeichnet werden,
t»'
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k-- x -- L'. t§ Y --- a und k§ (v — 91) -- --
I -I- Lg/

haben wird;"') allein diese Formel beruht auf denen des eilften
§ü, welche wir vermittelst einer Construction erhalten haben, und
ich habe mir vorgesetzt, aus den bloßen Gleichungen der Li¬
nien alles das obzuleiten, was zur Anwendung der Algebra

auf die Geometrie erforderlich ist.

§ 94 .
Die § 6z erhaltene Gleichung für den Kreis gilt nur

für einen besondern Fall, weil man den Mittelpunkt als

den Anfangspunkt der Coordinaten angenommen und ihm
dadurch eine bestimmte Lage gegeben hat. Um die Glei¬

chung dieser krummen Linie zu verallgemeinern, muß man die

Gleichung für den Kreis OLO'L', Ii, suchen, indem
man den Punkt welcher gegen den Mittelpunkt ^ eine

beliebige Lage hat, als Anfangspunkt der Coordinaten an¬

nimmt, und hiezu wird es hinreichend sein, analytisch auszu¬
drücken, daß der Abstand eines jeden Punkts des Umkrei¬

ses vom Mittelpunkt gleich i- ist. Wenn man nun die
Linien und ^/^., welche dann die Coordinaten des

Mittelpunkts-^. mit Bezug auf die Apen und

sind, durch x und ^ bezeichnet, und — x, ^
setzt, so wird man haben (§68)

>Vl ----- r ---- s/(x — x)" -i- (^ — y)",

woraus sich, wenn man beide Theile quadrirt und entwickelt,
x^ — 2xx -t- -i- -j-

ergibt.

*) Aus dem Werth , für die Taugente liehen sich leicht wei-1 -j-

ter die Ausdrücke für den Cosinus und Sinus herleiten, wenn man sich er¬

innert, daß für den Halbmesser i, eZ-s?, a ---- —1—,

-f /1 « — 1/r — co» «e N eberf,
Trigonometrie, K
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Diese letztere Gleichung ist die allgemeinste, welche man

für den Kreis erhalten kann, indem man ihn auf senkrechte
Coordinaten bezieht; sie kann nur durch die Bestimmung der

drei beständigen Größen x, und r, von denen die beiden

ersten die Lage des Mittelpunkts bestimmen, und die letzte
den Halbmesser bezeichnet, für einen bcsondern Fall eingerich¬
tet werden. Hieraus folgt, daß drei Bedingungen erforder¬

lich sind, um die Lage und Größe eines Kreises angebcn zu
können, und dies lehren auch die Elemente der Geometrie.

Wollte man einen Kreis bestimmen, welcher durch drei

Punkte geht, deren Coordinaten

« und /3 , und «" und /3 "

sind, so würde man «, «" statt x und /S, /3 ', /Z" statt 7
sehen, und auf diese Weise folgende drei Gleichungen bilden:

— 2x« -I- -t- — 2^/3 -t- <g" 1 "

— Lx«" -i- x" -k- — 2 -g/?-' -I- — 1-2
-t- ----

welche nur drei unbekannte Größen, nämlich x, und r ent¬
halten.

Zieht man nach einander die erste von der zweiten und
von der dritten ab, und läßt die sich aufhcbcndcn Glieder
weg, so wird man haben

2 —«') x Ä (^-,6'-") -- 0
2I>—«") x -t- (/;——a"2)—(^2—o.

Diese beiden Gleichungen zeigen, indem sie bloß noch x und
und zwar nur vom ersten Grade enthalten, daß der Mittelpunkt

des verlangten Kreises nur eine einzige Lage haben kann, und,
was den Halbmesser anlangt, so ist er, da man unmittelbar

r — — Lx« - 1-, ^,2 ^2 — 2^/3 -j-

erhält, nur einer einzigen Größe fähig; mithin kann man

durch drei gegebene Punkte nur einen einzigen Kreis legen.
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Da die Resultate der Auflösung obiger Gleichungen für

das Folgende von keinem Nutzen sind, so werde ich sie nicht

vollführen; nur bemerke ich, daß sie sich durch die Symme¬

trie der darin vorkommenden Größen abkürzen läßt, welche

leicht auf die in den Elementen der Geometrie gegebene Con-

ssruction führen würde.

§ 95 .

Die allgemeine Gleichung des Kreises

x^ — 2 xx -l- -k- ^ -s- -- 1-2

kann auf verschiedene Arten vereinfacht werden, welche be¬

merkt zu werden verdienen, weil die Formen, die sie dann

annimmt, häufig in der Analysis gebraucht werden.

Seht man x — o, <g — o, also den Mittelpunkt in

Len Anfangspunkt der Coordinaten, so erhält man wie oben

(§ 63 ) x-- -1- 7- -- r-.

Um Len Anfangspunkt auf den Umfang des Kreises zu

bringen, braucht man nur x? -- ^ ^tzen; denn

La den Abstand des Mittelpunkts vom Anfangs¬

punkt ausdrückt, so folgt, daß dieser Abstand im gegenwärti¬

gen Fall dem Halbmesser des Kreises gleich werden muß.

Die Gleichung des Kreises wird also nun

x^ — 2xx -i- ^ — 2^^ — o

sein.

Nimmt man endlich größerer Einfachheit wegen den

Anfangspunkt der Coordinaten im Endpunkt I> des Durch¬

messers an, so wird, da -sich dann der Mittelpunkt in der

Axe der Abscissen befindet, die Ordinate desselben Null und

seine Abscisse x dem Halbmesser r gleich werden, und die

obige Gleichung verwandelt sich in

x^ — 2rx -l- ^ — o.

Die letztere und die erste Gleichung r? -l- ^

K 2



von den Gleichungen des Kreises diejenigen, deren man sich
am häufigsten bedient.H

§ 96 .
Nachdem das Vorhergehende wohl aufgcfaßt ist, werden

sich alle Aufgaben,die mit Hinsicht auf die gerade Linie und
den Kreis Vorkommen können, leicht auf die Algebra zurück¬
führen lassen, ohne daß man andere Eigenschaften der Figu¬
ren, als die zwischen den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
statt findende Beziehung zu berücksichtigen braucht. ") Es
sei zuvorderst folgende Aufgabe vorgeiegt.

Es sind zwei gerade Linien und OL, JA,
durch die Winkel, welche sie mit einer dritten bil<

») Eine Vereinfachungder allgemeinenGleichung
»2 —2PX -fi I>" 7^ — 2st^ -j- 1^2 — I>2

findet überhaupt in folgenden acht Fällen statt:
i) Der Kreis berührt die Are der Abscissen. Dann ist st --- r und

man hat x° — 2 px -t- x>2 _ 2 ,/ o.
L) Der Kreis berührt die Are der Ordinate». Dann ist p r und

man hat x? -- Lrx 72 _ 2-i)' -f- — o.
z) Der Kreis berührt beide Aren. Dann istp — st— r und man

hat x^ — 2 rx — 2>'5 -f- ,2 — o.
Der Umkreis geht durch den Anfangspunktder Coordinaten.Dann

ist x 2 -^2 — ,2 man hat x2 — -rxx g- )'2 — 2 g)t — o.
H) Der Mittelpunkt liegt in der Are der Abscissen.Dann ist stx^o

und man hat x2 — 2 px -j- x- -s- 7^ —
6) Der Mittelpunkt liegt in der Are dev Ordinate». Dann ist x—o

UNd MaN hat x2 -f- )-2 - 2st)t -f- <;2 — i-s.
Der Mittelpunkt liegt in einer der Aren uiH der Umkreis geht

durch den Anfangspunktder Coordinaten. Dann ist von den Größen i> und

<1 die ein« — o und die andere — r und man bat x2 — 2 rxA-)- 2 —g.
Z) Der Mittelpunkt liegt in dem Anfangspunkt der Coordinalen,

Dann ist p — st — o und man hat x2 -j- )-2 — , 2 , uebers.
Hr. Legend re leitet diese Beziehung in den feinen Elementen

der Geometrie bcigefügtcn Anmerkungenaus der Congruen; der Dreiecke
vermittelst eines sehr eleganten Verfahrens her; allein seine Betrachtungen
find leider zu abstrakt, als das; sie einem Elcmcntarbuchezur Grundlage die¬
nen, nnd dem Geiste ienc innige Ucberzeugung gewähren könnten, welche aus
den durch unmittelbareAnschauung erhaltenen Begriffen hervrrgeht. Vcrf.



149

den, nnd durch den Theil 4O dieser dritten gegeben,

welchen sie zwischen sich fassen; man soll in der auf

4L Senkrechten 4L einen Punkt 6 von der Lage

finden, daß der Theil HL, welcher von der durch die:

sen Punkt mit 4L parallel gelegten Geraden 6L zwi¬

schen -4L und OL enthalten ist, von einer gegebenen

Größe sei *)
Um die Gleichungen der Geraden 4L und OL zu

bilden, seien u und a' die Tangenten der Winkel L4O und
LO4, welche sie mit der Geraden 4L bilden. Diese Ge¬
rade werde als die Axe der Abscissen und 4 als Anfangs¬
punkt der rechtwinkligen Coordinatcn genommen. Die ge¬
gebene 4 V will ich mit « bezeichnen. Die erste gerade Li¬
nie wird zur Gleichung ^ — ax haben, weil sie durch den
Punkt 4 geht; die zweite, welche durch den Punkt O gehn
soll, für welchen o ist, wird

, ^ — u- (x — «)

sein (§ 66), indem n' negativ zu nehmen ist, weil ^ abnimmt,
wenn x wachst.") Die beiden Gleichungen sind also

^ — LX, Zt — - N' (X - «).

Um die Punkte O und L zu erhalten, wo die gera¬
den Linien, welche durch diese Gleichungen dargestcllt sind,
von der zu 4L parallelen 6L geschnitten werden, braucht
man bloß ^ — 46 zu setzen. Wird nun 46 mitt bezeich¬
net, so hat man

t — ax, t —— u' (x — «).

*) Von derselben Ausgabeist bereits H 7 Z die geometrische Auflösung
gegeben worden. Uebers.

»») Die Gleichung für die zweite Linie läßt sich auch leicht aus der
allgemeinen Form — «x -j- I, (h 87) ableite»; denn d hat hier, wie
man leicht steht, den Werlh und 0, d. i. die Tangente von NVL, den
Werth — weil gesetzt worden Ist; folglich ist

^ — — a'x -p rü« — — (x — <x).nebers.
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Nimmt man aus jeder dieser Gleichungen den Werth von r,

so hat man
i g'« — i

Diese Ausdrücke sind die der Abscissen und ^Ic, deren

Unterschied bk -- QL ist. Bezeichnet man durch w die

Große^ welche HL haben soll, so wird man finden

woraus man zieht

Lg^0! - gt -

folglich

_ (« - in) g g,
L -t- g,

Dies ist der Werth von welcher der vorgelegten Auf¬

gabe ein Genüge thut.

§ 97 .

Wenn man die Linie HL, statt sie von einer bekannten

Große rn anzunehmen, der Linie H.O gleich setzt, oder, mit

andern Worten, ein Quadrat in ein Dreieck einschreiben will

(§ 66), so hat man
— t t

woraus folgt
g g,«

t --. g -t- g, -i- g g'

§ 98 .

Es sei noch folgende schon § 76 aufgelöste Aufgabe vor-

gclegt: durch einen beliebigen Punkt L, Lg, eine

gerade Linie dergestalt zu legen, daß der Theil

dieser Geraden, welcher zwischen zwei einen rechten

Winkel einschließenden Linien liegt, von einer

gegebenen Größe sei.

Wenn « und /S die Coordinaten des gegebenen Punkts
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L bezeichnen, so wird ^ ^ — a (x — «) die Glei¬

chung der durch diesen Punkt gelegten Geraden LO' sein.

Um die Länge O'k' zu erhalten, braucht man bloß

und zu bestimmen, d. h. den Werth von wennx—o,

und den von x, wenn ^ — o ist, welche Annahmen folgende

Gleichungen geben:

^ — a«, a (x — «),

woraus man zieht

7-1- u«--X ^ ^ ---

und da

r'O' --- " -l-

so folgt _

r'v' — ^(/S -I- a«)2 -t- (-2 -t- L«)-

Setzt man lk'v' — r», und erhebt die Gleichung zum Qua¬

drat, um die Wurzclgröße wcgzuschaffen, so entsteht

IN ( -t- Ltt

L i -i- a^).

Wird diese Gleichung entwickelt und nach dem Buchstaben »

geordnet, so verwandelt sie sich in

/S- 2,2/2
--i-S -k- —^ — 0,

eine Gleichung vom vierten Grade. Macht man /? — «,

d. h. nimmt man den Punkt L in gleichem Abstande von

den Aren und an. so erhalt man

. ^ 2«^ — in" „
-i- 2 -I-^-j- 2 a -j- r — o,

eine Gleichung, welche auf die mit (z) bczeichnete des 76stcn §s

zurückkommt, wenn man u in - und « in n verwandelt.
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§ 99 .

Zch werde jetzt die für die gerade Linie gefundenen

Formeln auf die Untersuchung der vorzüglichsten Eigenschaf¬

ten des Dreiecks anwenden. Zu diesem Ende nehme ich

zwei Punkte lVI und lVU, 1 u°>. z 6 , an, welche mit dem An¬

fangspunkt /c irgend ein Dreieck bilden; bezeichne ich nun

die Coordinatcn des ersten durch «,/?, die des zweiten durch

och /ch so werden die Abstände ^->4, welche die

Seiten des Dreiecks ausmachen, sich nach § gZ durch

/tch f/«'- -i- /Z'ch sch(--°' — o°)^-t- (ft' — /3)^

ausdrücken lassen. Setzt man ^bck — e, --- lVllVU--cch

so wird man diese Gleichungen erhalten:

0" -i-

0'^ - -t- Lch
a 'L

2«'« -I- «E ^'2 — 2 ^/)

und wenn man die letzte von der Summe der beiden ersten

abzieht, so entsteht

'2
0"" -- L(o-«^ -1- /S/Sch,

also

o- -s- 0 ^ — 0

Die Gleichungen der Linien .^lVk und werden sein

/r^ ^ X,
« ^ ^ ^ 67),

und der Cosinus des Winkels, welch»« sie einschließen, wird

zum Ausdruck haben (§ 93)

r -P-

o-tt'V _ 1- («or' -t- /; /Sch

Setzt man, wie in den Sinustafeln, r — i und substituirt
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für -1- /Z'^, ihre Werthe 6°,

—, so wird man erhalten

cor --
20c'

eine Gleichung, welche eine Relation zwischen den drei Sei¬

ten und einem der Winkel des Dreiecks angibt (vergl.

§ Z6). Zieht man in Erwägung, daß der Winkel

der Seite — o" gegenüber liegt, so wird man sich

leicht überzeugen, daß man für die Winkel

welche den Seiten — </, --- o gegenüber liegen,

folgende Gleichungen erhalten müsse:

cor --

cor --

2 c c"

o " -t- o '" — c^

2 a' a"

Bezeichnet man also dieWinkclM-^M, durch

l'", /, H wird man folgende drei Gleichungen erhalten:

-l- c " — 2co^ cor

-j- o"" — 2ce" cor > (t^),

o'^ -t- — 2c^L" cor ^ ^

Addirt man die erste und zweite, dann die erste und

dritte, endlich die zweite und dritte dieser Gleichungen, so

wird man drei Resultate erhalten, welche nach einander durch

2 o, 2 o', 2 o" Heilbar werden, wenn man die den beiden Thei-

len einer jeden Gleichung gemeinschaftlichen Glieder weggc-

lassen hat; es entsteht

c — c" cor — o" cor ^ o

— o cor — c" cor ^ — v > (11).
v" — a cor cor— o)

Diese Gleichungen werden unmittelbar erhalten, wenn

man nach einander von jeder Winkelspihe des Dreiecks auf die
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gegenüberstehende Seite eine Senkrechte fället, und die Ab¬
schnitte dieser Seite berechnet. Man hat nämlich

--- cor O O --- L L cor O,

ülss -g- OO — cor ^ -i- L 6 cor 6 .

Seht man — v, — e", LL — o", ^ L —

so erhält man
o — o" cor -t- o" cor

»der
o — cor — c" cor -- c>.

Auf eben diese Weise würde man zu den beiden andern
Gleichungen gelangen.

§ 100 .

Obgleich die Anzahl dieser Gleichungen drei ist, so kann
man dennoch nicht die Seiten daraus finden, wenn die drei

Winkel bekannt sind; denn wenn man die Werthe von
c, cS, o" vermittelst der allgemeinen Ausdrücke für die
durch drei Gleichungen des ersten Grades bestimmten Unbe¬
kannten sucht, so wird man o finden, weil die bekannten

Glieder fehlen. Allein eben diese Gleichungen verwandeln

sich in

1 —P cor )/" — ^ cor — o )

x — cor — 1 cor ^ — o > ( L),

H — cor ^ ^ cor --2 o,)

wenn man -- — r>, — — ^ seht; sie geben alsdann das
e 0

Derhältniß der Seiten des vorgelegten Dreiecks,"') und aus¬
serdem eine Bedingungsgleichung, die man erhält, wenn

man x und >g eliminirt. Sie ist
1 — cor — cor ^ — cor / ^ — 2 cor / cor cor ^-o.

Der erste Theil ist genau der gemeinschaftliche Nenner der

») Ganz ubercinstimmig mit dem, was die Elementargeomctrie lchrn
daß die Winkel eines Dreiecks nicht die Größe, sondern bloß die Form des¬
selben bestimmen. Uebers.
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aus den eben gedachten allgemeinen Ausdrücken hergeleite-

tcn Werthe der Unbekannten c, < c". Setzt man diesen

Nenner gleich Null, so gehn die Werthe von c, c', e" in

K über, und die Seiten bleiben folglich unbestimmt, wie

es auch die mit Len Gleichungen L vorgenommene Umfor¬

mung zeigt.

Die BedingungSglcichung, welche ich' eben angeführt

habe, enthält die Beziehung, in welcher die drei Winkel

7, / und 7" zw einander stehn müssen, damit ihre Summe,

der Natur des geradlinigen Dreiecks gemäß, zwei Rechte be¬

trage. Um sich hievon zu überzeugen, muß man vermit¬

telst des Werths von cor (x-ch-<g) (§ n) die Gleichung

co; ^ — (7' -1- 7")^ — co§ 7 entwickeln; man wird zu¬

vorderst finden

— cor (7' -t- 7") — cor 7,

wenn man erwägt, daß ri,r 2^—0 und cor 2? —— i ist.

Hiernächst erhält man

— cor 7^ cor 7" -I- rr'n 7' rr',r 7" — cor 7,

woraus folgt

cor 7 -I- cor 7' cor 7" — rin 7^ rin 7",

also (cor 7 -1- cor 7^ cor 7")" — rin 7'^ rin 7"^

--- (l — cor 7'^) (i — cor 7'^),

und nach gehöriger Reduction wird man auf die obige Glei¬

chung kommen.

Es verdient bemerkt zu werden, daß die Gleichungen ^

mit Bezug auf die geradlinigen Dreiecke eben das find, was

die Gleichungen L des 4?stcn §s mit Bezug auf die sphäri¬

schen, und daß sie vermittelst einfacher Umformungen auf

die Formeln zur Auflösung der erstcrn Dreiecke führen. *)

») Die Gleichungen(>) geben unmittelbar die Auflösung der gerad¬
linigen Dreiecke für den Fall, da» zwei Seiten und der eingeschlo,Pen-
Winkel bekannt lind, so wie die Gleichungen (L) Leö 47^11 §S die der sphä¬
rischen für denselben Fall, und so wie Liese letzter» GleichungenLurch
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§ 101 .

Um den Flächeninhalt des Dreiecks Zu§. z6,

zu erhalten, muß man vom Punkt ^ einen Perpendikel

auf die Seite l'ck iVU fallen, welche, indem sie durch die Punkte

kl und geht, deren Coordinaten « und /?, ock und

sind, zur Gleichung haben wird (§ 6g)

5 X -I-^

Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen Form

zr — ax -t- b>, so wird man finden

— se ' — «

Erwägt man aber, daß im yLstm § die Buchstaben « und /r

die Coordinaten des Punkts bezeichnen, aus welchem die

Senkrechte gezogen wird, welche Coordinaten im gegenwär¬

tigen Fall Null sind, weil dieser Punkt der Anfangspunkt

ist, so wird sich der Ausdruck

leichte Umformungen die Formeln für alle übrigen Fälle des sphärischen
Dreiecks darbiete», wie an seinem ürt gezeigt worden ist, so geben die Glei¬
chungen G) die für alle übrigen Fälle des geradlinigen. Wie daraus die
Methode zur Auflösung der Dreiecke für die beiden ersten Fälle gefolgert
werde, verdient hier »och gezeigt zu werden. Wenn man i> und -i aus den
Gleichungen (0) entwickelt, so erhält man

1 — ooa ^,-2 -f-
^ cor^" -j- 1 — co§^2

1 — co§ ^,"2 _
1 -j-1 —

Da nun die Trigonometrie lehrt, daß c : c' — / : -f-l und
c : c» — a-n ^ ist, so müssen sich die so eben gefundenen Aus¬
drücke aus diese Verhältnisse zurückführen lassen, und wirklich erhält man,
wenn inan z. B. den ersten für p gefundenen Ausdruck nimmt,

c- i — ^^ ^-2
^ e -j" -s-)-s- co§ co§

2 §,,, - asn

Ucbc r s.

») ist hier kleiner als «, der Nenner wird also negativ, mithin
anch a, wie es die Lage der Linie IVILl- mit sich bringt. Uebcrs.



157

- « L - l>

der Senkrechten auf

>— b> ^ _ «'/3 — _

reduciren; und seht man >-" statt s/(«' — «)§

so wird man erhalten

L"

Vermittelst dieses Werths ergibt sich für den Flächeninhalt
des Dreiecks

lVllVl- X — „ — «s

ein Ausdruck, welcher dadurch bcmerkenswerth ist, daß er

Len Flächeninhalt eines jeden Dreiecks, dessen Spitze in ^

liegt, vermittelst der Coordinaten der Scheitel der an der
Grundlinie liegenden Winkel finden lehrt.

Man kann ihn in einen andern verwandeln, welcher

bloß von den Seiten abhängt. Zu diesem Ende muß man
die beiden Gleichungen

« 2 -I-c-, «2 ^.^ 2 ^ 2'--

in einander multipliciren und vom Produkt das Quadrat von

««- -t- ^3/3* —

abzichn; man wird dann erhalten

c-o'E.

- (§ 99 )

Nimmt man die Quadratwurzeln und bringt alle Glieder
des zweiten Theils auf einerlei Nenner, so findet man

Vk/Z' — «'/l — ^ jX4<^ e'2 — o '2 —

und der Flächeninhalt des Dreiecks wird sein

—( c * ^'2 — --" 2 ) 2,



158

ein Ausdruck, dessen Entwickelung mit dem Resultat des

6/,sten §s übereinstimmt.

§ 102 .

Wenn man sich nun einen vierten Punkt E vorstellt

dessen Coordinuten «", /?" sind, und die Abstände ^lVl", lVllVl",

Ll'lVI" durch ä, ä', ä" bezeichnet, so wird man haben

«"2 ^ ^2

(«" — «)2 __ /;)- ^ ss 2
(«" — «')" -1- (^" —jS')' -- ck'-.

Entwickelt man die beiden letzter» Gleichungen und sub sti¬

mmt statt der Größen ^2^ ^'2 ^2^ ^"2

ihre Werthe 0^, 0'-, so wird man erhalten

c" -l- ck^ — 2 (« «" -I- /? 3̂ " ) ^ tl

t/2 — 2 («'«" -t- /3 '/ 3 ") -- ä"^ ;

und setzt man zur Abkürzung

-^^

^so wird man haben

ä, -k- ä„ ^ ^Z^z".

Nimmt man in diesen Gleichungen die Werthe von«" und/3",

welche sind

cl, — /; ä„ ^ «cl„ — «'Z ,

um sie in die Gleichung «"2 -k- zu setzen, und

nimmt man dabei auch auf die Gleichungen

«' -t- /3 " — e-2, «"2 ^-'2 o'-

Rücksicht, so wird man finden

c^ä,/ ä,?—2ä,a„ ck°(«^ 3 '—«'/;)-... (v).

Setzt man dann statt der Größen -1- und «/ 3 ^— «'^3

ihre § 99 und 101 erhaltenen Werthe

<? 0'- — - ,---, Z —(<-" -i- v — 0"°°)^,

und statt und ä, wieder
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—^ - —.- , - ,2 2

so wird die Gleichung (v) nur die sechs Abstände
^M, ^.E, ^.M", MM', MM", EM",

enthalten, welche die vier Seiten und die zwei Diagonalst¬
en des Vierecks ^MEE bilden. Wenn die vier Sei¬

ten und eine Diagonale bekannt sind, so kann man die an¬

dere Diagonale daraus bestimmen. *)

§ 103.
Wollte man den Punkt M" durch die Bedingung be¬

stimmen, daß die drei Abstände ^M", ME, EM" einan¬
der gleich sein sollen, so würde dieser Punkt der Mittelpunkt
des um das vorgelegte Dreieck t^ME beschriebenen Kreises
werden, und es würde

ä --- -- ä",

mithin

sein. Die Gleichung (v) verwandelt sich dann in

c- o 2 c" — Lo- o - -- 4^

und wenn man für seinen Werth setzt, und er¬
wägt, daß man, wenn der Flächeninhalt des Dreiecks ^ME,

der nach § ioi --—l- jst, durch 8 bezeichnet wird,

(«/Z' —o^/Z)2 — 48^

erhalten müsse, so wird sich die Gleichung O auf

») Durch die gedachten Substitutionen geht die Gleichung (V) in
in folgende über:

c- (c-2 4 - st- — st"-)- 4. c'- (c- 4- st- — st--)S

— (a- 4- st- — ä-- ) (c'- 4- st- — ä»-) (e- 4- e'- — «"-)
— st- f4"" "st c^- "" o"-)2z o.

Setzt man die Entwickelung weiter fort, fo erhält man zwar mit Bezug
auf jede der sechs darin enthaltenen Größen eine Gleichung vom vierten

Grade, die stch aber nach Art der quadratischen Gleichungen behandeln läßt«

U e b e r f.
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rcduciren. Wir zieh» hieraus

ä --
^ e* e

einen sehr einfachen Ausdruck für dm Halbmesser des um

Las gegebene Dreieck beschriebenen Kreises, und wenn man

in die Wcrthe von «" und /3 " statt ll und ck, ihre Werthe

Eben so leicht wird es sein, die Coordinaten des Mit¬

telpunkts des eingeschriebenen Kreises, und den Halbmesser

desselben zu finden. Zn diesem Fall befindet sich der Punkt

E", ck'-F. Z^, innerhalb des Dreiecks in einer solchen Lage,
daß die aus demselben auf die Seiten ^.E, lVIE ge¬
fällten Senkrechten lVL"O, EL, lVI"L einander gleich sind.

Um diesen Umstand analytisch auszudrücken, genügt es, die
Gleichungen der drei Seiten zu bilden, und daraus vermit¬

telst der Formel § 92 die Längen der von dem Punkte lVl",

dessen Coordinaten «" und /I" find, auf die Seiten gefällten

Senkrechten herzulcitcn. Nun sind diese Gleichungen

Inhalt des Dreiecks, durch die drei Seiten und den Halbmesser des umge-

und 2 setzt, so erhält man die Coordinaten des Mittel¬

punkts des Kreises.')

§ 104.

r (§ L7)'

*) Nämlich

eine sehr einfache Formel für denfolgt noch 8

schriebencn Kreises ansgedrückt. Uebers.
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die auf dieselben hcrabgelasfenen Senkrechten werden dem¬

nach zum Ausdruck haben

Ev — ^-tl, EL — —L-kb,

Ek -- («' — «) — (/;' — /;)«" — «'/;
s/(«' — «? -i- (/>" — /?)-

wofür geschrieben werden kann

Ev--^-«^ EL -
o ' ^ '

EL -- - («/Z"

indem man statt der Wurzclgrößen ihre Werthe o, o', c"

seht-

Erinnert man sich nun, daß die Formel, welche die von

einem Punkt auf eine Linie herabgelassene Senkrechte aus-

drückt, durch eine Auöziehung der Quadratwurzel erhalten

worden ist, und daß sie folglich sowohl positiv als negativ

genommen werden kann, so wird man daraus schließen, daß

jeder der obigen Ausdrücke zwei Werthe hat. Um bloß die

positiven zu gebrauchen, muß man in Erwägung ziehn, daß,

da sich nach der Figur die Linie von der Axe der

Abfcissen weiter als die Linie entfernt, und überdies der

Punkt lVl" zwischen der erstem und letztem liegt, man ha¬

ben muß

a" ' oc' «" « '

oder, was einerlei ist,

«/L «/3"

woraus folgt, daß man, um einen positiven Werth zu erhal¬

ten, dem Ausdruck der zweiten Senkrechten ein dem obigen

entgegengesetztes Zeichen geben muß.

Da ferner der Punkt lVl" unter der Geraden lVlAI

liegt, deren Gleichung
Trigonometrie. L
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6' —S «'S — »/?'/ -l- x -j-vb-L-
« — a « — «

ist, so muß

oder

S" <7 '-!- «" -I-!—-!-.«' — « «' — « '

«.. ^ ... ^ LS^-V^ « — «' « —«'

mithin

«/?" — «'/?" <7«"/? — «"^' -t- «/;'— «'/;

oder «— «" /) -j- «" ^S' — «' /L" -<«/;' — «' /;

sein, eine Bedingung, nach welcher der Ausdruck für die

dritte Linie positiv ist.

Wenn man nach diesen ^Betrachtungen

« S"— «"S , ^ «"S' _«'S"
VI "O --- -i- -- o, lVl"L -- _2-L,o

>s»x ^ — («/;"— «"/?) — («"/?'— «'/?") -t- («/?'- «'/?)
c"

setzt, und die Produkte'o v, o'c', v"e" addirt, so erhält man

nach den Neductioncn

VL -I- o'o' -I- o"d" — «/Z' — «'/).

Diese Gleichung ist leicht zu verificircn; denn die Producte

O<e, o'cch o"o" drucken die Flächeninhalte der Dreiecke

-VlVl"lVl, ^lVI"lVI', VI.VI"VI' durch 2 multiplicirt aus; die

Summe dieser Flächen ist der Fläche des ganzen Dreiecks

tVlVl>Vl' gleich, welche oben durch 8 bezeichnet worden ist,
und man hat

«/Z' — «'/3 --- 28 (§ ioi).

Wenn man v — — o" setzt,

so hat man 0 - -,

und wenn <- — o' — 0" ist, so entsteht

28
6-j- -k- 0" — -.

e
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Der erste dieser Ausdrücke ist der des Halbmessers des

eingeschriebenen Kreises, und der zweite zeigt, daß, wenn

man von irgend einem innerhalb eines gleichseitigen

Dreiecks genommenen Punkt auf jede Seite desselben

eine Senkrechte fallt, die Summe dieser Senkrechten

der Höhe des Dreiecks gleich ist, weil man, wenn die

Seite o zur Grundlinie genommen und die Hohe durch 1»

bezeichnet wird,

8 - 2 ^
2

erhält, welches gibt

o -I- c? -I- v" — Ii. *)

Aus der bisher auscinandergesehten Theorie ließen sich

noch eine Menge anderweitiger Folgerungen ziehn; allein das

Beigebrachte ist für meinen Zweck hinreichend, und ich will

nur noch bemerken, daß cs bei allen geradlinigen Vielecken

Gleichungen gibt, die den unter (^) und (L) im 99stcn §

entwickelten analog sind, auf dieselbe Weise erhalten werden,

und eben so auf die Eigenschaften dieser Vielecke führen,

wie die Gleichungen (^) und (L) auf die des Dreiecks.

Lagrange hat eine Abhandlung über die Tetraeder gelie¬

fert, der das hier Dorgetragene als Einleitung dienen kann

und die sich leicht auf die vieleckigen Körper ausdehnen ließe,

wenn man von den im fünften Kapitel des ersten Bandes

. . 28
») Man erhalt noch a — — für de» Halbmesser des in ein gleichsei-

3 ^

tiges Dreieck eingeschriebenen Kreises, um .die Coordinate» des Mittelpunkts
zu finden, deren im Anfänge dieses §s gedacht worden ist, entwickele man

n" und /?" aus den Gleichungen ^-— « und

— setze daun s — e' und substituier dafür seine» Werth
28

e -j- -j- e"

^7—— " Auf -lese Weise erhält man «" — —^ ^ undc -st w -p c" c -j- c' ^ c'

e -s- -s- e" *
Uebers.
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meines Lchrbegriffs der Diffcre» t,a l-und Inte¬
gralrechnung beigebrachten Formeln Gebrauch machte.*)

§ 105 .

Die Verbindung der Gleichungdes Kreises mit der der
geraden Linie leitet auf verschiedeneEigenschaften, welche aus
dem Zusammentreffen dieser Linien folgen, und gibt die Auf¬
lösung aller der Aufgaben, in denen die Unbekannte nicht
den zweiten Grad übersteigt.

Es seien -k- und ^ — /? — s (x — «) diese
beiden Gleichungen. Sie zur Bestimmung von x und an¬
wenden oder sie so ansehn, als enthielten sic dieselben unbe¬
kannten Größen, heißt annehmcn, daß die Punkte, denen
die Coordinaten x und x angehören,zu gleicher Zeit im Um¬
kreise und in der vorgelegten geraden Linie liegen, d. i. die
Durchschnittspunktebeider Linien sein sollen; und im Allge¬
meinen ist offenbar, daß man, um die Durchschnittspunkte
irgend zweier Linien zu finden, nur vorauszusetzcn braucht,
daß ihre Gleichungen dieselben unbekannten Größen ent¬
halten.

Schafft man nun zuerst ^ dadurch weg, daß man dessen
Werth aus der zweiten Gleichung nimmt, so erhält man

x^ -i- (-»X -t- — sa)2 - ^

») Man sehe auch die van l'Huilier und seine
im reiten Bande der st

die 6-omstears sts van Cavnot

und sein tUstenor'rs as/odson 7ns sersste eners
Vers. — Lagrange's

Abhandlung, welche den Titel fuhrt: sts
.,ur findet sich im Jahrgange

I?7Z der Denk sch ristcn der Berliner Akademie. Von den vier
Punkten im Raum, welche das Tetraeder bestimmen, werden drei durch Coor,
dinaten aus eben so viele durch den vierten gelegte, eiuandcr senkrecht durch-

schneidcude Ebenen bezogen und zwischen den gegenseitigen Abstände» dieser
Punkte (den Kanten des Tetraeders) und den Coordinaten Gleichungen ent,

wiekclt, aus welchen die Eigenschaften des Tetraeders hergeleitet werden.
U e b c r s.
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Wird diese Gleichung vom zweiten Grade entwickelt, so

gibt sie zwei Werthe für x, weil die gerade Linie den Kreis in

zwei Punkten schneiden muß; *) man kann aber zu einfacheren
Resultaten gelangen, wenn man den Abstand des Punkts,
dessen Coordinaten « und /3 sind, von einem der Durch-
schnittöpunkte der geraden Linie und des Kreises für die Un-.
bekannte nimmt. Bezeichnet man diesen Abstand durch 2 , so
wird man haben (§ üst)

L -- s/(x — «)" -b- (> —

woraus man zieht

2^ -- (x — «)- -j- (x — /?)^,
und seht man für x seinen Werth 3 (x — «), so wird
entstehn

2° (x — «)^ (1 -1- 3 °),

woraus folgt

X - « - ^ - ,
f/r -I- s/t -t-

welches gibt

-c—«-r -^ —
f/1 -t-n*

Substituirt man diese letztem Werthe in die Gleichung

X? -^^2 — ^ verwandelt man sie In folgende:
„ 2«2 2 ^ . „0 .

--t--7-»-

welche sich auf

2 /? 3 2

f/r -1- a? a -I- a

»») Die Werthe von x und y and:
_a (° « — /?) ^ st-— (/? —

^ 1 st-

_ /S — »« ^ -> st-
^ a st-

Ich sehe nicht, wie der Hr. Vers, sogen kenne, daß man durch die Cinsiih-
rung Vv» x ru einfachem Resultate» gelange, als wenn man x und x »»-

inittclhar aus den Gleichungen x? st- (ax st-/Z — »«)° — und
(x — «) ableitet. Uebe r s.
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reducirt, und erst 7. und dann x und ^ vermittelst der vor¬

hergehenden Ausdrücke gibt.
Es ist offenbar, daß, wenn D, D->. Zg, derjenige Punkt

ist, dem die Coordinatcn « und /3 entsprechen, und lVlNE

und DlVI der Kreis und die gerade Linie sind, u die Tan¬
gente des Winkels DoL auödrücken und die beiden Wcrthe

von 7 den Geraden DlVl und DE angehören werden.

§ 106 .

Aus der Theorie der Gleichungen weiß man, daß das

letzte Glied das Produkt aller Wurzeln ist. Bezeichnet man

nun die der obigen Gleichung durch 7' und 7", so wird man
haben

2-?7" «" -s- — r",

einen Ausdruck, welcher, da er nicht von u abhangt, für jeden

Werth dieser Größe unverändert bleibt, d. h. für jeden Werth

des Winkels DoL, dessen Tangente sie ist; und da 7^ und 7"
die beidenLinien DiVlundDE vorstcllen, so ergibt sich hieraus,

daß das Produkt DÄck x DE für alle durch den Punkt D
gezogene Linien einerlei Werth hat, oder daß man, wenn

DE eine zweite Secante ist,
D^Vl x DE — Dm x Duck

haben wird, woraus folgt, daß die Secantcn DE und DE
sich umgekehrt wie ihre ausserhalb des Kreises liegenden

Theile DlVI und Diu verhalten, wie es in der Elemcntar-

gcomctric bewiesen wird.
Wenn der Punkt D ausserhalb des Kreises liegt, so

hat man

- 1- /3- r-
weil «2 das Quadrat des Abstandes des Punkts D vom

Mittelpunkt ^ auödrückt; liegt dieser Punkt aber innerhalb

des Kreises, wie in 39, so haben die Größen 7/ und 7"
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vtt'schicdcne Zeichen, weil das letzte Glied «" -b- r"
negativ wird, indem dann «" -i- ^ jst.») Aber j„,,
mer bleibt das Produkt LiVI x unabhängig von der

Neigung der Linie gegen und wenn man durch
den Punkt L, N'§. ZA, eine zweite Sehne run? legt, so
wird man haben

LiVI x L iVch --- Lni x Lnch

woraus folgt, was die Elcmcntargeomctric beweist, baß zwei

Sehnen in einerlei Kreise sich in umgekehrtem Verhältnisse
schneiden, und man sieht, daß dieser Satz mit dein vorherge¬

henden eigentlich nur einen einzigen ausmacht, da beide aus
einer und derselben Gleichung abgeleitet werden**).

Zieht man aus der Gleichung

2 (« -l- ass) 2 -I- -j- /Z?
s/1 -j- 3,"

den Werth von so findet man

- (tt -h- 3 /?) -t- sS 1'^ ( 1 -s- 3 ) - (ss - 3 tt) *-

— («-H-3/S)—(sch— 3«)^2 " — ... ...— ----
s/l -t- 3 ^

Dies sind die Ausdrücke für LiVl und Sie lassen

sich vereinfachen, wenn man die Coordinatcn dergestalt ver¬
ändert, daß man die Absiissen vom Mittelpunkt W aus auf

der geraden Linie, welche denselben mit L verbindet, und

») Im ersten Fall Haien r.' und r" einerlei, in: zweiten verschiedene
Zeichen, d. h. in» erste» Fall liegen 2' und 2" an einerlei, im zweiten an
verschiedene» Seite» des Punkts L, wie cS auch -kstA. gg und gg zu erkenne»
geben. Uebcrs.

»») Auch in der Elcmentargcometris lasse» stch Heide solgendcrmahcn in
Einen zusammcnzichen: wenn man durch irgend einen ansserhatb vdcr in¬
nerhalb eines Kreises gelegenen Punkt zwei gerade den Kreis schneidende Li-
uien zieht, so ist das Produkt der Entfernungen des Punkts Von den Durch-
selniitlspunkten der einen Linie gleich dem Produkt der Entfernungen von den
Ourchschntttspunkten der andern. Uebcrs.



168

die Ordinalen nach wie vor auf der Abscissenaxe senkrecht

stehend annimmk. Man wird alsdann haben
/I — o, « —

_ — « -1- si/r' (i

s/l - 1-

— — « — f/rii (i ^

1/H-

Die Gleichung des Kreises bleibt ungcandert; allein die der

Geraden wird

)c — s (x — a).

§ 107 .

Nimmt man den Punkt L ausserhalb des Kreises an,

so wird man haben

sXl -t-s"

allein es ist offenbar,*) daß dieseLinie in dem Maß abnimmt,

wie sich die Linie LiVl, um den Punkt L sich drehend, vom Mit¬

telpunkt des Kreises entfernt, und daß die Punkte lVl undlVU

Zusammenfällen, wenn diese Linie mit dem Umfange nur Ei¬

nen Punkt gemein hat. Für diesen Punkt wird man also

haben lVllVU --- o, folglich
r^(i -l- -- c>

und s —-^-.

DicS ist der Ausdruck für die Tangente des Winkels, wel¬

chen eine durch den Punkt L gelegte Berührungslinic Ll>s

dcs'Krciseö mit der Linie einschließen muß; und hiermit

*) Besonders, wenn man den Ausdruck auf die Form
L — «2

dringt. Ueders. i ch ->



haben wir zugleich die algebraische Auflösung der Aufgabe:

von einem ausserhalb des Rreises gegebenen Punkt

eine Berührungslinie an den Rreis zu ziehen.

§ 108 .

Dieselben Betrachtungen werden auch dazu dienen, die

durch einen im Umkreise beliebig angenommenen Punkt ge¬

legte Berührungslinie zu bestimmen. Bezeichnet man, wie

bisher immer, seine Coordinaten durch « und /3, so wird

man durch die Gleichung des Kreises, der diese Größen ein

Genüge thun müssen, <

erhalten, wodurch sich die Gleichung

^ 2 (« -i- -r /t)

r

2 -j- -l- /Z" — r° o

auf

reducirt, und in diesem Zustande läßt sie sich in

. 2 (« -i- a6)
2—0 und 2 -i- --—— — o

f/r -t- -e-

zerlegen; ihre Wurzeln werden demnach

, „ 2(«-t-a/t)0 . L " --2 --

sein. Der Unterschied dieser Werthe, oder die Lange des im

Kreise liegenden Theils der Secante ist

2 (« -«- Ä /?)

Damit diese Größe verschwinde, muß «
« -i- a/? — o oder a —-^

p

sein, welches Resultat mit dem, was in der Elementargeome¬

trie gelehrt wird, übereinstimmt; denn die durch den Mittel¬

punkt des Kreises und durch den Punkt, dessen Coordinaten

« und st sind, gelegte Gerade, oder der Halbmesser
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38 , hat zur- Gleichung ^ x (§ 67), und da sich

die Gleichung ^ — /Z — n (x — «) vermittelst des eben für

n gefundenen Werths in z--- /? - — — (x — ") verwan¬

delt, so wird sie die gerade Linie ausdrücken,welche auf die¬
sem Halbmesser senkrecht ist und durch den Punkt geht, des¬
sen Coordinatcn« und /3 sind, d. i. durch seinen Endpunkt

N (§ 9»)-')
Wollte man den Abstand des Anfangspunkts ^ der

Coordinatenvon dem Punkt 1 finden, wo die Bcrührungs-
linic der?lpe der Absciffen begegnet, so müßte man in der
Gleichung für diese Line ^—0 sehen, welches geben würde

— ^ ^ (x — «) und x —-— — —,ss « «
weil -j- — r" ist.

§ 109 .

Vermittelstdes Vorhergehenden kann man auch folgende
Aufgabe auflösen: die Lage zu siiiden, welche eine durch
den gegebenen Punkt L gezogene Linie kviVl haben
muß, damit der im Breise liegende Theil lVllVU der¬
selben von einer gegebenen Größe in sei. Um zu cin-
fachcrn Ausdrücken zu gelangen, werde ich, wie zu Ende des
io6ten §s, die Linie zur Absiissenaxc machen, und wenn
ich die im io7tcn § zwischen den beiden Wcrthen von 2 er¬
haltene Differenz — m sehe, so werde ich haben

») Dok di- Bernhrungslinie Kr ans dem Halbnieffcr LK kn ,'einem

Endpunkt senkrecht steht, läßt sich auch so erweisen: da für den Fast, daß

Kr eine Veruhrnngslinie werde» soll, also negativ ist, so ist

es der stumpfe Winkel KIM, dem -> als Tangente angehört. Es ist also
« KVA

dF KrL ^ . Abcrd§lMr-^-—^ ^ cot Krdie Winkel
p, rL «

Kr.v und K>rr ergänze» also einander z» einem Rechte», nnd es ist
aKr ein Rechter. llcbers.
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0 - 1-
IN — - - -'

1/ 1 -i-

Schafft man die Wurzelzeichen weg, so entsteht

III- sl - 4- N-) — 4^° (l -I- L-) — 4 n"

woraus folgt

1/4 r' —in-
Ä - - _,

1/4«- — 4r- -t- in-

und substituirt man diesen Werth in a(x — «), so wirb

man die Gleichung der gesuchten geraden Linie erhalten. (Z i o6.)

Dies ist aber bloß die analytische Auflösung der sorge-

legten Aufgabe. Es kommt darauf an, den gefundenen Aus¬

druck zu construiren. Zu diesem Ende erwäge man zuvorderst,

daß der Zähler 1/4^^ n? die eine Kathete eines recht¬

winkligen Dreiecks ist, das 21- zur HyMcnusc und in

zur andern Kathete hat. Hierauf kann man dem Nenner

1/4«- — 41'- -I- IN- die Form 1/ 4 «' — ( 4 ^ — N1-) oder

'^/4«- — (l/4r-D^iü-)- geben, welche zeigt, daß der¬
selbe ebenfalls die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks

ist, das zur Hypotenuse 2« und zur andern Kathete 1/40^-ni¬

eder den Zähler hat, von dessen Eonsiructivn so eben die Rede

gewesen ist.

Bezeichnet man die beiden Linien, welche man so erhält,

durch 04 und i>, so hat man

und die Gleichung / — n(x—-«) geht in

?
0 —«)

über. Nimmt man demnach, Z6, vom Punkt L aus

auf der Linie ein Stück Lk —4, und errichtet im End¬

punkt I? desselben den Perpendikel I? O — 4, so wird die

gerade Linie, welche den Endpunkt dieser Senkrechten mit D



verbindet, von der verlangten Eigenschaft sein, weil der Win¬

kel I-L6 zur Tangente a — — — haben wird.

§ 110 .

Aus dem Bisherigen ist klar, daß die Aufgaben der Geo¬
metrie nach zwei sehr verschiedenen Methoden behandelt wer¬
den können. Die eine besteht darin, daß man die Gleichun¬

gen der Linien bestimmt, welche die gesuchten Punkte enthal¬
ten, indem man von den Eigenschaften dieser Linien auögeht;
und die andere darin, daß man unmittelbar aus der Betrach¬

tung der ähnlichen und rechtwinkligen Dreiecke, welche die
aus der als aufgelöst angesehenen Aufgabe sich ergebende Fi¬

gur nach einigen vorläufigen Hülfsconstructioncn darbietet,
die Relation der geraden Linien entwickelt, welche die Lage
dieser Punkte bestimmen.

Die erste dieser Methoden, welche öfters eleganter als

die zweite ist, ist zugleich die allgemeinere; allein die zweite
Ist oft einfacher, und dies muß natürlich der Fall sein, weil
man bei ihrer Anwendung nicht so weit aushohlt und von

Eigenschaften ausgeht, welche den ^zu entdeckenden näher
liegen. *)

») Ich habe de» fruchtbare» und einförmigen Gang der ersten dieser
Methoden in der Vorrede zn meinem Lehrbegriff der Differenzial«
lind Integralrechnung Vorgezeichnet, und die Leser, welche die Anwen¬

dung davon noch naher kennen lernen wollen, werden sich durch die zweite
Ausgabe Von Hrn. Puissant's Werk Recne-s rkfve/veo

S-om-str-s befriedigt finden. Verf. — Was der Hr. Verf. hier über
die zwiefache Auflösungsmethöde der geometrischen Aufgaben sagt, wird sehr

gut durch die leiste Aufgabe erläutert, nämlich durch die: von einem ausser¬

halb eines Kreises, zg, gegebenen Punkt. L eine Linie dergestalt durch
den Kreis zu legen, daß das zwischen den Durchschnittspunkten IN und In¬

liegende Stück von einer gegebene», den Durchmesser nicht überschreitenden
Lange m sei. Diese Aufgabe kann erstlich so aufgelöst werben, daß mau für
die zu ziehende Linie LIN-, in der die gedachten Punkte liegen, die Glei¬

chung sucht. Sie ist, wie wir gesehn haben,
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§ 111 .

Die Gleichung vom ci'sten Grade hat uns nur eine Art
von Linien, nämlich die gerade gegeben. Wir haben ferner,
gefunden, daß die Gleichung des Kreises vom zweiten Grade
ist; allein diese Gleichung, die wir im y4sten § unter der
allgemeinsten Form erhalten haben, ist immer nur ein be¬
sonderer Fall dieses Grades, dessen Formel folgende ist:

-s- jZxgr -j- —
Es bleibt also noch übrig, die Curven zu entdecken, die
den übrigen Fällen dieser Formel entsprechen. Ich bemerke
zuvorderst, daß man sie, ohne ihre Allgemeinheitzu schmä¬
lern, folgendermaßen schreiben kann:

und setzt man zur Abkürzung

so wird man erhalten
-i- <1;- -I- ox — 1.

Das erste Mittel, welches sich zur Bestimmung der Um¬
stände des Laufs der gesuchten Curven darbietet, besteht darin,

wo r den Halbmesserdes Kreises und « den Abstand des Punkts L vom
Mittelpunkt oder von, Anfangspunkt der Coordinatcn bezeichnet. Berechnet
man nun aus dieser Gleichung für irgend eine Abseisse die zugehörige Or¬
dinate, so ist die Lage der zu suchenden Linie gesunden. Auch kann man,
wie gezeigt worden, auf die Gleichung eine Constructivn gründen, durch die
sich die Lage ohne alle Rechnung ergibt. Die Aufgabe kann aber zweitens
ohne Hülfe der gedachten Gleichung gelöst werden. Man stellt sie durch eine
Figur als bereits gelöst dar, und steht nun sogleich, daß die Senkrechte XII
von bestimmter Länge ist, indem man in dem rechtwinkligen Dreieck XM-H
ausser XM- auch XI/II — ^in kennt. Man kann also durch eine leichte
(lonstrnction XII stndcn, und ist diese Linie bekannt, so darf man nur über
XL einen Halbkreis beschreiben,und in denselben von X aus XII tragen,
so hat man den Punkt «, durch welchen LM- gehn must. Uebcrs. »

-l-
-1- ^ -k-

— s (x - «)
4 — 4 ^ 4- 1»^
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zu untersuchen, wie die Werthc der Ordinaten mit Bezug

«uf diejenigen fortschreiten, welche man den Abscissen beilegen

kann, d.h. die obige Gleichung mit Hinsicht auf ^ auszulosen.

Geschieht dies, so findet man

^ (Io X -k- ck) -t: 2 s/4 (1 — 0 x — o?) -I- (b x-k- ck)°.

Entwickelt man die Große unter dem Wurzelzeichen und

ordnet sie nach x, so wird man erhalten

-(lox-b- ck) ^ s ( 2 <- -k>.l)x-( 4 o- 1̂ )x--- .

Setzt man zur Abkürzung

4k -ch- ck" — I>, 20 - lock — 10, 40 - lo^ — IU,

so wird man haben

Io X -k- ck ^ — 2 01X — - Iio x"

^ , 2 ^ 2

Man sicht zuvörderst, daß der Werth von ^ aus zwei

Thcilcn besteht, von denen der rationale — ——^ ^ die Or¬

dinate einer geraden Linie ist, welche ^ — — ^lox— ^-ck

zur Gleichung hat und construirt wird, wenn man auf der

Axe unterhalb 40, ein Stück ^.1) jck

nimmt, und durch den Punkt O eine gerade Linie OL der¬

gestalt legt, daß sie auf der Seite, nach welcher die negativen

Werthe von x genommen werden, einen Winkel OLtV bil¬

det, dessen Tangente ^lo ist (§ 87), so daß, wenn man

t'tl? — x setzt, IM —— ^ ^ sein wird. H Es ist nun

offenbar, daß man, um die zur gesuchten Curve gehörigen

Punkte zu finden, in der Richtung von IM, sowohl ober-

als unterhalb der Linie LO Theilc KlVl und KE tragen

muß, welche der Größe

*) Tssc negativen Srdinaten wachsen mit den positiven Abscissen; die
Gerade v I- muß datier mit der Abscissenlinie nicht auf der Seite der posi¬

tiven Abscissen, sondern auf der entgegengesetzten den Winkel bilden.
ucbers.
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Zs/p — 2 ilx—inx^

gleich sind, weil man auf diese Weise haben wird

UlVl — — ^(lox -i- >1) -t- ' s/f> — 2 IIX — IIIX^
U — — ^(bx -k- cl) — 4 1/? — 2 !> x — inx".

Die Linie VT besitzt also die merkwürdige Eigenschaft,
daß sie alle zwischen zwei Punkten der Curvc mit der Axe
der Ordinaten parallel gezogenen Linien in zwei gleiche
Theile theilt, und deßhalb hat man ihr den Namen Durch¬
messer gegeben. Es findet jedoch zwischen ihr und den
Durchmessern des Kreises der Unterschied statt, daß die letz-
tcrn alle Linien, welche sie in zwei gleiche Theile theilcn,
unter rechten Winkeln schneiden, wahrend jene mit ihnen
schiefe Winkel bildet; wir werden aber bald sehen, daß bei¬
den Umständen einerlei Gesetz zum Grunde liegt. *)

§ 112 .

Die obige Gleichung würde sehr vereinfacht werden,
wenn man die Geraden lMl und NÄT zu Ordinaten nähme,
d. h. wenn man

setzte. Dann wird entstehn
t — ^ j/ssss — 2 ir x — mx^ ;

allein die Abscissen würden nun nicht mehr auf der Linie
gerechnet sein, von welcher die Ordinaten ausgehn. Um sic
dieser Bedingung zu unterwerfen, muß man sie auf dem
DurchmesserVT nehmen, und dies geschieht, wenn man

*) Aber nicht immer durchschneidct der Durchmesser der Curde die Or¬

dinate» unter schiefen Winkeln. Denn ist d — >t — v, so hat man

x — ^ j g/p — 2-> x — m

und der Durchmesser fällt in die Are der Abscissen. Ueders.
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VN -- 8 seht, und in Erwägung zieht, daß, wenn man V6

mit parallel zieht,

v 6 — VN co5 v — s co>r v

sein wird. Der Winkel O ist dem Winkel v gleich, dessen

Tangente ist; sein Cosinus wird demnach sein- —

— —— (S. Z6); und weil — VV, so wird

^ss/4 -t- d-

folgen 2 S

wenn man zur Abkürzung ^ statt — ^ — schreibt. Wirds/4 -i-l^

nun dieser Werth von x in den von t gesetzt, so erhält man

die Gleichung

i — -t: —Hec^s — ni^ s",

welche die Relation zu erkennen gibt, die für jeden Punkt

der Curve zwischen den Geraden VN und NNl statt finden

muß, und folglich ihre Gleichung mit Bezug auf die Coor-

dinaten vN und NlVI ist.*) Diese letztere Gleichung, ob¬

wohl einfacher, als die unmittelbar aus

-I- -i- -t- -i- or — 1

abgeleitete, ist dennoch eben so allgemein, weil die bisher

vorgenommcnen Umformungen keine besondere Bedingung ein¬

geführt haben.

Da der Ausdruck für t mit einem Wurzelzeichen des

_ zweiten

») Bisher ist immer nur von rechtwinkligen Coordinaten die Rede
gewesen. Bei de» Curve» aber, deren Gesetz die Gleichung

i — ^ ^ g/p — Ltkzs — m
ausdrnckt, ist der Caordinatenwlnkel LOL ein schiefer, und zwar ein sol»

chcr, dessen Sinus den Werth <i — -?- hat, weil LOL —

LOIst ist' uebcrs.
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zweiten Grades behaftet ist, so kann er nur in so fern reelle

Werthe haben, als die Große x — 2u^8—

tiv ist. Die Untersuchung dieses Umstandes bietet verschie¬

dene Fälle dar, welche ich nach einander abhandeln werde.

§ 113 .

Ich nehme zuerst an, daß die Größe, welche ich § m

durch ui bezeichnet habe, positiv ist, und setze den Ausdruck

p — 2 u^s — unter der Form

Ul
2 u

Uly

8 S0
an, um nur noch den Ausdruck

zi 2 n

iu NI H

betrachten zu dürfen. Aus diesem läßt sich das Glied, worin

s in der ersten Potenz vorkommt, wcgschaffen, wenn man

3 — u — ^ setzt. *) Man erhält dann nach gehöriger

Substitution und Ncduction

xrn-t-n-

und man sicht, daß der Anfangspunkt der u um eine Ent¬

fernung OO ^ hinter den der 8 zu setzen ist, weil so

wird.

S--VN— ON — Ov^-u

Zst dies geschehe,, so hat man

t ---
T m cg" ^ ul^-

u

Ul ^

») Der Hr. Verf. citirt hier No. Lc>g seiner AUfa,, gsgr Hilde der
Algebra, wo er zeigt, daß man aus jeder geordneten höher,, Gleichung

st- x x"r — l st- <2x"> st-.-.st-I1--:0

das zweite Glied l dadurch wcgschaffen könne, daß man u-statt m

X substituirt. Ucbcrst
Trigonometrie. M
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und man sieht, daß der Ausdruck für t reell ist, so lange

bleibt, und Null wird, wenn

pIN -1- u'

IN^ ^
oder

ist. Diese lehtern Werthe für n geben also die Punkte zu

erkennen, wo der Durchmesser von der Curve geschnitten

wird, und trägt man sie ihren Zeichen gemäß zu jeder Seite

vom Punkt O hin, so erhält man die gleich weit von O

entfernt liegenden Punkte I und I'. Da über diese Punkte

hinaus die Größe

? NI -t- n--
in^

negativ wird, so werden die Ordinaten r imaginär, und es

gibt keinen Punkt in der Curve, der zu Abscissen größer als

Ol und Ol" gehörte. Sie liegt mithin ganz zwischen den

Linien III und l"ll", die man durch I und I" den Ordina¬

te» parallel zieht.

§ 114 .

Da die beiden in u ausgedrückten Werthe von t sich

nur in ihren Zeichen unterscheiden, und dieselben bleiben,

man mag n positiv oder negativ annehmen, so folgt, daß zur

Abscisse OI§" — OR die der Ordinate NlVl" gleiche aber

nach entgegengesehtcr Richtung gezogene Ordinate ge¬

hört, so daß die Dreiecke lVl"WO und l>ck"NO gleich sind,

folglich die Gerade im Punkt O halbirt ist. Wegen

dieser dem Punkt O mit Bezug auf alle Punkte der Curve

zukommendcn Eigenschaft hat man ihm den Namen Mittel¬

punkt gegeben, nach der Analogie des Mittelpunkts des Krei¬

ses, jedoch mit dem Unterschiede, daß bei den übrigen Cur-

ven die Halbmesser nur paarweise gleich sind, weil die Durch¬

messer nicht gleiche Größe haben.
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§ 115.

Die Gestalt der Curve, welche die Gleichung zwischen t

und ii darstellt, wird leicht durch die Konstruktion dieser Glei¬

chung erkannt, und um sie zu bewerkstelligen, setze ich zu¬

vorderst

x in -k- nL ^

und erhalte so

t — (u " — i?) — — II-7

Wird nun ^ für den Halbmesser eines aus 0 zu beschrei¬

benden Kreises und ii für die Abscisse genommen, so drückt der

Faktor die senkrecht über Ol errichteten Ordi¬

nate» dieses Kreises aus. Was den Faktor ^ be¬

trifft, so sicht man, wenn man auf die Homogenität der

Ausdrücke Rücksicht nimmt (§ 71), daß er nur ein Verhält-

niß ausdrücken darf.") Ich werde dasselbe mit ^ bezeichnen,

folglich haben

k IN -I-

4 IN '

woraus sich ergibt

Es erhellet also, daß die Ordinate lülVl gefunden wird, wenn

man in der Proportion

: i

das vierte Glied sucht. Hat man so die Große v für die

Abscisse Ovl gefunden, so muß man sie auf die Linie lVIE

") Soll r durch Coustruktion gesunden werden können, so muß
cj„ Verhältnis! wie bezeichnen, weil nur so die Gleichung

r — ^ Z 1/m , g/ oder ^ in ^ ^
I><-
— — u-) honiogen wird. ucbers.

M 2
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hintragen, und zwar wegen des Zeichens sowohl ober- als

unterhalb Rk.

Es ist offenbar, daß die Curve, die aus dieser Construk-

tion entsteht, eben so wie der Kreis geschlossen und ganz in

dem Raum befindlich sein wird, der sich von u — bis

ii——ick erstreckt, weil über diese Grunzen hinaus

die Ordinate des Kreises, imaginär wird.

Der größte Werth, den die Ordinate v haben kann, ist

offenbar der, welcher dem Punkt O entspricht, für welchen

ii — o ist. Zn diesem Fall hat man

t — -L- Ick;

nimmt man also die Geraden OO und 01/ gleich Ick, so

werden die Punkte O und 1/ die Gränzen der Curve nach

der Richtung der Ordinaten sein, so wie es die Punkte I

und I' nach der Richtung der Abscisscn sind.

§ 116 .

Es ist wichtig zu bemerken, daß, wenn die durch a ^ aus-

gedrückte Größe negativ ist, die Wurzelgröße

einen imaginären Werth hat und die vorgelegte Gleichung gar

keine Linie gibt. Geht man auf den Werth von näm¬

lich zurück, so sieht man, daß er negativ sein

wird, wenn x mit dem Zeichen — behaftet und zugleich

xm > ist.

Wenn in diesem Fall xm — uck ist, so wird o

und d' — o; man behält aber immer ^ ^

folglich ist

r — -i: 2 s/ll> . s/- ick — — T 4" s/- IN,

eine Gleichung, der man genügt, wenn man r — o und
II —o setzt. Man kann also sagen, daß die Curve sich dann

auf den einzigen Punkt O reducirt, in welchem man t — o

und ii — o hat, und daß dieser Punkt die Grunze ist, der
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sich die durch obige Gleichung gegebene Curve bei allmähli-

ger Verminderung der Durchmesser II' und nähert.*)

Erhebt man die beiden Theile der Gleichung

t - -i- ^4" (-

zum Quadrat, so verwandelt sie sich In
M -I- II °

und weiter in 4 mt^ -1- rn^ ^ m — ^2 _

Ist x negativ, so wird
4 ml? -i- ^ 11° -l- xin — — 0,

o.

und wenn ist, so kann der erste Theil, als die Summe

dreier positiven Größen (denn auch in wird positiv angenom¬

men), nicht anders — 0 werden, als wenn man einzeln

4mt? — 0, iri^ ^ — a undxin—— 0

hat. Den beiden ersten Gleichungen kann man genügen,

wenn man t — 0 und u --- c> setzt; aber die letzte drückt

eine Bedingung aus, ohne welche die vorgelegte ganz unge¬

reimt sein würde. **)

*) Ist p negativ und pm<n-, st haben Ol und Ol. mögliche
Werthe. Man lieht, dah beide Linien dann uni st kleiner werden, je näher

xm dem Werth von n- kommt und in Null übergehn, wenn xm — n-
wird, wo sich dann die Curve gleichsam im Punkt O concentrirt. Wächst

das negative pm über diese Gränze hinaus, so drückt
?,/ _

k — n-

gar keine Curve mehr aus, was theils daraus erhellet, weil dann

PNI n
m-

UNd b'
PIN -s" n-

41N

imaginäre Wcrthe erhalten, theils daraus, dass —u-unmöglich wird,
theils endlich aus der Betrachtung, die der Hr. Verfasser hier noch hinzufügt.

U e b c r f.

") Ist nämlich xin > n-, ft ist pm— n- positiv, und die Glei¬

chung 4 Ml- -p -j- xm — n- — o wird ungereimt, weil
pm— n- --- 0 sein mühte und doch nicht sei» soll. Die Gleichung kann
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§ 117 .

Nehme ich nun zweitens an, daß m negativ ist, so wird

sich die Größe x> — 211 <48 — in

also nur dann bestehn, wenn entweder xm — n? ^i: pm < ist.
Ein numerisches Beispiel zur Erläuterung des Bisherigen wird dem ?ln-
siinger vielleicht willkommen sein. Wenn man eine vollständige Gleichung des
zweiten Grades zwischen rechtwinkligen Coordinaten, als

oder 7° 4- 0,5x7 4- o,zx? 4- 0,97 4- 0,95» — 1,2
construiren soll, und man sich zuvor überzeugt hat, daß ste zu der in Rede
stehende» Gattung von Curven gehört (für welche nämlich -n positiv ist), so
hat man

b — o,Z; — o,Z; st — o,g; -----0,95; k — 1,2

und hieraus

x — 4k 4- ä^ — g,6l u — Lo — bä— 1,4g

Macht man nun für eine beliebig angenommene Einheit LO — ^ ä — 0,4g

— so wird zu jeder von O aus aufLL zu beiden Seiten genom¬
menen Absclsse u die umgcformte Gleichung die zugehörige Ordinate r und
niit ihr vier Punkte der Curve geben. Man kann aber auch eine beliebige
Linie für LI? und einen beliebigen Punkt für O sehen, nur muß dann
der Coordinatenwinkel I.OI so genommen werden, daß sein Sinus — 1
— 0,9701425 ,'ff, v. 1. er muß im gegenwärtigen Fall — v -,844 i""-

L11H8 -4- 11114 8
8 8

verwandeln. Man kann das Glied — — s wcgschaffen,

4- 5x7 4- ZX- 4- 97 4- ^

m 4a — 0,95 y —
I/^4-b-

— 0,9701425

1^p-n4-

^7 - 0,47.

Die umgeformte hier zu construircnde Eleichnng ist also

— ^ 0,47 1/2,96^- u°.

und LL 1,6, zieht dann LOL und seht OO — —

uebers.
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t

wenn man s — » -l-

n
seht, und da die Größe —, wel-

^ m ^

che die Linie O O vorstellt, hier das Zeichen-i-hat, so muß man

sie, wie in 1n'§- 4», auf die Seite VL der positiven Abscissen

tragen. Man erhält so den Mittelpunkt O, und die vorge-

Icgte Gleichung verwandelt sich in

Seht man -S-8^, je nachdem die Größe

^2

positiv oder negativ ist, und macht man wieder —,

so wird man erhalten

Diese Gleichung scheint zwei verschiedene Fälle in sich

zu begreifen; sie enthält indessen nur einen einzigen; denn

wenn man ihre beiden Theile zum Quadrat erhebt, so findet

man

^ (u- -r- a'2),

woraus folgt

z'- r- — b>'2 u- - b>'2,

8^' ---1/2 s'2.

Diese beiden Gleichungen sind nur in so fern verschieden, daß

in der zweiten a' und t die Stellen einnehmen, welche b'

und u in der ersten haben, und umgekehrt; man braucht da¬

her bloß zu untersuchen, was eine von beiden bedeutet.

Zch will die zweite näher betrachten. Man zieht daraus

Die Ordinate t wird construirt, wenn man zu den drei Li¬

nien ich b' und s/r? — 8 ^ die vierte Proportionallinie

sucht. Die Linie j/»' — ist ihrerseits die mittlere Pro-
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portionale zwischenu — s' und » -L u', und wird nur dann
reell gefunden, wenn n > u' ist. Die gesuchte Curve hat
also von u — o bis u — a' und von n — o bis u — — s'
keine reelle Ordinate, und da u — u' und n--— n' zugleich
t —o geben, so folgt, daß diese Curve den Durchmesser OL
in den Punkten I und I' schneidet, wo sich die der Größe
»' gleichen Abscissen Ol und OL endigen, und daß sic sich
nicht zwischen die der Axe der Ordinaten durch I und I' pa¬
rallel laufenden Linien 66' und OL' erstreckt.

Ueber die Punkte I und I' hinaus ist n > a', es sei nun
-O positiv oder negativ, und die Ordinate t nimmt ohne Ende
zu, indem nichts der Größe, die sie erreichen kann, Schranken
setzt. Nach diesen Betrachtungen sieht man leicht ein, daß
der Lauf der Curve dem der Linien LIK und L'OK' gleicht,
welche durch den Zwischenraum IO von einander getrennt
sind, und deren Zweige IL und Ik, OL' und OK' sich ins
Unendliche erstrecken. *)

Betrachtet man die Curve mit Bezug auf die Gerade
OO', d. h. nimmt man r für die Abscisse und n für die
Ordinate, so wird ihre Gleichung geben

u -- -t- ^

Unter dieser Form kann » nicht kleiner als 01 und O O
werden, und die Curve trifft ihren Durchmesser OO' nicht.

Hieraus ist offenbar, daß die Gleichung
g'2 t- — ss- -- s - k'2,

indem sie ebenfalls auf

führt, zu einer Curve (ZOg und H'O'ci' von derselben Art

*) Die Curve besieht also auö zwei abgesonderten Theilen klk und
R/Ukh welche ihre converen Seite» gegen einander kehren, und wovon jeder
wieder zwei int Unendliche fortlaufende Zweige hat, uebcrs.
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wie KIK und K'I'K' gehört, welche aber gegen den Durch¬

messer 1^ der t eben so gerichtet ist, wie KILundL'I^

gegen den Durchmesser II' der u. *)

§ 118 .

Wenn a'— o oder xm — — o wäre (§ 117), so

würde sich der Ausdruck für t auf t — -L- ^ u" re-

duciren und folgende zwei verschiedene Gleichungen geben:

t — ^ HU f/in, t— -

welche bloß zwei durch den Punkt O gezogene gerade Linien

darstellen. Um sie zu construiren, nehme man eine Abscisse

OK nach Belieben an; man wird dann erhalten

t — -i- 1 OK . H f/iri,

und trägt man diese Werthe von k nach 8 und 8' und

zieht 0 8 und 08 ', so werden dies die gedachten Geraden

sein. **)

*) Man hat hier die beide» Formen

r — ^
4'

und b- .
r — -f. L^.

Jene gehört zur Curve lllL, welche die Are ll' der Abscisse»,
und diese zur Curve <>!.<;, welche »dtss Are l-l.' der Ordinate»
Lurchschneidct. Macht man I.I.' zur Are der Abscissen und 11^ zur Are
der Ordinären, so entstehn dieselben Formen und Curven, nur daß nanu

die Buchstabe» u und i, a' und b' ihre Stellen vertauschen. In jedem

Fall erhalt man die Curve, welche die Are der Abscissen dnrchschneidet,
wenn das constante Glied unter dem Wurzelzeichen negativ ist, hingegen die

Curve, welche die Are der Ordinate» durchschneidet, wenn es vosttiv ist.
Das gedachte Glied ist immer das Quadrat des halben Durchmessers, auf.
welchem die Abscissen gerechnet werden. Uebers.

»») Da r — z/rn, so hat man n : t — 1 : z/ni
l>'

— 1 : — — a' : b'. Man erhält also t auch dadurch, daß mau einea'

vierte Proportionale zu ess, Ir< und u oder zu Ol, Ol. und Oll sucht. Legt
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Um nun mit diesen Geraden die Curve LIL zu ver¬

gleichen, will ich für irgend eine Abscisie ON -- u den Un¬

terschied lVlV der correspondirenden Ordinaten billVI undl^V

betrachten. Da die erste durch

die Quadratwurzel des erstes Gliedes i ist, so setze man

Ze größer man aber n annimmt, desto kleiner wird der

Bruch ^' und um desto weniger wird die Wurzel i -r- 2

von der Einheit verschieden sein. Läßt man daher in der

obigen Gleichung L? weg, so wird man haben

»mn 66^ durch l parallel mit 6 6h macht l0--l6'-^-0i. und zieht

06 und 06 h so sicht man, daß dies die i» Rebe stehenden geraden Linien
sein werden. ttebers.

oder

und die zweite durch

auögedrückt ist, so ergibt sich

Der Unterschied r — ^/^1 — ^2 läßt sich leichter schätzen,

wenn manman den Ausdruck entwickelt. Da nun

---1-1-2

und man wird haben

1 -k- 2 2 -j- 2



Um sich diesem Werthe noch mehr zu nähern, setze man

2 —--l- und kann nun auf eine ähnliche Weise ^2U^

bestimmen, wofür man — finden wird u. s. w. *) Man

wird also haben

lVI V — ^ gs» s/iu /r — r -k- -I- ^ -k-. . .

woraus erhellet, daß iVl V desto kleiner wird, je größer man

u annimmt, ohne jedoch jemals Null werden zu können.

*) Man kann sich auch der binomischen Formel zu dieser Entwickelung be>

dienen. Vers. — In der Gleichung — 1 -j- 2 ist — ein

achter Vruch, weil u allemahl größer als a' sein muß; also ist auch

a — ^ oder i -s- 2 ein achter Bruch und - ein negativer achter

Bruch. Man kann mithin, wenn man die Gleichung zum Quadrat erhebt,
2^2 a /2

vernachlässtgen und erhält so I-- — I -s- 22 oder 2 —

Es ist also r — — ei» genäherter Werth Von Um sich

dem wahren Werth dieser Wurzelgröße noch weiter zu nähern, setze man

>/ 1 ^ — r — — -j- 2h und erhebe diese Gleichung rum Qua«
a«2 ^ >. r

drat; man hat dann a-- — l »-7 1 -l- 22h

Produkt

indem man das

. 2' und mit UNI so größerem Siecht das Quadrat von 2«

Vernachlässtgt. Es ist also

.hu' -tz 2 2«

UNd
a«"-

— ^-7. Man hat demnach

"» / »«2 ,<r
2U^ gn*

Leichter erhält man dies Resultat durch die binomische Formel. llcbcrs.
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Hieraus folgt, daß sich die Curve den Geraden 08 und

0 8' um so mehr nähert, je mehr sie sich vom Punkt 0

entfernt, ohne sie jedoch je erreichen zu können, so daß diese

Gerade» die Gränzen der Thcile XIL, L.'1'K' der vorgelcg-

ten Curve sind, welche niemals aus dem Winkel 8 0 8' und

seinem Scheitelwinkel hinausgehn können. H

§ 119 .

Zm dritten Fall, wo m -- o ist, hat man bloß

t -t: 2 - 2 N HS.

Man bringt die unter dem Wurzelzeichen befindliche Größe

auf ein einziges Glied, wenn man

p—- - 8 u

2 lief

setzt, und durch dieses Mittel erhält man

t —oder t j/o'ii,

wenn man durch o' ausdrückt. Man sieht leicht, daß

diese Gleichung für »o auch zugleich i — o gibt, und daß

folglich der Punkt des Durchmessers OL, Fr§. 42, den man

zum Anfangspunkt der Werthe von u macht, in der gesuch¬

ten Curve liegt. Um diesen Punkt zu finden, muß man in

der Geichung

u --- —^ — 8
2N«^

») Die Linie» VS und 0 5' werde» erhalte», wenn man IO und 16'

gleich und parallel 01. macht und 0 6 und 0 6' zieht. Man sicht, das«
diese Linien in Lemselden Verhältnisse zur Curde und stehn,

und geht man auf die Gleichung

dieser Curve zurück, so überzeugt man stch, daß die Linien VS und 0 8' für
sie eben die Eigenschaft haben, wie für die Curve 101 Kund L'l'K', daß sich

also diese Linien beiden Cnrvcn ohne Ende nähern. Uebers.
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n — o setzen; dann findet man s — und wenn man

diese Größe auf DO an der Seite der positiven Absciffen

hinträgt, so wird man den Punkt I erhalten, in welchem die

vorgclegte Curve die Linie Lv schneidet.

Wenn die Größe v' positiv ist, so kann man u nur positiv

nehmen; allein nichts begränzt ihre Größe, eben so wenig wie

die von t, so daß die Curve sich auf dieser Seite ins Unendli»

che auödehncn muß, wie es die Linie zeigt. Sie würde

nach der entgegengesetzten Seite gekehrt erscheinen, wenn o'

negativ wäre, weil man alsdann auch ,i negativ nehmen

müßte. Aber immer kann sie sich nur nach Liner Seite hin

erstrecken. *)

Die Gleichung t —-r-s/öH wird construirt, wenn man

eine mittlereProportivnallinie zwischen dcrAbscisielN — u und

einer geraden Linie sucht, welche der gleich ist; das Resultat

ist die Ordinate N lVk, die man hier, so wie in den vorherge¬

henden Fallen, sowohl unter als über OL hintragen muß.

Es ist zu bemerken, daß die erste Gleichung

t — — 2 NH 8

») Der Ausdruck , der de» Werth von « für u ^ o gibt, ist2N>I

xosttiv oder negativ, ie nachdem x und n einerlei oder verschiedene Zeichen
haben. Im ersten Fall ist l, im zweiten I- der Punkt, in welchem die

Curve den Durchmesser schneidet. Man steht, daß es hier nur einen Durch-

schnittSpunkt gibt, daß also der Durchmesser nur au Einer Seite begränzt ist.

Wegen der Relation, die nach der Gleichung u — —-a zwischen denLNH

u und s obwaltet, liegen die positive» u in der Richtung von l nach L.
Soll r einen möglichen Werth erhalten, so »üissen o- und u einerlei Zei¬

chen haben. Ist daher negativ und zugleich posttiv, also I der Durch-Ln<I

schnittspunkt, so ist die Curve nicht, wie in der Figur mit der coucavcn

sondern mit der conVcrcn Seite gegen 0 gekehrt. Man überzeugt sich leicht,

daß man jedcsmahl nur Eine Curve erhalte, die aber mit Rücksicht auf den
Punkt 0 vier verschiedene Lagen haben kann. ucbers.
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sich auft —reducirt, wenn n— o ist. Die Curve,

die in diesem § betrachtet worden ist, verwandelt sich dann

in zwei gerade Linien, welche der Axe der s in einer Entfer¬

nung zu beiden Seiten parallel laufen. Diese Linien

nähern sich der Ape, so wie x kleiner wird, und vereinigen

sich mit derselben, wenn x —o ist, und in diesem Fall wird

die Ape selbst der Ort der vorgelegten Gleichung.

§ 120.

Nach dem Bisherigen (§ uz — 1,9) kann die Glei¬

chung
-j- -t- ex^ -t- ll^ -i- 0 x --- 1

nur eine von folgenden drei Formen annehmen:

t —-L- s/cst»,
oder mit Wegschaffung der Wurzelzeichen:

je nachdem n» — 40 — b>^ positiv, oder negativ, oder Null

ist. DieGröße4o—k,^ kommt mit demWerthe- ^^ ^

(§ m) überein, und dieser ist mit 4^6 — von glei¬

chem Zeichen. Die drei Gleichungen sind auch in der ein¬

zigen _
t ^ j/x — 2 II. 8 -n

begriffen.

Die durch die erste dargestellten Curven, welche in sich

selbst zurückkehren und einen Raum einschlicßen (§115), wer¬

den Ellipsen genannt. Diejenigen, auf welche die zweite führt,

und welche aus zwei abgesonderten Theilen, jede mit zwei
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ins Unendliche fortlaufenden Zweigen, bestehn (§ 117), heißen

Hyperbeln, und die Geraden, zwischen denen sie eingeschlosscn

sind (I nü), Asymptoten. Die dritte endlich ist die der

Parabeln (§ 119).

Um die Untersuchung aller in der allgemeinen Formel

-«-Lxy-l-Ox- -r-vy -t- Lx--In¬

begriffenen Fälle zu beendigen, ist nur noch der zu betrachten,

wo die beiden Coefficienten ^ und L Null sind; denn wenn

gleich die bisherigen Umformungen keine Anwendung fin¬

den, wenn 0 ist, so kann doch die Gleichung, wenn

das Glied Lx^ vorhanden ist, mit Bezug auf x aufgelost

werden, und die Formeln der vorhergehenden §§ bleiben immer

noch gültig, wenn man y in x und x in y verwandelt, d. i.

aus der Axe der Ordinaten die der Abscissen macht;*) aber

der Fall, wo ^ und O beide Null sind, ist gar nicht unter

diesen Formeln begriffen, weil die Gleichung, auf die Form

Lxy -s- Dg, -I- lxx — I?

reducirt, in Rücksicht auf beide Coordinatcn nur vom ersten

Grade ist. Dieser Fall verdient daher noch eine besondere

Erwägung.

Zch sehe die letztere Gleichung unter der Form

xy -s- cly-i-ox — ck

an, auf welche sie sich allemahl bringen laßt, und habe so
k — sxy — —,—z-,
X -t- ck

woraus erhellet, daß die Ordinate nie unmöglich werden

kann.

Macht man zuvörderst y — 0, so findet man

- ck
s

*) Ist tl. vorhandenund 6 0 , so ist m iniiiier negativ, wie auch
L
^ — t> Veschaffe» sein mag; die Gleichung g,dt also die Hyperbel.

Uebers.
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Dies ist die Absciffe des Punkts L, Lr>. 7Z, wo die ge¬

suchte Curve die Axe der x schneidet. Sie geht dann

unter dieselbe hinab, weil ^ negativ ist, wenn x > — wird.

Zst X —0, so ist 1, und dieser Werth zeigt den Punkt

L an, in welchem die Curve die Axe ^6 der ^ trifft.

Auf die negative Seite der Ape der x übergehend, fahrt

die Ordinate ^ fort zu wachsen, weil der Nenner x -1- ck
durch die Subtraction von x abnimmt und Null wird, wenn

das negative x —ck ist. Zn diesem Fall zeigt der unendliche

Werth, den man für x erhält, an, daß die Curve nicht die
Gerade 88' erreichen kann, welche man über der Absciffe

^6 - — ä senkrecht errichtet.

Wenn x, negativ bleibend, über ä hinaus wächst, so
ändert ^ das Zeichen, ist aber anfangs größer, als jede noch
so große Linie. Man sieht also, daß man unterhalb

auf der andern Seite von 8 8' einen Zweig L'I', ähnlich

dem vorigen LI, anzunehmen hat, der sich jedoch nach ent¬
gegengesetzter Richtung erstrecken muß, indem er sich der

in dem Maße nähert, wie die negative Absciffe wächst.

Es ist nur noch übrig, zu untersuchen, was aus ^ wird,

wenn das positive oder negative x unaufhörlich zunimmt.
Zu diesem Ende dividire ich den Zähler und den Nenner des

Ausdrucks für durch x und erhalte so

ck
— — s
X

ein Resultat, welches sich, wie man sieht, mit den wachsen¬

den x ohne Ende dem Werth — s nähert- Zieht man daher
in einer Entfernung -- s unterhalb eine Gerade

8" 8'" parallel mit dieser Axe, so hat man eine Gränze, der
sich



sich d!e Zweige Ile und I'L' unaufhörlich nähern, und cs er¬
hellet, daß die Theile XIK und L'I'll/ der gesuchten Curve
nicht über die Scheitelwinkel 8 0 8" und 8 '0 8'" hinaus-

gehn können.
Dies genügt, um die Analogie darzuthun, die zwischen

der so eben betrachteten Curve und der, "welche man Hy¬
perbel nennt, statt findet; es würde selbst leicht sein, die

Gleichung der letztem in die vorgelegte zu verwandeln, wenn

man für die Axe der Coordinaten die § ng angedeuteten

Asymptoten nähme. Ich werde mich hiebei nicht aufhalten,

da ich durch ein allgemeineres Verfahren auf diesen Gegen¬
stand zurückkommen muß (§ 129). Für jetzt beschränke ich
mich darauf, zu zeigen, daß, wenn man in unserer Figur die

Coordinaten vom Punkt O an rechnet, in welchem sich die
Asymptoten 8 8' und 8" 8"' schneiden, indem man

x t — ck und x — " — 0

setzt, die vorgelegte Gleichung in
u r — I -1- sts

übergeht, aus welcher Form sogleich erhellet, daß die beiden
Zweige einander ähnlich sind.

§ 121 .

Jede dieser Gleichungen scheint auf die einfachste Form
gebracht zu sein; allein die Coordinaten sind nicht auf einan¬
der senkrecht, wie bei den Gleichungen der geraden Linie

und des Kreises, von denen ich bisher Gebrauch gemacht
habe. *) Indessen ist die Lage der Ordinate» mit der der

*) Nur wenn

2

1"" i/ssn- - *
oder I> — 0 ist, also in der allgemeinen Gleichung

-j- dxx cx? -j- 6z? sx ^ k
das »weite Glied fehlt, ist der Coordinatenwinkel ei» rechter. Dan» gibt
oder die Gleichung de» Kreis. Uebers,

Trigonometrie. N
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Abscissen durch die Bedingung verbunden, daß jene mit der

Geraden, welche die Curvc im Endpunkt des Durchmessers

berührt, parallel laufen. Um sich hievon zu überzeugen,

braucht man bloß in Erwägung zu ziehn, daß die Punkte

lvl und lVIH 40, 41 und 42, sich in I zu einem einzi¬

gen vereinigen, welcher Umstand den wesentlichen Charakter

der Berührungspunkte ausmacht (vergl. § 107). Zn der

That wird die Summe der beiden Ordinaten oder der Ab¬

stand der Punkte iVl und lVlss welcher bei der Ellipse durch

— I/ss" — iss, bei der Hyperbel durch s/u" —

und bei der Parabel durch ss/össl ausgedrückt ist, im Punkt

1 gleich Null, wo man bei den ersten beiden Curvcn 11 — u'
und bei der dritten u —0 hat.

Da die Gleichung der Ellipse in Rücksicht auf die bei¬

den unbestimmten t und n symmetrisch ist, dergestalt daß der

Ausdruck der n in i dieselbe Form hat, wie der der t in n,

so konnte man auch die t für die Abscissen und die n für

die Ordinaten nehmen, und würde finden, daß der Durchmes¬

ser Uh 40, auch seinerseits der durch den Punkt D

gelegten Tangente parallel ist. Da also die Durchmesser

1b und 1H1b einerlei Eigenschaften haben, so werden sie ans

diesem Grunde conjugirte oder verbundene Durchmesser

genannt. ') Es ist offenbar, daß im Kreise die conjugirtcn

Durchmesser auf einander senkrecht sein müssen, weil die

durch den Endpunkt eines jeden Durchmessers gelegte Tan¬

gente auf demselben senkrecht ist. Die Anzahl der mit dieser

Eigenschaft behafteten Durchmesser ist für den Kreis unend-

») Man sagt, der eine sei dem andern zugeordnet. Ausser de»
Seiden coniugirten Durchmessern, auf die »ns die bisherige Analyse geleitet
hat, iss jede andere durch den Mittelpunkt der Ellipse gezogene Linie ein
Durchmesser, dem irgend ein anderer zugeordnet ist, wie unten erhellen wird.

Bei der Hyperdcl findet etwas analoges statt.
U e d e r s.
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sich. Ganz anders verhält es sich mit der Ellipse; indessen hat

diese Curve, von der uns die obige Analyse nur zwei einan¬

der schief schneidende Durchmesser kennen gelehrt hat, dessen

ungeachtet zwei, welche sich unter einem rechten Winkel schnei¬

den, wie man weiter unten sehn wird.

Vergleicht man die bisherigen Betrachtungen über die

allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung mit dem, was

§ 87 und y4 von der Geraden und der Kreislinie gesagt

worden ist, so wird man sich leicht überzeugen, daß die Glei¬

chung einer und derselben Linie nach der Lage der Coordina-

ten, auf die man sie bezieht, sehr verschiedene Formen an¬

nimmt. Es kann daher nützlich sein, zu wissen, wie man

die Coordinaten umzuwandeln hat, um zu denen gelangen zu

können, welche für die vorgelegte Gleichung die einfachste

Form geben. Ich werde demnach die allgemeinen Formeln

entwickeln, durch welche sich die Coordinaten einer Curve in

andere verwandeln lassen, welche sowohl zu den ersten als

unter einander jede beliebige Lage haben.

- § 122 .

Die größte Aendcrung, die man in das System der

Coordinaten bringen kann, ohne daß man aufhört, sie gerade

und zu zwei bestimmten Linien parallel zu nehmen, besteht

darin, ihnen einen neuen Anfangspunkt und andere Richtun¬

gen zu geben. Ich werde gleich diesen allgemeinen Fall be¬

trachten, und annehmen, es werde verlangt, die Coordinaten

-- X, kiVl 4z, welche sich auf die Apen

und beziehn, durch zwei andere Coordinaten —r,

k"iVI --- u, mit Bezug auf die Apen und aus¬

zudrücken, deren Lage gegen die ersten bekannt sein soll.

Nachdem ich durch den neuen Anfangspunkt tV" die

Geraden und mit und ^6 parallel gezo¬

gen habe, werden die Abstände und der Vor-

N 2
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aussetzung nach gegeben sein, und wenn man sie durch « und
^ bezeichnet, so wird man haben

--- -k- «,

ir iVl --- k'M /?.
Zieht man dann durch den Punkt k" der neuen Ordinate
k"M die Linien l?"s) und L"k, jene mit F.L, diese mit
/rO parallel, so ist klar, daß man, da die Lage der Apen
M"L" und M"L" in Rücksicht auf ^.L und gegeben
ist, nothwendigalle Winkel der Dreiecke I"'M()
kennen muß, oder, was einerlei ist, die Verhältnisse ihrer ho¬
mologen Seiten. Setzt man daher

- r"() Ms)_
Z/M?" ^ ^ ^ 1>"M ^

so wird man haben
F/"It ^ m . ^"k?" int, I?"Ik n . nt,

— p> . 1?"M ^ u, s)M — . k"M — cpn,
woraus man zieht

__ mt -j- xu,
k'M --- 1?"I1 -t- tzM --- nt -t- c^u,

und endlich
X — « — Nlt-i- 1>n -1- «,
^ — I?^M -I- — nt -l- <1N -t- j?.

Dies sind die allgemeinsten Werthe, welche die Toordina-
ten x und die unter einander irgend einen Winkel einschlie¬
ßen, annehmen können, wenn man sie durch andere Coordi-
naten von eben der Art und von beliebiger Lage ausdrückt.
Wir wollen nun sehn, wie sie sich für die verschiedenen be¬
sonderer Falle, die hier Vorkommen können, modificiren.

i) Wenn man die neuen Coordinatcn den ersten pa¬
rallel setzt und bloß die Lage des Anfangspunkts ändert, so
werden die Linien ^"tl"und^"6s so wie und
zusammenfallen, und man wird haben

ru — i, i» — o, p — o und lg — i.
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woraus folgt

X t -j- «, u -s- 1?,

was leicht -i zu-iot-i einzusehn ist, weil dann und

so wie k"lVl und I"lVl, nur eine Linie bilden.

Setzt man « oder ^ gleich o, so bleibt entweder die

Ape ^ L oder die Ape an ihrer Stelle.

L) Wollte man bloß die Richtung der Apen und

andern, und ließe den Anfangspunkt in so würde

man, da die Linien und ^"'<7/ dann auf^L und ^<7

fallen, zugleich haben

« o und /? — o,

woraus sich ergeben würde

X — Ult -l- ^ u, ^ ut -i- t^u.

Man sicht, daß, wenn man ui --- i und n -- o setzt,

woraus x — t xu und ^ — cgu folgen würde, die Li¬

nie ^7"L" auf ^/"L" fällt, und daß folglich bloß die Rich¬

tung der Ordinate» geändert ist; man konnte eben so zeigen'

daß x — uit und ^ — ut -k- u die Werthe von x und x

sind, welche einer bloßen Aenderung der Richtung der Abscis-

scn entsprechen. *)

§ 123 .

Es ist zu bemerken, daß zwischen den Großen m, n, p,

und H, welche von der Richtung der Coordinaten abhängen,

eine nothwendige Beziehung anzutreffen ist, so daß man nicht

alle vier nach Belieben wählen kann. Denn wenn man den

Winkel der ursprünglichen Apen und kennt

») Men kann auch noch den Fall, setzen, dag der Anfangspunkt den
Coordinaten und entweder bloß die Richtung der Ordinate» oder bloß die

der Abgüssen geändert wird. Im ersten Fall erhält man

» — Zt —stn-i-/S,

X-n-NIl-ß«,

u e b e r s.

im zweiten
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und sich die Winkel und gibt, so ist die
Lage der neuen Axen und durch diese drei
Dinge völlig bestimmt. Wenn man also die Größen m, u
und x kennt, so construirt man leicht die Axen der beiden
Coordinatensystcme.Man zieht nämlich zuerst eine beliebige
Linie als die Axe nimmt auf derselben einen willkühr-
lichen Theil^'"H an, und zeichnet das Dreieck lll", des¬
sen Seiten ^"L, und ^"1?" sich wie m, n und i zu
einander verhalten; die Seite wird der Axe^"L'parallel
sein und die Seite die Axe geben. Zieht man
dann durch einen beliebigen Punkt 1" der Axe ^"1-' eine
Linie von unbestimmter Länge der parallel, so ist
nur noch die zu parallele Coordinate zu bestim¬
men, welches dadurch geschieht, daß man I?"<^ mit
parallel legt und k"<) zu k"lVl in das Verhältniß ^ : i
bringt. Zst so die Gerade gefunden, so vollendet man
das Dreieck dessen Seite k"lV1 der Axe pa¬
rallel sein wird, und das Verhältniß der Seiten k"bl und

gibt die Größe cp.
Wenn man von einem bekannten Coordinatensystem zu

einem andern gleichfalls bekannten übergeht, so werden die
Größen in, n, x und cp, den gegebenen Definitionen gemäß
berechnet, zu einander die Beziehung haben, von welcher eben
geredet worden ist; allein es folgt aus dem Gesagten, daß
man, wenn der Anfangspunkt der neuen Coordinatcn ge¬
geben ist, die Richtung ihrer Axen nicht dergestalt bestim¬
men kann, daß sie mehr als zwei verschiedenen Bedingungen
ein Genüge thun, *) und daß in den Ausdrücken

X — mi-t-zxu-i-«, — Iii -i- cpii -i- ^
die Größen x und t und u nicht die Coordinatcn von
einerlei Punkt mit Bezug auf zwei verschiedene Systeme

-) Nämlich de» beiden, welche von den Winkeln und
oder abhängig lind. Uebers.
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gerader und paralleler Coordinaten sein können, wenn in, n,
p und H nach Belieben gewählt werden. Hier ist ein einfa¬
ches Mittel die Beziehung zu finden, welche zwischen diesen
Größen bestehn muß.

Wenn man durch den Punkt lVI die Geraden und
auf und senkrecht zieht, und die Winkel

iVix-L' — und lV1k"L" — als bekannt
annimmt, so wird man das Verhältnis von zu k'6
und das von zu haben. Bezeichnet man das
erste durch Z und das zweite durch li, so hat man

x'6 ^ k'iVI X 8 und X Ii;

zieht man dann und bezeichnet und I"1Vl durch
x' und zch so werden die schiefwinkligen Dreiecke
und geben

--- -k- -4- 2^"1» X 1"6

--- x'2 H- -4- 2AX>',
--- ^ -4- k"iVl" -4- 2t^"v" X 11

t^ -4- n" -4- 2litu.

Setzt man diese Ausdrücke von einander gleich, so
wird man erhalten

x'^ -4- -4- 2 Ax'^'— t" H- n" -4- 2litn,
und substituirt man nun für x' und ihre Werthe int-4-z, n
und nt- 4- H», so wird man haben

-4- »2 -j- 2AM N) t^ -4- (zi^ -4- H^ -t- 2A^H)
-4- 2srnx -4- NH -4- ss(nx -l- NIH)H tn
--- t^ -4- -4- 2litn.

Da diese Gleichung statt haben muß, welches auch die Lage
des Punkts IVl sein mag, so muß sie sich auch immer unab¬
hängig von t und n bestätigen, eine Bedingung, welche fol¬
gende drei Gleichungen gibt:

IN^ -s- n" H- 2AINN — 1, -4- H^ -4- 2A^H --- I,
INP -k- NH -I- ß(np> -I- INH) — II.

Schafft man aus den beiden ersten Z weg, so wird das

Resultat
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-i- n^) xg — -k- cl^)mn — xy — mn

die Bedingung auödrücken, welcher die Größen ur, n, x und y

genügen müssen.

§ 124 .

Man nimmt am häufigsten an, daß sich die neuen

Coordinaten n und t, eben so wie die ursprünglichen, unter

einem rechten Winkel schneiden; in diesem Fall werden sich die

obigen Gleichungen sehr vereinfachen. Da die Winkel

und rechte werden, so verschwinden oder g/

und oder Iru; man hat also bloß

Iir^ -r- i

-l- g" — 1

nrx -k- ng — o,

woraus man folgert
,2 —

— 11-, I — gl",

i — ir^ — -t- ir^ g" ;

und da mx — Iig, so kommt

ir^ -t- — i.

Vergleicht man dieses Resultat mit der Gleichung —i,

so findet man ^ m, woraus x — — n folgt; man

hat also endlich

x' — int -— IUI, ^-^irt-s-illii,

wobei zu erwägen ist, daß die Größen m und ir vermöge

der Gleichung -t- — r von einander abhängcn.

Die 44ste Figur, welche für diesen Fall construirt ist,

zeigt, daß rn der Cosinus des Winkels und n der

Sinus dieses Winkels ist, und daß man hat
— — x"s) --- Mt — NU,

k'lVl — -k- — 11t -s- INU,

wie ich cs eben gefunden habe. *)

») Nichts wurde leichter sein, als die Bezeichnungen durch die Buch¬
staben in, n, p und c> nicht allein in diesem Fall, sondern auch in Allem,
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Um in diesem Fall zugleich den Anfangspunkt der Coor-

dinatcn und die Richtung der Axen zu verändern, muß man

X — int — uu «, — nt -1- mu -l- ^ 122) nehmen.

Indem man dabei die Bedingungsgleichung

was vorhergeht, kn die Sinus und Cosinus der zwischen den Aren der Coor-
dinatcn enthaltenen Winkel zu verwandeln, und man wurde dann die in

mehrere» nach der Bekanntmachung der früher» Ausgaben dieses Werks er¬
schienenen Büchern vorkommenden Formeln erhalten; allein die von inir aisi
genommene Bezeichnung kürzt die Ausdrücke ab und ist der analytischen Ele¬
ganz angemessener. Dies ist auch ohne Zweifel der Grund, warum die

Herren Lagrange und Monge bei allen Umformungen der Coordinaten,
die ihre Schriften enthalte», die Bezeichnungen durch Buchstaben den trigo¬

nometrischen Linien vorgezogen haben, welche übrigens Euler schon seit

i 7 -jg in diese Nechnnngcn eingeführt hatte.

Da die gegenseitige Lage der vier Aren, welche sich im Punkt
schneiden, durch drei der Winkel bestimmt wird, die je zwei unter einander

bilden, so kann man die Data der Aufgabe auf mehr als eine Art wählen.
Folgende scheint mir ganz einfach.

Ich setze, Hz,
— P, w,

also

co — P,

Erwägt man nun, daß kraft desParallclismus der Geraden k"A, <ZIVl nnd
I>"IVl und X'"6", r>"s> und die Winkel und

Supplemente von die Winkel und und

und einander gleich sind, so hat man nach
H 122

>1
>

ar'n. co
i>" ik

L) ^

»r'n (w— 1//)
v"lVI Lr

Hieraus folgt, daß

— X- ^ -!--—-lA l -s- ——L u,F/n M LI
^ w . §r'nCkl —11/)

LI — ^ — ——- r -j- -^-— u

ist. Es ist nicht nvthig, eine Bedingungsgleichung zu berücksichtigen, da in
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berücksichtigt,sieht man, daß man nur drei Größe», nämlich
«, ^ und eine der Größen in und n nach Belieben anneh¬
men darf.

§ 125 .

Zch will nun untersuchen, was für Vereinfachungen
man vermittelst der Umformungdcr Coordinaten mit der all¬
gemeinen Gleichung

vornehmen kann, ohne daß der Coordinatenwinkelaufhört,
ein rechter zu bleiben.

Seht man in diese Gleichung
X — int — UN -l- tt, ^ — rat -l- rnu -s-

so wird das Resultat der Substitution eben so eine vollstän¬
dige Gleichung des zweiten Grades zwischen t und n sein,
wie die gegebene zwischen ^ und x; da man aber drei will-
kührliche Größen einführt, so kann man eben so viele Bedin¬
gungen stellen, wodurch dies Resultat vereinfacht wird, z. B.
die Coefficienten von nt, t und n gleich Null setzen, um die

der Rechnung nur so ricl Größen Vorkommen, als zur Bestimmung der
Systeme von Coordinaten erforderlich stnd.

Macht man den Winkel der ursprünglichen Aren zu einem
rechten, so ist w — i und Hat man bloß

x^ — k oo- P st- u ,

— t yi st- u oo-

Man steHt, daß der Winkel der neuen Aren im Allgemeinen

durch co — (<x st- >//) ausgedrnckt ist. Soll er ebenfalls ein rechter fein, so

hat man r» — <x — i?, also — — <x, und -f-r V — — P,
<70- co- P (H Lz), folglich

x^ r co- P — u -fn ,

^ ^ r -f» P st- n oo- P,

wie cs unmittelbar aus ^'§.44 folgt, wo die Are aus der andern
Seite der Are mit Bezug auf die Are fallt, welcher Umstand

durch die Aendcruug des Zeichens des Winkels 4/ angedcntu ist. Vers.
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damit behafteten Glieder fortzuschaffen. Man wird dann
eine Gleichung von der Form

-l- -- x-

erhalten, welche den beiden ersten des isosten §S ähnlich
ist. Diese Form ist merkwürdig i) dadurch daß, indem
die beiden Werthe von t einander gleich und bloß in den

Zeichen verschieden sind, sich ergibt, daß die Axe der neuen

Absciffen u ein Durchmesser ist (§ m); 2) dadurch daß,
da jeder Werth von u, sowohl positiv als negativ genommen,
dieselben Werthe für i gibt, der Anfangspunkt der 11, in
der Mitte des Durchmessers befindlich, der Mittelpunkt der
Curve sein muß. (§ 114).

Die Rechnung wird einfacher, wenn man, statt vermit¬

telst obiger Ausdrücke für x und ^ zugleich den Anfangs¬
punkt und die Richtung der Coordinaten zu ändern, zuvor¬

derst die Apen parallel zu einander nimmt. Seht man zu
dem Ende in die Gleichung (,)

») Die Substitution gibt:
4" muL -j- 6)

4- — ii^I! — sinnig ku
4" (m^ ^ — nrn L -h

4- (2^Z >iX «nL4-/?mL->-2c!mL4'"D4'rui;) t
— Lwoti-j-inv — 01L) u

— k — /S-L — «/SR — «-6 — — «L.

n, 6, O, L, r sind gegebene Größe», «, /? und m willkührliche. Die
letztem kann man so annehmcn, daß die Glieder mit tu, r und u verschwin¬
den. Zu diesen, Ende würde man

— 2mnL^:o,

2 n ^ g-ttnL -st/bmö4.2«m6-h nO g-mD^o,
— /)»L — 2 « » L g- m O — »L — 0

setzen, für n seinen Werth g/i — substituiren und aus den drei Be-

dingungsgleichungcn die Werthe für «, /) und m entwickeln müssen. Sub-
stikuirte man dann diese Werthe in die obige Gleichung, so würden die ge¬

dachte» Glieder verschwinden, und man erhielte eine Gleichung von der
Form

4- Ou- --- I?-.
Die Bestimmung von «, und m ist mühsam. Durch das im Text ange¬
gebene Verfahre» wird stc erleichtert. uebcrs.
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-c — r' -l- «, ^ ^ -j- /?,
so verwandelt sie sich in die folgende:

-^Lx^-r-ex- 4

-j- (2 ^ L oe -k- D) ^ -I- (2 (l ee -l- L ^ -j- L) x > .. . (2)

-t-^2 -l-L«/? -l-e«2 -I-O^-t-L-r --x ^

Da die Großen a und j? willkührlichsind, so können
sie dergestalt gewählt werden, daß die Glieder / und x/ ver¬
schwinden, indem man die Gleichungen
2 ^ ^ -I- L ee D 0 , 2 (l ee L ^ L — v . . . (.->)
anseßt, woraus man erhält

^ LI) — 2^L ^ LL — 26V
—L"' L-'

Hiernach bleiben in der Gleichung (2) nur noch die mit
und x" behafteten und die von den Koordinaten

x' und unabhängigenGlieder übrig. Die lehtern lassen
sich! vermittelst der Gleichungen (n) redueiren; denn multi-
xlicirt man die erste mit /?, die zweite mit «, und zieht ihre
Summe von der Gleichung(2) ab, so erhält man mit Weg¬
lassung der Glieder, welche verschwinden müssen,

^ -I-Lx^-k- Lx'^ — ^,^2 — Lcr/? — (lcr^ — x.,

Zch gebe nun den Axen der Coordinaten eine neue Rich¬
tung, doch so, daß der Coordinatenwinkel ein rechter bleibt,
indem ich nach dem vorigen §

x/ --- Illt - Nil,

^ — irt -l- ruu

sehe. Durch die Substitution dieser Werthe geht die Glei¬
chung (3) in folgende über:

-j- s2()I — <0)iun -I- L (iu^ — ui

-i- — Lrun -t- Lii^)

— ^2 — L-^ —6«-

Da die beiden Größen m und u der Gleichung
-1-ir^ — i genügen müssen, also nur die eine willkühr-



205

lich angenommen werden darf, so werde ich sie so bestimmen,

daß das Prodnkt ui verschwindet, und zu dem Ende die

Gleichung

L — G) iu li -k- L (ui 2 — u^) — c> . . . (ui')

ansetzcn. Mache ich nun, um abzukürzen
I^ii" -k- Luiii -i- <2ui^ —

^.ru^—Liuii-t- 6u^ — L',

-I- -5- x ^ x',

so nimmt die Gleichung (4) folgende Gestalt an:

-l- 6'u^ -- x',

mithin die verlangte, wobei jedoch vorausgesetzt wird, daß

man reelle Werthe für die Großen ui und u sinken könne,

welche durch Gleichungen des zweiten Grades gegeben sind.')

§ 126 .

Diese Werthe werden durch die Combination der Glei¬

chungen

2 (^. — L) ru n -st- L (ui" — u^) -- o,

ui^ -st- u^ ^ i

») Man sieht also, daß die allgemeine Form der Gleichungen vom
zweiten Grade

Lx- -st Lx? -1- 6x- -st O7 -st Lx r

durch Veränderung des Anfangspunkts und der Richtung der auf einandcr
rcchtwinklich bleibenden Coordinaten ans die Form

L'l- -st c-u- ---

gebracht werden kann, deren Abhängigkeit von der ursprünglichen Form durch
die Gleichungen

L' — Ln- -st LNIn -st 6 IN-,
kl' — ^in- — Lnin -st (in-,
r- -st -st -st r,

und durch die Nedingungsgleichungen
2^/? -st L« -st O — o,
26« -st L/I -st L — o,

in- -st n- i
LG — 6) nin -st L(ni- — n-) 0

bestimmt wird. uebers.
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gefunden. Die erste gibt

L(,r»2—n«)

2(6—^) '

— erhebt den Werth von innseht man nun ..

zum Quadrat und eliminirt vermittelst der Gleichung

--- i, ft wird kommen

i -i- 4/

woraus man zieht

»i- --- .

und hiernächst

^4/

— ^ -i-
2 L 2s/I

Ls/l-I-4-^

Seht man nun statt die damit bezeichncte Größe zurück

und substituirt die Werthe von rn" und in dem Ausdruck

für mir, so findet man, wenn man bloß die obern Zeichen

der Wurzelgrößcn berücksichtigt,

Ls/(e —^
^2 ^ ^ ^ ,

^ 2 f/(c — '
L

irrn ----.

2f/(L —^4)' -I-L^

Die Werthe von m und n, die man aus denen von

rn^ und u" zieht, werden das doppelte Zeichen ^ erhalten;

man ersieht aber aus dem Ausdruck für mn, daß diese Zei¬

chen so gewählt werden müssen, daß das Produkt mit L von

gleichem Zeichen sei.*)

') Wenn man, wie in der Anmerkung zu § is4- <p setzt,
so erhalt man

IN — oo» P, n — II/I y) ,
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Substituirt man die Werthe von m", und rn,r in
die Ausdrücke für ^ und LH und bringt die Glieder mit
gleichem Nenner zusammen, so wird man bei einiger Auf¬
merksamkeit sehn, daß der Zähler durch s/(L — ^ -j- U-
Heilbar sein wird, und daß man erhält

C' ^ (L -t- ^) —
Die Untersuchungdieser Ausdrücke gibt folgende Re¬

sultate:
i) Die Größen ^ und O sind immer reell,
s) wenn und L beide positiv oder beide negativ

sind (den letztem Fall kann man immer auf den ersten zu¬
rückführen, wenn man in der Gleichung(i) § 125 alle Zei¬
chen umkchrt), so wird immer positiv und L' es nur dann
sein, wenn

e ^ > s/(c —-y- L-,
oder (L -I-lr» (L—-I-L",
oder 2 ^ L >-— 2^6 -j-U",
oder 4^6
oder endlich 4^-L —L" positiv ist.

g) wenn ^ und 6 verschiedene Zeichen haben, oder
wenn ^ positiv oder doch positiv gemacht und 0 negativ ist,
so erhält man

— c) -i- zs/(L -j-
o -- z (^ — c?) — ^ s/(L -t- -»-1^

und hieraus

IN^

IHN ^ »r'n P «70» P ^ »r'/r 2P,
—»2 —^ ^,2 — ^2 -- LP (H 1l),

mithin
^ »r/r 2 P

«?o» LP 2 t^.LP
L

I!
»der k§ LP —

welche Formel sogleich den Winkel gibt, den die Sire der t mit der der x
bildet. Vers.
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dann ist positiv und negativ, und da zugleich 4^,6

negativ ist, so wird '4^6 — negativ, woraus folgt,

daß das Zeichen vor 6" immer von dem Zeichen der Größe

4^,6 — abhängt.

4) Zst endlich 4^.6 so ist — 0, ein merk¬

würdiger Umstand, nicht bloß, weil die umgeformte Glei¬

chung -t- L'u^ — sich dann auf — k' redu-

cirt, sondern auch, weil die Ausdrücke für « und (g i2Z)

dann unendlich werden; man kann also in diesem Fall nicht

zugleich die mit ^ und -ck behafteten Glieder aus der Glei¬

chung (2) verschwinden lassen.

§ 127 .

Um dieser Schwierigkeit auözuwcichen, will ich in die

Gleichung (1) unmittelbar mr — uu und ^ — ut-t-mu

sehen, was geben wird

(Air" -k- Lmn -l- (lmck)i?

-s- ss(^ — L) mir -I- L (m^ — u^)^ ut

-j- (^.m^ — Lmu -t- (l ir^) u^

-t- (O ir -l- O m) t -t- (Om — Ou) u — O

Zch mache nun wieder

2 (^ — (l)mn -I- L (m^ — n^) — o . . . . (m^),

UM das Produkt ui: wegzuschaffcn. Die Werthe von m und

u, so wie die der CocfficicnteK/A und u^ werden dieselben

sein, wie im vorigen §, und die umgeformte Gleichung ist

^/i^ -l- l^u^ -l- (O u -I- D m) 1: -l- (Om — Ou) u O (ü).

Um die Vereinfachung zu vollenden, ist noch der An¬

fangspunkt der Coordinaten zu ändern. Zch setze demnach

t — -l- u — u^ -i- s?',

wodurch entsteht

-1- (l'u^ -t- (2^a- Ou -l- Lm)U

-t- (2 ^ -I- O m — O ir)

(O u -I- O m) -j- (O m — O n) ^ ^ I?.

Es

«
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Es ist klar, daß unter dieser Form das Glied mit nicht
verschwinden kann, wenn 6^— o ist; denn die Gleichung

2 L' -t- Orll — L n — o,

die man in diesem Fall ansetzen müßte, würde für ^ einen
unendlichen Werth geben. Zch will also die willkührlichen
Großen «' und ^ so nehmen, daß das Glied mit t' und die¬
jenigen, welche von den Coordinaten »' und t' unabhängig
sind, wegsallen. Zu dem Ende setze ich

2 ^.'«' -t- D ii -s- L m — o,

-t- ^ -l- (I) ii -t- Lirr)tt'-f- (Oin—Ln)^'—L---o.

Mache ich dann, um abzukürzen,

2 L' -j- -0 III — Lu llll- — L',

so erhalte ich die Gleichung
H/t'" ^ 0'u— L'u' — o.

*) wird das hier Gesagte dem Anfänger anschaulich mache».
Es seien XL und XL die Aren, auf welche sich die rechtwinkligen Coordi-

naten x und x in der ursprünglichen Gleichung

x>- -f- Lx^ -f- Lx- -j- O7 -s- Lx — L,

bezieh», und X? — x, Xllk Setzt man x mi — »u u„d
x -x- »r -j- mu und macht

S (X — L) m n -j- L (m- — »-) — 0,
so erhält man

X't- -f- L'u- (On 4- Lm) r (Om — Ln) u L,

eine Gleichung zwischen den rechtwinkligen Coordinaten XI" r und

XII"--- u, in der X'und L' ihre im »origen H entwickelten Werthe behalten.
Setzt man ferner t — st «' und u — u' -j- so entsteht

X'st- -s- Oist- (-X'«' -s- O» st- Lm) st

st- (2 O'^' st- Om — L ») ist
st- X-«'° st- C'^'- st- (Oll st- Lm)«' st- (Om —L »)/?'-L,

eine Gleichung zwischen den rechtwinkligen Coordinaten X"L" --- st und
XIL"--1 ist, deren Aren X"L" und X"L", von gleicher Lage mit den vorn
gen XL' und XL', stch in dem Punkt X" schneiden, der durch XX' —

und X"X' /§' bestimmt ist. Diese Gleichung endlich erhält die Form
X' st- st- l> Ist- — L' u' — 0,

Wenn 2 X'tt'st- Oll st- Lm — o,

2L'/?' st-Om — Lll—— L'

und X'«'- st- L'^i- st- (Oll st- Lm) «' st- (Om — Ln)^' —L — o
gesetzt wird. Uebcrs.

Trigonometrie. -0>



Um alle Fälle, welche diese Umformung in sich begreift,

zu erkennen, müßte man untersuchen, wann «- und durch

die beiden ersten unter den vorstehenden Gleichungen bestimmt

werden können; es ist aber für den gegenwärtigen Zweck

hinreichend, den einzigen Fall zu betrachten, wo L- — o ist,')

wodurch die zweite dieser Gleichungen auf

(L i» -k- L i n ) «- -i- (1) m — L n) ^ — L — o,

und die in r- und »- umgcformte auf
--An¬

gebracht wird.

Man vereinfacht noch die gedachten Gleichungen, wenn

man von der ersten, nachdem man sie mit «- multiplicirt

hat, die zweite abzieht, und berücksichtigt, daß
— L- -- Lin — Ln

wird, wenn 6- — o ist. Man erhalt dann

Ln -t- Lin -- o ^
x- ^ o > - - -

Die Voraussetzung endlich, daß L- — o ist, welche dem

Full 4^0 —entspricht, verwandelt die Resultate des vo¬

rigen §s in

in 2

— L -l-

L 2 _ ^
(l -t- L -s-

Wenn Lin — Ln -- o ist, so ist auch L-— o, und

La dann die Gleichungen (n-) nur noch die unbekannte n-

enthalten, so können sie ganz verschiedene Resultate geben;

») Indem alle «beigen Fälle in der Gleichung
lV-l- -s- L-u- --- In¬

begriffe» sind, welche sich leicht ans die Form
^2 -j- 0^2 — o

bringen laßt, wenn man u UNd s-^t.

Vers,
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allein unter dieser Voraussetzung, verbunden mit der, daß

O — o ist, nimmt die Gleichung (6) die Form

H/t" -l- v't — k

an, welche bloß noch die Coordiiiate i enthält.

§ 128 .

Sümmtliche Falle der allgemeinen Gleichung

Lx^ -l- Ox^ -r- -t- Lx — k

sind also in den drei umgcformten
-l- -- k',
---

-t- O'r — x

enthalten, von denen die beiden letztem bloß dem Fall an¬

gehören, wo 4^.0 —ist, die erste aber allen übrigen.

Die drei im mosten § ausgestellten Formen finden sich

in den beiden ersten Gleichungen wieder, mit dem einzigen

Unterschiede, daß die Coordinatcn jetzt auf einander senkrecht

sind, aus welchem Grunde man die Durchmesser, auf die sich/

nun die durch diese Gleichungen dargestellten Curven beziehn,

Apen nennt. Ich will hier die vornehmsten Umstande dieser

Gleichungen wieder in Erinnerung bringen.

i) Wenn die Größen ^ und O beide positiv sind,

was dann der Fall ist, wenn 4^.0 — ,'n der allgemei¬

nen Gleichung positiv ist, so gehört die umgeformte

-Vt- -i- Ou- ---

welche

gibt, einer Ellipse an (§ mo).

Man findet die beiden Halbaxen Ol und Ol,, 4^,

wenn man den Werth von u für t — 0 und den von t für

» — 0 sucht. Hiernach erhält man

O 2
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und bezeichnet man

man
x'
c'

diese beiden Linien mit » und d, so hat

— also O' — ^,

und
.

mithin

-1-^-— I und hieraus t —-r- —

ein Resultat, welches dem des uzten §s ähnlich ist und

eben so eonstruirt wird.

Der gegenwärtige Fall begreift auch die Gleichung des

Rreises unter sich, die man erhält, wenn — ^ ist, wei'

die umgeformte dann

^ -i- u^) --- oder ick -j- ^

wird und die Coordinaten sich rechtwinklig durchschneiden.

Der Halbmcsier ist

Die Gleichung ^tck -p- wird ungereimt,

wenn Ick negativ ist, während ^ und 6' beide positiv sind.

Sie stellt sich indessen als richtig dar, wenn Ick — o ist, und

t —c> und u —o gesetzt wird, wo sie dann bloß den Anfangs¬

punkt der Coordinaten gibt. Dies ist die auf ihren Mittelpunkt

reducirte Ellipse (§ 116). Setzt man in den Ausdruck für

k" (§ i2z) die Werthe von « und /?, so wird man durch

die Coefficientcn der Gleichung (i) leicht die Bedingung auö-

drücken, der die Größe k' genügen muß, um bedeutsam zu

sein.

s) Wenn ^ und (ck verschiedene Zeichen haben, was

dann statt findet, wenn negativ ist, so nimmt

die Gleichung zwischen t und u nothwendig eine von diesen

Formen an:

^'tck — -- k',

— c-u- r',
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und seht man wie vorhin für -O und <X ihre durch s und I,
ausgedrückte Werthe, so erhalt man nach den Reductionen

— ^5- — i und hieraus t — — sXrO -i- ,

n
r -- -j- - 1/^

n

Diese beiden Gleichungen gehören Hyperbeln an (§ 120),
von denen die erste die Axe der t, nicht die der u durch¬
schneidet, weil t darin nicht Null werden kann; von der
zweiten gilt das Gegentheil.

Obgleich der Werth t — IX— IX, den man in der zwei¬
ten Gleichung für u — 0 erhält, imaginär wird, so hindert
Lies doch nicht, daß man im Mittelpunkt O, Or§. 47, eine
Senkrechte OO —s/lX — b errichtet und nach der Analo¬
gie der Ellipse die Linie Ol/, das Doppelte von OO, die
zweite Axe nennt; allein man unterscheidet durch den Na¬
men der Zwerchaxe die Linie IO, welche der Curve begeg¬
net, was von Ol/ nicht gilt. *)

Zst so werden beide Axen einander gleich,
und die Hyperbel wird gleichseitig genannt.

Man sieht, daß wenn — 0 ist, die Gleichungen der
Hyperbel sich auf

H/t? — O'n" - 0 oder

») Wird in der ersten Gleichung u 0 gefetzt, so erhält man k —
d — 01., Iind wird in der zweiten l —o genommen, so istu-^L^VI.
Werden also die Abscisscn auf der Are 11 ^ — 20 gerechnet, so gibt die
erste Gleichung die Curve, welche durch I. und 1/ und die zweite die, welche
dnrch I und I" geht. Mit Hinsicht auf die letztere Curve heißt II' die
Zwerchare und 1.1/ die zweite oder auch die zngcordnetc; mit
Hinsicht auf die erste vertauschen beide Aren ihre Benennungen. DieZwcrch-
are kann größer, kleiner oder eben so groß als die zugeordncte sein. Bei
der Ellipse bezeichnet man allemahl die größere Are mit dem Namen der
ersten oder großen, die kleinere mit dem Namen der zweite» oder

kleinen. uebers.
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reduciren und dann nur noch zwei gerade Linien darstelle»

(§ " 6 ).

I) Hat man 4^L — so gehört die umgeformte

oder —- 4-

einer Parabel an, welche ihrer Axe IL, Ir>. 43, >'m An¬

fangspunkt der Coordinaten und u' begegnet.

Wenn lb?0 ist, und die Gleichungen (a<) S. 210

übereinstimmen, so erhält man — o, ein Resultat, wel¬

ches, da es zweimal i'— 0 gibt, die Axe IL darstellt, mit

der sich die Zweige der Parabel zu vereinigen streben, wenn

lb? abnimmt. *)

Die letzte umgeformte, nämlich

V'r -- k,

welche für r zwei bestimmte Werthe gibt, deutet zwei der Axe

der u parallel laufende gerade Linien an.

Endlich ist noch zu bemerken, daß die Gleichung

e — — o (§ 127)

der Ellipse, Hyperbel und Parabel gemeinschaftlich angehort.

Die erste erhält man, wenn ^ und L" gleiche Zeichen haben,

die zweite, wenn ^ und O von verschiedenem Zeichen sind,

die dritte, wenn ^ — 0 ist.")

Die Gleichung U — ^
L<
— u' zeigt, daß für irgend eine

Abseisse die zugehörigen beiden Qrdinaten um so kleiner lind, je kleiner 1/
wird, und dag mit dem schwindende» L, die Ordinate» aller Abscissen Null
werden, mitbin die Parabel sich in eine gerade Linie verwandelt. Uebers.

»*) Haben und 6' einerlei Zeichen, so ist

r—^ ,

und haben L' und L- verschiedene Zeichen, so ist

r L'>r -j-O l-,2

Construirt man diese Gleichungen, so überzeugt man sich leicht, daß die erste

die Ellipse, die zweite die Hyperbel gibt, für Abselsten vom Scheitel ge¬
rechnet. uebers.
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Der Punkt der Curve, in welchem sich der Anfang der
Loordinaten befindet, wenn man denselben in einem der En¬
den der Ape annimmt, wird der Scheitel genannt. Zn der

Ellipse und Hyperbel gibt es zwei Scheitel, welche in 45
und 47 durch I und I" angcdcutet sind; die Parabel hinge¬

gen, 4L, hat nur einen Scheitel, mithin keinen Mittel¬
punkt, wcßhalb auch ihre Gleichung nicht die Form

-1- Ou- --- x'

annehmcn kann.

§ 129 .

Wenn man vermittelst der bisher entwickelten Formeln

erkannt hat, auf welche Art von Linien sich jeder beliebige

Fall der allgemeinen Gleichung bezieht, so muß man, um

diese Linie zeichnen zu können, die Coordinatenaxcn der um-
gcformtcn Gleichung in ihrem richtigen Verhältniß zu den
ursprünglichen Apen darstcllen und die Größen L, ^
cdcr L? construiren. Hiebei kann der Leser keine Schwierig¬

keit finden, so bald er nur einige Uebung erlangt hat, allge¬
meine Formeln auf einen besonder» Fall anzuwcnden. Zch

halte es daher auch nicht für nöthig, zum Behuf von Ope¬
rationen, die nicht häufig Vorkommen, viele Regeln zu geben,

die ohnedies dem Gedächtniß entschwunden zu sein pflegen,
wenn man cinmahl Gebrauch davon machen will. Das fol¬

gende Beispiel, so einfach es auch ist, wird hinlänglich sein,
die Zwecklosigkeit einer ausführlicheren Anweisung darzuthun.

Man habe die Gleichung

Hält man sic gegen die Gleichung (>), so sieht man, daß

^ — 0 , L— i, 0 — o,
4-^c -- 0 , L----- i
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ist, und da hier 4^6 nicht gleich ist, so gehört dieser

Fall für die umgcformte
L'u" — L'.

Man findet nun, daß (S- 204 und 205)

v, sj-—L, r'--r-i-vL.

Ferner Ist (S. 207)
-o> — 2, ^ —- 2,

folglich hat man

4t- — zu" --- L -4- OL oder r- — u- -- 2 (L -t- OL).

Die gesuchte Curve ist mithin eine Hyperbel, welche von der

Axe der t geschnitten wird und deren beide Halbaxen den Werth

^2(L -t- O L) haben (§128). Geht man auf die Umwand¬

lungen zurück, die vermittelst der Werthe
X — x' -r- «, ^ ^ -l- /?,
x^—int—1111, Iit-t- mu

bewerkstelligt werden, so sieht man zuvörderst, daß sich der

Anfang der t und u in dem Punkt befindet, für den x — «

und ^ ^ ist. Macht man also, Li§. 77, — O,

—— L, so wird dieser Anfangspunkt sein. Be¬

rechnet man dann den Werth von m oder vom Cosinus des

Winkels, den die Axe der t mit der der x bildet, so findet

man , und dieser Werth entspricht dem Cosinus von
s/2

o?,Z. Macht man also den Winkel — o»,Z und

errichtet senkrecht auf so hat man die Axcn der

t und 11. Nimmt man endlich ^"1 — 1 ^—j/2(L -1-OL),

so ergeben sich die Scheitel I und L der Hyperbel, welche

der Ort der vorgelegten Gleichung ist.

Ein ähnlicher Gang wird in jedem andern Fall zum

Ziel führen. Ich habe übrigens dieses schon § 120 behan¬

delte Beispiel gewählt, um zu zeigen, daß die Curve, die dort

durch ihre Asymptoten angedeutet wurde, wirklich eine Hy¬

perbel ist, und um ihre Axen zu finden.
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Oesters untersucht man, welches die Curve ist, der eine

gewisse Eigenschaft zukommt, von welcher man noch nicht weiß,

ob sie einer schon bekannten Curve angehört; in solchem Fall

läßt sich die Gleichung, die diese Eigenschaft ausdrückt, auf

eine der schon untersuchten Gleichungen zurückführen. Dies

werden die folgenden Ausgaben zeigen.

§ 130 .

Die Gleichung einer «Lurve von der Eigenschaft

zu finden, daß die Summe der Entfernungen lVll? und

lVlk' eines jeden ihrer Punkte lVl, 45, von zwei

festen Punkten k und einer gegebenen Linie gleich sei.

Bezeichnet man die gegebene Linie mit 2 n, den Abstand

festen Punkte durch 20, nimmt man ferner den

in der Mitte von befindlichen Punkt O für den An¬

fangspunkt der Coordinaten, so daß O? — -- o ist,

und setzt 01 ? --- X, klVl so wird man finden
lLI? ---- o — x, k^l? — o -1- x.

Da die in k rechtwinkligen Dreiecke klVlL', VlLll?^ geben

so wird man finden

lVllL -- — x)' -t- lzix' -- -1- x)-- -j-

Setzt man aber lVll? — 2, so erhält man lVl^ --- 2» — 2,

weil man nach der Voraussetzung überall in der Curve

lvix -s- lvlx' ---- 2s

hat; man wird demnach erhalten

2 — s/(e —x)2 2S— 2 --- f/(o -t- x)°° -i-

Nimmt man die Quadrate, um die Wurzelgröße wegzuschaf-

fcn, so entsteht
2 ^ — — 2 o X -l- x^ -s-

4g? - 4U2-i-2^ — 0^ -1-2LX-t-X^ -i-

und zieht man die zweite dieser Gleichungen von der ersten

ab, so bleibt
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woraus folgt

— 4 — 4ox,

2
— cx

u >

substituirt man endlich diesen Werth in dem ersten Ausdruck

für 7̂ , so gelangt man zur gesuchten Gleichung, welche

nach den Reductionen

-j- x^ — n" -1- a" (x^ -i-

sein wird.

Diese Gleichung zeigt uns, da sie vom zweiten Grade

ist, daß die gesuchte Curve nur zu einer von denen gehören

kann, welche im Vorhergehenden untersucht sind; und um

zu finden, zu welcher Art sie gehört, gebe ich ihrer Glei¬

chung die Form
-I-(a" — c^)x" — —s"c^.

Vergleicht man sie nun mit der Formel -t- ---l^,

so erhält man, nachdem man in der letzter» ^ und x statt

r und n gesetzt hat,
^ — u", t/ — — a* — n" (^2 —

woraus man schließen wird, daß sie die Gleichung einer El¬

lipse ist, weil c kleiner als s, mithin die Größen ^,0' undl^

wesentlich positiv sind (§ 12 g). Setzt man zur Abkürzung

»2 — c" —8", so entsteht

-k-d^x^ --- u^1>-,

woraus man zieht

Die halben Axen Ol und OI> dieser Ellipse sind a

und b, und da b>^ — — c-2, so zieht nian hieraus

—b>2, 0 -- s/s' —

woraus man ersieht, daß, wenn man nur die Apen II" und

1.1/ einer Ellipse kennt, auf der großen Axe die Punkte

ib und 1'', für welche man lvil' -i-M 1^-11' hat, gefun¬

den werden können, wenn man aus dem Punkt 1., als aus
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einem Mittelpunkt, mit einem Halbmesser, welcher der Hälfte

der großen Axe I I' gleich ist, einen Kreisbogen beschreibt;

denn in den DurchschnittSpunktcn und I? dieses Bogens

mit der Axe I I' hat man

or -- or' --- s/Ri> — 61?
Die hier aufgelöste Aufgabe gibt also eine allen Ellipsen ge¬
meinschaftliche Eigenschaft zu erkennen, nämlich die, daß die
Summe der Linien lVll? und lVlb', die man Leit¬
er ah len (raär'l nennt/ zu den in der großen
Axe befindlichen Punkten ^ und I'', den sogenannten
Brennpunkten, gezogen, immer der großen Axe
gleich ist.

§ 131 .

Diese Eigenschaft bietet ein sehr einfaches Mittel dar,

so viele Punkte der Ellipse, als man will, zu finden, oder

selbst sie durch eine stetige Bewegung zu beschreiben. Denn,

wenn man eine beliebige Zirkeleröffnung I'lVl nimmt, wel¬

che größer als ib'I ist, mit dieser Oeffnung aus 1? als

aus einem Mittelpunkt einen Kreisbogen beschreibt, und

hierauf aus k'', als aus einem neuen Mittelpunkt, mit einem

Halbmesser ib'lVI, welcher dem Unterschiede zwischen der Axe

II' und dem ersten Halbmesser I^IVl gleich ist, einen zwei¬

ten Kreisbogen zieht, so wird derselbe den ersten in zwei

Punkten lVl und lVl' schneiden, welche zur Ellipse gehören.

Wiederhohlt man dies Verfahren mit immer andern Ocff-

nungen des Zirkels, so wird man immer andere Punkte der

gesuchten Ellipse erhalten, und wenn mehrere solcher Punkte

gefunden find, so kann man sie durch einen freien Zug mit

einander verbinden, der die Curve desto richtiger darstellen

wird, je größer die Anzahl dieser Punkte ist.

Wenn die Ellipse sehr groß werden soll, so beschreibt

man sie durch eine stetige Bewegung, indem man in den

Punkten I? und k' die Enden eines Fadens befestigt, dessen
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Länge der Axe II' gleich ist; diesen Faden spannt man ver¬

mittelst eines Stiftes lVl aus, welchen man längs desselben

umhergleiten läßt, bis er wieder an den Punkt kommt,

von welchem er ausgegangen ist; er wird alsdann die ver¬

langte Ellipse beschrieben haben.

Der Abstand c eines Brennpunkts vom Mittelpunkt

wird die tHccentricität der Ellipse genannt-

Die Gleichung z-- ^ — X bietet auch eine

Construction durch Punkte dar, welche in der Ausübung sehr

bequem ist. Nachdem man nämlich aus dem Mittelpunkt O

der gesuchten Ellipse, 46, zwei Halbkreise, den einen

über der großen, den andern über der kleinen Ape als über

zwei Durchmessern beschrieben, und eine große Anzahl Halb¬

messer ON, Obk' . . . gezogen hat, lasse man auf die Ape

II' die Senkrechten k'N' . . . herab, und lege durch

die Punkte k, L'..., in denen die Halbmesser OI§, OlV'...

den kleinern der beiden Kreise schneiden, die Geraden LlVI,

k'lVl'. . . parallel zu II'; die Punkte M, welche

diese Parallelen auf den Senkrechten kN, . . . bestim¬

men, werden zur gesuchten Ellipse gehören. Durch diese Ope¬

ration erhält man nur die eine Hälfte der Ellipse; wenn

man aber dieselbe unter der Ape II' wiederhohlt, so wird

man sie ganz haben-

Um die Richtigkeit dieser Construction cinzusehn, erwäge

man, daß man vermöge desParallelismus der Geraden LlVI

und II' haben muß

on: OR — kn: klvr,

und da

ON -- a, OL --- d, Ok ---- r,

so folgt
VN --- sXOlX—-Ok* -j/s? — X,

und

» : b --^Xu" — X : klN,
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mithin ist

r ki -- ^ .')9.

§ 132.

Zch will nun die im iZvstcn § aufgelöste Aufgabe mo-

dificiren und setzen, man habe, 1 n§. 47 , —lVll? — 11^—2»

statt kll^-i-KIL'— Ls, d. h. es sei der Unterschied der

Leitstrahlen von einer konstanten Größe. Werden die

in dem gedachten § gebrauchten Bezeichnungen beibehaltcn,

so wird man haben

kix -i-x^ -- 2 x)'-i-

kix^ 2 s -i- 2 -- s/(e-i-x)'

woraus man erhält
2 ^ c° - L ox x^ -k- ,

4 L^ -i- 4.L2-»- 2^ — -t- Lox -I-X^ -i-

zieht man die erste dieser Gleichungen von der zweiten ab,

so hat man

4s^->-4^^^4ox oder 2--- —-—, L

und durch diesen Werth von 2 wird man zur Gleichung

t - ä ---0 - L ox - 1-x^ -t-

gelangen, welche sich nach der Entwickelung auf

(0^ - L^)X^ - ^2 - gü)

rcducirt. Zm gegenwärtigen Fall, wo 0 > s ist, muß man

1,2 — —> s° nehmen, welches geben wird

lz^x^-s^

eine Gleichung, die der Hyperbel angehört. Diese Curve

hat mithin die Eigenschaft, daß der Unterschied ihrer Leit-

») Man erhält also aus den Ordinate» des Kreises, der über der gra¬
sten Are beschrieben ist, die Ordinate» der Ellipse, wenn man icne nach dem
Verhältnis; a : d verkürzt. Uebers.
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strahlen HlkundiVl^ der Zwerchaxe II" gleich ist, auf

welcher sich die Brennpunkte k und befinden.
Ich habe schon oben (§ 12 g) bemerkt, daß die Hyper¬

bel eigentlich nur eine Axe hat, daß man aber, um die Ana¬

logie mit der Ellipse beizubehalten, eine zweite durch den
Punkt O auf die erste senkrecht gezogene Axe I.I2 annimmt.
Die Länge Ol, der Hälfte dieser Ape drückt b aus, und die

Gleichung b>" — -r^, welche o — -i- gibt, zeigt,
daß man, um die Punkte kundig zu finden, die Abstände 01?
und O ^ gleich der Hypotenuse des mit den beiden halben Apen
OI und OI, construirten rechtwinkligen Dreiecks nehmen muß.*)

§ 133 .

Die Eigenschaft der Brennpunkte I? und ^ kann zur
Construction der Hyperbel durch Punkte dienen. Zu dem

Ende beschreibt man aus k) als aus einem Mittelpunkt, mit
einem Halbmesser I'Hck, welcher zwar nach Belieben, aber
doch nicht kleiner als k'I genommen werden darf, einen

Kreisbogen, und einen zweiten aus I? mit einem Halbmesser
k'lVl, der um li» entweder größer oder kleiner als der vo¬

rige ist; beide Bogen werden sich in zwei zur Hyperbel ge¬
hörigen Punkten Hl und lVU schneiden. **)

Um ein beliebiges Stück der Hyperbel durch eine stetige

») Wird bei der Ellipse ° — b, so wird c — o und die Ellipse
geht in den Kreis über. Bei der Hyperbel können -> und b in jedem be¬
liebigen Verhältniß zu einander stehn. Ist a b, so nennt man die Hy¬

perbel gleichseitig. Die gleichseitige Hyperbel ist für die Hyperbeln überhaupt,
was der Kreis sür die Ellipsen ist. Wenn die gleichseitige Hyperbel über
einer Are 2 a beschrieben wäre, so würde man ans ihren ürdinatcn die ei¬

ner jeden andern durch dieselben Scheitel gehende» Hyperbel herlciten, wenn
man sie nach dem Verhältniß pon a: b verlängerte oder verkürzte, uebers.

") Am bequemsten nimmt man aus der erweiterten Are vom Schei¬
tel au§ jenseits des Brennpunkts beliebige Punkte <Z, <A - - - an, und be¬
schreibt mit I <2 und I' k), mit I <2' und I- <A... sowohl aus r als aus
Bogen über und unter der Are; die Durchschnitte derselben geben dann je
vier Punkte der Hyperbel. Uebers.
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Bewegung zu beschreiben, richte man ein Lineal so ein, daß

es sich um den Punkt I?' drehen läßt, befestige dann in dem

Endpunkt R. desselben und in dem Brennpunkt I* einen Faden,

bessenLänge um II' kleiner ist alsl?k, und bewege das Lineal

um I?', während man einen Stift lVI dergestalt an demselben

Hingleiten läßt, daß der Faden HlVIlll während der Bewe¬

gung immer gespannt bleibt. Auf diese Weise wird der

Stift einen Dogen beschreiben, welcher zu der Hyperbel ge¬

hört, deren Apell' und deren Brennpunkte ^ und k' sind. H

§ 134 .

Zch stelle mir nun noch folgende Aufgabe: eine lLurve

von der Beschaffenheit z» finden, daß jeder ihrer Punkte

von einer der Lage nach gegebenen geraden Linie ^40,

lu's- 46, eben so weit entfernt sei, als von einem ge¬

gebenen Punkt

Nimmt man auf der durch den Punkt I? senkrecht auf

Lkl gezogenen Geraden einen in der Mitte des Abstan¬

des ^.1? liegenden Punkt I an, so muß derselbe nothwcndig

zur gesuchten Curve gehören, weil er von der Geraden ^0

eben so weit, als von dem Punkt I' entfernt ist. Setzt

man nun

ix^-^I--o', Ik --- X,

so wird für irgend einen Punkt lVl der Abstand

()lVl -- -- ^,1 -t- II> --- c' -«- x

sein, und das rechtwinklige Dreieck kl'lVl wird geben

Mx —i/rx- 1> ^
weil I'k^-II? — II? ist. Nach gehöriger Entwickelung

wird man finden

lVII? - s/c- — x' -t- >'2;

») Verlangt man die gleichseitige Hyperbel, in der — 2 »2, also
in^e^/2 ist, so must die Lange des Fadens dem geman genoniinen
Werden. uebers.



und La der Bedingung der Aufgabe gemäß <)Hl—iVII? sein
muß, so wird folgen

c? -s- x — — 2 c^x -i-

woraus man zieht
2o'x ——2a^x-k-^^ oder /je'x,

die Gleichung der Parabel (§ r2g).

§ 135 .

Um die Curve nach der Eigenschaft,welche ich so eben
zur Erforschungihrer Gleichung angewendethabe, zu con-
struircn, muß man mit einem nach Belieben genommenen
Halbmesser I'lVI, der jedoch größer als II? sein muß, ei¬
nen Kreisbogen beschreiben, — I?iVI nehmen, und durch
den Punkt I? mit der Linie ^.6 eine Gerade I?ÄL parallel
ziehen; der Punkt M, in welchem diese Gerade den Bogen
schneidet, wird zur gesuchten Parabel gehören; denn es ist
offenbar die Linie <)lVI, welche der gleich und parallel
ist, auch der I'lVl gleich.

Dieselbe Eigenschaft gibt auch ein Mittel an die Hand,
die Curve durch eine stetige Bewegung zu beschreiben. Man
lege zu dem Ende längs der Linie ein Lineal, an wel¬
chem man einen Winkelhaken fortschiebt, dessen eine Seite
die Gerade <)L vorstellt, befestige hierauf im Punkt 1? das
Ende eines Fadens, dessen Lange der t)I? gleich ist und des¬
sen anderes Ende im Punkt L haftet, und drücke während
der Bewegung des Winkelhakens diesen Faden mit einem
Stift dergestalt an die Seite daß er immer gespannt
bleibt; der Stift wird so einen parabolischen Bogen be¬
schreiben.

§ 136 .
Die Aufgabe, welche so eben zur Gleichung der Parabel

geführt hat, kann dergestalt modificirt werden, daß sie alle
drei Curven des zweiten Grades in sich begreift. Sie braucht

in
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kn dieser Hinsicht nur folgendermaßen gefaßt zu werden: die

Gleichung einer Lurve zu finden/ m welcher der Ab¬

stand irgend eines Punkts lVl von einem festen Punkt

I', 49, zu dem Abstande eben dieses Punkts

lVl von einer der Lage nach gegebenen geraden Linie

^-6 ein beständiges Verhaltuiß habe.

Zst i : n dieses Derhältniß und wird vom Punkt l?

auf^-L die Senkrechte gezogen, so muß die Curve of¬

fenbar diese Gerade im Punkt I dergestalt schneiden, daß
II* : -^1 — i : n

ist, so daß, wenn man II? durch o- bezeichnet, ,
— HL-

sein wird. Seht man nun II? — x, so erhält

man vermittelst des rechtwinkligen Dreiecks klVlk, eben so

wie oben,

lVl x - ;

und da

--- --- ^1 -t- Ik --- ne- -t- x

ist, so wird man haben

s/(o- — x)^ -i- ^2 . n e- -t- x — i : n,

woraus man zieht

n e- -t- X — n j/(o' — x)^ -1- ;

erhebt man zum Quadrat, so erhält man endlich
n^^^ -k- sn^ — i) x^ — 2 (n -j- i) nc-x o.

Diese Gleichung, welche mit der Gleichung -j- (?/»-

— L-n- — o (§ i 2 g) eine ganz ähnliche Form hat, wird zur

Ellipse, zur Hyperbel oder zur Parabel gehören, je nachdem

n>i, n< i oder u — i ist; sie zeigt folglich, daß die

Eigenschaft, welche den Gegenstand der vorgelegten Aufgabe

ausmacht, allen drei Curven vom zweiten Grade gemein ist,

in Rücksicht auf welche die gerade Linie ^6 die Leitlinie

sOi>ect^i.r) genannt wird. *)

') Die hier bewiesene allgemeine Eigenschaftder Curven der zweiten
Trigonometrie. g)
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Gibt man der obigen Gleichung die Form

--o,

und erwägt, daß die Brüche ^ und — um so kleiner wer¬

den, je größer n wird, so wird man sich überzeugen, daß sie
sich, wenn n unendlich ist, auf

^ -s- L" - 2 o'x — o

reducirt, welches die Gleichung des Kreises für den Halb¬
messer e' ist, wenn der Anfangspunkt der Abscissen in einem
der Endpunkte des Durchmessersangenommen wird (§ y4). I

§ 137 .

Im i 2 gsten § ist gezeigt worden, daß die Ellipse, Hy¬
perbel und Parabel durch eine einzige Gleichung dargestcllt
werden können. Diese Gleichung läßt sich auch unmittelbar
aus jeder der Gleichungen

kl? k>2
^ ^ (u- - x-). ^ (x- - -r-),

hcrleiten, die, da sie sich auf den Mittelpunkt bezieh», bloß

Ordnung kann folgendermaßen zu einer gemeinschaftlichen Erklärung dersel¬
be» dienen: ein Punkt LI, der sich in einer Ebene dergestalt bewegt, daß das
Verhältniß seiner Entfernung von einem in derselben Ebene besindllchen

Punkt r zu seiner Entfernung von einer in ihr der Lage nach gegebenen
geraden Linie LL konstant bleibt, beschreibt entweder eine Ellipse, oder eine
Parabel, oder eine Hyperbel, je nachdem jene Entfernung entweder kleiner,
eben so groß oder größer als diese ist. Uebers.

") Wird die Ercentricität der Ellipse mit c und ihre große Are mit
La bezeichnet, so ist, wenn ihre Scheitel I undU sind, LI —n(a— c) und

I^L — lila -s ch- Hieraus folgt nla — c) — llsa -s- c) — La, mithin

Ist c — o, wie beim Kreise, so ist II unendlich groß. Je kleiner n bei
„»verändertem a wird, um so größer wird c, also um so ereeutrischer die
Ellipse. Ist n — i, so ist o — Für ein endliches » ist dann ir

und für ein endliches ir ist a unendlich groß. Ist n < i, wie bei der
Hyperbel, so ist - > a. Uebers.
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der Ellipse und Hyperbel anzugehören scheinen. Zu diesem
Ende hat man nur den Anfangspunkt der Coordinaten in
einen der Scheitel der durch sie vorgestellten Curven zu ver¬
setzen. Macht man in den Figuren 4Z und 47 Ik---x?, so
hat man in der ersten

X oder Ol? --- Ol — II? s — X?,
und in der zweiten/

X oder Ol? — Ol -i- I? — Ä -k- X?.

Die Substitution dieser Werthe verwandelt obige Gleichun¬
gen in folgende:

. 2k- , k- ,2 2 2k- . k- .2
— -- X?-- X -, —- x^ -s- — XL a- L L-

welche die Form

----- zax?

annehmen, wenn man

2 a
2K-

L

V- --- P X^ -t- — X^ 2 L
? '2

— X-2 L

x setzt. Beide unterscheiden

sich nur durch das Zeichen von n; auch zeigt lu--. 47, daß,
wenn Ik positiv genommen wird, die Axel 1 ^ negativ ist.*)

Setzt man für K- den Werth, den diese Große sowohl
in der Ellipse als in der Hyperbel hat, so erhält man

inienerx —-(130), m dieser x>—-(132).

») Nimmt man die Positiven Abscissen an der Seite des Scheitels I,
nach welcher sich die CurVe krümmt, so ist bei der Ellipse, die keine am

dcre Abscissen znlaßt, die Axe positiv, bei der Hyperbel negativ. Vchalt

man übrigens, die Abscissen vom Scheitel rechnend, in den Gleichungen bei¬
der Curven die Aren bei, so erhalt man für die Ellipse

l--
7- — n (2LX —

lind für die Hyperbel k?
7- — — (x- La x).

In der letztem gilt das Minuszeichen oder das Pluszeichen, ie nachdem man
die Abscissen entweder nach der Richtung der Zuierchare oder nach der entge¬

gengesetzten nimmt, -v ucbers.

P 2
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Führt man hier statt o oder Ok den Abstand 1 k ein, und

bezeichnet ihn mit c', so hat man

entweder c- — n — c-' oder o — » -t- e',

all°
4 3 c-' — 2 c: ^ . 4 3 c:' 2 c- ^

entweder x ---oder x ---,

je nachdem von der Ellipse oder Hyperbel die Rede ist, und

diese Ausdrücke unterscheiden sich auch nur durch das Zeichen

von ».

Beide in der Formel
sc/»

x -- 2- 2 -. -- 4 c' -a L

vereinigt, haben zur Gränze

x -- 40',

wenn man u unendlich nimmt. Zn diesem Fall gehn aber

die Gleichungen

^ 2 n

in — zix' oder — 4e/x'

über, welches die Gleichung der Parabel ist (§ iZ 4 ).

Die Gleichung

71x' -§- x'2
2 3

stellt also alle Linien der zweiten Ordnung dar; sie gehört

der Ellipse an, wenn 3 positiv, und zwar dem Kreise, wenn

--- 2u, der Hyperbel, wenn » negativ, und der Parabel,

wenn u unendlich ist.')

») Der Ausdruck x — , welcher sich auf die Ellipse

bezieht, wurde einen negativen Werth am,-h,neu, wenn man c' > sa setzte,

und die Gleichung — xx'— ^ x' 2, die sich dann in

v? ^ec"?
^ 2»

verwandelte, wurde der Hvverbcl angehvrcn; aber c'drüekt nun den Abstand des
Scheitels von dem entferntesten Lrcnnpunkt oder lkh 47, aus. Vers.—



229

§ 138 .

Die Größe x> wird der Parameter genannt. Sie ist
in der Ellipse und Hyperbel die dritte Proportionallinie zu
den beiden Axen, weil ihr Werth

^ 2b- - 4d-
^ s 2S

die Proportion gibt
2s:2b> — 2b>:^.

In allen drei Curven der zweiten Ordnung drückt der Pa¬
rameter den Werth der doppelten durch den Brennpunkt ge¬

henden Ordinate aus. Nimmt man nämlich

so hat man

2S 2 L

woraus man folgert
„ 4 s2 c - „ . .

4^ —1> 2- — d. j. 2^ —x>. ')

Die Gleichung x- — px^— x'^ enthält zugleich den Ursprung der Be>

Nennungen Ellipse und Hyperbel, wovon jene einen Mangel, diese
einen Ueberschuß bezeichnet. Man muß nämlich das Quadrat der ürdinate

der Parabel, nämlich vxh uni x^ entweder vermindern oder vermehren,2 a
wenn es für dieselbe Abseisse zum Quadrat der Ordinate entweder in der

Ellipse oder in der Hyperbel werden soll. Uebers.

») Der Satz, daß der halbe Parameter die Ordinate im Brennpunkt

iß, ergibt sich auch sehr einfach aus den Gleichungen v — — — xH
b_ ->

-- 1/x^ — und x- --- 4-<x der Ellipse, Hyperbel und Parabel,

Setzt man nämlich in den beiden ersten x ---c und in der leklern x-^- c,
li¬

fo erhalt man aus jener x — — und aus der leytern

Bei der Ellipse und Hyperbel gibt es fünf constantc Linien, a, b, c, c'und x,
welche durch folgende Gleichungen mit einander verbunden find: c-

r>- — b- und c' — L — o für die Ellipse, — «2 -f- 1,2 und ci e — ,,
üb-

für die Hyperbel, ——1> für beide Curven. Man steht, daß je zwei die-
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§ 139 .

Die Gleichungen

unter die Form

(2sx/ -t- x'2)

gebracht, geben die folgenden

x' (2 » - xH 2 n ' x' (2 ir -p- x)
^ x, y* ^

aus denen man ersieht, daß das Quadrat der Ordinate klVl
in einem constanten Verhälmiß zum Produkt der Linien II?

und I'I? steht, welche für die Ellipse x' und 2 a — ech I^i§. 4Z,

und für die Hyperbel x' und 2a -1- x^, 47, sind. H
Nennt man diese Abstände des Endpunkts I? der Ordinate

von den beiden Scheiteln der Curve Abscissen, so verhak«

ten sich in der Ellipse »nd Hyperbel die (Quadrate der
Ordinaten, wie die Produkte der zugehörigen Abscissen.

Wenn man nämlich eine von x? verschiedene Abfcisse,

die aber noch immer von demselben Scheitel gerechnet wird,

mit X? bezeichnet und die entsprechende Ordinate mit V, so

hat man die Gleichungen

woraus sich ergibt für die Ellipse
—xH : X?(2L —X'),

ser Linien die drei übrigen bestimmen, so daß sowohl die Ellivse als die
Hyperbel vollkommen bestimmt sind, so bald man von den süns constanten
Linien zwei kennt. Im Kreise ist a—b, c —0, <^—a und x — 20.
In der Parabel hat man nur zwei konstante Linien 0' und p, von denen
die zweite vicrmahl so groß als die erste ist. Diese Curve wird also, eben
so wie der Kreis, durch eine einzige Linie bestimmt. Ucbcrs.

») Beim Kreise ist p — 2a, also auch ca a — xch, wie
schon die Elementargeometrie lehrt. uebers.

V----L-(2aX'—X'°), X---- L-(2sX>-i-X'-),2 »^ 2s^ "



und für die Hyperbel
^ : X- --x"(2» -,-x') : X'( 2 s ^-Xh,

indem man in dem letzter» Verhältniß einer jeden Propor¬

tion den gemeinschaftlichenFaktor ^ wegläßt.
Die Gleichungder Parabel gibt, wenn sie auf gleiche

Weife behandelt wird, bloß

^ : X- -- x- : X',

woraus erhellet, daß in der Parabel die Quadrate der

Qrdinaten sich wie die zugehörigen Abscissen ver¬

halten.

§ 140 .
Aus der Vergleichungder § 120 und 12g bcigebrach-

ten Formeln ergibt sich, daß bei jeder Curve vom zweiten
Grade wenigstens zwei Systeme von Coordinaten vorhanden
sind, in welchen sich die Gleichung dieser Curve unter der
einfachsten Form darstellt; das eine ist das der Apen, und
das andere das der conjugirten Durchmesser. Zch werde
nun zeigen, daß es eine unendliche Anzahl solcher Coordina-
tcnsystcme gibt. Zu diesem Ende werde ich die Umformung
der Coordinaten auf die Gleichungen anwcnden, welche sich
auf die Apen beziehn.

Zch nehme zuerst die Gleichung der Ellipse

v? — —x") oder -k-b" x^ —

vor, und bemerke zuvörderst, daß kein Grund vorhanden ist,
den Anfangspunkt der Coordinaten aus dem Mittelpunkt zu
verlegen. Da also nur noch die Richtung der Apen zu ver¬
ändern ist, so setze ich bloß

X — rnt -I- xn, — nt -l- HN (§ 122).
Zch lasse den Winkel der neuen Coordinaten, dessen Cosinus
oben (§ i2Z) mit U bezeichnet worden ist, unbestimmt und
berücksichtige folglich die Gleichung
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IN zi -4- II <4 -l- (n p -4- m lg) A — li

gar nicht. Ganz anders verhält es sich mit den Gleichungen
ru^ -4-ri^-4- 2^11111 --- i, g>^-4-^^-4-2Ag><g---i;

denn da die Coordinaten x und ^ auf einander senkrecht sind,

so ist Z — o, woraus sich ergibt
in^ -4- — i, -4-^ — i.

Von den vier Größen in, n, x und <g bleiben demnach nur

zwei zu möglicher beliebigen Annahme übrig. Setzt man

nun die Werthe von x und ^ in die Gleichung

so wird man erhalten

(n"n^-4-b>"in^)t^-4-2(n^n^-t-li^inx)tn-1-(n^cl^-4-b>°^")u^—

und um diese letztere zu vereinfachen, will ich
IIlg -4- ki^inz, — o

sehen, wodurch sie sich auf

(a?n- -4-b.^m^)^ -4-(u^" -4-d^^)u^

reducirt. Um diese Gleichung mit
ch- t2 g,-2 ^2 ^ ^'2 ^,'2

zu vergleichen,') bringe man beide unter folgende Form:
II^ -4- b>2 . g2 ^2 ^,2^2

^,'2 -r- ^2 - i;

sie können dann unabhängig von t und u nur identisch wer¬

den unter der Voraussetzung

i ri^ -4-b>2 i ^
^ ^2^2

oder '«2 ^2 ^2 1^2
>/2 ^ 0 'S __ ^ O _

s" -4--4-'

») Mit andern Worte», um die Gleichung -4-
-j- -tz --- ,°I>^ dergestalt zu verändern, daß die Coefstciem
ten von t? und u° als die Faktoren des bekannten Gliedes erscheinen.

li e b e r s,
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Um sich von der Möglichkeit dieser Umformung zu versi¬

chern, muß man sehn, ob die Bestimmung der Größen w, n,

x und 4 keiner Ausnahme unterworfen ist. Die Gleichung
L^IIH -t- o,

unter die Form
UH _
IN P ^2

gebracht, wird, immer das Verhältniß von x zu H oder das

von -ca zu n zu erkennen geben. Wenn man daraus
H d>" NI

x ^ n

zieht, und zur Abkürzung

k- rn-
ii

seht, so erhält man
H — l>r-

Substituirt man diesen Werth in i, so wird

man daraus herleiten

(i -t- i-2) -- i,

woraus sich ergibt

I>^ 4 ^

welche Ausdrücke immer reell bleiben, wie auch i beschaffen

sein mag. Da die Gleichung -g-— i nur eine der

beiden Größen m und n bestimmen kann, so bleibt dasDer-

hältniß welches in den Ausdrücken für x und H vorkommt,

unbestimmt, welche Größen aus dieser Ursache einer unendli¬

chen Anzahl verschiedener Werthe fähig sind. Es gibt alfo

wirklich eine unendliche Anzahl von Coordinatenfystcmen, in

denen die Gleichung der Ellipse die Form
-l'2 b>'2 II - -- L 2 ^'2

hat, welche der der Gleichung für die Apen

» 2^2 ^2 ^2 ^2 1,2

durchaus ähnlich ist.
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§ 141 .

Wenn man die Gleichung der Hyperbel

^ (x^ — u^) oder

auf eben diese Art behandelt, so wird man haben
(cc^n,"—d°inp>)tii-I-(L"cp^—b>"p>")u^—— L^b^,

8 ?I 1 (P— b>2uip> -i- c>,
—d>2^2 cr^—b>"p>2-——-r- -,— -— i;L^ll" U^ll^

vergleicht man die letztere Gleichungmit

i/- ^
so wird man finden

»2>,2 ->21,2
i '2 — ^ Q —_ ^ "

^2^2^_P,-^2' L-iP- —
Die Ausdrücke für p> und cp werden in diesem Fall von der¬
selben Form, wie in dem vorhergehenden sein, folglich nach

der verschiedenen Annahme von ^ eine unendliche Menge
von Werthen geben. Man ist also berechtigt, bei der Hyper¬
bel einen ähnlichen Schluß zu machen, wie bei der Ellipse.

§ 142 .

Zch gehe nun zur Parabel fort. Ihre Gleichung

^2 — ^x laßt sich nicht durch die Formeln

X — int -I- P)II, X" 11t ^ cp II

in eine andere ihr ähnliche umgestalten; denn man erhält
durch die Substitution

n2i2 -g- 2 ncpiu -p- (p2 ^2 2-- H ck(int -1- p>n),
aus welcher man die Glieder, die mit t2, tu und n behaf¬
tet sind, verschwinden lassen müßte, was geschehn würde,
wenn man n — c> und p> — o setzte; daraus würde aber
in — i, <p --- i, x — r, — u folgen, so daß die Coordi-
naten unverändert blieben. Dies wird aber nicht der Fall



sein, wenn man zugleich den Anfangspunkt der Coordinaten
verseht. Substituirt man für x und ^ ihre allgemeinsten
Werthe

mt -4- x>u -4- «, nt -4- 1411 -4- (§ 122),
so wird man erhalten

n^ t^ -4- 2 NHtll -4- <4^ II^ 4
-4- 2 /?(n t -4- 14 u) — 4 (int -4- x u) > — o.
-4-^.—4«o' , ^

Da man nun wegen der beiden neuen unbestimmten « und ^
über vier Größen schalten kann, so lasse man die mit tn
und n behafteten, und die von t und u unabhängigen Glie¬
der verschwinden, indem man

21114-0, 2/)<4 — 4c<x — 0, — 4«o^--- c>

seht. Der ersten dieser Gleichungen kann auf zweierlei Art
ein Genüge geschehn, entweder durch n — o oder durch
<4 --- o; allein die lehtere Voraussetzung gibt in der zweiten
Gleichung x — o, was mit der Gleichung -4- <4^ — ^
nicht bestehn kann. Nimmt man n — 0, so verschwindet
das Glied n"t^, und es bleibt nur noch

— 4<^nit,

oder, wenn man, wie bisher, die Ordinaten mit t bezeichnet,

^^t^ — 4 c ruii oder t" ----—^—,

eine Gleichung, welche der auf die Axe der Curve sich bezie¬
henden ähnlich ist. Die Annahme n — o in die Gleichung
m" -4- — 1 eingeführt, gibt

IN I;

aus 2/? 2 — 4^41 — 0 zieht man

14 2a^

und diese Gleichung mit x" -4- — 1 combinirt, bestimmt
x und 14. Die Gleichung — 4 0 gibt noch «,
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wenn bekannt ist; die letztere Größe bleibt aber jedes

Werths fähig-*)

§ 143 .

Die vorstehenden Betrachtungen führen auf folgende

Aufgabe: cs ist irgend ein Durchmesser gegeben, man

soll die Lage des zugeordneten finden. Man wird sie

auflbsen, wenn man erwägt, daß, wenn 4z (§ 122)

der Winkel der ursprünglichen Coordinaten x und^ ein

rechter ist, die Dreiecke und rechtwinklig

werden, das eine in k, das andere in <^, woraus folgt, daß

m — ^7^7, der Cosinus des Winkels oder

k"()
und n -- der Sinus desselben ist; daß x --

den Cosinus des Winkels oder und

^ ^ ^u Sinus desselben ausdrückt.

Macht man nun die Anwendung hievon auf die 50

und Ziste Figur, indem man II' für die Axe der x, Ok' für

die der t und OH für die der u nimmt, so erhält man

») Die Are der u in den hier (§ — >42) für die Ellipse, Hyper¬
bel und Pnradel entwickelten Gleichungen

a-- r- -p >>--u- ^
ü-2 f,/2 „2 ——- g,2 p ,2^

geht bei den ersten beiden Curven durch den Mittelpunkt und bei der letztem
durch irgend eine» ihrer Punkte der Are parallel. Die Form aller drei
Gleichungen zeigt auf den ersten Blick, daß diese Abscissenare allemahi ein
Durchmesser sein müsse, in dem Sinn, wie dieses Wort § m erklärt
worden ist. Dasselbe gilt pon der Are der Ordinate» in den beiden ersten
Gleichungen, wie man sogleich steht, wenn man die u in l ausdrückt. Die
Aren der u und r sind mithin bei der Ellipse und Hyperbel allemahl con-
iugirte Durchmesser (§ uz). Uebcrs.



237

n _ §r'/i kOI _ ^
in cov kOI "

ll I!» HOI-2- — —- — ts-

^ coi HOI

-- t§ xoi

--- tA»OI

und da die Gleichungen

-i- k^m^> — o

nc^ — I>^ mzv — o

welche sich § - 4 » und 141 ergeben haben, unter die Form

wo sich das obere Zeichen auf die Ellipse, das untere auf

die Hyperbel bezieht; man wird also leicht den einen der

Winkel kOIund HOI bestimmen, wenn der andere be¬

kannt ist.*)

§ 144 .

Zn der Ellipse, 50, kann man an die Stelle der

Winkel kOI und HOI die Coordinaten der Punkte kund

II setzen; denn bezeichnet man

um sich sich das Minuszeichen zu erklären, muß man bedenken, daß cs ei¬

gentlich der Winkel bNOI ist, dem >; und i> als Sinus und Cosinus ange¬
hören, wie die Vergleichung der 4z und Kosten Figur zeigt.. AuS dem Zei¬
chen ergibt sich, daß dieser Winkel bei der Ellipse stumpf ist. Nimmt man

dafür, wie cs hier gescheht» ist, den spitzen Winkel UVI, so ist seine Tan¬
gente gleichfalls negativ, weil zu einem negativen Bogen eine negative Tan¬
gente gehört. Uebcrs.

m P '

gebracht werden können, so entsteht

kOI IIOI

OL mit «, Lk mit

O 6 mit 6 H mit

so hat man

*) Für die Ellipse ist

e§ UOI —
ooe roi.
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t- xoi

6»^r° »Ol

mithin

/? b-

woraus folgt
S.2 -t- l>^ ««^ o,

eine Gleichung, die verbunden mit der der Ellipse

entweder « und /? oder und ^ gibt, d. i. einen der Punkte

x und », wenn man den andern kennt.H

Zn der Hyperbel, ^r§. 51, gehören und ^ nicht

mehr einem Punkt der Curve an, weil der Durchmesser O »

sie nicht schneidet; da cs aber hier nur auf seine Richtung

ankommt, so kann man statt des Punkts » den Punkt L

nehmen, der der Abscisse 01 entspricht, und dem gemäß

setzen

Bestimmt man hier so erhält man den Punkt k; man

muß aber diese Gleichung mit der Gleichung

Men hat übrigens nur a', d. i. den Punkt 6 zu bestimmen und aus dem¬
selben die Senkrechte 6bl zu errichten, um den Punkt II zu erhalten.

L ? ^ - 1- 1)2 — ^2 H 2 , ^2 ^'2 ^,2 ^2 __ ^2 ^2

welches geben wird

woraus folgt

»01 -- -i-

^2^2 — b" «2 — n-bss

») Es findet sich

l^b- «- -s- »-/Z-

uebers.
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der Hyperbel combiniren, wenn cs der Punkt k ist, den man
sucht.

§ 145 .
Zn der Parabel hat man n — o; hieraus folgt, daß

die Axc 01? der n, 14>. Z 2 , der der x parallel ist, und daß
ihre Lage bloß vom Punkt 0 abhängt, in welchem sie die

Curvc trifft. Dieser Punkt wird durch die Große « -- ->—-
4 c'

bestimmt, welche die Absch>e IL verstellt, die auf der Axe
1L dem Punkt der Curve entspricht, für welchen man zu¬

gleich i: --- o und n — o hat. Die Gleichung -2- ---
I> si

gibt die trigonometrische Tangente des zwischen den Apen der
n und r eingcschloffenenWinkels.

Ich bemerke hier beiläufig, daß, wenn man die Lage
des Durchmessers gefunden hat, der einem gegebenen zu¬
geordnet ist, man zugleich die Lage der Tangente für den
Punkt der Curve hat, in welchem sie von dem gegebenen
Durchmesser geschnitten wird; und wirklich ist sowohl in
der Ellipse als in der Hyperbel, 14'°-. Zo und Z i, der Durch¬
messer OH der Tangente I?D parallel (vergl. § 121 ), und
in der Parabel, 14§. Z 2 , ist dieser Durchmesser selbst die
Tangente der Curve im Punkt O. Z

Kann man umgekehrt durch jeden beliebigen Punkt der
Curvc die Tangente legen, so hat man sogleich die Lage des
Durchmessers, der dem zum Berührungspunkt gezogenen zu-
gcordnet ist.

*) Die Tangente HD der Parabel ist übrigens nicht als ein Durch¬
messer zu betrachten, da ihr die charakteristische Eigenschaft eines solchen

(§ irr) abgeht. Denn lost man die Gleichung der Para¬

bel für Coordinate» aus dem Durchmesser OD (§ i/jü), hinsichtlich auf u

auf, so erhalt man u — die Gleichung der Parabel für CoordinaLen
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Zn den Gleichungen

a'2 iss -i- ^'2 ^'2^ ^'2 ^2 - z/2 ^2 - z'2 ^'2^

von denen die erste der Ellipse» die zweite der Hyperbel an-

gehört (§ 140 und -41), stellen die Buchstaben -ss und 6'

die halben mit einander verbundenen Durchmesser vor; denn

wenn t — o, so ist

u — -L oder 0k — (k,F. Z0 und Zi),

und wenn u — o, so ist

— d>'^ oder — l/2,

welches für die Hyperbel so wie für die Ellipse 0kl — 6'

gibt.')

Man sieht leicht» daß die Größen ni» n, ^» cs vermit¬

telst der Gleichungen irss — r, s," -s- cs^ — i und

vermittelst der Ausdrücke für a ^ und 6'^ aus der Bedin¬

gungsgleichung» welche die gegenseitige Lage der conjugirten

Durchmesser bestimmt, eliminirt werden können» und daß sich

so eine Relation zwischen diesen Linien und den Apen erge¬

ben muß. Die Rechnung wird auf folgende Weise ganz ein¬

fach geführt.

Man erhält zuerst aus den Ausdrücken für und ss"

in der Ellipse (§ 140) die Gleichungen

s'^a^cs" -t- — a^bss» -i-^2^2^

vor¬

aus der Tangente. Man sicht» daß hier zwar für jedes positiv und negativ
genommene r ein gleich großes u» aber immer nur ein positives gehört.
Cvnjugirte Durchmesser gibt es daher nur in der Ellipse und Hvperdel.

U e b e r s.

») Die Gleichung l° ——!>? oder r —1/—bei der Hyperbel
zeigt an» daß es in ihr eigentlich gar keine» durch die Curve selbst begranzr
ten zugcordnctcn Durchmesser gibt. Man nennt indessen, der Analogie mit

der Ellipse wegen, die Dovxelordinate» welche in der Ellipse der Abseiffe

u — 0 angehört, auch bei der Hyperbel den zugcordnctcn Durchmesser.
Vergl. tz »Lg. uebcrs.
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verbindet man hiermit

-t- x* — i, ---r,

so hat man zwei Systeme von Gleichungen, das eine mit

und dag andere mit und ru^. Das erste System

gibt sogleich

2 ^ — a'-d- ^ d- (-r- — L -)

2 " ss-b- "" L-(u- — 1.--)'

,_a'2 — a^i>^ _ (a^ >— 1,2)

^ s ^ a a — 1,2)'

Um und zu erhalten, hat man in diesen Werthen

nur ^ in zu verwandeln, und es ergibt sich

__ b>-(u- — b'-)

^ d'2(a2 —b-)'
L-fl,'- — d>-)

m2 — —— ---
b'2 (L- — 1,2)

Wenn man nun die Bedingungsgleichung (§ i/,o)

— o oder

zum Quadrat erhebt, so erhält man

g 4 n. 2 <^2 —. d>4 ^ 2 ^ 2 ^

und substituirt man in diese Gleichung die Werthe von 1,2,

m2, ^2 ^„d ^2, findet sich nach Weglassung der gleichen

Nenner

(a- — a'-) (s- — 1/-) --- (a'- — d-) (b'- — 1,-),

woraus nach gehöriger Entwickelung, Reduktion und Zerle¬

gung in Factoren entsteht

(L- -d- K-) (a- — l,-) --- (a- — b-) - -t- b'^),

und läßt man noch den gemeinschaftlichen Faktor -,2 — 1>2

weg, so hat man endlich

s--i-b'2--k,r-r-1,2 oder Ox--j-OH2--OI--j-Ol.-.

Da die Ausdrücke für a'2 und 1/2 ,n der Hyperbel (5 141)

auf die Gleichungen

L'2z2^2 a'21,2^,2—. ^2^,2^ 1)'2 ^2^2 ^ j/2 j-,2^2 -- ^2^,2

führen, und die Bedingungügleichung

Trigonomtttte. Q
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»2 NH - b-mp o
ist, so sieht man, daß es hinreichend ist, b- und b'- in der
vorstehenden Rechnung negativ zu nehmen, um sie der Hy¬
perbel anzupassen, und daß man folglich in dieser Curve hat

---— oder Ol?--Oll---- 01-— Ol.-;
es ist daher bei der Ellipse die Summe der «Quadrate
der halben conjugirten Durchmesser und bei der Hy¬
perbel der Unterschied derselben der Summe der Qua¬
drate der halben Apen oder ihrem Unterschiede gleich.

§ 147.
Wenn man die Ausdrücke für s - und ss- bei der El¬

lipse in einander multiplicirt, so wird man erhalten
,2 _ -i^b^

L^II-H--i-u-b-II-p--i-L-b-m-H--1-b^m-p-'

quadrirt man aber die Gleichung a-iiH -p- b-mp o, so
entsteht

ii- H- -I- 2 n- b- MIIP H -l- b^m- p-
oder

ii- H- -k- l,^ m-p- ^ — 2 a- b- m np H,
und vermittelst dieses Werth kann man das erste und lehte
Glied des Nenners im Ausdruck für a'-b'- wegschaffen, wel¬
cher werden wird "-,4___

a- b- II- p- — 2 a- b- III IIP H ^ a- b- m- H-
a-b-

(np—mH)-'
nimmt man auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so wird
man haben

-ppp ----oder a^lp(np — mo) — ab.
HP - III H

Die Größe »p — inH ist hier nichts anders, als der Sinus
des Winkels, den die conjugirten Durchmesser Ol? und Oll,

Zo, mit einander einschließen;denn da n und m der
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Sinus und Cosinus des Winkels kOI, ^ und p der Sinus

und Cosinus des Winkels HOI sind, so muß die Formel

^ xo» -- ^ (koi »oi)
-- >rrn OI cc>5 » OI -t- coi § OI irn »01 (§ 11)

geben

k'O» ^ np — ing^,

wenn man in Erwägung zieht, daß der Winkel »Ol, indem

er unterhalb der Axe II' liegt, einen negativen Sinus,
1)2 IUP

2 —--5^, haben muß, den man in dieser Formel po¬

sitiv zu machen und daher — ^ statt -k- cx zu nehmen hat;

man wird also erhalten

n'b' §ru b'O» — nb.

Es ist leicht einzusehn, daß man, wenn vom Punkt k

auf O» die Senkrechte k's) hcrabgelassen wird, haben muß

1?() — I?0 kO» 1?0»,

und daß folglich die Flache des Parallelogramms

r» --- o» x k() -- n'i>' ^iuro»

sein werde; man kann also aus dem Vorhergehenden schlie¬

ßen, daß das Rechteck aus den halben Axen u und 1> oder Ol

und O» dem aus den beiden Halsten Ok und O» der

conjugirtcn Durchmesser gebildeten Parallelogramm gleich ist.

Man überzeugt sich, daß eben diese Eigenschaft bei/der

Hyperbel statt findet, indem man eben so das Produkt

bildet; nur muß man in Erwägung ziehn, daß in Zi
der Winkel

ro» --- »oi — xoi

ist. Man leitet hieraus die merkwürdige Eigenschaft her,

daß die über coissugirten Durchmessern beschriebenen

Parallelogramme in der Ellipse so wie in der Hzrper-

bel sammtlich dem Rechteck aus den beiden Axen

gleich sind, weil diese Parallelogramme, wie aus den Figu¬

ren zu ersehn ist, aus vier gleichen Parallelogrammen zu-
A 2
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sammengcseht sind, deren jedes dem vierten Thcil des durch

4^d- ausgedrückten Rechtecks der Apen gleich ist.")

§ 148 .

Wenn man den Sinus des Winkels kOlll mit s be¬

zeichnet, so erhält man die Gleichung

spbps — ab»,

welche man mit

a - -g- b>'- ---- a- -j- kr-

in der Ellipse, und mit
L - __ ^ a- — d-

in der Hyperbel vergleichen muß, um die halben Axcn a und

b> zu finden, wenn man nur zwei halbe conjugirte Durch¬

messer und den von ihnen eingeschlossenen Winkel kennt.

Hat man die Axcn gefunden, so gelangt man leicht zu den

Winkeln, welche sie mit de» conjugirte» Durchmessern bilden,

wenn man sich der im lösten § für x?, ^2

beigcbrachtcn Formeln bedient. Diese Ausdrücke geben

q- ^ b-fa- — ss-) n- ^ b>- (a- — b»^)

—b>^)' 111^ —bi^) '

und zieht man die Wurzel aus, so hat man die Tangenten

der Winkel HOI und I?OI.

Eine Bemerkung, die sich hier leicht darbietet und die

ich nicht übergehn darf, ist, daß cs in jeder Ellipse zwei ein¬

ander gleiche conjugirte Durchmesser gibt. Wenn man näm¬

lich in den Gleichungen

a''-b-b /2 — -k-b»?, — gh,

und bp gleich seht, so hat man die Gleichungen

-2_ -k-b>? ab» 2 ab»i» - , s ----- ---

Für die Ellipse lässt tich dieser Satz auch so ansdrneken: das
Parallelogramm, welches die durch die Endpunkte zweier coniugirtcn Durch-
nieipcr gelegten Vcri'iliruugslinien cinschließcn, ist von coustanter Größe. Auch

die Aren sind als zwei coniugirte Durchmesser zu betrachten. ucdcrs.
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welche die Größe dieser Durchmesser und den Winkel, den

sie einschließen, zu erkennen geben. Die Voraussetzung

in den Werthen von <^, x-, n- und macht den ersten

und dritten, so wie den zweiten und vierten, einander gleich;

man hat also alles, was nöthig ist, um mit Bezug auf die

Apen die Lage dieser Durchmesser zu bestimmen.*) "

Für zwei einander gleiche conjugirte Durchmesser der El¬

lipse ist
-t- — s'2.

Diese Gleichung ist der des Kreises ähnlich; der einzige

Unterschied besteht darin, daß die Coordinaten t und u

nicht auf einander senkrecht sind. Man kann daher eine

solche Ellipse leicht construircn, wenn man die Ordinaten

des Kreises unter dem Winkel gegen einander neigt, den die

Durchmesser mit einander bilden. Hieraus ergibt sich eine

leichte Methode, eine Ellipse durch Punkte zu beschreiben, wenn

man ihre gleichen conjugirtcn Durchmesser und den von ih¬

nen eingeschlossenen Winkel kennt. *')

*)
Men hat — — L.

?
oder t§ kOI — pF IssOi; die große Are

halbirt also de» Winkel, den die beiden gleiche» Durchmesser entschließen.

Nur in der gleichseitigen Hpperbel gibt es zwei einander gleiche conjugirte
Durchmesser; denn da bei der Hyperbel »'^ — l>^ ^ iss, g, uinn

nur dann von gleicher Grone mit b- sein, wenn -> — l> iss. In dieser Art

von Hyperbel sind aber jede zwei conjugirte Durchmesser einander gleich.

Der Sinus des jedesmaligen Winkels, den se cinschlies;cn, iss — Uebers.

»») Aus den Gleichungen a — »b und 20'^ -p h- folgt,
daß jede zwei gleiche Durchmesser unter jedem Winkel gegen einander ge¬
neigt die Ellipse geben. Je näher dieser Winkel dem rechten kommt, je
mehr nähert sch die Ellipse dem Kreis. Ucbcrhauxt wird die Ellipse durch
jede zwei unter einem gegebenen Winkel sich schneidende Durchmesser be¬
stimmt. Die Gleichung t° -j- u? gibt für jedes u vier
Punkte der Ellipse, wenn der Coordinatcnwinkcl oder der Winkel zwischen
den Durchmessern bekannt iss. Auch sinket mau Vermittelst der beiden Glei¬

chungen ss- ^ L- -j- b- und — ob die Apen, und kennt
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Zch überlasse cs dem Leser, die Constructionen der bis¬

her vorgekommenen Ausdrücke zu verrichten. Was ich dar¬

über gesagt habe, scheint mir dem Zweck zu genügen, den ich

mir vorgcsctzt hatte, nämlich zu zeigen, wie man die vor¬

nehmsten Eigenschaften der Linien des zweiten Grades ver¬

mittelst einer ganz analytischen Methode unabhängig von den

geometrischen Constructionen herleiten könne.

§ 149.

Nicht bloß, wie bisher immer, durch Beziehung auf eine

Abscisscnaxe vermittelst paralleler Ordinatcn lassen sich die

Curven durch Gleichungen darstellen; ein jedes System von

Linien, welches geeignet ist, die verschiedenen Punkte einer

Curve zu bestimmen, kann eine charakteristische Gleichung

für sie an die Hand geben.

Als eine solche kann man für die Ellipse die § izo er¬

haltene Gleichung

— c:x cr

s a

zwischen dem Lcitstrahl klVl — Fix. 45 , und der Ab-

scisse 0I> — x betrachten. Man leitet daraus eine sehr

einfache Construction dieser Curve her; denn wenn man x be¬

liebig setzt, so erhält man ^ durch Proportionallinien, und

zieht.man diese Größe von a ab, so hat man 2 oder rlVl,

und beschreibt man aus I?, als Mittelpunkt, mit dem Halb¬

messer k lVl einen Bogen, so wird dieser die Senkrechte 1? lVl

in dem zur Ellipse gehörigen Punkt l^l schneiden. Wenn die

inan diese, so hat man m?
->-(!>» — V-)

, mithin die Lage der Aren,
b

Mid die Ellipse lasst sich »ermittelst der Gleichung 7 — X? con

struiren. Aehnliche Betrachtungen finden bei der Hyperbel statt. Uebers

c..
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Abscisse ln den Thcil 01 ' der Axe fiele, so würde man, da

» negativ wird, 2 — s -t- ^ erhalten.

Diese Gleichung unterscheidet sich von den bisherigen
dadurch, daß die Ordinate, statt immer einer und eben derselben
Axe parallel zu sein, beständig ihre Richtung ändert, und nur
der Bedingung unterworfen ist, daß sie durch einen gegebenen >

Punkt geht; auch gehört die Gleichung 2---» — —, obgleich

vom ersten Grade, nicht mehr der geraden Linie an, wie in
dem Fall, wo ihre Coordinatcn festen Apen parallel laufen.

In dem System, welches ich jetzt betrachte, ist es am
natürlichsten, den Anfang der Abscisfen in den Punkt k zu
versetzen, von welchem die neuen Ordinaten oder die Leit¬
strahlen ausgehn, und dem zufolge OL — x mit kL — x'
zu vertauschen, welches gibt

X oder OL— Ok — LL — c — x',
mithin

c(c—x') ^ -1-ox' b>^
n n — a '

Am gewöhnlichsten führt man den Winkel ILM statt
der Abscisse x' ein, indem man in dem rechtwinkligen Dreieck
kdclL

kL---klVl corLklVI oder x' —— - co§ ILM hat (§ 2z);
bezeichnet man also den Winkel IklVl mit <p, so erhält man

b>2 — orcoiip2 —-- oder 2 — -—-.
-t n -t- 0 co>r (p

Diese letztere Gleichung ist von großem Nutzen in der
Anwendung der Analysis auf die Astronomie; man nennt sie
polargleichung, so wie alle diejenigen, deren Ordinaten von

O einerlei Punkt, den man den Pol der Lurve nennt, aus-
gehn.")

*) Stellt die Ellipse, die Nah» einet Planeten, k den edrt der Sonne,

I die Sonnennähe und I' die Sonnen,erne vor, so Ist /. — -,
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L

Wird di- Gleichung » — welche sich auf die

Hyperbel bezieht (Z 132), ähnlichen Umformungen unterwor¬

fen, so erhält man

In der Parabel hat man, wenn man ^>1 — 2 setzt, Iu°'. 4g,

---- c' -k- r, weil --- (^k ist (§ iz/j). Macht man

k k so erhält man

X -- 11- — xp> - c' — <

und hieraus
2 — 2c' — x',

2 — 3c' — 2 co§ P oder 2 — —^-—.

Die drei Polargleichungen, die hier entwickelt worden

sind, können in eine zusammengestellt werden, wenn man in

die beiden ersten statt der zweiten Axe den Parameter ent¬

fährt, also znj, statt l,2 schobt (g 1Z7). Da sich durch

diese Substitution die Gleichung der Ellipse in

wo entweder das ödere odrr das untere Zeichen gilt, je nachdem <p de» Ab¬
stand des Planeten von der Sonnennähe, oder den von der Sonnenferne

bezeichnet. Es versteht stch, daß jedes Zeichen in das entgegengesetzte über-

») <z->wird hier, wie es bei der Cllivfe gescheht! Ist, an der vom Mit¬
telpunkt adgewandten Seite genommen; »ach der entgegengesetzten erhält man

lieber diese Gränzc hinans wird n negativ, d. i. der Leirstrahl trifft, über

den Brennpunkt hinaus verlängert, das andere Stück der Hvpcrbel, uebers.

— n* — cx' —cx'

und u —

<r

8 ^ -h- 02 co§g>
oder 2 — -

-r -— c co5 ip

i -t" co5lp

§ 150 .

2 -
u -k- 0 co5 >p

co^ P

geht, wenn P rum stinnpfen Winkel wird. Hebers.

Wenn in der letzter» Formel P stumpf wird, so hat

man wieder n ^ —
K-

Ist dann -0» P ^ , so ist r unendlich.
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verwandelt, so geht sie in die der Hyperbel über, wenn s ne¬

gativ und e >- s ist, und in die der Parabel, wenn man

o --- a und beide Größen unendlich setzt, in welchem Fall

x — wird (§ 137).

Setzt man — s so ist, wie man leicht sieht,

e2),
mithin

^ g(l — o-) .2 — ---,
I -i- s co§ P

und bringt man in diese Formel statt n die Entfernung des

Scheitels vom Brennpunkt, so hat man o —n— also

— — v - -. Hieraus folgt n --, und wirdn a 1 — <r

dieser Werth substituirt, so erhält man

— -t- s)

r -i- o cos P'

eine Formel, welche entweder der Ellipse, der Hyperbel oder

der Parabel angehört, je nachdem o < i, o > i oder

v — i ist.

§ ibi.

Die Haupteigenschast der Ellipse, der Hyperbel und der

- Parabel, welche im iZysten § dargethan worden ist, und so¬

wohl in Rücksicht auf die Apen als auf die Durchmesser statt

hat,"') findet sich in den verschiedenen Curven wieder, welche

aus dem Durchschnitt einer tonischen Fläche mit irgend einer

Ebene entstehn. Hier sind die synthetischen Beweise.

Es sei -4 LL, ZZ, irgend ein Kegel von kreisför¬

miger Grundfläche, d. h. ein Körper, der durch die Fläche

») Von de» Durchmessern ist die Eigenschaft im Obigen nicht aus¬
drücklich bewiesen worden; ste folgt aber aus der vollkommen übcreinstim-
»iigen Fori» der Gleichung für die Are» und conjugirten Durchmesser.
Vergl. § 140 und ,41. Uebers.
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begränzt wird, welche entsteht, wen» sich um den Kreis
^.0111) eine gerade Linie dergestalt bewegt, daß sie in jeder
ihrer Lagen durch den Punkt 8 geht. Zuerst ist offenbar,
daß man, wenn durch die Spitze 8 dieses Kegels eine Ebene
681) gelegt wird, zwei gerade Linien erhalten muffe, welche
den beiden Lagen der erzeugenden Geraden entsprechen, die
sie in den Punkten 6 und I) annimmt, wo die Ebene 081)
den Kreis ^OLI) trifft. Zweitens, wenn die schneidende
Ebene -L'O'L'I)' der Grundfläche ^OLO parallel ist, so
wird der Durchschnitt ein Rreis sein, wovon man sich leicht
überzeugen kann, wenn man sich durch die 2lpe 8 0 des Ke¬
gels irgend zwei Ebenen ^8L, 081) gelegt vorstcllt, welche
^OLI) und ^'O'U'I)' in und ^'L', 01) und O'D'
schneiden; denn man hat alsdann die ähnlichen Dreiecke

008, 008,
welche geben

0 0 O'O' --- 80 : 80',
und die ähnlichen Dreiecke

^ 08 , ^' 0 ' 8 ,
welche geben

^O : ^'0' -- 80 : 80',
woraus folgt

/cO : ^'O'--OO : O'O';
und da nach der Voraussetzung ^.0-00 ist, so wird man
haben

^.'0' -- O'O',
woraus erhellet, daß alle von O' nach dem Umfange des
Schnitts ^,'O'U'I)' gezogene Geraden einander gleich sind,
der Schnitt mithin ein Kreis ist.

Es muß bemerkt werden, daß sich die Fläche des Kegels
sowohl unterhalb der Grundfläche ^,0L1) als oberhalb der
Spitze 8 ins Unendliche erstreckt, weil nichts vorhanden ist,
was die Länge der erzeugenden Linie bcgränzte, und man
sicht leicht, daß der Thcil 8b der Verlängerung der Gera-
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den 8L einen zweiten Kegel beschreibt, welcher in Vergleich
mit dem vorigen eine umgekehrte Lage hat.

§ 152.

Dies vorausgesetzt, wollen wir annehmen, der Kegel
-18L, 15'°-. 54, werde von einer Ebene geschnitten, die der
Grundfläche nicht mehr parallel ist, sondern ihr nach der
Richtung der Geraden OH begegnet. Auf diese Linie fälle
ich vom Mittelpunkt aus die Senkrechte0 6, durch welche
ich das Dreieck lege. Es ist klar, daß, wenn die
schneidendeEbene zugleich die beiden Seitenlinien 8^ und
8L des Kegels trifft, mithin nicht in den obern Kegel a8b>
übergeht, der Schnitt IlVlI'ru eine geschloffene Curve sein
werde.

Zch lege nun parallel nut^cLO zwei Ebenen LKILm
und L'lVl'L'in', welche zugleich die schneidendeEbene I lVl I'm
treffen. Die DurchschnittSlinien lVliri und lVIOrk der beiden
ersten Ebenen mit der dritten werden OH parallel, folglich
auf LL undL'L' senkrecht sein, die ihrerseits parallel sind, als
die Durchschnitte der Ebenen LlVILm und L'lVkL'm' mit
der Ebene ^8L. Da nun die Curven LlVILur, L'lVI'L'uk
nach dem vorhergehenden § Kreislinien sind, so wird man
haben

k lVI-^ L k X L k, k'lVI'- --L'k'X L'k'.
Allein die Linie II', die Durchschnittslinie der Ebenen ^8L
und IlVII'ui, bildet mit den Linien LI?, L'I" und den
Seitenlinien des Kegels die ähnlichen Dreiecke Lik, L'Ik',
und die ebenfalls ähnlichen Dreiecke Ll'k, L'I'k'; die bei¬
den ersten geben

Lk : L'k' -- Ik : II",
und die beiden andern

Lk : L'k' -- I'k : I'k';
multiplicirt man nun diese Proportionen Glied für Glied,
so wird man erhalten



252

LI> X kW : LW X kW' -- I I? X IW : II" X IW',
und substltuirt man statt IW X kl und kW" X k'I" ihre
Werthe und k'iVI^, so entsteht

llVI- : lWl- -- Ik X kl : II" X IW',

eine Proportion, welche die § iIy ausgestellte charakteristische
Eigenschaft der Ellipse ausdrückt.*)

§ 153.
Es ist noch zu bemerken, daß, wenn das Dreieck 8II<

dem Dreieck 8^W ähnlich wäre, ohne daß die Linie II' pa¬
rallel zu ist, welches statt finden würde, wenn der Win¬
kel 811' dem Winkel 8^.11, also auch der Winkel 8ll
dem Winkel 8LH. gleich wäre, die Dreiecke kll und kIW
eben so wie die vorhergehenden einander ähnlich sein und
geben würden:

LI> : II --- IW : kl oder kl x kl ^ II? x IW;
und da man im Kreise klVlkiu hat

l^W kl X kl,

so würde man auch haben
llVl- -- II X IW.

Der Schnitt IlVII'm wäre also in diesem Fall selbst ein
Kreis, wenn die Qrdinaten liVI auf dem Durchmesser IW
senkrecht ständen. Damit aber diese letztere Bedingung er¬
füllt werde, muß der gemeinschaftliche Durchschnitt Ott ver¬
schneidenden Ebene mit der Grundfläche des Kegels zugleich
auf den Geraden O^, und Ol senkrecht sein, das heißt er
muß auf dem durch die Axe gelegten Dreieck 8^l senkrecht
stehn, folglich muß auch dieses letztere selbst auf der Ebene
der Grundfläche des Kegels und zugleich auf der schnciden-

») Die Linie II" ist nämlich ein Durchmesser der Curve, weil stc,
wie man leicht steht, die DurchschnIUslinien Mm, IVUme stimmtlich ljalbirt.

Die Are wird ste nur in dem Fall sein, daß sie II6 senkrecht schneidet.
U eb er s.
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den senkrecht sein. *) Wenn alle diese Umstande Zusammen¬

treffen, so wird die schneidende Ebene eine zur Grundfläche

antiparallele genannt, und es folgt hieraus, daß in einem

Kegel von kreisförmiger Grundfläche der derselben antiparal¬

lele Schnitt, eben so wie der parallele, einen Kreis gibt. **)

§ 154 .

Wenn die schneidende Ebene in Ansehung der Seiten

des Kegels eine Lage hätte, wie sie Lr§. ZZ darstellt, das

heißt, daß sie zugleich beide entgegengesetzte Kegel treffen

könnte, so würde sie in jedem Kegel eine unbegränzte Curve

bilden, weil sie, einmahl in den Kegel übcrgegangen, ihn nicht

wieder verlassen würde. Da die beiden entgegengesetzten Ke¬

gel eigentlich nur eine einzige Fläche ausmachen, so müssen

auch die beiden Curven LIL. und L/kltt so betrachtet wer¬

den, als wenn sie nur eine einzige bildeten. Man wird

hierin schon leicht eine Analogie zwischen dieser Curve und

der Hyperbel wahrnehmen; um aber ihre Identität darzu-

thun, muß man in der ersten eine der charakteristischen Ei¬

genschaften der zweiten Nachweisen. Nimmt man an, man

habe die Ebene wie in § 1 Z 2 bestimmt, die Ebene

LlVlLm der parallel gelegt und die Geraden IL,

lVlm und lVUin? gezogen, welche die Durchschnitte der schnei¬

denden Ebene mit den drei Ebenen -4.LL, LlVlLm und

A-LLO sind, so wird man die beiden Paar einander ähnli¬

chen Dreiecke Lik, ^.11" und Lkk, Lkl" mit einander

») Die gedachte Lage hat das Dreieck SäL nur dann, wenn es
durch de» Neigungswinkel der Are geht, oder wenn Sä. und SL die größten
und kleinsten Seitenlinie» des schiefen Kegels sind. ttcders.

»») Wenn NI und äL parallel wären, so würde 8NI ^ LäL und
LIN SLä sein; bei der antiparallelen Lage dagegen ist 8NI — 81! ä.
und SIN — SäL. Leib nil; hat diese im gegenwärtigen Fall bequeme
Benennung zuerst gebraucht, Louet. 1691 7-«^. 279. Begreiflicher¬
weise kan» der antiparallele Schnitt nur im schiefen Kegel Vorkommen,

U c b er s.
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vergleichen können, welche geben werben

DL : E -- I? : II»

DL : LI" -- LL: LI»;

multipli'cirt man diese Proportionen Glied für Glied in ein¬

ander, so erhält man

DLxDL: ^I"x LI" — II> x LL : II» : LI".

Da aber die Schnitte DtVIDm und t^LLV Kreise sind,

deren Durchmesser DL und^-L der Construction gemäß auf

lVl m und lVLnL senkrecht sind, so wird man haben

DL x DL -- LlLI-, t^L' x LL' -- L'M'-,

folglich

LM- : L'lVI'- -- IL X LL : IL' X LI»,

eine Proportion, in welcher die im iZysten § bewiesene cha¬

rakteristische Eigenschaft der Hyperbel auögedrückt ist.

§ 155 .

Es bleibt noch der Fall übrig, wo die schneidende Ebene,

wie in Dr>. 56, einer der Seiten des Kegels parallel ist.

Sie kann in diesem Fall nur einen von den beiden entge¬

gengesetzten Kegeln schneiden, allein aus demselben nicht hin-

auögehn, so daß der Schnitt lVLInL eine offene und unbe-

gränzte Curve sein wird, wie die Parabel, mit der sie auch

wirklich identisch ist. Wenn nämlich die Ebenen t^LL,

DlVIDiri, ^LLO die oben gedachte Lage haben, so gibt der

Parallclismus der Linien II" und 8L

DL --- LI»;

andererseits folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke DIL, t!ell"

DL : ^.L' -- IL : II».

Multiplicirt man nun das eine Gleid des ersten Verhältnis¬

ses durch DL, und das andere durch LI", so wird man er¬

halten

DL x DL : ^, 1" x LI" -- IL : IL'.

Da man aber in den Kreisen DlVlDire und ^DLO hat
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x^- -- L? x kk,' u-lVl- -- x Lk',
so «st

UM- : k'M'- ---- Ik : I?',

eine Proportion, welche der Ausdruck der in § izy aufge¬
stellten charakteristischen Eigenschaft der Parabel ist.

§
156

.

Die Umstande, unter welchen die Linien der zweiten
Ordnung ihre Natnr andern, lassen sich auch im Kegel wahr-
nehmcn. In der That, geht die schneidende Ebene durch die
Spitze, aber nicht in den Kegel über, so rcducirt sich der
Schnitt auf einen Punkt, der dem entspricht, von welchem
§ 116 die Rede gewesen ist.

Wenn die schneidende Ebene, immer durch die Spitze
gelegt, in den Kegel übergeht, so erhält man zwei gerade Li¬
nien, und entfernt man sie dann von der Spitze des Kegels,
indem man sie parallel mit sich selbst fortschiebt, so ergibt
sich eine Reihe Hyperbeln, deren Asymptoten die eben ge¬
dachten, durch Senkrechte auf diese Ebene projicirten geraden
Linien sind (§ iig und 12g).

Zst die schneidende Ebene der Seitenlinie des Kegels pa¬
rallel, so berührt sie, wenn sie zugleich durch die Spitze geht,
den Kegel in einer geraden Linie, die man aber als eine
doppelte zu betrachten hat, weil sie die Vereinigung der bei¬
den Zweige der Parabel ist, die sich unaufhörlich einander
nähern bei der Verengung, welche die Curve erleidet, so wie
die schneidende Ebene ihrer Berührung mit dem Kegel im¬
mer näher kommt (§ 119, 12g).

Ze weiter man dagegen die schneidende Ebene von der
Spitze des Kegels seiner Seitenlinie parallel entfernt, um
so mehr öffnet sich die Parabel in der Gegend ihres Schei¬
tels, und um so mehr nähern sich mithin ihre Zweige der
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Senkrechten, die man in diesem Punkt über ihrer Axe er¬

richtet. *)

Ich werde nun die Eigenschaften der die Curven 'vom

zweiten Grade schneidenden und berührenden Geraden unter¬

suchen. Um die Methode, die ich oben (§ 105) auf den

Kreis angcwendet habe, hier weiter zu verfolgen, will ich die

Gleichung

der Geraden betrachten, die durch einen Punkt geht, dessen

Eoordinatcn « und sind, und mit der?lxe der Abscissen

einen Winkel bildet, dessen trigonometrische Tangente -4. ist

(§ 88). Ich stelle sie mit der Gleichung ^ — rnx-t-

zusammen, die sich auf die Form -t-—L/u'—0

*) Die umstände, unter denen die Kegelschnitte (so nennt man
gewöhnlich -die Linien des zweite» Grades, die hier sämnttlich im Kegel
uachgewiese» werden sind) gebildet werde», lassen sich folgendermaßen kurz
zusammcnfassen. Legt man durch die konische Fläche eines KegelS von
kreisförmiger Grundfläche nach der Richtung der Are einen Schnitt, so er,

hält man den von zwei Seitenlinien Sä. und LU, stssF-54- gebildeten Win¬
kel äLU. Durch irgend einen Punkt 1/ in dem einen Schenkel desselben
lege man einen Schnitt I'IAI dergestalt, daß dessenEbene die Grundfläche
des Kegels in einer gegen äU senkrecht gerichteten Linie schneidet. Ist nun
der Winkel äl-I, den die Durchschnittslinie IUI der Ebenen äLL und I-Lll
mit der Seitenlinie -t^L bildet, größer als äLU, so trifft der Schnitt
I-KII die Seitenlinie LU disscits der Spitze und die Figur desselbenist eine
Ellipse, die rum Kreis wird, wenn der Schnitt entweder der Grund¬

fläche des Kegels parallel ist, oder zu ihr die antiparallele Lage hat (h 15z).
Ist äl-I — äLL, so entsteht die Parabel. Ist endlich äl/I < äLL,
so trifft der Schnitt die Linie LU jenseits der Spitze und geht zugleich durch
den zweiten Kegel, de» sämmtliche über die Spitze hinaus verlängerte Sei¬
tenlinien des gegebenen bilden. Die Schnitte in beiden Kegeln zusammenge-
nvinmcn geben dann die Hyperbel, und wenn man dieselbe auf die pa>

rallel mit ihr durch die Spitze des KegelS gelegte Ebene projicirt, so lind
die Seitenlinien, in welchen diese Ebene die konische Fläche schneidet, die
Asymptoten der Hyperbel. Fällt l- in 8, so wird die Ellipse zum Punkt,
die Parabel zur geraden Linie, die Hyperbel zu dem Winkel, den die Asympto¬
ten einschließen, »ebers.

X — /? — — «)

(§ i2g)
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(§ i2g) bringen läßt, mithin alle drei Curven des zweiten

Grades in sich begreift. *) Seht man, wie § 105, >

' s/(x — «)- -I- (x —— r, '

so wird man haben

-«-t- - — , ^ — st -l- --— ,
s/i -i- ^

und macht man zur Abkürzung —— - — so wird

kommen

X — tt -I- ^ ^ -i- ^-^2. ,

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung

— INX -p- IIX^,

so erhält man die umgeformte

-k--l-

— IN a -s- NI^L 11 «^ -j- 2 N «^2 -p-

Bringt man alle Glieder auf die eine Seite des GleichheitS-
Zeichens und ordnet sie nach 2 , so wird man finden
(k.-- - n)^'^ — ^ni- — na)2vk^-t-/Z-—ni«— na^— 0 ,
oder

^2 _j__
2 ^ in — na) -IN« — n«^

(K.2 — n) ^ ^ < 2 X Xe —- O.

In dieser Gleichung stellt die unbekannte 2 den Abstand LKI,

^r'§. Z6, des gegebenen Punkts L von einem der Durch¬

schnittspunkte KI und KI' der Geraden LKI mit der Curve

^.L vor; von dem Werthe dejsclben kann man leicht zu denen

der Coordinatcn dieses Durchschnitts gelangen.

*) Man kann sie auch geradezu mit der Form
r.7- --- I>x-

2L

vergleichen, welche alle drei Curven des »weite» Grades in sich begreift

(h 1Z7) und sieht, dak m de» Parameter bezeichnet und » bei der Ellipse

dcn Werth — ^ hat, der bei der Hyperbel sei» Zeichen ändert und bei

der Parabel 0 ist. Hebers.

Trigonometrie. N

«
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Aus der Beschaffenheit der eben entwickelten Gleichung
erhellet, daß eine gerade Linie eine Lurve des zweiten
Grades in nicht mehr als zwei Punkten schneiden
kann.

Schließt man hier eben so, wie beim Kreise (§ 107),
so wird man leicht einsehn, daß die beiden Werthe von 7
einander gleich werden muffen, wenn die vorgelegte Gerade
die Curve, wie im Punkt N, nur berührt, weil sich die
Punkte lVl und lVU um so mehr nähern, je näher die Linie
LlVl der Lbil kommt. Da die Differenz der beiden Werthe
von 7, welche in der Formel

begriffen sind, durch

ausgedrückt ist, und immer die Länge der Sehne dar-
stcllt, so wird sie Null, wenn die Punkte lVl und lVU auf
einander fallen; sie gibt folglich für den Berührungspunkt N
die Gleichung

Wenn man sie entwickelt, so wird als ein allen Glie¬

dern gemeinschaftlicher Theiler, verschwinden, und die hieraus
entspringende Gleichung wird ^ geben, folglich die Lage der
Geraden Libl bestimmen, welche durch den Punkt L derge¬
stalt gelegt ist, daß sie die Curve berührt.

Um nur die einfachsten Fälle zu betrachten, will ich an¬
nehmen, der Punkt L liege auf der Ape der Absciffen,

§ 158 .

^ - ^IN - n«
— n)^

2 1/^ — ^IN — na ^ — ina — na"

— n).V-
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H'§. Zy. Es wird dann st' — », und man erhält die Glei¬
chung

m«-s- n«^ ^
^ — ri O'

welche sich nach der Entwickelung auf

reducirt und

— in «-n«"

gibt. Dieser Ausdruck stellt sich unter einer imaginären
Form dar; allein er kann vermittelst der besonder» Werthe,
welche die Großen in, n und ce erhalten, reell werden, und
dies wird überall der Fall sein, wo die Lage des Punkts L
und die Natur der Curve gestatten, eine Tangente an diesen
Punkt zu legen.

§ 159 .

Es gibt noch einen Fall, in welchem sich die Bedingung
der Berührung sehr vereinfacht, nämlich den, wo der ge¬
gebene Punkt, indem er auf der Curve selbst liegt, mit dem

Berührungspunkt identisch wird. Denn nimmt man an, daß
der Punkt L, Zg, in ÜVl übergeht, so findet zwischen
« und st dieselbe Beziehung statt, wie zwischen x und x auf
der Curve ^ L, d. h. man wird haben

st^ — ui« -r- ir«" oder st^ — m« — n«" — o,
wodurch die Gleichung (i) auf folgende gebracht wird;

st-^ — ^rn — II« --- o,

») Die Gleichung c>), die sich einfacher so darstellen läßt
(st^ — a-n — n«)^ — — n) (st^ — m« — n«^),

löst die Aufgabe: von einem ausserhalb einer Curve des zweiten Grades

befindlichen Punkt eine Tangente a» fie zn legen. Sie gibt die trigonome¬
trische Tangente des Winkels, den die Nernhrungslinie mit der Are der Ab-
scissen bildet. Für den Fall, daß dieser Punkt in der Abseissenare selbst liegt,
vereinfacht sich die Gleichung in

(m « -j- II «2) -j- a — o.

N 2

kleber s.



Dies ist der Ausdruck für die Tangente des Winkels, welchen

die Gerade DlVl mit der Are der Absciffen machen muß, um

die Curve zu berühren.

Die Lage dieser Geraden würde auf eine bequemere

Weife gegeben sein, wenn man noch einen zweiten Punkt

derselben kennte, und der, welcher sich am natürlichsten hiezu

darbietet, ist der Punkt D, wo sie die Are der Absciffen

trifft, und für den man in der Gleichung ^—«)

(§ 65 ) ^ — o hat. Es wird hieraus folgen

— ^ ^ (x — «) und x — « —-^ .

Da die Große x — « der Unterschied der Absciffen der

Punkte lVI und 1 ist, so bezeichnet sie den Thcil kl? der

Are setzt man also für ^ seinen Werth, so wird man

haben

Die Linie kD wird die Subtangente genannt, und

wenn sie construirt ist, findet man die Tangente, indem man

den Punkt 1 mit dem Punkt lVl durch eine gerade Linie

verbindet. '*)

») In der Figur Ist kl die Summe der Linien Ll und ä,k, weil
die Abfciffe Ll des Punkts l in Rücklicht auf die Abfciffe des Punkts
M negativ ist. .Vers,

-») Die Formeln cm ff und geben die analytische
ff n«

Auflösung der Aufgabe: durch einen gegebenen Punkt einer Curve des zwei¬
ten Grades eine Tangente zu zieh». Die erste drückt die trigonometrische
Tangente des Winkels aus, den die Verührungslittie mit der Are der Ab¬
sciffen bildet, die zweite die Subtangentc. uebcrs.
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§ 160.

Um den Ausdruck der Subtangente ln jeder der Cur-

ven vom zweiten Grade insbesondere zu erhalten, braucht

man bloß die Gleichungen

^x-, ^---xx-4-^x-, ^--xx,

nach einander mit ^ — mx -s- nx^ zu vergleichen. Er¬

wägt man, so wie oben, daß « und /?, indem sie die Coordi-

natcn des auf der Curve liegenden Berührungspunkts aus-

drücken, zu einander dieselbe Beziehung haben müssen, wie

x and und substituirt man daher für ^ seinen Werth,

so findet man aus der ersten zur Ellipse gehörigen Gleichung

rn — x, n -L- ,LL

und daher
2 (2 n — «) cr

x (n — «) L ^

aus der zweiten zur Hyperbel gehörigen

ra
2N

und daher 2 N
(2 L -4- «) «

^ (n -i- «) L -t- cr

aus der dritten zur Parabel gehörigen endlich

m — n 0 ,

und daher

26 ^
xo? ^ — 2«.

l?

Dieser letzte Ausdruck, der einfachste von allen dreien, zeigt,

daß die Subtangente in der Parabel der doppelten Ab-

sciffe gleich ist. Das Minuszeichen, womit er, so wie die

übrigen, behaftet ist, gibt zu erkennen, daß die Subtangente

auf der Axe.ü.L vom Punkt I? aus nach der Seite hin, wo

die negativen x genommen werden, getragen werden muß; da



aber die Gestalt der Curve hinlänglich zeigt, auf welche Seite
die Subtangente fällt, so werde ich von nun an das Zeichen
vor ihrem Ausdruck ganz ausser Acht lassen.

Die Construction der beiden ersten Ausdrücke hat keine
-Schwierigkeit. Man hat für die Ellipse

LN« -«^ ^
a — « : LN — « — « : --— l? ll?,a — «

für die Hyperbel
. LN«-k-«2S-4-« : 2 n -l- « — « : -—

n -p-«
es reducirt sich also alles darauf, vierte Proportionallini'en
zu finden.

Es ist sehr bemerkenswerth,daß die zweite Axe b nicht
in diesen Ausdrückenvorkommt; es folgt hieraus, daß für
dieselbe Abscisse die Subtangente in allen Ellipsen, welche
einerlei große Axe haben, dieselbe bleibt, und daß eben dies
auch bei den Hyperbeln statt findet. Da sich die Ellipse in
einen Kreis verwandelt, wenn K --- s ist, so kann man die
Tangente der ersten dieser Curven vermittelstder der zweiten
ziehn; denn wenn man die Ordinate xm, HZ-. 46, verlän¬
gert, bis sie den auf der großen Axe beschriebenenKreis trifft,
und die Gerade n.1 als Tangente dieses letztern im Punkt
n zieht, so wird, nach dem Vorhergehenden, die Subtangente
xl auch zum Punkt nr der Ellipse gehören, dessen Tangente
folglich gefunden wird, wenn man die Punkte in und

1
ver¬

bindet. Man würde eine ähnliche Constructionfür jede be¬
liebige Hyperbel erhalten, wenn man von den Subtangcntcn
der gleichseitigen Hyperbel ausginge (§ 12g).

§ 161 .
Wenn man die Subtangente hat, so ist es leicht, daraus

die Ausdrücke für die Tangente, die Subnormale und die
Normale herzulciten. Dies sind die Namen, welche man
den Linien IlVl, kti. und bckk, ZL, gibt. Die erste
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ist der Theil der Tangente, welcher zwischen dem Berüh¬
rungspunkt und der Axe der Abscissen liegt; die zweite der
Theil der Axe der Abscissen, welcher zwischen dem Endpunkt
x der Ordinate und dem Punkt k liegt, wo eine aus dem
Punkt M über der Tangente errichtete Senkrechte diese Axe
trifft; die dritte endlich ist diese Senkrechte selbst, vom Punkt
lVI bis zur Axe der Abscissen gerechnet.

i) Aus dem in l? rechtwinkligen Dreieck IMk hat
man

2) Die Dreiecke klVlk, welche einander ähn¬
lich sind, weil sie durch die von der Spitze lVl des rechten
Winkels im Dreieck TlVlk gezogene Senkrechte gebil¬
det werden, geben

^ klVIss: klVl --- klVl : kk und hieraus kk --- .

Z) Es folgt aus dem in k rechtwinkligen DreiecklVll?R.

Es ist offenbar, daß diese Formeln allen Curven ange¬
boren, und daß man, um sie z. B. auf die Ellipse anzuwcn-
den, in die erste und zweite statt und k I? ihre dieser
Curve zukommendcn Wcrthe setzen, und hicrnachst vermit¬
telst des Werths, den man für kk und klVl erhält, den
von lVlR. bilden muß. Auf eben diese Weise muß man mit
Hinsicht auf die Hyperbel und Parabel verfahren. Zch be¬
schränke mich darauf, die Ergebnisse dieser Substitutionen
herzusetzcn,welche keiner Schwierigkeit unterworfen sind.
Für die Ellipse sind sie

lllk -- s/kivi- -j-

a), E---
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für die Hyperbel

2na- 1
/b>^

17 /^
2s« -l-

^

kk-- — (s-j-a), lVIK -f/
b>^

(2s«-i-«^)-j-^ (i»-i-«)^,

für die Parabel

1^—2«, lvn f/p>« -i- 4«"

Für die beiden ersten Curven erhält man etwas einfachere
Resultate, wenn man die Abscissen vom Mittelpunkt aus rechnet,
was bei der dritten nicht angeht, weil sie keinen Mittelpunkt
hat (§ 12g). Um zu diesen Resultaten zu gelangen, braucht
man bloß « — a — o? in der Ellipse und — u in
der Hyperbel zu sehen (§ 1Z7); wird dann die neue Ab-
scisse vom Mittelpunkt aus genommen sein. Nachdem diese
Substitutionen und die daraus entspringenden Reduktionen
verrichtet sein werden, wird man finden für die Ellipse

und für die Hyperbel

*) Für den Kreis ist Alk ^ z/2»« — -j- (» — « 7^ — s
und für die gleichseitige Hyperbel --- s/»^ -st 4»« -s- 2«^. In der Para¬
bel ist die Subnvrmale eine konstante Linie; stc ist für jeden ihrer Punkte
dem halben Parameter oder der doppelten Entfernung des Brennpunkts vom
Scheitel gleich. Ucbers,
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§ 162 .

So elegant auch die Methode, welche hier zur Zie¬
hung der Tangenten für die Curven vom zweiten Grade
angewandt worden ist, erscheinen mag, so glaube ich doch
die synthetischen Auflösungen, welche die Alten von dieser
Aufgabe gegeben haben, nicht mit Stillschweigen übergehn
zu müssen, und will sie daher kurz aus einander sehen.

i) Nach dem in der Ellipse, 45, willkührlich an¬
genommenen Punkt Nl ziehe man die beiden Leitstrahlcn
und lb'Nl; man verlängere den einen, z. B. um eine

Größe lVIO, welche der kbl gleich ist, und ziehe kO, so
wird die Gerade ^lH, welche auf 1*6- senkrecht steht, die
Tangente des Punkts lVl sein,*) weil sie nur diesen Punkt
mit der Curve gemein hat; und wirklich, wenn man auf die¬
ser Geraden irgend einen andern Punkt N nimmt und die
Geraden lbN und lb'N zieht, so wird man

r'N NO > x'O

haben, oder, was einerlei ist,
x'N -l- xn > r'M xM > ii',

weil nach der Construction NlO---Nlk und NO---NI* ist;
da man sich nun leicht überzeugt, daß bei jedem innerhalb
der Ellipse liegenden Punkt die Summe seiner Abstande von

den beiden Brennpunkten kleiner als die große A.re ist, so
folgt, daß der Punkt N ausserhalb der Ellipse liegen müsse,
weil die Summe dieser Abstande für ihn größer als II' ist.
Diese Construction zeigt zugleich, daß die Winkel FNlH und
I^NlN, welche die Leitstrahlen mit der Tangente bilden, ein¬
ander gleich sind, und daß die Normale NlH den Winkel
I'lVlk' halbirt.

*) In der Ausübung bedarf es bloß der Halbirung des Winkels
6Klk, den der eine LeltßrM mit der Verlängerung des andern bildet.

Uebers.
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2) Wenn der gegebene Punkt lVl sich in der Hyperbel,
47, befindet, so muß man den kleinern Lcitstrahl kiVl

auf den großem und nicht auf dessen Verlängerung
tragen; fährt man die Construction wie oben aus, so wird
man haben

< r'6 -r- no < x'O -t- rn,
woraus folgt

x-n — rn < r'o < r-lvi — xivr.
Man sieht, daß der Punkt N nicht in der Hyperbel ist; er
kann auch nicht innerhalb derselben liegen, weil dann der
Unterschied seiner Abstände von den Brennpunkten die Zwerch-
axe übcrtreffen müßte; denn zieht man kOn, so hat man

- l? 171 — -t- IVl III - l? ?el,

und da k'in -l- lVlin x^lvc ist, so folgt
xon — xm >. r-ivl — rivi.

Es bleibt mithin nichts anders übrig, als daß N ausserhalb
der Curve liegt.

Aus der Construction ergibt sich auch die Gleichheit der
Winkel lblVlH und oder LlVlN.

Z) Wenn der Punkt lVk in der Parabel, Zn--. 4g, be¬
findlich ist, so gibt es nur einen Leitstrahl; allein der andere
wird durch die zur Ape IL parallele tzlVl ersetzt, und der
Punkt (? vertritt die Stelle des Punkts O, weil man
s)IVl ----- klVl hat. Betrachtet man nun irgend einen Punkt
der Linie NH ausser lVl, z. B. N, so hat man zugleich s)N
und k'N >> ON; der Punkt muß also ausserhalb der Curve
liegen.

Aus dieser Construction folgt die Gleichheit der Winkel
k?lVlkk und s)lVl8, von denen der letztere wieder dem
Winkel NlVlL gleich ist, den die Tangente und die der Ape
iL parallele Gerade lVlkl mit einander bilden.

Wendete man auf diese Constructionen die Rechnung
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an, so würde man die im vorigen § erhaltenen Resultate
finden. *)

§ 16Z.

Die Betrachtung der Tangenten der Hyperbel führt auf
einen sehr merkwürdigen Umstand, aus welchem erhellet,
daß, ob fich gleich ihr Lauf ins Unendliche erstreckt, dennoch
ein jeder ihrer Zweige zwischen den Schenkeln eines gewissen
Winkels cingeschlossen bleibt, ohne sie je erreichen zu können,
wie es Z 7 zeigt. Dieser Umstand, der sich § ng auf
eine andere Weise dargestellt hat, gibt sich gleichfalls zu erken¬
nen, wenn man auf den Fortgang der Subtangente l?1 auf¬
merksam ist, während der Berührungspunkt M auf der Curve
fortrückt und sich vom Punkt I entfernt, oder, was einerlei
ist, während die Abscisse Ol? zunimmt. Bezeichnet man

Ol? mit x, so hat man (§ i6i) lLI — --—, und da

OD -- Ok — kl, so entsteht
^2 _ 2 2OD -- x---

X X

*) IN» dies an einem Veistiel zu zeigen, st! die Subnormale ktl' der
Ellipse, ch-F. ejZ, durch Rechnung zu finden. Da kiriR. r-IVlli, wie
sich aus der Construction ergeben hat, st ist nach einem bekannten geome¬
trischen San klVt : k'IVl — kR. : Setzt man lsLl X, st hat

man X t La — X — — k u., also L 02 — X . k li. !n s2 a — x)chst,
woraus

Snbstituirt man für r seinen Werth —

»2 c .

(§ >3"), st ergibt stch

blber kR. — c — Old — o —(x — ldk) — e — X -f Id?, folglich
«2 L — x , (a^ .Id? --- e x )x i,2

— — — x, wie oben.

Aus der Subnormale lassen stch dann weiter die Normale, Snbtangente und
Tangente herleiten. Uebers.
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Hieraus erhellet, daß in dem Maaß, wie x wächst, Ol

abnimmt, der Punkt 1? sich also dem Punkt O nähert, ohne

ihn je erreichen zu können, weil ein Bruch so lange nicht

völlig Null werden kann, als sein Zähler noch einen Werth

hat. Der Punkt O muß mithin als die Gränze betrachtet

werden, der sich der Punkt 1 mit der wachsenden Abscisse

ohne Ende nähert.

Es fragt sich nun, welche Aendcrungen der Winkel

lVI H? erleidet, der die Lage der Tangente in Vergleichung

mit der Abscisienaxe bestimmt. Die trigonometrische Tan¬

gente dieses Winkels hat zum Ausdruckivix Ux

und da sie, wenn man Zähler und Nenner durch X dlvidirt.

(§ 3 °),

die Form annimmt, so nähert sie sich offen¬

bar der Größe — in dem Maaße, wie ^ kleiner oder x grö¬

ßer wird. Es gibt also für den Winkel KI DL eine Gränze,

nämlich den Winkel LOI, dessen trigonometrische Tangente

ist, und man sieht, daß die Hyperbel nie die gerade Linie

L O berühren kann, so weit man auch beide verlängern mag.

Um den Winkel LOI zu construiren, muß man auf

der Axe IL eine beliebige Abscisse nehmen, z. B. die halbe

Axe Ol, und da das rechtwinklige Dreieck LOI

LI --- 01 t§ LOI

gibt, so wird man haben

LI -- 01 x- -- b,a

weil Ol — a ist. Errichtet man also aus dem Punkt I

die Senkrechte LI -- U, so wird die Gerade OL, welche

die Punkte O und L verbindet, die Gränze aller Tangenten



269

des Zweiges IL der Hyperbel sein. Zch habe bereits gesagt,

daß diese Granze die Asymptote genannt wird.') Es ist

offenbar, daß es eine zweite Asymptote Os unterhalb der

Aye II' geben muß, welche mit dieser Axe denselben Winkel,

wie die erste macht, und als die Granze der Tangenten des

Zweiges Ile dient.

Die Gleichung der Hyperbel wird vereinfacht, wenn man

die Asymptoten für die Axcn der Koordinaten nimmt. Man

ziehe zu dem Ende durch den Punkt parallel mit der

Asymptote Os eine neue Ordinate und sehe ()0 --- t,

<^lVI — n. Der von (ZO, der Axe der t, und von II',

der Axe der x, eingeschloffene Winkel L 01 hat offenbar zum

Ol IL ^

Cosinus ^ und zum Smus und da man

01 -- L, IL OL--j/OI-r

hat, so wird man erhalten (§ 122 )

Betrachtet man ferner Os, die Axe der n, so wird man

finden

und da Os — OL, Is —— IL, so wird man haben

*) Man kann sagen, daß die Asymptoten die Tangenten der Hyperbel
für Berührungspunkte und, die unendlich weit pvn den Scheiteln entkernt

liegen. Daß die Gerade, welche O und L verbindet, von der Hyperbel nie
erreicht werden könne, erhellet auch so: cs ist Ol : IL O? : oderIi b _

kil — — X. Aber klVl — ^x^ —L^, und da
_ I, , 1,

k/x- — immer kleiner als x ist, so ist — I/x? — u? < — x oder

§
164

.

leer sOIco^ sOI

a s

rill < kll, wie groß auch x sein mag, llebers.
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-t — k .p —-, cs —-,

lind vermittelst der allgemeinen Formeln
X— mt-s-PU, — Ilt -s- cf II

wird sich ergeben

_
a (t -l-

11) _^ ,b
(t —

11)

Setzt man diese Wcrthe in die Gleichung

so wird sie sich nach den Reduktionen in
Lt >i „ , „

i oder tu — ^(n--j-b>^)

verwandeln.

Diese letztere Gleichung, die der umgeformten von S. -YZ
ähnlich ist, setzt die Eigenschaft der Asymptoten ins hellste
Licht; denn man zieht daraus

») Man könnte die Gleichung der Hyperbel zwischen den Asymptoten
unmittelbar aus der allgemeinen Gleichungder Linien der zweiten Srdnung
herleiten, indem man die rechtwinkligen Coordinatc» in andere umformte,
deren Winkel unbestimmtbliebe. Man würde dann vier willkührliche Grö¬
ßen cinsühren, die man gebrauchen könnte, um die mit i°, u°, i und n
behafteten Glieder fortzuschaffen, wodurch die allgemeineGleichung auf die
Form li'nr — r gebracht werden wurde. Man würde aber finden, daß
die Größen m und x nur in dem Fall reelle Wertste haben, daß stäL— sz^
negativ ist, d. i. bloß in der Hyperbest Verf. — Da der ursprüngliche
Coordinatenwinkelein rechter ist, so hat man in? st- , un!>
I>° -s- >1^ — r svergl. H i 4 o). Es lassen fich also nur die vier Größen
in, i-, « und s? willkührlich einführen, welche eben so vielen Bedingungen
genügen werden. In der uingeformtenGleichung erhalt man, da die Glie¬
der mit r? und r>2 verschwinden sollen, die Vedingungsgleichungen

^n^ st- Linn st- L in? — o,
st- Lp ^ st- Ls>- o,

und entwickelt !nan aus ihnen mit Rückficht auf jene Vedingungsgleichungen
m und p, so ergeben fich Ausdrucke, in denen — st-v L vorkommt,
Slusdrücke also, die nur dann reelle Werthe haben, wenn — st-stL posi¬
tiv, oder negativ ist. Man sehe S. 212. Ucbcrs.
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i

> ^

> l

OL^
oder

(ZO

woraus zu ersehn ist, daß die Ordinate t)iVl desto kleiner
wird, je mehr sich der Punkt () vom Mittelpunkt O ent¬
fernt, ohne jedoch je Null werden zu können.

Wenn die Hyperbel gleichseitig ist (§ 12g), so wird sich

die durch ausgedrückte Tangente des Winkels LOI auf

i reduciren; jede Asymptote bildet alsdann mit der Axe II"
einen Winkel von osiZ, beide Asymptoten schließen mithin ei¬
nen rechten ein. Die Gleichung tu — welche
in diesem Fall tu — wird, zeigt, daß das Produkt der
Coordinaten t und u der Hälfte des Quadrats der halben
Zwerchaxe Ol gleich ist.

Es ist zu bemerken, daß, wenn man durch den Punkt
I die Geraden IO und Ick zu Os und OL parallel zieht,
ein Rhombus gebildet wird, dessen Seiten IO und Ick mit
Bezug auf die Asymptoten die Coordinaten des in der Axe
befindlichen Punkts I sein werden; man hat folglich

IO x Ick -- IO-^

woraus man zieht
IO -- H/a" -l- b-,

und im Allgemeinen

s)0 x -- IO-.

Im Fall die Hyperbel gleichseitig ist, wird der Rhom¬
bus Ock ein Quadrat, weil der Winkel OOck ein rechter ist.

Das Quadrat IO^, welches dem vierten Theil der
Summe der Quadrate der beiden halben Axcn der Hyperbel
gleich ist, haben die alten Geometer mit dem Namen der
Potenz der Hyperbel belegt. *)

0 Bezeichnet man die Potent der Hyperbel mit <ss, so hat man

^ , woraus man ersieht, dah iedc Ordinate die dritte Proportio-

; »Minie zu der zugehörige» Mscisse O <Z und der constanten Linie v I ist.
!z

.L.
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§ 165.

Es ist offenbar, daß, wenn man I?M undkM^, die auf
die Axe IL sich beziehendenOrdinaten, so weit verlängert,
bis sie die Asymptoten OL und Os erreichen, die zwischen
jedem Zweige und der dazu gehörigen Asymptote enthaltenen
Theile ML und M'L/ einander gleich sein werden. Die¬
selbe Eigenschaft findet auch bei einer jeden durch irgend ei¬
nen Punkt der Hyperbel gelegten geraden Linie statt. Wenn
man z. B. lVlli? zieht, so wird man haben OM ---O'b^,
was für eine Lage auch Mvl^ haben mag. Um sich hievon
zu überzeugen, ziehe man zuvörderst in Erwägung, daß

x>L --- x --- —,
L

ML ^ xL — rM — ^ (x —— s--),

ML'--- I'L -i- xM --- (x -t-j/x" —-i'),

folglich ML X ML' --- 1)2

ist. Hierauf ziehe man durch den Punkt I>l' die Gerade
88' parallel mit MM'. Die ähnlichen Dreiecke LMO und
8N'0 geben

OM : ON' --- ML : Iil'8;
ferner die ähnlichen Dreiecke O'l^'8' und O'ML'

O'M : 0'l>l' --- ML' : vl'8'.

Multiplicirt man diese beiden Proportionen Glied für Glied
in einander, so erhält man
OM X O'M : ON' X O'kil'-- ML xML' : N'8 X vl'8',
und da man nach dem Vorhergehenden

ML x ML'----1)2, N'8 x N'8'---1)2
hat,

Man sieht, daß es ausser dem Asymptotenwinkel nur eines einzigen Punkts
der Curve bedarf, um die Potenz der Hyperbel zu finden. Wie man hier¬
nach eine Hyperbel zwischen ihren Asymptoten constrnirt, wenn einer ihrer
Punkte gegeben ist, fällt in die Augen. Uebers.
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hat, so wird man daraus schließen, daß
6 Al X O'M --- 6N' X 6'Kl-

sein werde- Setzt man statt und 6^ ihre Werthe

6^ -k- lVllV, 6lVl -H- lvn, und macht die Reductionen,

die sich nach verrichteter Multiplication darbieten, so findet

man endlich

OlVI X llllV — 6'^ X lVllV, oder Olvr — 6^'.

Mit Hülfe der eben bewiesenen Eigenschaft der Hy-

perbel kann man auf eine sehr einfache Art die Hyperbel

durch Punkte beschreiben, wenn man die Asymptoten und

einen einzigen Punkt lVl hat. Man zieht durch diesen Punkt

eine große Anzahl gerader Linien, wie 66^, nimmt den zwi¬

schen dem Punkt lVl und der nächsten Asymptote enthalte¬

nen Theil 6lVl, um ihn von nach ^ zu tragen, und er¬

hält so einen neuen Punkt ^ der gesuchten Curve.

Wenn man die Asymptoten hat, so findet man die Rich¬

tung der Axe II, wenn man den von ihnen eingeschlossenen

Winkel halbirt, und da die Tangente des Winkels LOI das

Derhältniß der halben Axen s und b gibt (§ 165), so ist es

leicht, diese Größen zu bestimmen, so bald man einen Punkt

der Hyperbel kennt; denn die Gleichung

rivl- --- ^ (ox- — a-)

gibt

wenn man die Größe — durch ^ bezeichnet.*)

») Wie man den Scheitel I, also s und l>, durch Construction findet,
wenn legend ein Punkt der Hyperbel zwischen den Asymptoten gegeben ist, be<
darf für den aufmerksamen Leser keiner Anweisung. uebcrs.

Trigonometrie, S
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§ 167.

Ausser der Hyperbel, deren Zweige X.IK und 14'I'L'sind,
schließendie Linien 0 8 und 0 5' noch eine andere Hyperbel
III.Il und ll'O'li' ein, (welche in den beiden andern Win¬
keln, die diese Geraden bilden, dergestalt beschrieben ist, daß
die Zwerchaxe II' der ersten die zweite Axe der zweiten ist,
welche letztere zur Zwerchaxe 1.0' die zweite Axe der ersten
hat- Die Beziehung, welche diese Curvcn zu einander ha¬
ben, hat veranlaßt, sie conjugirte Hyperbeln zu nennen;
sie haben einerlei Potenz, folglich einerlei Gleichung zwischen
den Asymptoten; bloß die Winkel dieser Linien oder der Coor-
dinaten sind von einander verschieden. *)

§ 168.

Man hat sich oben (§ y4) aus der Form der Gleichung
des Kreises überzeugt, daß drei Punkte nöthig sind, um ihn

zu bestimmen. Dieselbe Betrachtung läßt sich auf jede an¬
dere Curve anwenden, und cs ist offenbar, daß im Allgemei¬

nen so viele Punkte erforderlich sind, als die Gleichung zu
bestimmende Coefsicienten enthält. Die allgemeine Gleichung
der Curven zweiter Ordnung

-I- Lx^y -t- 0x^ -s- lly -I- llx — l?

enthält, unter der Form
-i- I>xy -I- cx^ -j- -I- vx — I

angcsetzt, nur die fünf Coefsicienten b, o, ä, s, I; es werden
daher fünf Punkte hinreichen, um die Curve vom zweiten
Grade, welche sie darstellt, zu bestimmen; und wirklich wird
man, wenn die zusammengehörigen Coordinaten

») Die beiden conjugirte» Hyperbeln haben -s- b°) --- mit
einander gemein. Es muß also, wenn die zu einerlei Abscisse r für beide

Hyperbel» gehörigen Srdinaten mit u und u' bezeichnet werden, u — — u'

fein, so daß alle zwischen den beiden conjugirte» Hyperbeln parallel mit der
einen Asymptote gezogene Linien von der andern halbirt werden.

Hebers.
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«

sind, folgende fünf Gleichungen bilden:

-i- ck/st < <z« — k
-I- b>«^^ -j- cce'^ ->- o«> k

/?"" -t- b>«"/2" -I- ccr' ^ -I- ll/Z" -i- o«" — k
-I- k cr'"^" -t- ä/?"' -p- o«'" --- ck

da""/S""-j- c«-,- o«""--- ck.

Da ich nur zum Zweck habe, die Möglichkeit der Bestim¬
mung der Buchstaben b>, c-, ä, s, k und die Anzahl der dazu
nöthigen Bedingungen zu zeigen, so will ich mich nicht dabei
aufhalten, die Rechnungen auszuführen, die diese Operation
erfordern würde. Man kann zu diesem Ende das S. 172
citirte Werk des Hrn. Puissant vergleichen,worin man
über diesen Gegenstand und dessen Anwendungen die wich¬
tigsten Erörterungen findet. Zch will mich auf die Bemer¬
kung einschränken,daß diese Gleichungenin gewissen Fällen
widersprechend werden können. Wenn sich z. B. drei der
gegebenen Punkte in gerader Linie befänden, so würde es
nicht möglich sein, durch sie eine Curve vom zweiten Grade
zu legen, weil keine Curve dieses Grades mehr als zwei
Punkte mit einer geraden Linie gemein haben kann (§ 157).

Man sicht leicht ein, daß, wenn die Curve der Gat¬
tung und Lage nach gegeben ist, weniger Bedingungen zu ih¬
rer Bestimmung erfordert werden. Wenn man z. B. eine
Ellipse bestimmenwill, deren Mittelpunkt und große Axe
der Lage nach gegeben sind, so wird man nur zwei Punkte
nöthig haben; denn man kann dann diesen Mittelpunkt für
den Anfangspunkt der Coordinaten und die große Axe für
die Abscissenlinie nehnien, und die Gleichung
— die sich auf diesen Fall bezieht, enthält nur zwei
Coefficienten s, b, welche sich aus den Gleichungen

S 2
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-1- ---

^2^2 «'^ — HL

ergeben.')

§ 169 .

Ich habe § 73 gezeigt, daß die Gleichung des zweiten

Grades vermittelst einer Kreislinie und einer Geraden con-

struirt werden kann, und § 103, daß die beiden Wurzeln

durch die beiden Punkte, worin sich diese Linien schneiden

können, gegeben sind, so daß man die vorgclegte Gleichung

als das Resultat der Elimination einer unbekannten aus

zwei Gleichungen mit zwei unbestimmten betrachten kann,

von denen die eine zur Geraden und die andere zum Kreise

gehört. Wenn man diesen Gesichtspunkt erweitert, so wird

man ein Mittel haben, die Gleichungen von jedem beliebigen

Grade zu construiren. *')

») Man erhält

Zur Bestimmung der Parabel, von der Scheitel und Richtung der Are gege¬
ben lind, bedarf es mir eines Punkts. Eben so zur Constructio» einer H>>>

**) Cs kommt darauf an, den Geist dieser Methode recht klar aufzu-
fassen. Ich bemerke darüber folgendes, was sich ein jeder durch Beispiele

mit numerischen Coessteicnten leicht erläutern wird. Sind zwei Gleichungen
lV und L mit zwei unbestimmten x und ^ gegeben, so leitet man daraus
durch Substitution eine dritte Gleichung 0 mit einer unbekannten x her.

Sieht man die x und x, die hierbei in beiden Gleichungen für identisch
gelten, als rechtwinklige Coordinaten a», so sind die Wurzeln Von L die
Abscisse» der Punkte, in denen stch die durch L und L bestimmte» Lüsten

schneiden, weil ste in diesen Punkten einerlei Coordinaten haben. Ist umge¬
kehrt eine Gleichung L mit einer unbekannten gegeben, so »»in man, um
ihre Wurzeln zu construiren, zwei Gleichungen -V und li zwischen zwei un¬
bekannten x und x suchen, nus denen durch Substitution die 6 entsteht. Da

es unendlich Viele Paare solcher Gleichungen gibt, so setzt man die eine ,V

«'2 -

perbcl, deren Asvmptotcnwinkcl gegeben ist. Uebers.
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Hat man z. B. die Gleichung
— b^x^-l-c^x— eb"' --- o, . -

welche jede Gleichung des vierten Grades, woraus man das

zweite Glied weggeschafft hat, darffellen kann, so ist es er¬

laubt, sie so zu betrachten, als sei sie durch die Elimination

einer unbekannten ^ aus zwei Gleichungen vom zweiten Grade

entstanden, welche zugleich x und ^ enthalten, folglich zu zwei

Curvcn gehören. Diese Gleichungen zu finden, ist eine un¬

bestimmte Aufgabe, weil es eine unendliche Menge Systeme

von Gleichungen gibt, welche zur vorgclcgten führen können;

man wählt daher die eine willkührlich. Es sei ^ --- ii y,

so wird man haben
-e° —

und setzt man die Werthe von x* und in die vorgelegte

Gleichung, so erhält man

willkührlich, möglichst einfach, an, und leitet dnrch Combination derselben

mit L die zweite I! her, indem man den Werth von x aus L dergestalt in /
6 snbstitnirt, daß daraus eine Gleichung mit zwei unbestimmten entsteht.
Constrnirt man dann die Linien, welche durch ^ und L dargcstellt stnd, s»
lind die Absciffen der Durchfchnittsvunkte beider die Wurzeln von 6. Die
Zahl der Durchschnitte bestimmt die der reellen Wurzeln, so daß, wen» gar
keine Durchschnitte statt finden, auch keine mögliche Wurzeln vorhanden stnd.
Die Construction der Gleichungen des zweiten Grades ließe sich durch die

gerade Linie und irgend eine» Kegelschnitt bewerkstelligen, wen» man nicht
dazu den Kreis auf die § 7z angegebene Weise benutzen wollte. Die Glei¬
chungen des dritten und vierten GradeS lasten fich durch zwei Kegelschnitte,
am einfachsten durch zwei Parabel», construireu. Einerlei Parabel kann
für alle Gleichungen dieser Art dienen, wenn nicht, wie bei der Ausgabe

im folgenden h, besondere Umstande cintreten, welche die Wahl eines bestimm¬
ten Parameters bedingen. Um noch höhere Gleichungen zu construircn, muß
man die Curvcn des dritten oder eines noch höher» Grades zu Hülfe neh¬
men. Jede Gleichung des nten Grades läßt fich entweder durch eine ge¬
rade Linie und eine Curvc des »ten Grades, oder durch zwei Curvcn con¬
struircn, deren Grade in einander multivlicirt n geben. Ist der Grad der
Gleichung ungerade, so kann man sie durch Mulriplication mit x um einen

Grad erhöhen, wo dann eine ihrer Wurzel» ^ 0 gefunden werde» wird.
So kann man, wenn eine kubische Gleichung coustruirt werden soll, dafür
eine biguadratische schreibe», welche jedoch wesentlich eine kubische bleibt,
also nur drei Wurzeln habe» kann. Uebers.
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Es ist leicht einzusehn, daß diese Gleichung einer Parabel

angehört (§ isg), und um sie unter der einfachsten Form

darzustcllen, genügt cs, das mit ^ behaftete Glied wegzu-

schaffen, was geschieht, wenn man x ^ -seht.
2 P

Nach dieser Substitution wird man haben

b" -1-4L"
-- o,

x' 4x-

welches Resultat folgendermaßen geschrieben werden kann:

x v. 4<- > x

und zu erkennen gibt, daß die Parabel, zu der cs gehört, die

Größe ^ zum Parameter hat, und daß die vom Scheitel

an gerechneten Abscissen x' dem Unterschiede zwischen der

Größe
4 -l'

4-?
und den Ordinaten x der ersten Parabel

---gleich sind. Zn der That wird, wenn man auf

die Axe der Abscissen, 6o, an der Seite der positi¬
ve

ven Ordinaten einen Abstand — trägt, die zu

parallel gelegte die Ape sein, von welcher aus die ^

genommen werden müssen. Der Scheitel der Parabel, von

welcher ^ die Ordinate bezeichnet, correspondirt mit dem

Punkt, in welchem man — c> hat, was der Fall ist, wenn

i den Werth - —erhält. Man muß daher
4 c'

7VV - 4L"
4 c'

sehen, und nachdem man aus dem Punkt v auf eine

Senkrechte OI errichtet hat, wird der Punkt 1 der Scheitel
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der zweiten Parabel 616 sein, von welcher dann die
Axe ist; und da man ihren Parameter kennt, so ist nichts
leichter, als sie nach § iZZ durch Punkte zu construiren.
Was die erste durch die Gleichung gegebene Pa¬
rabel betrifft, so hat sie offenbar ihren Scheitel im

Anfangspunkt der Coordinaten und zur Axe der
Nachdem sie construirt sein wird, werden die Abscisscn der
Punkte IVl, lVl', lVl", lVl'", in denen sie der andern Parabel
begegnet, gleich den Wurzeln der vorgelegten Gleichung sein,
weil die Werthe von x in diesen Punkten zugleich den beiden

Gleichungen

-k- X — ä' — c>,

aus welchen die vorgelegte entsteht, ein Genüge leisten.

Die Größe x, welche durch die Gleichung der ersten
Parabel cingeführt wird, kann, da sie unbestimmt bleibt, zur
Vereinfachung der Construction jeden Werth annehmen, den
man ihr beilegen mag, Null ausgenommen.

Um den allgemeinsten Fall darzustellen, habe ich die

Gleichung so gewählt, daß die beiden Curvcn sich in vier
Punkten schnitten. Dieser Umstand kann aber nur in so
fern statt finden, als alle Wurzeln der vorgelegtcn Glei¬
chung reell sind. Wenn z. B. die Axe ^1 der Parabel
6bbl unterhalb fiele, welches' gcschehn würde, wenn

das Glied b>"xx das Zeichen -l- hätte, weil man alsdann

V --- - setzen müßte, so würde cs höchstens zwei
Lp>

Durchschnittepunkte geben, weil dann offenbar der Zweig I bk
die Parabel nicht mehr treffen würde. Die Curve
61 bl wird sich sogar unter gewissen Umständen gänzlich un¬
terhalb 6^.1? befinden, und dann werden die Wurzeln der
vorgelegtcn Gleichung imaginär sein.

Man ersieht übrigens aus dieser Construction, so wie
aus der Theorie der Gleichungen, daß die Gleichung vom
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vierten Grade nur eine gerade Anzahl reeller Wurzeln ha¬

ben kann, weil sich die beiden Parabeln und OIU

nur entweder in zwei oder in vier Punkten schneiden können.

§ 170 .

Auch folgt hieraus, baß der Kreis und die gerade Linie,

indem sie sich nur in zwei Punkten schneiden können, nur

solche Aufgaben aufzulösen vermögen, welche sich auf Glei¬

chungen vom zweiten Grade bringen lassen, und daß sie folg¬

lich nicht zur Auflösung derjenigen zu gebrauchen sind, welche

diesen Grad übersteigen, z. B. die im Alterthum so berühm¬

ten Aufgaben von der Verdoppelung des Würfels und

der Dreitheilung des Winkels.

Bei der ersten kommt es darauf an, die Seite eines

Würfels zu finden, dessen Volumen doppelt so groß sei, als

das eines gegebenen Würfels. Wenn s die Seite des letz¬

tem und x die des ersten ist, so hat man diese Gleichung:

x^ — oder x^ — 2u^ — o.

Um sie mit der obigen zusammenzustellen, muß man

sie auf den vierten Grad bringen, indem man sie durch x

multiplicirt, und man wird haben

x^ — -- o;

vergleicht man sie nun mit x* — x^ o^x — ä' — o»

so wird sich ergeben

b> — o, -- — 2 ä o.

Die Gleichungen der zu construirenden.Parabeln werden

demnach sein

und nimmt man x> — a, so werden sie sich in folgende ver¬
wandeln:

__ ggx,

so daß also der Parameter der zweiten Curve doppelt so groß
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ist, als der der ersten. Diese Turven werden beide durch

den Anfangspunkt gehn-, 6r, weil in beiden zugleich

L --- o und x — o ist; sie werden sich in diesem Punkt

schneiden, und dieser Durchschnitt wird x ---- o geben, eine

Wurzel, welche von dem Faktor herrührt, den man eingeführt

hat, um die zu construirende Gleichung auf den vierten Grad

zu bringen. Die Figur zeigt, daß man nur noch eine ein¬

zige reelle Wurzel erhalten kann, und wirklich lehrt die Al¬

gebra, daß die Gleichung x? — --- o nicht mehr als

eine einzige haben kann. *)

§ 171.

Die Aufgabe von der Drertheilung des Winkels hat

zum Zweck, einen Winkel oder Bogen in drei gleiche Theile

zu theilen, was sich leicht verrichten ließe, wenn man aus

*) Nach dieser Methode kommt es also bei der Auflösung der Auf«
gäbe von der Verdoppelung des Würfels darauf an, zwei Parabeln zu cou-
struiren, wovon die eine LLk, 61, die einfache und die andere 6LN
die doppelte Seite des gegebenen Würfels zum Parameter hat. Es ist
dann die Abscisse des Durchschnittspunkts lVl, die Seite des doppelten

Würfels, indem sich bei Voraussetzung gleicher Werthe von > in den Glei¬
chungen x.2 — „nd — ysx für x? der Werth 2»^ findet. Aus

dieser Gleichung folgt x --- a 1/2. Da nun »k/s die erste der beiden
mittleren Proportionallinicn zwischen » und 2» ist, so sieht man, dah sich
die Aufgabe, den Würfel zu verdoppeln, eigentlich auf die reducirt: zwischen
zwei gegebenen Linien zwei mittlere Proxortionallinien zu finden. Man hat
diese Aufgabe im Alterthum so wie in neuern Zeiten auf mannigfache Weife
zu lösen versucht, wchhalb ich aus das gelehrte Werk des Hrn. Reimer
Os cufir z/os ets eone-'-rllc-

(Göttingcn 1798« 8 ) verweise.
Ich bemerke nur noch, das; dieses Problem gewöhnlich das Delischc ge¬
nannt wird, weil nach einem Schreiben des Erato sthenes an Ptole-
mäus Euergetes, das uns Eutocius aufbewahrt hat, das Orakel zu
Delos einmahl befohlen haben soll, den Altar des Apollo, der ein Würfel
war, ohne Veränderung seiner Gestalt zu verdoppeln, wehhalb man sich an

Plato wandte. Aber schon früher hat sich Hippocratcs aus Chios,

der durch den Satz von de» Monden bekannt ist, mit dieser Aufgabe be¬
schäftigt. Uebers.
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der Sehne oder dem Sinus eines Bogens die Sehne oder
den Sinus seines dritten Theils erhalten könnte. Diese Auf¬
gabe ist nur ein besonderer Fall von der Theorie der Diel-

theilung der Winkel, die ich hier nicht auseinander setzen
kann, deren Grundzüge man aber in der Einleitung zu mei¬
nem Lehr begriff der Differential- und Integral¬
rechnung entwickelt findet. Sic kann vermittelst der For¬
meln des Uten§s in eine Gleichung gebracht werden, welche
geben

Betrachtet man nun cor als gegeben und nimmt cor H
für die unbekannte, so wird man, wenn man corz^—a und
cor^r^-x setzt, diese Gleichung erhalten:

welche, wenn man fie mit x multiplicirt und mit der Glei¬
chung

geben wird.

Man wird auch hier einen Durchschnitt im Punkt ^
erhalten, welcher mit der Wurzel x---c> correspondirt, und
die drei andern Durchschnittspunkte werden die drei Wurzeln
der Gleichung

cor- —
cor cor ^

z

k>^x^ -l- c^x 0

vergleicht

geben.

*) Diese Formel folgt sogleich aus der § 11 gcgcbeueu

wenn ma» für co- 2^ und 2L ihre Werthe

setzt und It? — co- für -o- schreibt. uebeU eb e r s.
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Auf den ersten Blick scheint es, daß man nur eine reelle
Wurzel erhalten, folglich nur auf eine einzige Art einen Bo¬
gen in drei gleiche Theile theilen könne. Wenn man aber
über die Sache aufmerksam nachdenkt, so sieht man, daß es
drei Bogen gibt, welche der vorgelegten Aufgabe genügen
müssen; denn die Bogen Z^, 2 7r-i-Z^, 471-4-5^, welche
einerlei Cosinus haben (§ 23), geben, durch I dividirt, die
Werthe

x---cos G 7l- 4- ^) , x — cc>§ (H 7r- 4- ^),

welche wesentlich verschieden sind.*) Mehr als diese drei
kann man nicht erhalten, da die Bogen 6 er -4- Z^,
g7r -4- . . . welche gleichfalls einerlei Cosinus mit

haben, durch z dividirt, auf die Bogen sn

2 7i -l--I- ^ . führen und cos (271 -4- — cos 7^,

cos (271 -4- Dir - 4- — cos (^71 - 4- ist.

§ 172 .

Ehe die Approzumationömethoden den Grad von Voll¬
kommenheit erlangt hatten, auf den sie gegenwärtig gebracht
sind, beschäftigten sich die Geometer viel mit der Consiruction
der Gleichungen, und boten alle ihre Kräfte auf, dieselbe
durch die einfachsten und am leichtesten zu beschreibenden Cur-
ven zu bewerkstelligen. So gab Halley eine Methode, die
Gleichungen vom dritten und vierten Grade vermittelst des

*) Obige Gleichung gehört auch wirklich für den irreducibeln Fall, worn-

— Unter dein casus sersLillmLss-'s »erfleht man den Fall, wo in der auf
die Form x^-s-px-sist — 0 gebrachtenkubischen Gleichung x negativ
und zugleich >x-ss >lb weil dann die Ca »dänische Formel un¬
ter einer unmöglichenForm erscheint, ob sie gleich gerade dann drei mögliche
Wurzeln hat, wie in der Algebra gelehrt wird. Daß flch aber die vorgelcgte
Gleichungx^— jll^x — — o wirklich in diesem Fall befindet, ist
klar; cs ist „amlich x --- — und <1 ——als» —
— und folglich weil ^ "lö C»fl>
»ns immer kleiner als U ist. uebers.



Kreises und der Parabel zu construircn, und diese Methode
hat vor der § 169 gegebenen darin einigen Vorzug, daß der
Kreis, welcher die Stelle der einen Parabel vertritt, sich
leicht durch eine stetige Bewegung beschreiben läßt; allein der
seltene Gebrauch, den man jetzt von den Constructionen macht,
überhebt mich einer genauern Auseinandersetzung derselben;
ich werde daher hier nur ihren Geist andcutcn.

Zch setze die Gleichung der Parabel unter der Form
und die allgemeine Gleichung des Kreises unter

der Form

(r — x)- -l- (/ — --- r- (§ 94)

an. Entwickelt man die letztere und schafft ^ fort vermit-

telst seines Werths —, den man aus der ersten zieht, so er¬

hält man die Gleichung

X?-111(24-m)x2- 2m2 PX- (l?2-^2-42)m2 — 0,

welche der zu construirenden

x^ - b>2 x 2 X- tl? — o

ähnlich ist, und man hat zur Bestimmung der vier unbe¬
kannten Großen in, x, 4 und r die drei Gleichungen

k>2 m (2 4 — m),
— — 2iu2^,

cl^ (i-2 — ^2 — 42)1112,

Es kann daher die eine dieser Großen willkührlich gesetzt
werden. Macht man z. B. m — b, so ergibt sich

welche Wcrthe sich leicht construiren lassen und die Lage und
den Halbmesser des Kreises geben, der in Verbindung mit
der durch die Gleichung x 2 —bestimmten Parabel zu
beschreiben ist. Zch will nicht in die Erörterung der Fälle
eingehn, welche eine andere Wahl des der einen unbekann-



ten beizulegenden Werths erfordern mochten, *) und dieses

Lehrbuch mit der Entwickelung einer Methode schließen, wel¬

che mit dem Dortheil ihrer Anwendbarkeit auf die Gleichun¬

gen eines jeden Grades den verbindet, daß sie die Resultate,

die man auf analytischem Wege vermittelst der Theorie der

Zusammensetzung der Gleichungen erhält, dem Auge gleichsam

vormalt.

§ 173 .

Um die Zdeen zu fixiren, nehme ich an, die zu construi-

rcndc Gleichung sei bloß u -l- dx -i- ox^ stx? — o, und

setze

zr L -l- k>x -k- cx? -l- <1x^.

Da man in den Punkten, in welchen die durch die letztere

Gleichung ausgedrückte Curve die Axe der Abscissen schneidet,

^ o hat, so folgt, daß die Abscisscn dieser Punkte die Wur¬

zeln der vorgclegtcn Gleichung sein werden. Die Aufgabe

rcducirt sich also darauf, diese Curve zu construiren, und dies

kann leicht geschehn, nachdem man die Gleichung derselben

homogen gemacht hat, indem man in sie die Potenzen der

Einheit einführt (§ 71). Man wird so erhalten

k>x k>x^ ckx?
Zs — L -i--1- —^-1-z-,^ n. ir n'

ein Resultat, worin sich jedes einzelne Glied durch Propor¬

tionallinien construiren läßt. Wir wollen indessen hier ein

Mittel angeben, diese verschiedenen Operationen mit einander

zu combinircn.

Es sei, 6z, die Axe der Abscissen. Zn dem

Anfangspunkt errichte man über dieser Ape die Gerade

*) Die geometrische Auslösung der Gleichungen, besonders derer, wel¬
che den vierte» Grad übersteigen, ist schwieriger als die gritlinictischc, weil

die Constructio» der Curvcn, welche den zweiten Grad übersteigen, mühsam
ist. Auch gewährt die erste Auslösung lange nicht die Genauigkeit, die man
durch die zweite zu erreichen vermag, Uebers.
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^0 senkrecht,welche die Axe der ^ sein wird, und nachdem
man auf der ersten ^O^- n genommenund OL parallel
zu gezogen hat, trage man auf diese letztere Linie die
Thcile

^.L---s, L6 —I>, 6kl — L, Ol — cl.

Man ziehe dann IL parallel zu verbinde die Punkte
O und L durch eine gerade Linie, welche die auf der
Abscisse ^1? — x errichtete Senkrechte LL in L schneiden
wird, und ziehe lVIL parallel zu^-L, um auf OL den Punkt
lVl zu bestimmen, den man mit O zu verbinden hat. Durch
den Punkt I>l,, in welchem bei 6 die LL schneidet, ziehe man
ferner OO parallel zu und wenn man die Punkte O
und L verbindet, so wird die Gerade OL auf kk. einen
Punkt () geben, in welchem ^ sein wird.

Man hat nämlich durch die ähnlichen Dreiecke ILO
und O'LO folgende Proportion

IL(ir) : O'L(x) --- OI(ä) : OIL -- —,

woraus folgt
OIL --- OO -t- OIL -- o -L — .

II

Aus den Dreiecken O'bckO und O'bilO ergibt sich

ILbck(li) : O'O(x) -- OO'l^o-j-—: 0 6--- — L-

folglich
LO' LO -r- 06' -- b -L —

Endlich folgt aus den Dreiecken O'OL und L's)L
O'O(n) : L's)(x)

äx^> I»x ox^ äx'
-- LO'l 6-t -,-) : LL' - —

woraus sich ergibt

Ltz LL'--- s -t- —-,-2^

Man wird dies Verfahren leicht auf jede beliebige Anzahl



287

Glieder ausdehnen, welche die Gleichung haben mag,') und
wenn man eine hinlängliche Menge den Lauf der Curve be¬

zeichnender Punkte gefunden haben wird, so sieht man, wie
vieler reellen Wurzeln die Gleichung fähig ist.

§ 174 .

Wenn der Lauf der Curve von der Art ist, wie ihn die
Linie XLOIOX, 62, darstellt, so wird sie die Ape
der Abscissen fünfmahl schneiden und folglich anzeigen, daß
die Gleichung, aus der sie entsprungen ist, eine gleiche Anzahl
reeller Wurzeln hat. Diese Gleichung kann von keinem nie¬
drigerem Grade als vom fünften sein. Die vorgelegte Glei¬
chung wird also

L-I-bix-j-cx^-s-llx? -1-vx"-I-bx?-t -0

und die der zu construirenden Curve

zu-— L-b-8x-k-vx^-k-<1x^-I-exss -i-bx°-t-. . .

sein.

Es ist offenbar, daß die Zahlenwerthe der Ordinate zu¬
nichte anders als die Resultate sind, welche man aus der
vorgelegten Gleichung erhält, wenn man der x die den ver¬
schiedenen willkührlich gewählten Absciffen correspondirenden
Werthe gibt. Die Curve XL6IOX vertritt also gewisser¬
maßen die Stelle eines Verzeichnisses dieser numerischen Re¬
sultate, nur mit dem Vorzug, daß vermöge des Gesetzesder
Stetigkeit, welches man an den Linien besser als an den
Zahlen wahrnimmt, die Intervalle zwischen zwei auf einan-

») In der Zeichnung ist ein ächterVruch. Ist dagegen x größer als

n, so kann die Cvnstruction unbequem werden, indem 7- oder der Werth der
Gleichung eine beträchtliche Größe erhalten kann. Auch ist die ganze Me¬
thode deßhalb nicht bequem, weil man daS Rechteck -riLO mehrmals zeich¬
nen muß, um unter den vielen Linie» keinen Mißgriff zu thun. Leichter
und sicherer findet man für jeden angenommenen Werth der Abscisse x den
zugehörigen Werth der Ordinate ^ durch Rechnung, wo man dann beide für
eine beliebig gewählte linearische Einheit aufzutragcn hat. Uebers.
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der folgenden Substitutionen sich mit der größten Leichtigkeit

ausfüllen lassen. Nachdem man z. B. die einander sehr nahe

liegenden Ordinatcn <^(), berechnet und ihre

Endpunkte mit möglichster Beobachtung der allmäligen Krüm¬

mung durch einen freien Zug verbunden hat, so hat man

ziemlich genau die zwischen liegenden Ordinaten.

Man muß bemerken, i) daß, da die Gleichung der

Curve nur ganze und positive Potenzen von x enthält, jeder

Werth dieser unbestimmten nur einen einzigen für >- geben

kann, welcher endlich und begränzt sein wird, so lange cs

der von x ist, daß aber ^ einer unbcgränzten Zunahme fähig

ist, wenn x dergleichen erhält, und daß sich folglich die Curve

XLOII-V an jeder Seite der Axe der ^ ins Unend¬

liche erstrecken muß.')

s) Der bloße Anblick der Figur zeigt, daß die Curve

XL 611-^5 nicht von einer Seite der Axe auf die an¬

dere übergehn kann, ohne diese Axe zu schneiden, oder ana-

_ lytisch

*) Bei einer kubischen >mi> überhaupt bei einer jeden Gleichung ei¬
nes ungeraden Grades erstreckt stch die Curve mit zwei Zweigen auf ver¬
schiedenen Seiten der Abscisscnaxe ins Unendliche, weil das höchste
Glied der Gleichung, das von einem gewissen Werth an größer ist als die
algebraische Summe aller übrigen Glieder, zulent immer gleiches Zeichen mit
der Abscisse hat. Es können so viele Durchschnitte statt finden, als der Expo¬

nent des Grades Einheiten enthalt/aber auch nur ein einziger, in welchem
Fall die Abscissenlinie ober- oder unterhalb aller Biegungen der Curve liegt,
oder auch die Curve gar keine Wcndungspunkte hat. Bei einer biguadrati-
schcn und überhaupt bei einer Gleichung von einem geraden Grade geht die
Curve mit zwei Zweigen an einerlei Seitx der Abscissenlinie ins Un¬
endliche fort, weil das höchste Glied der Gleichung eben so gut für die ne¬
gativen Abscissen wie für die positiven positiv und von einem gewissenWerth
an allein schon größer ist, als alle negativen Glieder zusammeiigcnomnicn.

Ist daher die Ordinate im Anfangspunkt negativ, so hat die Gleichung we¬
nigstens zwei mögliche Wurzeln. Ist sie hingegen positiv, so ist cs möglich, daß
sie gar keine reellen Wurzeln hat, in welchem Fall die Abscissenlinie unter¬

halb aller möglichen Biegungen liegt. Die Zahl der möglichen Wurzeln ist

allemahl eine gerade und kann nie den Exponenten des Grades übersteige».
uebers.
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lytisch zu reden, daß die Ordinate 7 nicht ihr Zeichen An¬
dern kann, ohne durch Null zu gehn,') woraus folgt, daß,

wenn zwei in der vorgelegten Gleichung gemachte
Substitutionen zwei Resultate mit entgegengesetzten
Zeichen geben, zwischen den beiden dabei gebrauchten
Wertheu von x uothwendig eine reelle Wurzel liegen
muß.

Z) Wenn man auf derselben Curve zwei auf einerlei
Seite der Axe liegende Punkte nimmt, so wird immer

zwischen ihnen eine gerade Anzahl Durchschnitte der Curve
mit der Axe liegen. Man sieht auch wirklich zwei zwischen
L und I, vier zwischen L und V oder zwischen X und X;
oder es gibt gar keinen, wie dies zwischen k und I der Fall

ist. Zm Gegentheil wird man immer eine ungerade Anzahl
Durchschnitte haben, wenn die verglichenen Punkte auf ver¬
schiedenenSeiten der Aye liegen, wie X und L, X und I,
X und X. Hieraus folgt der analytische Satz, daß zwi¬
schen zwei werthen von r, welche durch ihre Substi,
tution in der vorgelegten Gleichung zwei Resultate

von gleichen Zeichen geben, nur eine gerade Anzahl
reeller wurzeln liegen kann, daß hingegen die Zahl
derselben ungerade ist, wenn die Resultate verschie¬
dene Zeichen haben.

4) Endlich trägt es sich zuweilen zu, daß zufolge der
Beziehung, in der die Coefficienten s, d, c, ä, 0, k... zu ein¬
ander stehn können, zwei auf einander folgende Durchschnitte,
wie X undiVl, sich einander nähernd zusammenfallen, und daß

») Di-S ist in dem vorliegendenFalle richtig, weil der Ausdruck für

7 ohne Nenner ist. Hatte »ran aber 7 — so würde die Folge der

Wcrthe x — -j- i, x — 0, x —— i geben 7 --- -si a, 7 — oder
0

unendlich und 7 — — Auf diese Weise stehen die Zweige der zwischen
ihren Asvmptoten betrachtetenHhperbel mit einander in Verbindung (§ 120).

V er f.
TTrigonometrie,
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dcrTheil IXXdckV der Curve, Indem er die Form des punk¬
tieren Zuges annimmt, die Axe XL bloß berührt.
Zn diesem Fall werden die beiden durch XX und XXL aus¬
gedrückten Wurzeln einander und der Absciffe XL' gleich
sein. Man sieht leicht, daß wenn die vorgelegte Gleichung
keine reellen Wurzeln weiter hätte, die daraus hcrgeleitcte
Curve ihre Axe nirgends schneiden würde und daß man folglich
durch keine Substitution das Zeichen des ersten Thcils dieser
Gleichung ändern könnte. Dasselbe würde aber nicht statt
finden, wenn sich drei Durchschnitte vereinigten; die Curve
würde dann wenigstens einmahl, sei es vor oder nachher, die
Axe schneiden. Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man
nur zu sehn, was von dieser Curve übrig bleiben würde,
wenn die drei Punkte Ul, X. und lVk oder L, Ul und X zu¬
sammenfielen. Verfolgt man diese Betrachtungen, so wird
man finden, daß durch die Vereinigung einer geraden Anzahl
Durchschnittspunktedie aus der vorgelegten Gleichung her-
geleitcte Curve sich gänzlich auf derselben Seite der Axe be¬
finden kann, daß aber dieser Umstand nie statt hat, wenn
die Anzahl der in einem einzigen Punkt zusanimcntreffendcn
Durchschnitteungerade ist; und man wird hieraus schließen,
daß, wenn eine Gleichung zu reellen Wurzeln nur eine gerade
Zahl gleicher Wurzeln hat, cs unmöglich ist, die Existenz der¬
selben durch irgend eine Substitution zu erkennen.

Oft reicht die Ansicht einer kleinen Anzahl Punkte der
Curve hin, um die Stelle, wo sie sich der Axe der Abscifsen
am meisten nähert, zu erkennen; wenn man dann in dieser
Gegend die Zahl der bestimmten Punkte vermehrt, so er¬
fährt man mit Bestimmtheit, ob eine Berührung oder ein
Durchschnitt statt findet, ob folglich die vorgelegte Glei¬
chung vollkommen gleiche oder nur wenig von einander
verschiedene Wurzeln hat. Zn diesem Fall kann die Con-
siruction der Curve eben so sehr dazu dienen, die numerische
Auflösung zu erleichtern, als ihren Gang aufzuklären.



Anhang,
die ersten Gründe der Anwendung der Algebra

auf die krummen Flächen und auf die Curven

von doppelter Krümmung enthaltend.*)

Gleichung der Ebene und der geraden Linie.

§ 175 .

^)ie bequemste Art, die Lage irgend eines Punkts ÄI im

Raum,
7

u§. 64, zu bestimmen, ist die, ihn zuvörderst auf eine

der Lage nach gegebene Ebene zu projiciren, indem

man auf diese Ebene die Senkrechte herabläßt, und

dann die Projection ^ auf zwei auf einander senkrechte

Axen und ^.6 vermittelst der Coordinaten und

zu beziehn. Dies heißt, den Punkt selbst auf die

drei auf einander senkrechte Ebenen und

beziehn; denn die Coordinaten und i?M, welche in der

Ebene liegen, stellen die Entfernungen lVIE" und

IvH" des vorgelegten Punkts ibl von den beiden andern

Ebenen und vor. Die Geraden

H.I), worin sich je zwei der coordinirten Ebenen L^I),

schneiden, sind die Axen der Coordinaten, und man

*) Ick glaube den in dieser Art von Betrachtungen wenig geübten
Lesern bemerken zu inüsscn, daß sie in meinem

cts Seome'crks die zuni Verständttiß des Folgenden unentbehrlichen Grund¬

begriffe entwickelt finde» werden. Vers.

T s
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unterscheidet sie durch den jedesmaligen Buchstaben, welcher
die^ihnen parallele Coordinate bezeichnet. Setzt man also

----x, LE — x, ^lVl --- 2, so wird die Axe der
x, die der x und die der 2 sein.

Die cvordinirten Ebenen selbst erhalten ähnliche Benen¬
nungen. Die Ebene wird die der x, x genannt, weil
sie die Coordinaten x und x enthält. Da die Projektion
iVl" des Punkts lVl auf die Ebene vermittelst der
Coordinaten — x und klVl" — 2 auf die beiden

Axcn und bezogen wird, so bezeichnet man diese
Ebene mit dem Namen der Ebene der x, 2. Endlich da

man die Projektion lVl"^ des Punkts lVl auf die Ebene O ^
vermittelst der Coordinaten ^ E------x und
— — 2 auf die Zlxen und bezieht, so belegt
man diese Ebene mit dem Namen der Ebene der » 2.

Es ist zu bemerken, 1) daß die Coordinaten x und 2

für alle Punkte der Axe der x zu gleicher Zeit Null
sind, und daß dies ebenfalls von x und 2 mit Bezug auf

die Axe der x, und von x und x mit Bezug auf ^. 1 ),
die Axe der 2 gilt.

L) Daß für alle Punkte der Ebene die Coor¬
dinate 2 Null ist, und daß sie für alle in irgend einer dieser
ersten parallel gelegten Ebene befindliche Punkte einen be¬
ständigen Werth hat, so daß die Gleichung 2 —c-, wenn sie
allein vorhanden ist »nd man in Hinsicht auf die beiden an¬

dern Coordinaten x und x keine anderweitige Bestimmung
hat, so angesehn werden muß, als bezeichnesie die Punkte
einer Ebene, welche der in der Entfernung 0 parallel
ist. Man wird eben so sehn, daß x für alle Punkte der
Ebene Null ist, und daß die Gleichung der Ebene,
welche man dieser ersten in einer Entfernung b> parallel legte,
X --- b sein würde.

Wenn man die beiden Gleichungen 2 ----- 0 und x — b>
vereinigt oder annimmt, daß sie zu gleicher Zeit statt finden,



so werde» sie clne gerade zur Uxe der -l parallele und durch
den Punkt der Ebene der dessen Loordinaten o und b
sind, gelegte Linie bezeichnen; denn es ist leicht einzusehn, daß
diese Gerade als der Durchschnitt zweier Ebenen betrachtet
werden kann, welche den Ebenen und paral¬
lel sind.

In der Ebene endlich ist die Coordinate x im¬
mer Null und x-- a ist die Gleichung der Ebene, die in
einem Abstande s zur ersten parallel gelegt wird. Die drei
Gleichungen 2 — 0, ^ — b>, x — n vereinigt, werden nur noch
zu dem Punkt gehören können, welcher sich im Durchschnitt
der drei den Eoordinatenebenen und pa¬
rallel gelegten Ebenen befindet.

§ 176 .
Ich will nun untersuchen, was eine einzige Gleichung

zwischen zwei der drei unbestimmten Größen x, ^ und - be¬
zeichnet, und z. B. 2—^.x sehen. Man sieht zuvörderst,
daß diese Gleichung der in der Ebeneder x,2,6Z,
gezogenen Geraden angehört (§ 67); allein sie ist in
einem noch weitern Sinne zu nehmen; denn wenn man sich
vorstellt, daß die Linie sich längs der Axe der 7,
parallel zu sich selbst fortbewegt, in welcher Lage sie auch
zum Stillstand kommen mag, so wird die Ordinate 2 oder

die man in irgend einem auf der zu parallelen
Geraden klVl' befindlichen Punkt lel' annimmt, der Ordinate
I?m" gleich sein, welche in der Ebene der Abscisse

correspondirt. Die Linie beschreibt durch
die ihr hier beigelcgte Bewegung die durch die Geraden

und gehende Ebene man wird also für
alle Punkte dieser Ebene 2—^.x haben. I

») Es ist mithin r -I- ^Vx die Gleichung einer Ebene, welche die Ebene

der x, 7 in der Are der 7 schneidet, und ans der Ebene der x, r in ät?"
senkrecht steht. Uebers.
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Aehnliche Folgerungen würde man für die andern coor-

dinirten Ebenen ziehn können, wenn man zwischen den Unbe¬

stimmten, welche sie enthalten, Gleichungen bildete; ich will

aber lieber sogleich zu einem allgemeineren Fall übergehn, und

die Gleichung 2 —betrachten.

Setzt man darin o, so hat man 2 — ^Xx, und wird

daraus schließen, daß die in dieser letzter» Gleichung begrif¬

fene Gerade iXldl" alle Punkte enthält, welche die durch die

Gleichung 2 ---^Xx-i-L^ auögcdrückte Flache mit der coor-

dinirten Ebene L^XO, auf welcher x immer Null ist, ge¬

mein hat, und daß folglich die Gerade iXN" der Durchschnitt

dieser Ebene mit der vorgelcgten Fläche ist.

Setzt man x---o, so erhält man eine Glei¬

chung, welche zu der durch den Anfangspunkts in der Ebene

gelegten Geraden gehört, und welche der Durch¬

schnitt dieser letzter» Ebene mit der durch die Gleichung

L —^.x-i-L^- ausgedrückten Fläche ist.

Wenn man sich nun verstellt, daß die Linie iXbl?" sich

längs der Linie ^XN" parallel zu sich selbst bewegt, so wird

sie die Ebene dll"iXbil"" beschreiben, und wenn sie zu irgend

einer Lage m"bck gelangt sein wird, so wird der Theil beim

der Ordinate lXI'lVl gleich und parallel ()iii" sein, und man

wird folglich haben

— k in" -t- <) in"" — -Xx -s- L ^ ^ 2 ,

woraus folgt, daß die Ebene bil""^I§", welche durch die Linien

.Xlil" und iXbi"" geht, deren Gleichungen

sind, selbst zur Gleichung hat

2 i^x -t-

Wenn die vorgelegte Ebene, statt durch den Anfangs¬

punkt iX zu gehn, sich in einer Lage 6""L6" befände, wel¬

che durch die den Geraden iXN" und -Xdl"" parallelen L6"

und L6"" bestimmt ist, so würde sie der di""iXbe" parallel
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sein; und wenn man die Ordinate der lctztcrn Ebene so weit

verlängert, bis sie die erste erreicht, so hat man

lVl'O — lVl-f- M O --- IVl'iVl -1-

Bezeichnet man nun den Abstand mit O und die Ordi¬

nate lVI/O mit 2, so wird nach dem Vorhergehenden sein

Dies ist die Gleichung einer in irgend einer Lage be¬

findlichen Ebene. Man wird sich leicht überzeugen, daß sie

die allemeine Gleichung vom ersten Grade mit drei unbe¬

stimmten Größen darstellt; denn diese letztere kann nur von

der Form

sein, und dividirt man sie durch /, so reducirt sie sich auf

die erste, wenn man

Man sieht also, daß der Coefficient / zur Verallgemei¬

nerung der Gleichung nichts beiträgt; ich werde ihn indes¬

sen beibehalten, um den Formeln mehr Symmetrie zu geben,

und daher die Gleichung irgend einer Ebene durch

darstcllen. *) Man muß sich aber erinnern, daß man in al-

*) Um die Ebene, weiche diese Gleichung andeutet, zu construiren,
muß mg» die Gleichung erst auf die Form

bringe», dann in der Ebene der x, x eine Linie zieh», die zur Gleichung
x — — Vx hat, ferner in der Ebene der >, x eine Linie, deren Gleichung

x — — N'x ist- dann durch Liese beiden Linien eine Ebene legen, und
endlich durch den Punkt der Are x, der durch den Abstand — » vorn An¬

fangspunkt bestimmt wird, eine zweite Ebene der vorigen parallel. Die ley-

2 —

«X -k- -f- -s- st — o

setzt.

tVx -f- -t- Lr -l- I) — o

oder



296

len Resultaten eine der beständigen Größen der Einheit gleich

setzen oder auö besondern Bedingungen bestimmen kann.

§ 177 .

Setzt man in der Gleichung dieser Ebene nach einander

r, und 2 gleich Null, so wird man finden, daß sie die der

), r in einer Linie schneidet, deren Gleichung L/ -k- Os

-t- v--- o, die der x, 2 in einer Linie, deren Gleichung

L 2-t-O---0, und endlich die der 1, ^ in einer Linie,

deren Gleichung ^x-i-L)--t-v — 0 ist.

Da die Ebenen von unbegrenzter Ausdehnung find, so

muß man sich vorstellen, daß die Ebene 6"^L6" hinter die

coordinirten Ebenen erweitert sei; sie wird

alsdann die Ebene treffen und unter sie hinabgehn.

Alle diese Umstände kann man aus ihrer Gleichung abneh¬

men, wenn man erwägt, daß jede der unbestimmten x, 2

positiv und negativ genommen werden muß, und daß, wenn

die Theile ^6 und ^O, 64, der Apen der Coor-

dinaten mit den positiven Werthen dieser Größen überein¬

stimmen, die entgegengesetzten Theile und ^cl den

negativen entsprechen. Dies läßt sich unmittelbar aus dem

Fortgange der in den Ebenen und lie¬

genden Linien beweisen; man würde aber eben dahin gelan¬

gen, wenn man jede dieser Ebenen dergestalt zu sich selbst

parallel fortschöbe, daß die darauf senkrechten negativen Or¬

dinate» positiv würden, und man könnte dann ähnliche Be¬

trachtungen wie bei den Linien anstellen (§ 76).

Hieraus folgt, daß man vermittelst der Zeichen, womit die

terc wird die «erlangte sein. Eben so gut kann mau die vorgelegte Glei¬
chung auf eine der Formen

bringen. ttebers.
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Coordinaten behaftet sind, allemahl unterscheiden kann, in wel¬
chem der acht körperlichen Winkel, welche die coordinirten Ebenen
um ^ bilden, ein gegebener Punkt zu finden ist; man braucht
zu dem Ende bloß in Erwägung zu ziehn, daß, wenn man

-l- x -r- ^ -k- 2 in dem Winkel nimmt, man hat
-4- x -j- x — 2 in dem Winkel ^LOä,
-t- x — ^ -l- 2 in dem Winkel
— x -l- x "i- ^ dem Winkel ^OOk»,
-l- x — ^ — 2 in dem Winkel aä,
— x —^ -r- 2 in dem Winkel
>— x -k- ^ — 2 in dem Winkel
— x — ^ — 2 in dem Winkel ^.dc-cl.

§ 178.
Eine gerade Linie ist gegeben, wenn man zwei Ebenen

kennt, in denen sie sich zugleich befindet oder deren Durch¬
schnitt sie ist, weil die Coordinaten ihrer Punkte den Glei¬
chungen dieser Ebenen gemein sind. Es seien also

^x -I- -I- 02 -t- O — o . . . (i)
H/x-k- 0'2-i- O'— o . . . (2)

die Gleichungen der gegebenen Ebenen; sieht man nun die
Unbestimmten x, ^ und 2 so an, als hätten sie in beiden
Gleichungeneinerlei Werth, so Wird nur eine übrig bleiben,
die man willkührlich annehmen kann, und die beiden andern,
dem gewählten Werth gemäß berechnet, werden die Lage
der verschiedenen Punkte der vorgelegten Linie zu erkennen
geben.

Die Gleichungen (1) und (2) sind nicht die einzigen,
welche die vorgelegte gerade Linie darstellen können; denn sie
befindet sich in unendlich vielen verschiedenen Ebenen. In¬
dessen wählt man gewöhnlich unter allen Gleichungen, die sie
haben kann, diejenigen» welche nur zwei der Coordinaten
x, ^ und 2 enthalten.

Eliminirt man nach einander x, ^ und 2 aus den Glci-



chungen (i) und (2), so wird man folgende drei Gleichun¬
gen erhalten:

—e'tyr -t- —-- 0,
(LL- —L-0)r — (^.L- — ^'L)x -I- LO-— L'O -- 0,
(c/k' — c'^)x — (8 6' — -t- ci)' — c'D --- o,
welche sich in

/)- — -l- S — 0 . . . (z)

«2 - -'L-I-k-^ 0 ... (4)
^ — 0 . . . (-))

verwandeln, wenn man zur Abkürzung

^L--- /, c^'— c ^ - /?, LO — R'c -- «,
s, LO' — K-O — k, ev'— c'O

seht. Ze zwei dieser Gleichungen sind hinreichend, die Stelle
der Gleichungen (1) und (2) zu vertreten, und schließen zu¬
gleich die dritte in sich; und wirklich wird man, wenn man
die Gleichung (3) durch «, die Gleichung (4) durch /?,
die Gleichung (5) durch multiplicirt und die Produkte
addirt,

«st -t- ssk n

erhalten, ein Resultat, das durch die Substitution der Werthe
«, /?, /, st, e und ^ identisch werden, oder die Bedingung
auödrückcn wird, welche diese Größen erfüllen müssen, wenn
die a zir-orr gesetzten Gleichungen (3), (4) und (3) zugleich
derselben geraden Linie angehören sollen.

Die Gleichung (3), welche die Beziehung angibt, in der
die Coordinaten ^ und 2 für sämmtliche Punkte der vorge-
legtcn Geraden zu einander stehn müssen, gehört den Pro¬
jektionen aller dieser Punkte auf die Ebene der r an,
und ist folglich die Gleichung der Projektion der vorgclcg-
ten Geraden auf diese Ebene. L/<-me,-§
ste § 4). Eben so sieht man, daß die Gleichung
(4) die der Projection dieser Geraden auf die Ebene der x, r,
und die Gleichung (5) die ihrer Projection auf die Ebene der
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/ ist. Wenn also irgend zwei dieser Projectionen gegeben
sind, so ist die Gerade völlig bestimmt, was aus obiger Ana¬
lyse und auch daraus erhellet, daß die vorgelegte Gerade
nichts anders als der Durchschnitt irgend zweier der projici-
rcnden Ebenen ist g Z), deren Gleichung mit

der der Prosection, über welcher sie errichtet sind, übcrein-
stimmt (§ 176).*)

§ 179 .

Da die allgemeine Gleichung der Ebene nur drei noth-
wendige Constanten enthält (§ 176), so ist auch eine gleiche
Anzahl Bedingungen hinreichend, sie einem besonder» Fall an¬
zupaffen. Zch werde hier diejenigen unter diesen Bedingungen
angeben, welche am häufigsten Vorkommen und zugleich von
den analogen sich auf die geraden Linien beziehenden Aufga¬
ben handeln.

Wenn man eine Ebene durch drei Punkte legen soll,
deren Coordinaten

7- X , , 2 , x , zr- , 2
sind, so seht man in die allgemeine Gleichung der Ebene

^.x -s- -t- L2 -t- O — c>

nach einander
x', x", x'" statt x,

7^- 7", 7"' statt
2^, 2", 2^" statt 2,

») Wenn also die durch die Gleichungen (1) und (2) bestimmte ge¬
rade Linie construirt werden soll, so drücke man irgend zwei von den drei

darin eulhaltenen unbestimmten durch die dritte aus, z. V. x und x durch x.
Man wird so zwei Gleichungen erhalten, die eine zwischen x und die
andere zwischen x und x. Jene ist die Gleichung der Prosection der Gera¬
den auf die Ebene der x, x, diese die ihrer Prosection auf die Ebene der

x, x. Man erhalt also für einen beliebigen Werth der Abscisse x in jeder
Prosecston eine» bestimmten Werth für die Ordinate. Construirt man dann

aus beiden Ordinate» ein Rechteck, so erhält man einen Punkt der vorge¬
legten Geraden. Eben so findet man einen zweiten und verbindet mau

beide, so hat man die Lage der Geraden bestimmt. llebers.
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x/ -i- L ^ -t- L 2/ ->- O — o,

^ x" -t- L -t- L 2" -i- D o,

I) — o,
^

vermittelst deren man die Großen ^ bestimmen
kann. Man wird erhalten
./V 2/ (^" — ^"0 — 2" -1- 2/"
D x^ (^"2"'-)^"2")-x" ()^2"'-^'"2') -t-x"' 0^2"-^"2')
L x' (2" — 2"') — x" (2' - 2'") -> x'" (2' — 2")
D x' (^"2'"-^"'2")-x" (x'2'" .-^'"2') -I- x"^ (^2"-)s"2')
L ^ (x"-x'") - (x^ - x/") -t- (x^ - x")
I) X' (^"2'"-^"2")-x"(^ 2 '"-^"2') -I-X'" (^^ 2 "-^"2")

Es ist leicht einzusehn, daß man, wenn man die Glei¬
chungen der Projectionen einer Geraden, die durch zwei ge¬
gebene Punkte geht, bestimmen wollte, auf eine ganz ähnliche
Weise dazu gelangen würde, indem man in die allgemeinen
Gleichungen

X — N 2 — k>2 -k- ^

die Coordinaten dieser Punkte setzte. Es wird sich ergeben

(§ 66 ).

§ 180 .

Um zu erkennen, ob zwei gegebene Geraden einander
schneiden, also in Einer Ebene liegen, muß man untersuchen,
ob die unbestimmtenx, ^ und 2 den vier Gleichungen der
Projectionen dieser Geraden gemein sein können
rnenc g 19). Nun ist offenbar, daß, wenn man x, ^ und 2
eliminirt, eine Gleichungbleiben wird, welche die Bedingung
auödrückt, ohne welche die Gleichungen der vorgclegten Ge¬
raden nicht für denselben Punkt statt habe» können. Es
seien
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X --- S 2 -k- al

b>^2-s-

die Gleichungen dieser Geraden, so hat man

»2 -l- « L '2 -t- och 1>2 -i- /? — -r-

und wenn man 2 eliminirt, so entsteht

(«- — «) (b>' — d) — — K (-? — s) -- 0.")

§ 181.

Von zwei einander parallelen Ebenen sind die Durch¬

schnitte mit jeder der coordinirten Ebenen parallel zu einan¬

der. Wenn aber

^,x-I-L/-i-<72-l-I1 — 0 , ^x -t- -t- (7^2 -4- O' — c»

die Gleichungen dieser beiden Ebenen sind, so werden ihre

gemeinschaftlichen Durchschnitte mit der Ebene der x, 2 und

der X' ^ zu Gleichungen haben

^.x -I- (7 2 4- D — 0 , ^x -4- (7^2 -I- O' — 0 ,

L^-I- L 2 -I-I) — 0 , -4- <7'2 4 - 1)^ — 0 ,

und es werden je zwei derselben nur dann parallel sein,

wenn man haben wird,

o'

L L' ^ ,

c — ^ 09)-

Zieht man aus diesen letztem Gleichungen die Werthe von

^ und L', so wird man zur Gleichung der der ersten paral¬

lelen Ebene haben

^ (^x 4- 4- <72) 4- — 0.

') Wen» die gegebenen Geraden einander schneiden, so werden natür,
lich auch ihre Projeetionen sowohl in der Ebene der x, x als in der Ebene

der x, x einander schneiden. Es müssen daher x »nd x in den Gleichungen

X — -IX -j- «, X --- S-L -tz
so wie X und X in den Gleichungen

7 --- I>x -tz 7 I-'x -s-
der Proiectionen identisch sein (§ 10g); man erhalt mithin

(«' — «) (K' — I,) — (L' — (->- — a) ---- 0
alS Bedingungsgleichung für den Fall des Durchschnitts. Uebers.



Zn diesem Resultat bleibt noch zu bestimmen. Nimmt
man nun an, daß die gesuchte Curve durch einen Punkt
gehn soll, dessen Coordinaten < und 2^ sind, so wird man
haben

und zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab,
c?

so wird verschwinden, und wenn man dann durch

dividirt, so wird man erhalten

^.(x — x<) -i- L -t- dl (2 — 2") n o. *)

Es ist hier zu bemerken, daß, wenn man L und 6
als beliebige Größen betrachtet, die vorstehende Gleichung al¬
len Ebenen, welche durch einen gegebenen Punkt gehn, ge¬
mein sein wird.

Da zwei gerade Linien zu einander parallel laufen, wenn
ihre Projektionen auf jede der coordinirten Ebenen parallel
sind, so werden ihr§ Gleichungen in diesem Fall von der
Form

Wenn die zweite durch einen Punkt gehn soll, dessen
Coordinaten < und 2' sind, so wird man zur Bestimmung

von «' und s>' die Gleichungen haben
x/ -j- e? und ^ — b>2^ -I-

woraus man zieht, wenn man wie so eben verfährt,

x >— x/ — u (2 — r/), ^ ^ b>(2 — 2').

») Dies ist also die Gleichung einer Ebene, welche durch einen Punkt,
denen Coordinaten x/, und sind, mit einer Ebene parallel gelegt wird,
die durch die Gleichung

(t^x^ kl ^ -d» 6 2 ) D

U2 -I- «'L2 -k- «

k>2 -t- ^b>2 -t- ss

sein.

-s- ü ^ (iL "k" D --- O
gegeben ist. U eb ers.
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§
182

.

Um die Gleichungeurer Ebene zu finden, welche auf ei¬
ner gegebenen Geraden senkrecht ist, muß man sich erinnern,
daß die gemeinschaftlichen Durchschnittedieser Ebene mit je¬
der der coordinirten Ebenen auf den Projcctionen der gege¬
benen Geraden senkrecht sind § ZL). Es seien

X — -t- «, — k> ? -s- ft
die Gleichungen dieser Geraden und

-t- -t- Ls -t- I) — o

die der gesuchten Ebene; die gemeinschaftlichen Durchschnitte
der lehtern mit der Ebene der x, 2 und der 2 werden
durch

vVx -1- <22 -1- I) — 0 oder x —---—,

, ^ ,, <2 2 O<22-1-1) ---0 oder ---

auögedrückt sein, und damit diese Geraden auf den Projec-
tionen der gegebenen Geraden senkrecht werden, muß man
haben

a - (ft b -- 0 (§ 90).

Substituirt man die aus diesen Gleichungen gezogenen Wer-
the von ^ und L in die der gesuchten Ebene, so wird man
haben

<2 (ax -I- 8 ^ -I- 2) -t- I) --- 0,
und wenn diese Ebene durch einen Punkt gehn soll, dessen
Coordinaten < und 2' sind, so wird ihre Gleichung
werden

u (x — x') -1- 1 , ) -1-2 — 2' 0.
Wenn die Gleichung der Ebene gegeben wäre und man

die der auf ihr senkrechten Geraden suchte, so muß man statt
s und

1
> ihre obigen Werthe sehen, und man würde er¬

halten
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^ ö
— ( 2 — 2 ')

für die Gleichungen der Geraden, welche auf der durch

-t- -i- d- -l- v — o auögedrückten Ebene senkrecht

ist und durch den Punkt gehn soll, dessen Coordinaten -ch

und -r sind.

§ 183 .

Der Abstand des Punkts l^l, Fr§. 64, dessen Coordina-

ten x, >- und 2 sind, vom Anfangspunkt hat zum Aus¬

druck

-s- Mivr- -- f/x- ^ 2^,

wovon man sich leicht durch die Ansicht der Figur überzeugt.

Der Abstand zweier beliebigen Punkte lVl und m wird

gefunden, wenn man k O — und nimmt,

und die Dreiecke m^O lVl^und nr l^lVl betrachtet, welche beide

rechtwinklig sind, das eine in O, das andere in N, mithin

geben

Bezeichnet man nun die Coordinaten des Punkts m mit x',

zch 2^, so erhält man rr^O — x — x^, — z- —

— 2 — 2^, und da so ergibt sich

mlVl — f/(x — x')" -i- (x — -l- (2 — 2^)^.^)

§ 184 .

Dies führt auf die Gleichung der Kugel; denn da alle

Punkte ihrer Oberfläche vom Mittelpunkt gleich weit ent¬

fernt sein müssen, so wird, wenn man zuerst den Mittelpunkt

selbst

») Cs wäre vielleicht, schon >ur leichter» Vergleichung dieser und
anderer hier entwickelte» Formeln mit den analogen des ggstcn und der

folgende» SH besser gewesen, wenn die Coordinaten der gegebenen Punkte

Al nnd >n mit «, i?/ / und och ^ dezeichnet worden waren; ich habe
indessen nichts andern mögen. uebers.
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selbst für den Anfangspunkt der Coordinaten nimmt und den

Halbmesser mit r bezeichnet, die Gleichung

für alle Punkte derselben gelten, und wenn die Coordinaten

des Mittelpunkts -ck, 2? sind, so wird man haben

Das Vorhergehende führt ganz einfach auf den Aus¬

druck für den Cosinus des Winkels, welchen zwei gegebene

Geraden mit einander bilden. Es seien

die Gleichungen der Projcctionen dieser Geraden, welche sich

in einem Punkte schneiden, dessen Coordinaten < ^ und 2 "

sind (§ 66). Stellt man sich nun vor, daß sie sich parallel

zu sich selbst bewegen, bis ihr DurchfchnittSpunkt in den An¬

fangspunkt fällt, so wird sich ihr Winkel nicht ändern, und

die obigen Gleichungen werden sich auf

reduciren-

Denkt man sich ferner eine Kugel, die den Anfangs¬

punkt der Abscissen zum Mittelpunkt hat und deren Halb¬

messer durch r ausgedrückt ist, so wird der Abstand der

Punkte, worin ihre Oberfläche jeden Schenkel des gesuchten

Winkels schneidet, offenbar die Sehne dieses Winkels sein.

Man wird die Coordinaten des Durchschnitts der ersten Ge¬

raden mit der Kugelfläche finden, wenn man vermittelst der

») Ma» sieht sogleich, »sic solche Gleichungen rn nehmen sind. Da
sie drei unbestimmte Größen x, ? und - enthalten, so geben sie für jede
derselben nur dann einen bestimmten Werth, wen» die Werthe der beiden

andern beliebig gesetzt sind. Uebers.

Trigonometrie, U

x" -i- -si- 2

(x- -i- (x - (2 - 2^)2 ^2 ick .)

§ 185 ,

X - x' --- s (2 - 2O

X-— b>(2 - 2')

X — ock— (2 — 2O

5- — ^ — 6^(2 — 2')

X ---! U2

^ — k>2
) )
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Gleichung dieser Geraden und der der Kugel r, z' und r
bestimmt. So ergibt sich

Bezeichnet man die Coordinaten des Durchschnitts der zwei¬
ten Geraden mit der Kugelfläche durch < /, -ch so wird
man eben so haben

Der Ausdruck für das Quadrat des Abstandesdieses Punkts
vom vorigen wird sein

(x —x')2 -l- (^ — 5 ')^ -4- (2 — 2 ')* (§ 163);

setzt man darin statt

ihre Werthe, so wird man nach den Ncductionen finden

Bezeichnetman aber den gesuchten Winkel mit V, so wird
seine Sehne

sein (§ rz), wo R. den Halbmesser ausdrückt. Setzt man
nun diesen Halbmesser — 1, so erhält man zum Quadrat
der Sehne 2(1 — co§V), und vergleicht man diesen Werth
mit dem obcngefundencn, worin man ebenfalls r— 1 nimmt,
so wird man haben

sX(r -1- n- -j- b°) (l -4- u"' -si b^)

Hieraus leitet man leicht her

- v — L-l,)- -1- (a —a')^ -4- (b —

Wenn die beiden vorgelegtcn Geraden auf einander senkrecht
sein sollen, muß corV —0, mithin i-t- -4- b>lo'---o sein.

s/i -i-^ s
/1

-t- a' -i-b^' s/i -4- -4-b>"

x — x', ^ 2 — 2 ^

s/2L^ — Lk cor V

1 -4- a -4- b>b>^

s/(i -4- -r- d') (r -4-^ -4- b.'-)
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§ 186 .

Es ist hier der Ort, von den Relationen der Winkel zu
sprechen, welche irgend eine gerade Linie*) mit den Axen
der Coordinaten bildet, weil man dieselben mit vielem Erfolg
in die Mechanik eingeführt hat und weil sie den Gleichungen
dieser Geraden mehr Symmetrie geben.

Um vermittelst der Ausdrücke des vorigen §s dahin zu
gelangen, nehme ich an, die zweite Linie sei eine der Axen,
z. B. die der x. Dann wird für diese Linie x — o sein,
mithin für jeden Werth von 2 auch b>^ --- 0. Erwägt man
nun, daß L" in der Gleichung x---^2 die Tangente des
Winkels bezeichnet,den die Projection der jedesmaligen Linie
mit der Axe der 2 bildet (§ g6), so wird, da dieser Winkel
ein rechter ist, wenn die Linie mit der Axe der x zusammen¬
fällt, u' unendlich sein (§ 24). Die Voraussetzung L'—0
bringt zuvörderst den Ausdruck für c<,§ V auf

1 -t-

j/(l -I- L" -I- 6^) (1 -j-

dividirt man Zähler und Nenner durch so erhält man

und setzt man nun a' unendlich, so entsteht

j/i -t- -j- b>^

Dies ist der Ausdruck für den Cosinus des Winkels, den die
erste Gerade mit der Axe der x bildet.

Eben so wird man für die Axe der in Bezug auf
welche a' — 0 und unendlich ist, finden

Die man sich parallel mit sich selbst sortgeschoben denke» mich,
bis sie durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht. lieber,'.

U 2
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b _

s/H -I- b^'

Für die ?lxe der 2, rücksichtlich auf welche s/—o und ---o
ist, wird man erhalten

i

s/i -t- n' -t-

Bezeichnet man die drei Winkel, deren Cosinus Ich hier an¬
gegeben habe, mit «, /?, /, so wird man haben

— —, cor/?---

1
coi / — ---- - - .

f/l -t- -l-

Quadrirt man diese drei Gleichungen und addirt sie, so
entsteht

e S2 , 2 ^ Lcor -k- cor p-t -t- cor —
i -t- -i-

>i.

§ 187 .

Da der Ausdruck für cor --

s/i -1- -j-
i

cor --

gibt, so wird man, wenn man diesen Werth in die Ausdrücke
für cor « und cor seht, erhalten

cor « , cor 6
n --, b> —--,

cor -- cor /

und die Gleichungen der ersten Geraden werden folgende Ge¬
stalt annehmen:

(r — rO cor / — (2 — 2') cor «,
cor ----- (2 — 2') cor

Substituirt man die Werthe von n und b> in die Glei¬

chung der Ebene, welche auf dieser Geraden senkrecht steht,
nämlich in

s(r — ;/) -i- K()f — --- (?.. — 2') — 0 (§ igL),
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so wird man dieses sehr symmetrische Resultat erhalten,

(x — x') cot « -t- (x — ) co 5 ^ -t- (2 — 2') cot / --- 0.

Bezeichnet man endlich mit ach die Winkel, die eine

zweite Gerade mit den Apen der Coordinaten bildet, was ge¬

ben wird
co5 cot 6^

n'—-b'—-
cot . cot/

so wird der Ausdruck für den Cosinus des Winkels, den diese

zweite Gerade mit der ersten bildet (Z igz), sich in

cot V — cot « cot -t- cot cot ^ -t- cot / cot

verwandeln, wenn man bedenkt, daß ^

cot -i- cot -p- cot — I, cot ttcot cot 1

ist-

§ 188 .

Die Nützlichkeit dieser Formeln kann ein directes Ver¬

fahren, sie zu erhalten, wünschenswerth machen. Auf ein

solches führen folgende geometrische Betrachtungen.

1) Nimmt man an, daß die gegebene Gerade sich selbst

parallel bleibend in den Anfangspunkt der Coordinaten ver¬

setzt und durch 7g, vorgestellt wird, so wird das

Dreieck in I? rechtwinklig sein, weil die Ebene

auf der Axe senkrecht steht. Man wird hieraus schließen

cotl^lVl-- ^ x s

f/i -t- -r- b>^

indem man (§ igz) und für x und

X ihre Werthe L2 und b>2 setzt.")

») und sind, wie man sicht, die Protectionen der Linie

LKI aus die Ebene» N^o und Lä.O, also » und b die Tangente» den

Winkel lVl"L O und jn den Gleichungen x —02 und x — br
dieser Protectionen. Uebers.
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cor ^ ?Vl

Eben so ergibt sich

/V IVs — -^
b

co§ ---: 2

wodurch man sogleich zu der Relation gelangt
cor -l- cor^ -H- cor --- i.

L) Die Dreiecke und ^klVl geben
— ^IVl cor und M cor R ^ IVl, und da ^ k
---- VM" ist, so entsteht

corik^lVl x cor cr

wenn man mit « und -> die Winkel bezeichnet, welche dl^
Gerade mit den Az:en der x und der

2
bildet. Eben so

wird man erhalten

wo /? den Winkel andeutet, den die vorgelegte Gerade mit
der Az:e der einschließt.

Z) Man bestimmt zuweilen eine Gerade wie
durch den Winkel iVl^lVl', den sie mit ihrer Projection auf
die Ebene der x, ^ bildet, und durch den Winkel
den diese Prchection mit der Axe der x macht. Zst nun 6
der erste und P der zweite dieser Winkel, so wird man
haben

r-'-r IVl lVl' oder 8 — r-A §,
cor oder -^lVl cor K,

I? rr?l lVl oder ^ lVl cor § rin
cor oder X ^lVl cor § cor P.

Bringt man die lehtern Ausdrücke für x, x, ^ >" Ver-
bindung mit denen, welche aus den Gleichungen

zi- cor ^

x cor « ^ cor /?
cor / cor /



hervorgehn, und erwägt, daß -- oder das Tomplcment
von lVHIVl' oder S ist, so wird man erhalten

coL-" — §!,i S, cor /? — cor S rin P, cor « — cor - cor g,.
Quadrirt man die lehtern Gleichungen und addirt sie, so
findet man wie oben

cor -l- cor -k- cor «" ---- I.

§ 189 .

Der Cosinus des Winkels, den irgend zwei Ebenen mit
einander einschließen, läßt sich unmittelbar aus § igZ hcr-
lciten; denn dieser Winkel ist dem gleich, welchen zwei über
beiden Ebenen aus irgend einem Punkt ihres gemeinschaftli¬
chen Durchschnitts errichtete Senkrechte mit einander bilden.
Wenn diese Ebenen burch die Gleichungen

0, -i- -k- -I- D' — o

dargestellt sind, und man sich verstellt, daß sie parallel zu sich
selbst fortgeschoben werden, bis sie durch den Anfangspunkt
der Coordinaten gehn, so wird ihr Winkel unverändert blei¬
ben, und ihre Gleichungen werden sich auf

^.x-i-L/-i- Lr — o, ^/x-l-L')--r-Lll 2 — o
rcduciren, und die der Geraden, welche man auf jede dersel¬
ben durch diesen Punkt senkrecht zieht, werden sein (§ igs)

Substituirt man in den Ausdruck für cor V statt o und b,
n' und b>', die Wcrthe, welche diese Gleichungen geben, so
wird man haben

-t-L L'-k-o c'
cor V —--in77—nrr: -

-d- L' L') (Ä'- -t- S-)

Wenn eine der vorgelcgten Ebenen, die zweite z. B„ die
der x, ^ wäre, für welche man immer - — o hat, so wer-
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den offenbar bei dieser Annahme ^ und L' Null werden,
und co§ V wird sich auf

L _

reduciren. Man wird eben so finden, daß der Cosinus des
Winkels, den die erste vorgelegte Ebene mit der der x, 2, für
welche man ^ — 0, -- 0 hat, cinschließt,

L

f/Z? -t- c?'

und der Cosinus des Winkels derselben Ebene mit der der
-, für welche man x --- 0, L' --- 0, O --- 0 hat,

-k- e-

seln wird.

Zn dem Fall, wo beide vorgelegte Ebenen auf einander
senkrecht sind, wird man co§ V — 0, folglich -z-

LC.' — 0 haben.

Von den Flächen des zweiten Grades.

§ 190 .

Die Flächen werden eben so wie die Linien nach dem
Grade ihrer Gleichungen abgetheilt. Die Ebene ist die Flä¬
che der ersten Ordnung, weil ihre Gleichung nur vom ersten
Grade ist. Die Flächen von der zweiten Ordnung sind alle
in folgender Gleichung begriffen:

^x°* -t- -t--z- 2l)x^-i-2Lx2-t-21^2? ^
-t-20x-t-2H^-k-2l^2^ ^

welche die allgemeinste ist, die man vom zweiten Grade mit
den drei unbestimmten Größen x, ^ und 2 bilden kann.

Wenn man diese Gleichung mit Bezug auf einen Buch¬
staben, z. B. 2 auflöst, so wird man finden
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Lx -I- I?v -k- L

^-O-

-t- O O)-k-2(LL —6 6)x-p- -(kL-6»)^

-p- —^L)x^ -t-L(Lx — cr>)x^-i- (r- — LL))^.
Dieses Resultat zeigt, daß einem und demselben Punkt
der Ebene der x, ^ zwei Punkte der vorgelegten Fläche
entsprechen, und daß folglich jeder durch die Substitution
aller möglichen Werthe von x, ^ entspringende Werth von 2
einen Thcil der Fläche bildet, welcher in Rücksicht auf die
ganze Fläche eben das ist, was die Zweige einer Curve in
Rücksicht auf die Curve sind. Man nennt einen solchen
Theil der Fläche Mantel

Zuvörderst sieht man, daß der rationale Theil des Werths
von 2 die Ordinate einer Ebene ausdrückt, dergestalt daß,
wenn man von derselben die Ordinaten der Fläche anrechnet,
indem man

Lx -I- I?v -t- R,
^^

seht, die unbestimmte u zwei gleiche Werthe hat, einen posi¬
tiven und einen negativen. Diese Ebene ist also in Betreff

der Flächen vom zweiten Grade eben das, was der Durch¬
messer für die Curven von diesem Grade ist.

Man würde sich nur schwer einen Begriff von der Ge¬
stalt machen, die einer Fläche, von der man die Gleichung
hat, zukommt, wenn man nur abgesonderte Punkte betrach¬
tete; allein man stellt sich statt deren eine Menge Schnitte
vor, welche in dieser Fläche durch Ebenen gebildet werden,
die man zu größerer Einfachheit einer der coordinirtcn Ebe¬
nen parallel legt. Das Gesetz, nach welchem diese verschie¬
denen Schnitte oder Curven fortschreitcn, gibt dann die Ge¬
stalt der vorgelcgtcn Fläche zu erkennen.

Da alle Punkte einer zur Ebene der x, ^ in einer
durch a bczcichneten Entfernung parallel gelegten Ebene in



der Gleichung L — s begriffen sind, so verwandelt sich die
allgemeine Gleichung der Flächen vom zweiten Grade, wenn
man darin diesen Werth subsiituirt, in

^x^ -s-II -p-2l)x v?
.V- LX.I— (>L-.

-k- 2 (Ls -k- 6 ) x -t- 2 (Ls -I-

Diese Gleichung drückt die Beziehung aus, welche die Covr-
dinatcn der Ebene der x, x für alle in einer Entfernung s
von dieser Ebene befindliche Punkte der vorgelcgten Flache
zu einander haben, und gehört folglich auf der Ebene der
x, zur Projection der Curvc, in welcher die Ebene, deren
Gleichung

2
— s iff, der Fläche vom zweiten Grade begegnet;

und da diese Ebene der der x, ^ parallel ist, so wird offen¬
bar der auf der Fläche selbst gemachte Schnitt von seiner
Projection auf die Ebene der x, ^ nicht verschieden sein.

Nimmt man für s verschiedene Werthe, so erhält man
verschiedene der Ebene der x, ^ parallele Schnitte; und setzt
man s 0

, so wird die hieraus entspringende Gleichung

die Curve vom zweiten Grade geben, in der die vorgelegte
Fläche der Ebene der x, begegnet. Man würde eben so
die Gleichungen für die der Ebene der x,

2
, und für die der

Ebene der 2 parallelen Schnitte finden.
Man begreift leicht, und hat auch schon ein Beispiel

davon bei der Kugel gesehn (§ iL4), daß die Flächen, je
nachdem sie auf eine mehr oder weniger symmetrische Weise
gegen die Apen der Coordinaten gelegt sind, auch mehr oder
weniger einfache Gleichungen haben, und daß man folglich,
um die verschiedenen Arten von Flächen zu analysiren, welche
die allgemeine Gleichung der Flächen vom zweiten Grade dar-
stcllen kann, sie zuvörderst von den Gliedern befreien muß,
die nur von der besonder» Lage der Apen der Coordinaten
abhängen, was geschehn kann, entweder indem man über die

^.x^ -l- 2l)x^
-I- 2 6 X -I- 2 n ^
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Wurzelgröße ähnliche Betrachtungen anstellt, wie es § m
— iLo bei den Linien des zweiten Grades geschehn ist, oder
indem man allgemeine Formeln zur Umformung der Coordi-
naten im Raum bildet, und eben solche auf die Lage der
Apen sich beziehende Größen wie § iLZ — 127 in Rech¬
nung bringt, um die allgemeine Gleichung so viel möglich zu
vereinfachen. Man kann über diese Gegenstände, welche aus¬
ser den Gränzcn eines Elcmentarbuchs liegen, den ersten
Band meines Lehrbegriffö der Differenzial- und
Integralrechnung nachsehn.

§ 191.
Ich will hier bloß bemerken, daß man aus § igg die

Gleichung des geraden Kegels ziehn kann,") welche Lage der¬
selbe auch in Rücksicht auf die coordinirten Ebenen ha¬
ben mag.

Denn da der gerade Kegel durch die Bewegung einer
geraden Linie erzeugt wird, welche sich um eine andere, mit
der sie einen beständigen Winkel macht, umherbewegt, so er¬
hält man, wenn man die Coordinatcn der Spitze durch «,
A 7 bezeichnet, für die feste Gerade oder für die Ape des
Kegels die Gleichungen

^ b>(2 — /),

und für die bewegliche Gerade oder für die Seite des Ke¬
gels die Gleichungen

x — « — a'(2 —7),

/b -- b>'(2 —-').

Es ist also der Cosinus des Winkels dieser beiden Geraden

Eigentlich die Gleichung der konischen Fluche für einen solchen
Kegel, d. i. eine Gleichung zwischen 5 und r, welche snr jede Wertste, die
mnn zweien dieser Unbestimmtenbeilegt, einen Punkt in dieser Fluche gibt.

Ueber s.
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I -s- L -f- 1>1>^

s^)(i ^ -t H-b>^)

da er beständig sein muß, so bezeichne man ihn durch c.

Dann erwäge man, daß a und b>, der Axe des Kegels an-

gehörig, ebenfalls beständige Größen sind, und daß man hat

2—/ 2 -/

Substituirt man diese Werthe, so wird man die Gleichung

I -t- s

bilden, welche sich leicht auf folgende rcducirt:

-i(x —ce)-4-b>()r—^)-f-( 2 —/) ^ o, ^
in s/(x — «) ^ -i- (x— ^ -i-(2 —

wenn man zur Abkürzung — IN setzt.

e

Bringt man den Scheitel des Kegels in den Anfangs¬

punkt der Coordinaten, so wird man haben « — o, /? — o,

^ o, und
LX -I- k> V -k- 2

--— - - — c.
m 2^

Man sieht leicht, daß, wenn man In dieser Gleichung r — o scpe,
das Resultat, welches dann dem Durchschnitt des Kegels von der Ebene der
x, x angehvrte, die Form der allgemeine» Gleichung des zweiten Grades
,»it zwei unbekannten annehmen würde, und daß sich auf diese Weise die
Identität der Curvcn des zweiten Grades mit den Schnitten eines geraden Ke¬
gels von einer Ebene algebraisch Nachweisen ließe; allein dieser Weg wurde
viel verwickelter und doch weniger allgemein sein, als der von h 151 bis
ig6 eingeschlagene, weil daselbst nicht bloß der gerade, sondern ein beliebi¬
ger Kegel betrachtet worden ist. Die Rechnung für einen schiefen Kegel mit
kreisförmigerGruudstäche findet sich übrigens schon in dem -ls

am Schluß des zweite», 174Z erschienenen, Bandes von Eu¬
lers /utrochuct-o l/r su/lHooi-m. Vers,
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Läßt man die Axe des Kegels mit der Axe der 2 zu¬
sammenfallen, so hat man a — 0, K — o, m — 1, weil
auf dieser Axe x — 0, ^ — 0 ist, welchen Werth man auch
für 2 annehmen mag, und die obige Gleichung reducirt
sich auf

2 _ o
j/x" -t- -t-

aus welcher man durch Erhebung zum Quadrat

2 ^ (1 — 0") — 0^ (x^ -tt-

zieht. Macht man in dieser Gleichung 2 --- n, so wird sie

(1 — c^) — (x? -t-

eine Gleichung, welche zu einem Kreise gehört, dessen Mit¬
telpunkt in der Axe der 2 liegt, und dessen Halbmesser

-— ist. Hieraus folgt, daß alle Schnitte des ge-
e

raden Kegels von einer Ebene, welche der der x, ^ parallel

liegt, Kreise sind, wie es die Natur des Kegels mit sich
bringt

Aus obiger Gleichung zieht man

- --
— 0

und man sieht leicht ein, daß 0^ der Sinus des
Winkels ist, den die Seitenlinie des Kegels mit der Axe der

2 einschließt, daß folglich — —-—- die Cotangente eben die-
s/i

ses Winkels, oder die Tangente desjenigen ist, welchen die¬
selbe Gerade mit der Ebene der x, ^ einschließt.

Wenn man den Scheitel des Kegels in irgend einen
Punkt der Axe der 2 verlegen, aber noch immer diese Axe
mit der des Kegels zusammcnfallcn lassen wollte, so würde
man
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erhalten.

Seht man 2—0, so hat man die Gleichung der

Curve, in welcher der Kegel der Ebene der r, ^ begegnet.

Diese Gleichung wird sein

oder

sie gehört zu einem Kreise, dessen Halbmesser

ist.

s^ 1 -

Bezeichnet man diesen Halbmesser mit r, so hat man
--- (r - e')

und

Die Gleichung

welche sich dann in

s/r— o'

s/i — ?

s/i — s/1
—

verwandelt, kann unter der Form

2 /1 — — er — c -i-

angeseht werden. Zn dem Fall, wo e --- r ist, verwandelt

sie sich in
r^—

§ 192 .

Diese lehte Gleichung, welche nicht mehr als zwei von

den drei Coordinaten enthält, gehört zur cylindrlschen Fläche,
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in welche der Kegel übergeht, wenn sein Scheitel sich unend¬
lich weit entfernt; denn da c- den Cosinus des Winkels be¬
zeichnet, welcher von der den Kegel erzeugenden Geraden
und seiner Are gebildet wird, so bringt die Annahme c — i
diesen Winkel auf Null, woraus der Parallelismus beider
Geraden folgt. Die erste beschreibt also, indem sie sich um
die andere dreht, die Flache eines geraden auf der Ebene der
x, .senkrechten Cylinderü, welcher auf dieser Ebene den
Kreis zur Grundfläche hat, dessen Halbmesser r ist, und des¬
sen Mittelpunkt im Anfangspunkt der Coordinatcn liegt.

Dies führt auf die Bemerkung, Laß irgend eine Glei¬
chung, welche nur zwei der drei Coordinaten enthält, und
eine Curve in der Ebene dieser Coordinatcn bezeichnet, im

Raum zu einer Flache gehört, weil die Coordinate, welche
in dieser Gleichung fehlt, als unabhängig von den beiden
übrigen, für jeden Punkt der gedachten Ebene eine unend¬
liche Menge Werthe hat; und diese Werthe entsprechen al¬
len Punkten der Geraden, die man aus dem jedesmaligen
Punkt der Curve über der coordinirten Ebene senkrecht er¬
richtet.

Die auf diese Weise durch jeden Punkt der Curve senk¬
recht gelegten Geraden bilden zusammengcnommen eine cy-
l in d rische Fläche, wenn man diese Benennung in dem wei¬

ten Sinne nimmt, in welchem sie im (Homzokemeutetep Lte-
rnen§ cts 6<ro7iistrr'e genommen ist. *)

») Wenn sich längs einer krumme» Linie, sei es einer geschlossenen
oder nicht geschlossenen, eine auf ihrer Ebene senkrechte Gerade parallel
zu sich selbst bewegtest beschreibt sic eine eplindrische Fläche, deren
charakteristische Eigenschaft ist, daß alle der Curve parallel gelegte Schnitte
ihr gleich sind. Man erhält auf diese Weise elliptisch- cn lind rische,
paraboli sch-culind rische ». s. w. Flächen. Ist die Curve ein Kreis,
so lsi die Fläche im eigentlichen Verstände eine cylindrische. Eine konische
Fläche entsteht, wenn die erzeugende gerade Linie während ihrer Bewegung im¬
mer durch einen festen Punkt gehl. Bei dieser Gelegenheit verdienen noch die

Gleichungen für die Fläche» entwickelt zu werden, die durch die Umdrehung
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Von den Curvcn im Raum betrachtet.

§ 193 .

Wenn man die Curven im Raum betrachtet, so entstehn

sie immer aus dem Durchschnitt zweier Flächen, so wie die

gerade Linie aus dem Durchschnitt zweier Ebenen (§ 178).

Man kann z. B. einen Kreis dadurch bezeichnen, daß man

die Kugel angibt, von welcher er einen Theil ausmacht, und

die Ebene, von der sie geschnitten wird. Nimmt man an,

der

einer Curve des zweiten Grades um ihre Ars entstehn, und im Allgemeinen
konoidische genannt werden. Es sei tVL, 79, die Ebene der x, x,
ä L die Are der x, der Anfangspunkt der Coordinate», L2 di- auf^X.
senkrecht stehende Are der x und zugleich die Are der Curve 2 k, IVl irgend
ein Punkt der konvidischen Fläche, IVl dl —x, dlk —Lk —x, —«,
Cr.— /?, also LS—x — « und Ist 6 — ^ — /?. Man hat mithin
LIl- —i(x— a)- st- (7 — /?)-. Ist nun 2 k zuerst ei» Bogen einer
Ellipse, 2 6 die Richtung ihrer großen Are und O der Mittelpunkt, so

1,2
hat man, wenn L O mit / bezeichnet wird, <ZLl- — (»- — O tz-)

— ^ sa- — (x —Da nun <2bl- 1-- List-, so ist (x —al¬
b¬

st- (> — /?)- — b- — — (x — /)°- Hieraus folgt

a- (x — a)- st- s- — /?)- st- b- (x — ^ 0- b-,
Dies ist die Gleichung der elliptisch- kvno id ischcn Fläche. Ist 26
die Richtung der kleinen Are, so muß man die Buchstaben a und b mit
einander vertauschen. Macht man s — b, so erhält man

(x — 0-)- st- O — /S)- st- (x — — a-,
die schon H >64 vorgekommene Gleichung der Kugel für den Halbmesser«.
Ist 2ss ein Vogen einer Hyperbel, 26 die Richtung ihrer Zwcrchare,

b-
O' ihr Mittelpunkt und 0^6—/, so ist tzIVl- -- List- — — (0-tz- —

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ - «'"hin

b- (X — ),)- — a- cx — — a- cx — /?)- — b-,
die Gleichung der h» p erb o l i sch < ko n o id ischen Fläche. Ist endlich
2 k ein Vogen einer Parabel und 2 6 — ^, so hat man «ZIVI- — Ldl-
— k — x), mithin

O — «)" st- (/ — /?)- st- i>x ---
die Gleichung der parabolisch, konoidischen Fläche. Hebers.
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der Mittelpunkt der Kugel befinde sich im Anfangspunkt der

Coordinaten, so wird das System der Gleichungen

X- -4- X- 2- --- r- (l)

L 2 — I) (2)

dem Kreise angehören, in welchem die Kugel und die vorge¬

legte Ebene einander schneiden, weil dieses System nur den

Punkten zukommen kann, welche zugleich in beiden Flächen

liegen.

Es ist offenbar, daß man das System der Gleichungen

(i) und (2) in eine unzählige Menge anderer von gleicher

Bedeutung umwandeln kann. Gewöhnlich eliminirt man

aber nach einander eine jede der unbestimmten x, ^ und 3,

und erhält so drei Gleichungen mit je zwei derselben, welche

den Projectionen der gesuchten Curve auf jede der coordinir-

ten Ebenen angehören.

In obigem Beispiel hat man

2 2 /D-

- " -ä-^
^l> — ^x — 6 2> "

^ -i- 2^

(
(

L

v — x, V — e

Jede zwei dieser Gleichungen geben die dritte; sie gehören

(§ 12g) zu Ellipsen, welche die Projectionen des Kreises auf

jede der coordinirten Ebenen sind § 6 z). *)

*) Man begreift leicht, daß die Protection eines Kreises auf eine
Ebene, gegen die er schief gerichtet ist, eine Ellipse geben müsse; denn
nimmt man de» Durchmesser, welcher der Ebene parallel läuft, zur Abscisi
senare, so verkürzen sich alle senkrechte Ordinate» in der Protection nach dein

Verhältniß des Halbmessers zum Cosinus des Neigungswinkels, so daß, wenn
dieser Winkel mit « und der Halbmesser mit r bezeichnet wird, die Glei¬
chung

die Ordinate» der Protection gibt, Dies ist aber dis Gleichung der Ellipse,

Trigonometrie, L
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Um klar einzusehn, auf welche Art eine Curve durch
die Gleichungen ihrer Projektionen dargestellt ist, muß man
erwägen, daß diese Gleichungen cylindrischen Flächen angeho-
ren, die auf den Projektionen senkrecht stehn (§ 192), eben

so wie die Gleichungen der Projektionen einer Geraden zu¬
gleich die der projieirenden Ebenen sind.

Hieraus folgt, daß die vorgelegte Curve der Durchschnitt
der cylindrischen Flächen ist, welche über zwei ihrer Projek¬
tionen senkrecht errichtet sind. (6om/ss. § 77).

§ 194 .

In den meisten Fällen liegen die Punkte des Durch¬
schnitts zweier krummen Flächen nicht alle in einer einzigen
Ebene, und der Durchschnitt bildet dann eine Lurve von
doppelter Rrümmung.I Von dieser Art ist z. B. der
Durchschnitt eines geraden CylindcrS und einer Kugel, wenn
die Axe des Cylinders nicht durch den Mittelpunkt der Kugel

geht.
Nimmt man an, daß der Mittelpunkt der Kugel sich

im Anfangspunkt der Coordinaten befindet, daß die Axe des

Cylinders derAxe der 2 parallel läuft, und daß seine Grund¬
fläche auf der Ebene der x, 7- ein Kreis ist, der durch den
Anfangspunkt geht und zum Durchmesser die Ape der x hat,
so werden die Gleichungen der Flächen, welche die vorgclcgte
Curve enthalten.

und man sieht, daß ihre große Are dem Durchmesser des Kreises, die kleine
aber dem nach dem Nerhaltniß rzco, « verkürzten Durchmessergleich iss.

Je größer « ist, desto kleiner ist —desto mehr schließt sich also die Ellipse.

Iss « N, so wird die Projektion zur geraden Linie, und ist « — 0,
mithin coe « — r, so bleibt sie ein Kreis. ucbers.

») Eigentlich versteht mau unter einer krummen Linie Von
do weiter Krunimnng elne solche, von der kein Theil, so nein er auch
sein mag, In einerlei Ebene liegt, Hebers.
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2 LX - x^ — x"

sein, und man wird für die Projektionen in x, x und in
x, 2 haben

Lux — '

2 LX -t- 2 ^ — r^.

Da sich der Mittelpunkt der Kugel auf der cylindrischen
Fläche befindet, so kann man die vorliegende Curve beschreiben,
indem man die eine Spitze des Cirkels irgendwo auf dieser
Fläche einseßt, und die andere auf derselben mit einer dem
Halbmesser der Kugel gleichen Oeffnung Hingleiten läßt.

Um so viele Punkte dieser Curve, als man nur will,
zu finden, muß man die Coordinatcn ^ und 2 vermittelst der
Abscissex durch die Gleichungen der Projektionen bestimmen,
welche geben

^ — j/ 2 Lux — x*ss 2 — -— 2 ux.

Man sieht, wie weit sich die Curve erstreckt, wenn man

untersucht, in welchem Fall diese Coordinaten imaginär wer¬
den; nun findet man nur reelle Werthe für x-von x —0 bis

x — 2u, und für 2 von x -- 0 ^ ^ Lu der positiven

und von x — 0 bis ins Unendliche auf der negativen Seite.
Es ist aber offenbar, daß man nur den Theil der Abscisse x
nehmen darf, welcher beiden Projektionen gemein ist, weil die
Curve ihre Gränze erreicht hat, so bald die eine Covrdinate
imaginär wird; sie wird sich also nur von x— 0 so weit er-

strecken, bis x der kleinsten der beiden Großen 2u und —

gleich wird.

Die Betrachtung der Projektionen selbst bestätigt dieses
Resultat. Da die Gleichung in x, ^ zum Kreise

66 , welcher dem Cylinder zur Grundfläche dient, und
die, welche x und 2 enthält, zur Parabel gehört,

X 2



324

deren Parameter — 2g ist und deren Scheitel um ^ 1 ^ —^

von ^ entfernt liegt, so kann man offenbar zur Beschrei¬

bung der vorgelcgten Curve nur die Theile und

ihrer Projektionen anwenden, welche dem Thcil^U

der Axe correspondiren.

§ 195 .

Um sich endlich analytisch zu versichern, daß die vorge¬

legte Curve nicht in einer Ebene liegt, muß man untersuchen,

ob sie nicht der Durchschnitt eines der über ihren Projectio-

nen errichteten Eylindcr von einer Ebene sein kann.

Bezeichnet man die Gleichung irgend einer Ebene durch

/V x -H- I» ^ -s- 0 2 -- - D,

so wird ihr Durchschnitt mit dem über der Parabel

errichteten Cylinder durch die Gleichungen

^x -1- -i- 62 — O,

Lnx -s- 2"

dargcstellt sein. Die Projektion dieses Durchschnitts wird

auf der Ebene der 2 zur Gleichung haben

und in allen ihren Punkten mit der Projektion der vorge-

legtcn Curve auf die Ebene der 2 zusammenfallen müssen,

deren Gleichung ist

Aus der vorhergehenden zieht man
2sO- - 2s02-s-^2^

^--'

man muß also für alle Werthe von 2 haben

/^ 2 sl) — „ (r^—2")"( 2^ / 4 ^? '
Entwickelt man dies Resultat, so kann man es auf die Form
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kr« -1- Y2? -s- k?? -k- 82 1 --- o

bringen, wo die Buchstaben k, (Z, k, 8 und 1 Coefficienten

bezeichnen, die auö den Größen L, L, v gebildet sind.

Damit sich diese Gleichung unabhängig von 2 verificire, muß

man einzeln haben

k — c>, s) — 0, k — o, 8 — 0, 1 — 0,

und man wird sich durch die Elimination überzeugen, daß keine

dieser fünf Gleichungen unter den übrigen begriffen ist, daß

man folglich die vier Coefficienten L, L, O nicht dergestalt

bestimmen kann, daß sie allen zugleich ein Genüge thun. *)

Es gibt also keine Ebene, welche die vorgelegte Curve ent¬

halten könnte, und wenn man 2 auö der obigen Gleichung

bestimmen wollte, so würde man höchstens nur vier Werthe

erhalten, so daß die vorgclegte Curve von einer Ebene nicht

in mehr als vier Punkten geschnitten werden kann.

») Man findet
r --- g- n-,

^ 0

8 — — ga- 611 .

Setzt man nun zuerst <Z —0, so erhält man L— 6 —o; und werden
dann v und 8 — 0 gesetzt, so ergibt sich auch U—N—o. Es finden
stch mithin unter der gemachten Voraussetzung gar keine Werthe für die
Cocsfieienten v, 6, O. Ucbers.



Nachträge
auü der siebenten Auflage der Urschrift.

Äu S. io macht der Hr. Verfasser die Anmerkung: „In der vierten
Figur sind die Vagen so genommen worden, das ihre Summe kleiner als
ein Quadrant aussällt. Cs würde indessen nicht schwer sein, die Construc-

tion auch den übrigen Fällen anzupassen, wo sich dann in den § 11 ent¬

wickelten Formeln bloß die Zeichen den tz22 »nd LJ entwickelten Gesetzen gemäß
ändern würden. Damit jedoch in dieser Hinsicht nichts zu wünschen übrig
bleibe, will ich in der Note -v am Schluß des Werks ein Verfahren zeigen,

wie man dieselben Formeln auf eine von den Umsiänden der Figur weniger
abhängige Weise erhalten könne."

Diese Note lautet im Wesentlichen also:

Im eilften Vande der ^cns/or ris Fsirtsiccratr'^uer ^>ucer se a/>-
S. I2Z hat Hr. Gergonne folgendes von Hrn. Sarrus ge¬

gebene Verfahren mitgetheilt, fast ohne Consiruction zu den Ausdrücke» für

(a k>) und cor (s b) zu gelangen, welche zugleich mit der Rela¬
tion rsir cor (§ 10) die Grundlage der ganzen Theorie der
trigonometrischen Linien ausmachen.

Es seien -VIVl ^ -> und Liss — b, 80, irgend zwei Bogen. Man
ziehe die Sehne des Vogens issvIVI ^ ->— d, und wird dann in dem bei
6 rechtwinkligen Dreieck issiVlO haben

iss-Vl- --- iss 6--f IVl 6- — (sitz — 6k)- (I-IVl — st iss)-,
was auch so geschrieben werden kann

still, ko — I>)g- — (cor i> — cor »)- -j- lrs-r s — rk-r b)- .... (ä).

Setzt man den Halbmesser der Einheit gleich, so hat man

und entwickelt man nun die zweite Hälfte von (ä.), so erhält man

Macht man b — c>, so entsteht

(Lk. «)- — 2 — 2 cor 0,

«ine Formel, welche auf jeden Bogen vaßt. Man hat mithin auch

s6I>. (a — b))- — 2 — 2cor (a— b).
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Setzt man die beiten Ausdrucke für (LI-. c->— 1>)^ einander gleich, di-
vidirt durch 2 nnd ändert die Zeichen, so erhält man

Aendert man K in a — b, so hat man die Gleichung

und substituirt man für coa (->— b) seinen Werth aus (I), so entsteht

Setzt man hier für coa seinen Werth 1 — ardr so erhält man nach
gehöriger Reduction

Aendert man endlich in den Gleichungen (I) und (II) -> in s -f- b, so er¬
hält man die folgenden:

coa a — ,.'0.7(3 --- ü) ooa i> -f- a,,r (a -f- Iz) b,
a/n L — ar'nfo -f- ü) ooa I) — ar'n I) ooa (o -j- h),

welche durch Elimination nach einander die Werthe von oo§ <« -j- ü) und
as/1 ha -f- l>) geben, wie sie § n entwickelt worden sind.

Wen» die Punkte IVl und Hs nicht auf dieselbe Seite des Durchmessers
LL- fallen, so ändert ein Cosinus sein Zeichen, ein Sinus hingegen, wenn
der eine über, der andere unter dem Durchmesser^^ liegt. Vollführt man
in diesen verschiedenen Fällen die Rechnung, was gar keine Schwierigkeit
hat, so steht man, daß sich die Formeln so modistcircn, wie es die tz 22
und 2Z augestellte» Betrachtungenmit stch bringen.

Bei der S. 17 stehenden Notiz von der bei den indischen Astronomen
gebräuchlichen Kreiseintheilung wird Hrn. Dclambre's /sfaeo,>s eks
l'^enonomrs anor'onno Do,er /. citirt.

S. 27 am Schluß des 2zsten § steht die Anmerkung- „Es hat mir
genügendgeschienen, hier die Correspondcnz der Zeichen der trigonometrischen
Linien mit ihrer jedesmaligen Lage als eine stch aus der Betrachtung der
Formeln ergebende Thatsachc darzustellc»; man wird aber unten in der An¬
wendung der Algebra auf die Geometrie die Theorie dieser Correspondenz
und den Beweis finden, daß jede mit dem Zeichen — behaftete Linie in
einem Sinn genommenwerden müsse, der demjenigen entgegengesetzt ist, den
man ihr beilegt, wenn sie das Zeichen -j- hat."

Zu der S. Hg entwickelte» Formel

(ja — --) (j- — b)
a i> j

liefert der Hr. Vers, am Schluß des Werks unter L folgendenNachtrag.
„Statt den Ausdruck für jL zu suche», könnte man sogleich den für

6 finden; denn man hat
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( g2 ^2 <>2)2

4 ^ I)^

^ — (a- -s- b- — c-)2

(2 -^- a2 -^-1)2 — x2) (2 ülr — s2 — 1)2 -j- ^2)
—-^

^ l(L -j- d)2 — c-n ^c-2— (ü — b)2^
^ k̂ 2 1)2

(a -s- b -s- e) (a -j- b — c) (c - b) (e — »->-!-)

4 s-b^-
4 (« -§- b -s- c) b — c) (o -s- a — b) (c — s -s'

2 2 2 2

woraus, wenn man (a -j- ü 4- c:) — -' setzt, entsteht

e ^ —-) — s>) (4- —c)
s I>

Da diese Formel vier Faktoren unter dem Wurzelzeichen enthält, so ist sie
minder einfach, al§ die im Text gegebene; überdies hat ste daS Unbequeme,
das; ste nicht zu erkennen gibt, ob der gesuchte Winkel spitz oder stumpf ist,
weil der SinuS eines Winkels allemahl mit dem seines Supplements über-

cinkommt (§ 2L), dahingegen die Halste des stumpfen Winkels nothwcndig
kleiner als ist, man also ohne Zweideutigkeit den Werth des Winkels
durch den seines Sinus erhält."

„Der eben gedachte Umstand kommt blök in dem Fall vor, wo ein
geradliniges Dreieck durch drei seiner Stücke, ungeachtet sich darunter eine
Seite befindet, nicht vollkommen bestimmt ist, ich meine de», wo man zwei
Seiten und den der einen gegenüberliegenden Winkel kennt, z. B. die Seiten

->und a und den Winkel -l, 2^. 14; denn da alsdann die Proportion a : 0

— §r',r ä. : L (§ Z4) nicht zu erkennen gibt, ob der Winkel 6 spitz
oder stumpf ist, so passen die gegebenen Stücke auf zwei Dreiecke, die sich

dadurch unterscheiden, daß die von der Spitze L auf die Seite b gefällte
Senkrechte bei dem einen innerhalb, bei dem andern ausserhalb zu liegen

kommt l'cks S--0M. ZZ). Man überzeugt sich übrigens durch die
Ansicht der für die Auflösung der geradlinigen Dreiecke entwickelten Formel»
leicht, das; dieser Fall der. einzige ist, in welchem eine Zweideutigkeit statt
finden kann."

„Die mathematische Genauigkeit der Formeln allein ist noch nicht hin-
reichend, wen» es auf ihre Anwendung ankommt; man muß noch die Be¬
quemlichkeit der Rechnung und die Schärfe der numerischen Nesultqte berück¬
sichtigen."

„In der ersten Beziehung müssen, wie ich schon H zo und z? bemerkt
habe, die Ausdrücke für die gesuchten Größen so viel möglich durch Multi-

plication und Division zusammengesetzt sein, um die Logarithmen leicht in
Anwendung bringen zu können."

„WaS die Genauigkeit de§ numerischen Calcnls betrifft, so muß die
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gesuchte Größe in Ihrem jedesmaligen Zustande der größtmöglichen Varia¬
tionen fähig sein. Wen» z. V. von einem Sinus die Rede wäre, so müßte
er nicht einem dem Quadranten sehr nahe liegenden Bogen angchörc»; denn

da in dieser Lag- die Sinus weit weniger als die Vogen wachsen, so wird
ein Fehler von einigen Einheiten im Logarithmen des SinuS, welcher durch
Comdiuation anderer in ihrer Endziffer oft fehlerhaften Logarithmen ent¬

stände» ist, einen viel größer» Fehler im Vogen zur Folge haben. Wenn
man also eine» Sinus zur Bestimmung eines Winkels anwenden soll, so
muß dieser Winkel nicht allzugroß sei», und auch von dieser Seite hat der

Ausdruck für 6 (4 zg) häufig Vorzüge vor dem für 6."
„Eine gleiche Unbequemlichkeit würde sich bei Bestimmung eines sehr

kleinen Vogens vermittelst feines Cosinus ergeben. Mit den Tangenten hat

es aber eine ganz andere Vcwandniß; denn diese wachsen um so schneller, je

größer sie werden."
„Auch mache ich hier noch die Bemerkung, daß die Cosinus und Tan¬

genten, welche ihr Zeichen ändern, so bald der Winkel stumvf wird ch LZ, 24)
vor den SinuS, wenn im Verlaufe der Rechnung die Zeichen nach den Re¬

geln der Algebra combinirt worden sind, den Vorzug haben, daß sie zu er¬

kennen geben, ob der Winkel, den man durch sie bestimmen will, spitz oder

stumpf ist, was oft seinen großen Nutzen hat. Man vergleiche H 57."
„Was ich hier gesagt habe, geht nur auf den Gebrauch der trigono¬

metrische» Tafeln. Es verdient aber auch noch bemerkt zu werden, daß man

bei der Auswahl der gegebenen Größen eine besondere Vorsicht anzuwenden

hat, von der oft die Genauigkeit der gravhischcn Constructionen abhängt.
VZcnn man nämlich einen Punkt vermittelst des Durchschnitts zweier Geraden

bestimmen soll, so muß man dahin sehn, daß sie sich nicht unter allzuspitzen
oder allzustumpfe» Winkeln begegnen, weil dann dieser Durchschnitt, der in

der Ausübung allemahl eine kleine Fläche ist, um so größer ausfällt, und ein

kleiner in der Richtung der Geraden begangener Fehler einen viel größer» in
dem Orte des Durchschnitts hcrvorbringt. Wenn man also auf dem Terrän
Dreiecke bildet, um die gegenseitige Lage mehrerer Punkte zu bestimmen

sh 40), so müssen die Winkel derselben nicht sehr klein oder sehr groß fein."

Die i» der Note S. 54 angeführten Werke des Hrn. Puifsant
citirt unser Hr. Vers, nunmehr unter dem Titel D-a-'rL ^ 6 --ock«>-'s

-r cks Do/>o§^L^/rr's. Die vollständigeren Titel dieser ausgezeichneten Werke

sind: -kL Seo0» ^.^7-0,7,'s»
st tor't /r /a nrstlll'S ^6 /<r

76^6, zor't « /s son/sstr'o/r ssnsvat <7^^tst st
und 2'/'<rr'ts st Fsr'-

vs//s,/rsnt, avss contsnö/it /s t/rscit/s c/s /cr
^to/'sctr'on ca/'tst. Beide in Hto.
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I» der Anmerkung z» S. 64 citirt der Hr. Verf. noch Hrn. I. L.
estcrmanns 1820 zn Wien erschienenesWerk: 7>,^ono-nee---as

r'/cas et chlo^,llkas metstocko mses -rna/^trea -jemontteetes.

Zu § Zc> S. 70 macht der Hr. Vers, folgende Anmerkung: „Die Be¬
trachtung dieses Polardreiecks gibt die Grunze der Summe der Winkel der
sphärischen Dreiecke, welche nicht eben so, wie die der Winkel der geradlini¬
gen Dreiecke, constant ist. Da nämlich die Summe der Winkel eines beliebige»
sphärischen Dreiecks und der Selten de§ zugehörigen Polardreiccks allemahl
sechs Rechte gibt, so wird man, wenn man davon die Sun,me der Seiten
des letzter» abzieht, die immer kleiner als vier Rechte ist ssSssom. 291^, mehr
als zwei Rechte und weniger als sechs Rechte für die Summe der Winkel
des ersten Dreiecks erhalten." Ich habe dieses Gegenstandes auch schon in

einer Anmerkung zu S. 77 gedacht.

Zu § 63 S. 10z macht der Hr. Vers, am Schluß des Werks folgende
mit L bezeichnte Anmerkung.

„Um stch von dem Princip, das ich im Anfänge dieses H ausgestellt
habe, Rechenschaft zu geben, muß man erwägen, was gescheh» wurde, wenn
man die Einheit änderte, auf welche man die bei einer Aufgabe gebrauchte»
Linien bezieht. Es ist klar, daß, wenn man eine Einheit annähme, die das
Doppelte, Dreifache u.s. w. der zuerst gesetzten wäre, die Zahlen, welche
die Linien ausdrücken, zweimahl, dreimahl u. s. w. kleiner als zuvor

werden würden, und daß stc im Gcgentheil zwei - oder drcimahl größer
werden müßten, wenn die neue Einheit zwei- ober dreimahl kleiner als die

erste wäre. Die Flächcnräume und Volumina würden analoge Acnderungcn
erleiden, welche bei jenen durch das Quadrat und bei diesen durch dcn Cubus
des Verhältnisses der beiden Lineareinheitcn bestimmt werden würden."

„Dies vorausgesetzt, wollen wir uns, um die Ideen besser zu striren,
verstellen, daß in der Aufgabe nur drei bekannte Größen s, b, c Vorkommen,

r
und die unbekannte x durch den Bruch —dargestellt wird, wo r und <Z

ganz- Ausdrücke in ->, i> und n lind, welche stch durch schicklicheRed,,ctionen
allcmahl erhalten lassen; mit bh c', x- wollen wir die Zahlen bezeichnen,
die stch durch die Aenderungen der Einheit in dem Maße der Linien cr-

r-
geben. Der Ausdruck für die neue Unbekannte wird x- — — sein, wo

und eben so aus sh bh zusammengesetzt sein werden, wie k und <Z
aus s, I-, c, weil der Voraussetzung nach die zuerst als Einheit gcnommenc
Linie nicht zu den Datis des Problems gehört, also in dem algebraischen
Calcul der Unbekannten nicht Vorkommen kann. Wenn das Verhältniß der

zweiten Einheit zur erste» n und x eine Linie ist, so wird man haben
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a — n ist, b — l>Ist, c — n c', X — nx';
x x/

es muß mithin auch — — u — sein, was nicht statt finden würde, wenn

nicht k und <2 homogen waren, und nicht k eine» Faktor mehr alS t>
hatte, weil der Buchstabe n in diese Größen nur zugleich mit den Buchstaben
s, i>, c kommen kann, und zwar in einer Potenz, deren Erpvnent von der

Anzahl der Dimenfionen der einzelnen Glieder abhängt."

„Hat man z.B. den Ausdruck x — (H 66), so wird zuvörderst

x'— ^ , sein, und die Aenderung von » und k> in na' und ufi' inist -s- K-

dem Ausdruck für x geben
st fi¬

tst -j- fi-n Ist

„Cs ist leicht, diese Betrachtungen aus die Ausdrücke einer jeden Linie

anzuwenden, die von einer beliebigen Anzahl anderer Linien abhängt. Was
die Ausdrücke für die Flächen und körperlichen Räume betrifft, so muß mau

r i"
erwägen, daß man bei den ersten — — n? —, und bei den andern
x x,

— — ^ — haben müsse; in jedem Fall aber müssen ist und <Z homogene

Größen sein, damit keine verschiedene Potenzen von » in den verschiedenen

Gliedern von I" und fst erscheinen, wenn man sie aus st und <Z ableitct."

„Ich verdanke diese Bemerkung Hrn. Deflers."

S. Loi fügt der Hr- Berf. zu den Worten der Anmerkung: „Es ist
nicht uöthig, eine Bcdingungsgleichung zu berückfichtigen, da in der Rech¬

nung nur so viel Größen Vorkommen, als zur Bestimmung der Svsteme

von Eoordinaten erforderlich find," noch Folgendes hinzu: „ueberdies liegen
die Bedingungsgleichungen schon in dem Begriff des Sinus und CofinuS, da
rin »2 xor L? — I ist."

Am Schluß von H iZi S. 22 t findet sich folgende Anmerkung:

„Diese Construction gibt den Werthen von x und / eine mcrklvürdige Form,

Wenn man mit y> den Winkel bl Ost bezeichnet, so ist Ost--- - sor y>,
und da stM gleich der Senkrechte» ist, die man von R. aus Ost herabfället,

so erhält man stIVI — fi r-'n P, mithin ist

und substituirt man diese Werthe in die Gleichung

der Ellipse, so verificircn fie dieselbe unabhängig von dem Winkel <p. Dies ist
der eiissachste Fall einer Umformung, wodurch Hr. Vb°r>> die Auflösung
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eines die Attraktion der Sphäroiden betreffenden Problems sehr erleich»
tert hat."

Zum Schluff gibt der Hr. Vers, noch folgende mit O bezeichnet,:, sich
auf H 176 oben S. 296 beziehende Anmerkung.

„In seinem L-rs,»e,r ^0,^
-le 6<-omet/'»s s/»a§. 89) hat Hr. La Nie die

Gleichung der Ebene unter einer smnnietrifchen „nd homogenen Form dar»
gestellt, ohne einen überflüssigen Cocfstcientcn einzuführen; diese Form ist

Die Gröffen », b, o nennt der Verfasser die Parameter der Ebene; sie
drücken die Abstände deS Anfangspunkts der Coordinatcn von den Punkte»
aus, in denen die Ebene die Aren der x, 7 und 2 schneidet.

Man überzeugt sich hiervon leicht, wenn man »ach einander je zwei

der drei Cvordinaten gleich Null setzt (§ »75), >vo man dann den Werth
der dritten erhält für den Punkt, in welchen, die vorgclegtc Ebene die Are,

auf der diese Coordinate genommen wird, schneidet. Setzt man z. N.

x — 0 und 7 — 0, so gehl die obige Gleichung in —1 über; stegibt

also dann 2 — c. Es ist dies der Abstand LR in der 6Zsie» Figur. Die
beiden andern würde man darstellen, wenn man die Geraden 6"R und

LL, S"'R und LL verlängerte, bis ste zusammenträfen, und man würde so
eine Pyramide bilden, deren Spitze in L und deren Grundfläche in der

jenseits L verlängerten Ebene 6"L6»" läge.

Vergleicht man die neue Gleichung der Ebene mit der Gleichung

Lx-s-L^-j-Lr-f-O-r-o,
nachdem man dieselbe unter die Form

L L 6

gebracht hat, so ergibt sich

und so wird man leicht die Ausdrücke im Text in die verwandeln, welche
sich auf die von Hrn. Lame gebrauchte Form bezieh».

Die gerade Linie wird auf eine analoge Weise durch die Gleichung

dargestellt, wo ->und l> die Abstände des Anfangspunkts der Coordinate» Von
den Punkte» bezeichnen, in denen diese Gerade die Aren der x und 7 schnei¬
det. In der zolle» Figur ist a — Ls, I- — A.I).

Eben dies gilt von den Gleichungen
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r (§128).

welche der auf ihren Mittelpunkt bezogenen Ellipse und Hyperbel augehSren,
unb in. Allgemeinen von den Linie» und Flachen, welche in den Glei¬
chungen

begriffen sind.

Hr- Lamö hat/ indem er diese Vemerkung (S. 104—106 seines
Werks) macht, erkannt, daß die Gleichung

die Hyperbel ausdriickt.

Die Gleichung

bezieht sich auf die Flachen des zweiten Grades, von denen § igo geredet
worden ist. Man sehe übrigens meinen -k" Lo/ouk ct

eku Lakens rntoKrak. Dom. ///. 6z3 und 646.

der Parabel angchöre, erhellet so: man erhebe ste zwcimahl znm Quadrat,
so erhalt man

»2 ^ — 21>bx^ -s" ^ x^ — 2 — 2 a x -j- — 0,

lind vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen Form
-s- Lx^ -s- Lx^ -H vx Lx -s- I? — 0,

« «

die Parabel, und die Gleichung

1

oder

Zusatz des Uebersetzers
Daß die Gleichung
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der Gleichungen des zweiten Grades, so hat man
^ L—— Lai), 6 — l>2,

Mithin
4X6 — v- — 0,

und dies ist nach tz isg die Bedingung, unter welcher eine Gleichung des

zweiten Grades die Parabel ausbrückt. Auch steht man leicht, daß die

Gleichung
iv— 1 «b

-^ -s- ^^ — i oder--— ab—i'I,— e x v

oder xv — sv — I-x oder endlich v — -x — »

die Hyperbel zwischen ihren Asymptoten gibt, wenn inan sie »ach der Ana¬
logie des H 120 vorgekomnicnen Falls construirt, welcher stch von dein vor¬
liegenden bloß dadurch unterscheidet, daß, da k — 0 ist, für x 0 auch

V — 0 ist, die Curve also durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht.

Gedruckt bei Johann Friedrich Starcke.
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Druckfehler.

S. 2Z Z. g v. u. lies Z 7r I.
S. 58 Z. iz l. Werke st. Abhandlungen.
S. 71 Z. 10 v. u. l. Ferner ist IIL LI. III. -s- LI
S. 12^ Z. 16 l. die nehmen st. diejenige.
S. 1Z7 Z. >z l. dem st. den.

S. 176 Z. 6 l. —

Eb. muh es in der Note heißen

S. 208. 3 . 10 v. u. l. der Coefstciente» von 1? und u^,

S. L2o Z. 7 l. Ercentricitat.

S. 2Z3 3 - - 9 - st.^ a s s «



In demselben Verlage ist erschienen.

Don Meier Hirsch:
Sammlung von Beispielen/ Formeln und Aufgaben aus

der Buchstabenrechnung und Algebra. Dritte Auflage
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Gleichungen.i Rthlr. 16 Er-

Ferner gehört dazu:

Auflösungen der in Meier Hirsch'S Sammlung von Bei¬
spielen re- enthaltenen Gleichungen und Aufgaben; von
S- Sachs- Dritte Auflage. 182t. i Rthlr. 16 Gr-

Handbuch der allgemeine» Arithmetik/ besonders in Bezie¬
hung auf die „Sammlung von Beispielen re. von Meier
Hirsch.» Von P. N- C. Egen. 2 Bande/ gr. 8.
1820./t Rthlr.

Sammlung geometrischer Aufgaben. 2 Bände; mit Kupfern.
1807. 3 Rthlr. 8 Gr.

Integraltafeln/ oder Sammlung von Intcgralformcln- 7t.
1810.3 Rthlr.

Burg (M-) die g e »metrisch e Zeich nen kunst; oder voll¬
ständige Anweisung zum Linearzcichnen/ zum Tuschen und zur
Construktion der Schatten- 1822. gr. 8. Mit Kupfern in folio-

Theil- l- Allgemeine geometrischeZeichnungs-Lehre. Mit
11 Kupf..5 Rthlr.

— ll. das Artillerie-Zeichnen- Miti2Kpf- 4Rthlr.8-Gr.
— III. baS architektonischeZeichnen- (erscheint spater)

Ide (I- I- A-) System der reinen und angewandten Mecha¬
nik fester Körper 2 Theile gr- 8. 1802. . . 3 Rthlr.

Laeroix (S. F-) Anfangsgründe der Algebra. Nach
der i2ten vermehrten und verbeff. Ausgabe überseht von I. P.
Grüson. gr-8. 1821.i Rthlr. 8 Gr.

Netto (F- W-) Lehrbuch des Aufnehmenö mit dem
Meßtisch; nebst einer Anleitung zur Auflösung trigometri-
scher Aufgaben/ ohne logarithmisch-trigonometrische Tafeln-
8. 1821. mit Kupf. .... i Rthlr. 12 Gr-

Rockstroh (H-) die Logarithmen/ erleichtert für den Un¬
terricht und in ihrer Anwendung auf ökonomische/ juristische
u. s. w. Gegenstände gr. 8. 1818. ... 18 Er.

Zimmermann (C- G-) Entwickelung analytischer Grundsähe
für den ersten Unterricht in der Mathematik/ besondersfür
Diejenigen/ welche sich ohne mündliche Anweisung belehren
wollen- gr. 8. 1803.. . 2 Rthlr.
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