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BVorberidht dDesd Ueberfesers,

@ic im Jaht 1805 erfchienene deutfche Ueberfehung von
Hrin. Lacroiy Traité élémentaire de Triconométrie rec-
tiligne et sphérique et d’application de PAlgebre & g
Géometrie, hat fid) ihrer SRangel ungeachret bei dem
anerfannten Werthe ded Originals dennod) vergriffen.
Wegen einer neuen Yuflage derfelben von den Herven Vep-
legern um meine Meinung Defragt, Nberseugte ich mich
bald, daff, {dhon tvegen der bedeufenden Berbefferungen
und Erveiferungen, die das frangdfifche Werk in feinen
fortgefeiten Auflagen erfabren hat, eine gang neue e-
berjefung Beduwfuif fei, und eine foldhe liefere iy Dies
mit. I habe fie nad) der fechften Ausgabe der Uefchrife
veranftaltet, und erft als der Deuck feiner Beendigung nabhe
war, erfubr id), dag fo eben cine septicme édition revue,
corrigée et augmentée erjchienen fei, Glictlicheriveife
ftimmt diefe neue Auflage mit der junidh ft vorhergehen:
den Feile fir Seile dberein, indem das corrigée nur auf
einen corvectern DrucE und das augmentée nur auf ein
paar Eleine Anmerfungen unter dem Text und auf vier
grofere am Schluf geht. Fch habe unter der Ueberfchrife:
Nadtrage am Ende der Ueberfesung alles jufammens
geftellt, wad nach forgfaltiger Bergleichung beider Aus:
gaben die neue nur frgend eigenthiimliches enthalt.
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Durdy die Vorlefungen, die ich fiber diefed fhasbare
Bert bei der Diefigen Univerfitat gebalten habe, vertraut
mit bemfelben getvorden, fhien ed mir hHin und tvieder
fiie das evjie Studium der davin behandelten Gegenjtinde
eftoad gu {chivierig abgefafit ju fein. Um e alfo audh
Denen juganglich ju maden, die ed, verfieht fich mit der
ndthigen Senntniff dev Ulgebra und Elementargeometrie
ausgetifter, mit eigenem Fleiffe durcharbeiten wollen, Habe
iy eine Meihe nmerfungen unfer den Text gefest, die
ieh aus Feinem andern Gefichtépuntt, ald dens hier Des
seichneten, gu Detrachten Ditfe. &8 mirde leicht gemefen
fein, ihnen mebhr Ausfubrlichbeit und ein gelehrtered Ans
febu su gebens allein ich hielt e3 fur unbefcheiden, bem
Hrn, Verfaffer, der fberall, twenn ¢d feinem Smwecke ans
gemeffen getvefen tvare, fveit mehe hatte geben Ednnen,
vorgreifen ju foollen,

Dasé Hauptverdienft, dad ich miv ertverben Fonnte,
Deftand in der Eorrectheit der Ueberfetung und ded Druds,
und ich Fann verfichern, daf ich mir in biefer Hinficht
piel SMube gegeben Habe, bdie der Dillige Beurtheiler hof
fentlich nicht verfennen rwird,

DBeclin im April 1822,
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Crftes Kapitel.

Bon dber ebenen Trigonometrie.
Seite
s
Jn etieitt gevadlinigent DreieE hetvachtet man fechs Stide,
dret Seitenr und drei WWintel. Wevmittelf drefer diefer fedhs
Stucde befiimmt man immer ein Diciecd, went fid) nur

o~

eine Seite Davunter befindet . : : 1

ettt matr eine Meihe fir alle mbgliche Winfel berechneter
Drevecde batte, fo wlivde fich in diefer Reibe nothwendiger=
weife eing finden, weldyes mit eitrem gegebeiten gleidye Win=
el Datte

[

Der Sinus eirted Vogens iff die vor dem einenn Endpunkt
beffelberr auf dew ju dem andevw Endpuntt gesogenen Halb-
meffer hevabgelaffene Sentrechte; der Cofinus iff der swi-
fthen dem Sinug und dem MMittelpuntte des Kveifes lieqende
Theil des Halbmeffers; bder Sinus verfus i dey Theil
bes HDalbmefiers, dev swifchen dem Sinug und dem Bogefr
liegt, ober die Eraansung es Cofinus sum Halbmeffer; die
Tangente iff die Sentredyte, die man in demEndpunit deg
sHogens evvidhtet und duvch den jum andern Enbyuntt
gebenden verlangevten Holbmeffer beguedangt; diefer vevrldn-
gevte Hnlbmefier heifit die Secante ; . 4—5

Man weniit Complement eines Bogens nder Wintels dag,
wag su diefem Bogen ober Winkel Hingugefest ober davott
Dinweggenommert woerdent muf, damit davaus der vierfe
Theil des timireifes oder ein vechter Binkel entfiehe i
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VI

Die Cofinus, Corangenten und Cofecanten {itd die Sinug,

Tangenten und Secantenr der Comyplemente 5 5—6

Der Cofinug und der Halbmeffer Haben eben daffelbe Berhalt=
nif su cinanber wie der Sinus und die Tangente, ober wie
ber Halbmefler und bdie Secattte

Det Halbmeffer iff die mittlere Proportionallinie swifden der
Tangente und Cotangente, oder vifdhen der Secante und
vem Cofinug

Dag Quadrat des Halbmeffers ift aleidy Der Summe dev
Duadrate des Sinug und des Cofinus

Der Sinus der Summe oder des Unterfchicdes siweier Bogen
ift gleich bem Sinus des evftenr multiplicict mir dem Gofis
nug deg gloeitert, plus ober minus dem Sinug des jweiten
multipliciet mit dem Gofinug deg erfien, das metge burdh
Dent Halbmeffer dividivt

Der Cofinug der Sunime odet des lnterfhiedes ,meier Bo=
gett iff gleich Dem Product ihrer Cofinug minus oder plus
dem Probuct ihrer Sinug, dag Gamze duvch den Halb=
meffer dividivt . . .

Uus diefenr Ausdricfen leitet man dent Sinus und Cofinug
eined Bogens her, weldher das Bielfache eines andern ift

Tennt der Sinug eines Vogens aegeben :ﬁ, fo finbet man
bett Sinus feiner Hilfte

Man tentnt Supplement eittes Vogents odet eines Win-
Fels Dag, wag man gu ibm bingufGgen oder von ihm weg-
mehmett muf, um ibn dem halben umfreire ubergmei Mech=
tert gleidh su machen
Dag Supplement eites Bogens f;at gIeth)crr Ginug mit die=
fem Bogen

Der Sinug eined Bogens iff die .ﬁa[fte det Sebtre ded doye
pelten Bogens A

RNicht die abfoluten Wevthe der Situg rnb e, bie man be-
vechnet, fondern ihr Vevhaltnif sum Halbmeffer

Die Linge eines Bogens iff grifier, ald dle feines Sinug,
aber fleitrer, alg bie feimer Tangente :

Unm. Die Linien, welche Gberal nach gleicher Richtung con-

6
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VII

beg find, find wm fo langer, je toeiter fie fich von der Ges

vaben entfermen . . : s 15
Dag Verhaltnif des Sinug gur Tangente hat die Einbelt
e Grange . : ! A eh.

e matt auf eine fehr gendberte MWeife die Ldnge des Vo«
gens finben fonne, der eimem feby fleinen Sinug gufommt eb.

Anm. Reibe, weldhe die Tangente durch den Sinug ous:
pradt . . : : . 16

Der Sinug des Quadranten iff der Halbmeffer und der Si=
nug deg dritten Theils diefes Bogens die Halfte des Halb=

mefjers . . : 2 eb.
Bon der Eintheilung deg Kreife 5 S 17
Dey Sinug der Halfte deg Quadvanfen iff 1172 . 19
Ton ber Confivuction der trigonometvifthen Tafelnm . ¢b.
BVont ihrem Sebrauch A - 3 22
Die Sinug und die Cofinug andern ihr IJeiden, wenn fie

vort eirtermn Halbfveife in denm andern dfbevgehen . 26

Die Jeicherr der Tangenten werben nach ihrer Relation s
et Sinug und Cofinug beffiimmt i 3 28
Dag Seichen deg Sinug eines negativen Vogens ift dem bdes
eben fo grofien pofitiven Bogens entgegengefest; fein Cofi=
fus hat daffelbe Jeichen 7 % ; 29
Unterfuchung verfchicdener Relationen ber frigonometrifchen
Linietn ; : ; 5 . 30
Das Verhaltnif der Summe und der Differeny der Sinug
stoeier Vogen iff dem der Tangenten der Halben Sunune
und ber halben Diffevens eben diefer Bogen gleich 33
Tafel der gebraudylichften trigonometrifchen Formeln 35
Sn jedem vechiwinkligen Dveied verhdlt fich der Halbmeffer
um Sinug eitres dev foiben infel, wie die Hypotenufe u
Der diefem WWinfel gegentberfiehenden Seite . 37
Der Halbmeffer verhalt fich s Tangente eines der fpilen
9@infel, wie die an diefern Winkel Tiegende RKathefe zur
gegentiberffehendett : 3 . el.
Wie man irgend eine Seite eines rechtwintligen Dreieds bes
vechiet, wenn mamn die beiden anbern Fennt : 38
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Jn iedem Dreied verhalten fich die Sinug stoefer TWinfel
ebert fo i eiftanber, wie bie diefen WWinfeln gegettliberftes
Denden Seiten

Begiehung, weldhe swifhen den Seiten eines Dreiects und
denn Ginug feimer Winkel fintt findet .

BermittelfF der ebenr gedachten Provortion I8fF man jedeg
Drete auf, mit Yugnabme der Fdille, wo man et Set=
teit und ben von ihnen eingefchlofienen Ieinfel oder die
bret Setten Fennt

Die Summe zweier Seiten eltes Dreieds verhalt fich su
ibver Diffeveny, wie die Tangente der halben Summe der
diefen Geiten gegeriberftehenden IBinkel sy Tangente ih-
ver halben Diffeven;

Wie man unmittelbar die dritte Seite findet

Der Ginug der Halfte eittes WinFels ifi gleich dey Quabrats
wutsel aug dem Product der Unterfhiede shwifchen dev hal=
beir Summe dev drei Seiten beg Drefects und jeder e
Geidenr Den TWintel einfdhlicfenden Geiten, purch dag Pros
buct diefer Seitenr dividivt, wobei Her Halbmefier als Ein=
beit gettommen wird .

Beifpiele gur Aufldfung der vechtwintligen und fohiefiointligen
Dretecle { 7 .

nwendurtg der Trigomometrie auf die Kunft ein Terrdn in
Girund su Tegenr, ovder auf die DBeftimmung von Vunften,
weldye entiveber i eiter Ehere oher im Raum liegen, mit
Begug auf eine gegebete Linie, bie entweder Dovizontal
oder gegert den Hovizont gettelgt iff und Bafio genannt
wird . i L

Unm. Wie man cinenr Winkel meffett Ebnte

TBas mat unter der Reduction bder 2Wintel auf die Hovigons
taleberte vevitehe .

Beftimmung eines Puntts vermittelff Der SBinfel, die an
ihm von Linfen gebilbet Werbewr, weldye st drei gegebenen
Duntten derfelben Ehene fubrett

Anmevfung dber dag Niveliven .

Der Unterfchied pwifchen den Waflerflachen sweier Punkte
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iff dle Cinie, um welche der eine in vertifaler Richtung

biber odev ticfer alg Det anbdete liegt . A ¢h.
Unterfchied dev fheinbavern unbd wabhren Hovigontallinie 61
Bon der Auflbfung der Dretecte durcdh Neilen ’ 62

Bweites  Kapitel,
BVon der {pharif{dhen Trigonometrie.

Citr fpbavifdhes Dreieck wivd vor bdrei gebfiter Gretfen
quf der Kugelflache gebildet, von detten je swed einander
fchnetven i - g . 63

Conflyuction, auf weldjer die gange fhavifhe Trigonontetrie
berubt . A & : - 65

Gleichungerr, weldhe alle Begichungen enthaltenr, it detett
die fed)s Sticke cines fphdvifchen Drefeds ju einander
fiehtt Eonnen : 2 : . 66

Unm. Ausdruc des Volumens eines Tefracders durdy die
prei Kanfen, welhe i einer Gefe gehdren, und die von
ibrient eingefchloffenen Winkel : : 68

Borbevettung der gedachten Gletchunaen, um fie unmitfel-
bar auf die Aufldfung ber fohdvifchen Dreiecte ansumwenden eb.

a8 mar umter dem Polardreiect verifeht G 70
Bereinfaduirg der Fovmelw fir dem Fall, wo Hag Drcied
vedhtwintlig it . : 5 . T4
Umformung dev Fundamentalgleichungern, um Bequem bdie
logaithmifdie Mechnung anbringen ju Fbnmert . 76
formeln, welde alle Combinationen der IRintel und Seiten
eittes fphavifchen Drefects entbalten . . 81
Die Neperfdhen Formeln . 3 82
furge Wiederholung dev sjue Auflbiung dev fubdvifchen Dreis
ecte nbthigen Fovmeln : o - 84

Betrachtung diber die verfhiedenen Bebdingunaerr, weldhen
eitt Gemige gefdhehen muf, wenn diefelben Data einem
obet shoet fpbavijdien Dreiedenr jufommen follen 87

Jieduction  der Iinfel auf die Hovizontalebene vermittelf
ber fpbavifchen Tvigonomettie y : 853




Drittes Kapitel.

Anwendbung der Algebra auf die Geometrie.

Mgemeiner Begrif von der Anwendung der Algebra auf die
(Sepmetrie . . . % 91
Tie die Algebra diene, die Lebridfie dev Geometrie su com:
bittivelr und die Aufgaber, weldhe fich auf die ausgedehn-
teir Grbfient besiehn, in Glefchungen ju bringen und auf-
sulifent " : . R 92
Der Flacheninhalt eines Dreied's wird audgedrict durch die
Duadvatwoursel aug dem Product der halben Summe der
pret Geiten in die Diffevensen diefer Halben Summe und
jeber Der Seiten - 4 . 95
Yusdyud des Volumens ecirter abgeflivsten Pyramide obdet
cities abgeFivgten fenfrechten KRegels mit paralelen Grunds
flachent . 5 - ; 96
Yufgaben vom evfterr und sweiterr Grade, in welden die Oi-
nien nicht alg 3ablen, fonbdetst an und fir fich betrachtet
terdeit e it s : ; 97
Wag man die Confruction algebraifcher Augdriuke tennt 101
Wie man die der bomogenen Gubfen Dewivtt, welche fich

auf Linien begiehen ? ; 4 eb.
Gonfivuction der Quadvativnrgelit . ! 104
Aie man mit eimer Grdfe, die nidit homogen iff, M verfal=

veit habe . : 4 . 106
Confiruction dev Wurjeltt der Gleichungen bvom jiweiten

Grade mif einer eimzigen unbefannten - 107
Grapbifche Auflbfung diefer Gleichungen - 108

Lon der Bebeutung der Jeichen 4 und — mit Bejtrg auf
die Cinten, und von ibvem Gebrauch bei Auflifung dev
Aufgaben ’ ; s : 110
©o oft voit Abfidnden die Mede ift, die i anf einen fe=
fient Puntt begichn und auf einerlei oder parallelen Linien
gerechnet werden, mibffent die mit dem Jeichen — behaftes
tenr einte den mit dem Jeichen 4 behafteten entgegengc=
fefite Lage antrebien : ; ‘ 111




XI

Bemerfutg diber die Jeichett der Secattte ; 115

Rollfidndige Analyfis der Aufgabe, welche verlangt, durvch ei-
nett swifchen deit Schenleln eines tvechtert IWinfeld gegebe-
ttett Punft eine gerabe Linie devgefalt su legen, daf Der
swifchert dent Schenteln diefes AWinfels liegende Theil dere
felbett vor einter geqebettent Grbfe fei " 116

Die Newtonifche Auflofung diefer Aufgabe fir dett Fall, mwo
ber Puntt, durdy welhen die Linie gelegt werden foll, von
beibent ©chenteln deg rechten Winkels gleichen Ybftand hat 123

Gonftruction der algebraifcher Ausdride, welde ju Flachen
nnd Korpernn gehbren : . i 125

Grundbegriff von det Analyfis ded Cavtefing, durdh welde
mair die Curven vermittelft Gleichungen zwifdhen sve

unbeftimmeen Grbfen davftelt . : 27
Die Gleichung ecimer Gleraden 3 . 128
— —_ eintes Kreifes . 5 o 130
Wag man Coovdinaten, thre Uren und ihren %I:faltgs»

punfr nennt . . . 132

Mie matt die vier IWintel, weldhe die Wgen der Guurbitmtm
bilden, vermittelfi der Jeidhen + und — unterfheidet 133

98ag man den Ort einer Gleichung nennt, und tie man

Dent irgend einer Guive finden fanm . ; 134
Die allgemeine Gletchung vont erfienr Grade mit el 1hn-
Defibmmtett gehdrt eitter gevabdett Linie an . i35
Jur Veftimmung diefer Linie werdenr sivei Bedingungen ep:
fordert . . . . 137
Gleidyung ciner Gevavetr, weldye durch swel aeaebette Puntte
aebt . . . . 138
orugdruct fiir dem Ubfiand diefer beiden ﬂ}:mf‘te : 139
Gleichurtg eitrer Gevaden, weldhe, durch eittenr geqebettent
Puntt gehend, einer gegebenrent Gevaden parallel iff eb.
Gleichung der vor eittem gegebenen Puntt auf eitte geges
bette Qinie Herabgelaffettent Gentrechten : 140

nmerfung dibev dag Jeichen, weldhes der Tangente des
Wintelg jufommt, ven diefe Senfrechte mit det Age der
x bilbet . . . A 140




thm dent Durchichnittspuntt sweier {ich fchieibenden Gevaden
su finbent, muf maw annehment, bdaf die Coordinaten dey

cittert Demert der anbern gleich find . . 141
gugdruct flie die Sange der von einem geacbenen Punit auf
eine gebemre Gevade hevabgelnffenen Senfrechten 142
Yrusbuiice fir detr Gittug, dert Cofinus und die Tangente
bes 2Winfeld, ben swei Gevabe mit einander bilden 143
9ligemeitte Gleichung des Kreifes Let der man dem Unfangs-
punft nach Belieben annimmt : . 145
Tie man den Krefs befiimmt, weldher durch Ddrei gegebene
Puntte gebt . : - : 146
Ginfachfte Gleichungen des Kreifes : ! W
Aufgaben, weldye fich auf gerade Linietr besiehn 148
Gleichungen, welche die Veglehung ausdriicen, die swifchen
dert Winfeltr und Seiten eines Dreieds flatt findet 153

usdbrud fliv den Flacheninbalt eines Dreied's vermittelft

bet Coordinaten ber Scheitel fetner Wintel . 156

Die Flade eines Dreieds hangt nicht von feimer Lage i
Ructficht dev Ypen bder Coorbinaten abs man findet auch
wivklich eimen andern Ausdrud, welcher nur von den

Geitett abhangt . ! 3 : 157
Gleichung, weldhe bdle Nelation wifhen den Seitent elttes
DBievedks und feinenr Dingonalen angibt . 158
Yusdrud far denr Halbmeffer des um ein Dreiedt befdiriehes
nen Kreifes { d . 2 160
Yusdbrud fie e Halbmefler Des in ein Drefeck eingefchrie-
bettert Kreifes . { ; eb.

Qenttt mart votr eitem innerhalb eines gleichfeitigen Dreieh's
geronmmenen Punft auf jede Seite eine Senfrechte fillet, fo
iff die ©umme diefer drei Linden feiner Hibe gleich

Senn man die Gleichungen der gevaben Linie und ves Krei-
fes combinivt, f{o Dbeftimmt man daduvd) bie aus dem
Durchfchnitt diefer beiden Lintenr entfpringenven Gigen-
{chaften

Utwendung dev durch biefe Combination (i crgebenden
Gleichung auf vie Unterfuchung verfchicbener Sape bdev
Geometrie . ‘ . .
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Analytifche Beffimmung dev an eitten Krels vou cinem au-
fiethalb deffelbert befindlichenr Punkt gelegtenn Tangenten,
fo wie auch der duvcd) einen Puntt des lmireifes gefiihre
telt . . . G X

Die Cage eimer durch einetr Punft gelegten getaden Lnie
von ber Befdyaffenheit ju finden, bdaf der im Kreife ente
baltene Theil berfelbent You einer gegebemen Grifie fe

Uligemeine Gleichung der Curben vom sweitenr Grade

Shre Duvchmefjer

Bereinfachung der Gleichung, wenn man fie auf diefe Linien
besieht . . . .

Untevfudyung der TWerthe, weldie dev allgemeine Yugdrud
ver Dvbinaten in dem Fall ammehmen Eantt, oy m pofitiv
iff : . . : .

Bas man unfer Niictelpunke dev Cube verffeht .

Confiruction und Form dev Cuvve fir diefen Fall .

©te veducivt fich auf einen Punit, ehe fie imaginde witd

Intevfuchung des Fals, wo m negativ iff

Die Curve haf auch in diefem Fall einen Mittelpuntt

CGonfiruction und Form der Curbe : s

Wann fich die Curve auf swei Gevade vebucivt, weldhe ihre
2Afymproten find . : ; A

Hntevjuchung deg Falls, o m = o ift

Geftalt und Confivuction der Curve

Sufammenfiellung det Gleihungen der dret Curberr, welde
im Borhergehenden evfannt worden find; die erfic wird
Zllipfe, die jweite Ayperbel, und die dritte Parabel ge=
nannt . : - .

Untevjuchung des Fallg, wo die Quadrate der Coordiftafent
beide it der Gleichung fehlen i

2Bag man conjugivee Durchmeffer tennt

Umformung bder Goordinatent eltrer Gurbhe .
UnmevEung fber den Gebrauch der Winfel in diefern For-
mel . g

Inwenduitg diefer Umformung auf die alloemeine Giletchung

168
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ves zweiten Grades, um fie auf die Ugen der duvdh ffe

auggedridten Curven surhdzufibren . : 202
Grife umgeformte . e 4 - 205
Befiimmung ihrer Coefficienten unbd der Fdille, weldye fie

begreift > . % 207
Aweite umgeformte . . : ; 209

Diefe Dbeiden umgeformtenr gebenr nur die bdrei Fovmeln,
weldie fchon &S. 190 angemerfr find; die evffe begreift die
Ellipfe, von ber der Kveis ein befomdever Fall i, und die

Huverbel, beibe auf ihre Agen bejogen \ 211
98as man unter der 3weiten Are und der Swerchare bder

SHoperbel vevfieht - : - . 213
SRag eine gleidhfeirige Sypevbel iff . . ¢b.
Die gweite umgefovmte gehdrt ber Pavabel an , 214
@leichung mit drei Glicdevnr, in welcher die auf ibre Are

besogene Pavabel gleichfalls Degviffen ift : eb.
Die Ellipfe und die Hyverbel Haben jebe jwei Scheitel 115

Die Pavabel hat nur einen Scheitel und Feinenw Mittelpuntt eb.

mwendung der vorbergehenderr Hmformungen, duvch bdie
matt erfennt, dafi bie Gleichung des sweiten Grades, wo=
vin die Quadrate bder beiden Coordinaten feblen, einer Hy-
perbel angehdvt, Ddevem Ape der Girdfie und Lage nach
beflimmt werbetr . 3 . | ¢b.

Die Gileichung einer Curve von der Befchaffenbeit su finden,
bafi, wenn man von irgend einem Punfte derfelben nach
swei feftenr Punften, den Drennpuntrenm, gerade Linien
sieht , die Gumme diefer Linien, welde man Leitfirab:
len nennt, immer einer gegebenen Linie gleich fei 21

Diefe Curve iff die Elipfe; thve Confivuction durch Punkte
und medyanifches Mtittel, fie durch eine fletige Bewe-

aung su befchreiben : 2 e 218
Fag mant dle Ercentricitdt nentt : 3 220
Eine andeve Confiruction der Elipfe duvch Punfte eb.

Die Gleichung einer Curve ju finden, in welder der Unter-
fchied ber Leitfivablen einet gegebenent Linie gleid) fei 22
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Diefe Cutve ift die Hyperbel; ihre Confivuction durd Puntte
und mechanijches Mittel fie zu befchreiben

Die Sleichung eimer Curbe u finben, i welchet feder Punkt
votr eittem gegebettent feftent Punft, dem Brennpuntt, eben
fo weit entfernt fef, alg bon einer der Lage nach gegebes
nent (Sevaben s 1 L 7 :

Diefe Curve ift die Pavabel; ihre Confiruction burd) Puntte
und ihre Befchreibung duvch cime fretige Bewegung

Ulgemeine Anfgabe, weldhe auf die drei Curven des swelten
@vades fiihet, mit Begug auf die Leitlinie :

Gleichungen der Curven des sweiten Graded mit Besug anf
vent Paramerer 3 . :

Sn ver Ellipfe unbd dev Hypevbel iff der Parameter bie dritte
Proportionallinie ju den beidemr Apgen, und sugleich bdie
boppelte burch den Brennypunit gebende Ordinate

Jm ber Elivfe und Hyverbel verbalten fich die Dua-
drate der Orvdinaten eben fo ju eimander, wie die Pro=
bucte aug den covrefpondivenden Abciffer, und in der Pa-
vabel wie bdie Abciffen felbit .

Anwendurrg der Umformung der Coordinaten auf die U=
tevfuchung der conjugivten Durchmeffer .

Wein ivgend eit Duvchmefier gegebent iff, die Lage Deg
jugeordnefent ju finden 5 -

Die Summe der Quabdrate det Dalben conjugivterr Dureh-=
meffev in ber Ellipfe und ihre Diffeveny in der SHyverbel
iff der Summe bder Quadrate der Halben ren ober ibrer
Difrevens aleich 3 : A

Die diber dem conjugivten Durchmefiern der Ellipfe fomobl
alg der Hoverbel befchrichenen Pavallelogramnie find alle
dem Mechted aus den beiden Ypen gleich

Gleichungen, vermittelft devent man die halben Apen finden
fantt, tenn man die halben conjugivtent Durdhmefer und
ben von ibnen einfchloffenen Wintel Fennt

St deder EMipfe aibt e8 jwei eimander gleidhe confugivte
Dutchmefier 5 3 : 0

Sedes Goftem von Linien, weldhes geetarnet iff, die verfehie-
bertent Punfe eimer Cuvve it befiimmen, Fann eitte charal-
tevifiifche Gleichung flir fie geben

[ 3]
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Y
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Crites Kapitel
Bon der ebenen Trigonometrie

0 B

G¥ s ! 2
,Jn jedem geradlinigen Dreiect find fechs Stide ju betradh:
ten, ndmlich drei Seiten und drei Winfel. Gs iff aber
binlanglich, einige diefer @tiicfe ju Fennen, um bdaraus bdie
Ubrigen Bersuleitens und wirklich folgt aus den bdie Eon:
gruens ber Dreiece betreffendben Gdken, daf man ein Drefed
confiruiven Ehnne, roenn man von ben fechs @thden, die
s Dilben, brei Eenntf, wofern nur unter den befannten Giif:
fen fich toenigfiens eine @eite befindet. Damit nun fliir die
Kheorvie der Drefece nichts ju witnfhen Gbrig bleibe, muf
man bdie NRedhnung auf die geometrifthen Sonffructionen an:
gutvenden wifferr, weil die Genauigkeit der lebtern burch die
Unyollfemmenbeit der Snfirumente befchrantt i, wahrend
fish die Nechnung bis gu jedem beliebigen Grade von Seharfe
treiben [aft. Dies ift der Gegenfiand der ebemen Trigos
nometrie. )

Diejenigen, welhe juerft die unter bden verfchicdenen
Theilen eines Dreieds flatt findenden DBegiehungen durdh
numerifche Operationen oder algebraifche Fovmeln ju ent-

*) &ie Lehet ndmlic aus o vielen Gticfen, afg ein gevabliniged
DOveiect beftimmen, bdie iibyiaen duveh Nechnung finden, Anm, b, Ues
bevlegevsd,

Tvigonometvie, A
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= ) S
wiceln verfutht Haben, muften fich duveh

die @chivierig-
teit aufg [ in Dechnung
ju bringen, da rc;eIL‘m bon RKreisbogen gemeffen, fich
nicht mit geraden SLinien wergleichen laffen.  @ie fohen
aber bald ein, baf, twenn fie burch irgend ein SMittel eine

balten feben, bdie Grife der Tinke

Neihe Dreiede berechnen Ednnten, deven Winfel alle mbg:
liche TWerthe batten, in diefer Nei ibe nothwendig eing vor:
Y, 7 ! v

femmen miffe, dag dem iu beffimmenbden abnlich rodre, wie

3

es auch Befhaffen fein mbchte, und daf dann einfache Pro:
. I . ¢ . P " w

povtionen binveichen wlirden, die Theile deg smweiten Dreieds

aus denen bes erfen Herjuleiten. Folgendes Deifpiel toird

bas Abftracte diefer Begriffe ndber erliutern.

6 2.
inte in dem DreieE ABC, Fig. 1,

Gefest man Fo

den ABinfel B, den IWinfel C und die Seite BC, fo wiirbe
man in der JHeibe der berechneten Dreiecke dasjenige aufjus
fushen Baben, deffen IWinkel b und ¢ eingeln genommen ben
Winfeln B und C  gleich, moaven. Diefes toird dem vorge:
legten Dreiect abnlich fein, und da feine Seiten ab, a ¢, be
befannt find, fo wird man folgende Proportionen Habens
be:ab=BC(C: AB,.boivac=BG : 8G;
in deven jeber bie drei. erffen Glicder beFannt find.  Man
bat folglich
AB = BCx: ',];]f AC :?‘L"f‘;
be be
und da fiberdies A = a iff, fo werden die Theile dbes Dreieds
ABC beftimme fein.

§. 3.
Jtachdem wir nun gefehen Haben, twelchen Bortheil eine
HReibe Dreiece gemabren wird e, deren Seiten flr alle mbgz
liche LBinfel berechnet waren, o entffehft bie tm“u, tie
man c¢ine folshe NReibe bilden Eonne. Um suvdrberft den



einfachften Fall ju befrachten, will ich annehmen, daf bie
ju Dbeftimmenden Dveiede rechtwinflig find.  Man  fiehe
leicht, daf man fie fammtlich in einem Quadranten confiruiz
ven Ebnne, indbem man wven jedem Punft des Bogens
AB, Fig. 2, bdie Senfrechten MP, M'P/, M“P“ ., . . auf

den Halbmejfer AC fallte und die Halbmeffer MC, M‘C,
M“C . . . 3dge. Die bievdurch entfiehenden Dreiece M P C,

M/BLG, MEPHGS snl s toecbencin P, Br Bo L L rech:
winflig fein, und bdie LWinfel MCP, M'CPY, M“CP# , . .
nach und nach alle mdgliche LWerthe erbalten; audh) werden
tie. SSiRte[aJ CMPB GM! PLL CMAP4) welthe mif
ben jugebbrigen vovigen allemal einen rechten bilden, won
ber Defthaffenbeit fein, wie 8 die Natur der rechtwinfligen
Drefecte erforbert, und es fann Fein rechtwinfliges Dreiedt
gebent, toelches nicht mit ivgend cinemr von Dden durch bdie
gegentoirtige Confiruction gebildeten gleichmwinflig fein follte.
Rugleich ift zu bemerfen, daf alle diefe Dreiecke einerlef
Linie jur Hopotenufe baben, namlich bden Halbmeffer bdes
Bogens AB.

§ 4.

Auch liefe fich eine AMeibe vechftwinEliger Dreiede bil:
bent, in benen durchgehends cine Kathete dem Halbmeffer
des RKreifes gleich wave. Bu diefemn Ende Hitte man nur
cine Tangente AT won unbeffimmter Sdnge burch den End:
punft A des Dogens AB ju legen und vom Mittelpunte
C durch die Punfte M, M/, M“ . . . die Secanten CN,
CN, CN" ... ju siehn. Offenbar werben in den Dreiecen
CAN, CAN, CAN“ ... nadh und nadh alle Verbin:
dungen von LWinfeln entfieben, die in elnem rechtmwinfligen
DOvefed ffatt finden Ednnen, und unter diefen Dreiecfen wird
fich nothwendig eins finden, das jedem beliebigen vechtrints
ligen @bnlich iff. *) ;

" 68 fommt alfo, wie man fieht, Davauf an, eine Neife vechtyintli

A 2
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Sn den Dreieden CPM, CP'M/, CGB/M%. ..., oz
vin bie Hypotenufe unvevanderlich iff, bhaben  bdie @eiten
PM, P‘M/, P#M~. .., bdie jugleich mit den IWinfeln ACM,
ACM: ACM“ ... und mit den bdiefe Tinkel meffenbden
Qw;\gcu AM, AM/, AM“ . . . wachfen, diefer Dejichung
vegen einen befondern Namen erbalten. Die Linie PM
namlich wird der Sinus des BVogens AM genannf, bie
Qinie P'M‘ ber ©inus des Bogens AM/ u. f. . Man
fieht alfo, daf der Sinus eines Dogens die Senkrec Hte
ift, oie man von dem einen Enopuntt deffelben auf
ben Balbmeffer féllet, der 3u dem andern Endpuntt
geht. Die Ynien CP, C CP, CP*. .. toelhe abnehmen,
wenn die BVogen AM, AM/, AM“ ... wadfen, find,
als Pavallelen wifchen Pavallelen, den @entrechten M Q,
M/Q, M“Q“. . . gleich, die man won ben Puntten M,
MY, M“. .. quf den Halbmeffer CB ieht, der auf dem
Salbmeffer CA fenfrecht iff, und ¢ iff offenbar, baf Die
Qinien MQ, M'Q', M“Q* . . . in eben bder Begichung

den Dogen BM, BM/{, EM" . .. ftebn, wie die Li:
nien PM, PMY, P4M“ . . . ju ben Bogen AM, AM
AM“ . .., und daf folglich MQ ber @inug von BM,
M/Q' der von BM/, M“Q" der vo BNEL S AT

Bon wei Dogen, relde 5!1{1‘!!11!11€II§\‘11Di1‘:i‘u:'.‘II ober Yon
einander abgejogen ben ierten Theil bes Umereifes geben,
wird der eine dag Complement Des andern genannt. Die

1
i

—

ger ©uvefecte su Bevedinen, wovin dev Halbmeffer die Huvotenufe bifoek,
ift. QAm ein:

Katl

beve, wovin bder SHalbmefer eine dev
ben Halbmefier = 1 ju felen,

unb eine a
fadhiten it ed,
the von C, die in
MCP bag Werhidltnif von MC ju MP und PG, und in dem Dreiect
NCA dad Terhaltnif vom AC zu AN bervecinet, und bdie 2Berthe dew
Geiten, bie duvch diefe WVevhaltniffe ausgedrvitck find, tabellavifcth otdnet,
e DveieE mif Hilfe einer folden Tafel duveh

i oman nun fiie 2Hews

Hmmten Sintevvalten fovtfchreiten, in dem Dyeicct

o wird ﬂd; r:b;' vechvintl
cine einfache Vyooortion auflvfen fafm, neberf

e
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Bogen BM, BM/, BM" ... finb alfo die Complemente ber
Bogen AM, AM, AM“. .. Man begeichnet nun die Linien
MQ, M‘QY M“Q“ . .., fo wie die ibnen gleihen CP,
CP, CP“. .., mit bem amen des Cofinus der Bo-
gen AM, AM/, AM“ . ... Hiernach ift der Cofinus
eines Dogens der Sinus (eines Complements, und fo
grofi als der Theil des Halbmefjers, welcher swifchen
oem  UTittelpuntt und dem Endpunkt des Sinus

Die redhtwintligen Dreiefe CPM, CP/M, CP*M“. ..,
woelche einerlei Hppotenufe bhaben, werden alfo wvon dem
Halbmeffer des RKreifes und dem Sinug und Cofinus des:
jenigen ibrer {pigen WinFel gebilbet, beffen @deitel am
Mittelpunte liegt. *)

§ 6.

S gebe nun ju den Dreieden CAN, CAN,
CAN“ . .. uber. Sbre Hypofenufen find die Secanten
der Bogen AM, AM, AM". . .; denn man verffeht un:
ter dev Secante eines Dogens den 3u dem einen End:
puntte defjelben gesogenett und bis an die durch den
andern Endpuntt geleate Bevubrungslinie verldngers
ten Jalbnieffer. Die auf der Verlhhrungslinie AT ge:
nommenen Seafe AN, AN, AN“. .. {ind die Tans

oy

Ginng und bem Cndpunit A
¢ AC itk der Sinus

Der awifdhen dent Endpunft P des
bes Wogens licgende Rheil AP Ded Halbme

verfus genannt, Diefe finie witd in der Trigonometvie nicht gebraudt,
Anmert. ded Werfaffersd. — Der &
Geift der Cofinus vevfue ved BVoaend AM, Man fieht, daf der &
nus verfud eines Vogens der Unter(chicd bes Halbmeffers und feines Gofis
nug, und jein Cofinug verfus det Untevfdiied des Halbmefferd und fe
€inué it In dey Trigonometvic ober jur Auflbfuna dev Dreiece werden
viefe Linfen swar nicht gebrandyt; aber in der Afronomie und anbdevn ThHeilen
ver angewandten Mathemati€ ifF e Ofters bequem, jene Untevfehiede furs
mit diefen Namen §u beseichnen, webeyy,

verfud BQ bes Bogend BM
iz

_——

{
;;
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genten der Vogen AM, AM, AM“. . .; benn man ver:
fieht unter dev Tangente eines 2>ogens dasjenige Stick
oer ourch den einen Lndopuntt gelegten Beriibrungss
linie, welches von den nach den beiden Endpunkten
gesogenen Halbmeffern eingefchlofjen wird, )

§ 7

SBenn man durch dben Endpuntt B des BVogens AB,
Fis. 5, die Tangente Bn legt und fie fo eit verlangert,
bis fie die @Secante CN trifft, fo iff die Linie Cn die Ge:
cante bes Vogens BM, bes Complements von ANM; man
nennt fie dle Cofecante bes Vogens AM, {o wie bdie
Tangente von BM, namlich Bn, die Cotangente von AM
beift, indem man unter Cofecante und Cotangente
cines Boaens die Secante und Tangente feines Conts
plentents verftebt. Die Sofecante und Cotangente ma:
dhen, toie man fiebt, nidht Deffandtheile von eben Tem
Dreie aus, ju demen bdie Secante und Tangente gehoren,

wie dies bei dem @inug und Cofinug der Fall iff.

§ 8. .

Di¢ Tangenten und Secanten fiebn ju ben Sinus und
Gofinug in febr einfachen Bevbaltniffen, vermittelT Dderen
man bdie einen leicht aus den andern bevleiten Fann. Die
abnlichen Dreiefe CPM und CAN geben die Proportion
PMxCA
BRI

CP:PM = CA: AN, mworaus folgt AN =

*)  Nan fieht, dafi die Worter Secante und Tangente bHier in
cinem andern Sinn, Wwie it dev Glementavgeometyic  genemumen ywerbden,
S dicfent ThHeil der Mathematif find Secante und Tangente unbeqranste
gevade Qinien, bon deren bie eine den Kveis fhneivet, bie anbeve ihn bes
vithvt; in ber Trvigomoutetvie Dingeacn voerden diefe Penennitgen immer
von geraden Simien gebvaucht, bie eine Geftimomte Sange haben. Tsenn ein
aNigverftAnbmf su befitvchten iff, o nennt man bie festern tvigonpmes
teitdhe Secanten und Tangenten, Bt

B 7 TR




und ekt man ftatt der Linfen CP, PM und AN ihre
DBegeichnungen, namlich cos AM, sin AM und tg AM,
und R fiiv den Halbmeffer CA, o Hat man

B AL S
X cos AM
Sn eben bdiefen Dreieden CPM und CAN Hat man
A: CN 950 BMXGA
CP:CM = CA:CN, glfo 'CN = 7{3;’77; by Bl
CN = sec AM, GM = GA=R, CP = coltAM st
R?
Sec AN = 5 TR
; cos A M

§ 9.

DBergleicht manr die Dreiede CAN unb CBn, weldhe
ebenfalls einander abnlich find, weil fie beide cinen vechten
SWinfel entbalten und ACN und CnB alzg Fed)felwinkel
mit Degug auf die Durchfchniteslinie Cn einander gleich
find, fo evhalt man bdie Proportion AN : CA= CB: Bn
= CA : Bn, toelthe gibt

CA*® B.*
= s R ANV as Les
AN D. 1. cot AM = te AN

Diefe Proportion und die flr die Seconte gefunbdene jei-

gen, oaf et Saibmeffer die mittlere Proportionallis

nie 3wifchen der Secante und dem Cofinus, und 3wi

fchen der Tangente und der Cotangente ift, weil man hat
cos AM X sec AM = R*® = tg AM X cot AM.?*)

:[}11 =

§ 10.

Nach dem BVorbergehenden hat man, um bdie jur Triz
gonometrie erforderlichen Tafeln conffruiven ju Fonnen, nur
R 2
sin AM'
mithin ver Halbmeffer aud -die mittleve Propovtionallinie

FWifden dem Sinug und der Sofecante. Hebevfs

* Yuch it MP: CM = CB ! Cn, 9,{. cosec AM —
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noch die Mittel jur Bevechnung der Sinus und Cofinug
ausfinbig ju machen. @elbfe der Cofinug (Gf¢ fich unmit:
telbar aus dem @inug Berleiten; denn das rechfwinklige
Dreied CPM, weldhes beide enthalt, und den Halbmeffer
sur Hypotenufe bat, gibf

PM® 4 CP? = CM?* pber (sin AM)? 4 (cosAM)? = R?®,
b. b das Quadrat des Aalbmefjers ift gleich bdet
Sumnie dev Quadrate des Sinus und des Lofinus,
woraug folgt

cos AM = 1/R%Z —(Sin AM)Z. )

Der folgendbe &Eak, welther den Augdrud fir den Si
nus und Gofinug der Summe oder der Differens tveier
Dogen gibt, verdient die grdfite Aufmerffameeit, weil alle
Cigenfhaften des @inug und des Cofinus darvin verffecdt
Liegen.

6 11.
&ind a und b irgend zwei Bogen, fo iff

: sin a cos b == sinb cosa
sin (a = b) = S

’
b

oA BNy o cos a cos b T;tm! sin b.
Um bies zu beweifen, nebme ich, Figz. 4, auf dem SKreife
AMB bten Pogen AM = a, trage von M aus ju beiden
@eiten dben Bogen b nadh N und N’ Bin, siche die Sehne
NN, falfe von den Punften N, M, N die Senfrechten N O,
MP, NQ' auf den Halbmeffer AC, ziehe den Halbmeffer

——

¥) Wenn man, twie i den Tafeln, B = 1 feit, o it cos a =

11 —sin a¥, sinwva=— 1"— ¢€Osa, cos va=—1— Sina tga=—
S a 1 cas a 1 1

- = rcot a= = e—, JeCd = ——— ,00feCca— —,
cos a cot a Sin a tg a cos a SENL &

MMan fieht, daf die adit (ogenannten tvigonometvijchen Linien oder
Sunctionen vuvd) bdie einfachifen Wevhaltniffe mit einanber verbunden
find, und daf es bei dev Vevedhnung vev trigonometvifchen Tafeln zuvde
oeyit davauf anfomme, vie Sinug g finben. Weberd,

oy [E——————




CM, falle von bem Punft E, o cr die Sehue NN
fchneidet, auf AC bdie @enfredhte EF und jiche durch bie
Puntte E und N’ die Linien ED und NG mit AC pa-
rallel.

Hiernahft bemerfe ih 1) daf NQ ber @inus und
CQ ber Tofinus des Dogens AN=AM 4+ MN=a-b
und 2) N'Q' der Ginus und CQ' der Cofinus bdes Wo-
geng AN = AM — MN'= a — b ift. Da aber bie
@chne NN im Punft B Balbive iff, weil der Halbmeffer
CM nach der Conffruction durch bdie SMitte ded Dogens
NN gebt, fo folgt aus der offenbaren Achnlicheit bder
Dreiede NED und NN'G, daf auch NG im Punft D
balbire, alfo DN =DG iff. Ferner iff D Q=EF, GQ
=NQ' und DE=FQ, wegen des Pavallelismus bder Li-
nien; und da DE bdie Halfte von N'G ift, fo twird auch
FQ bdie Halfte von QQ fein, fo daf Q'F = QF = DE
ift.  Endlich ift

NQ=DQ 4+ ND = EF + ND,
NQ'=6Q =DQ—~ DG = EF — ND
€0 = CP —FQ = CB—TED,
CQ'= CF 4+~ FOQ'= CF 4+ ED.
@est man nun flir NQ, N‘Q’, CQ, C Q' ibre Begeichnungen,
namlich sin (a+b), sin (a—b), cos (a +b), cos (a— b),
{fo erbalt man
sin (a+b) =EF 4+ ND, cos(a +b)=CF —ED,
sin (a—b) = EF —ND, cos(a—b) =CF + ED.
€s ift nur noch Gbrig, bie yier Cinien EF, CF, ND und
ED ju beffimmen. Die beiden erffen werden vermittel(t der
abnlichen Dreiefe CMP und CEF erhalten, woraus folgf
CM : MP=CE : EF, CM : CPE=CE.: CF.
Do nun AM = a, o ifft MP = sin a und CP = cos a.
Jevner folgt aus den Erflirungen des Sinus und Cofinus
(§ 5), baf BN ber @inug und CE der Cofinus des Bogens
MN ift, fo baf man Hat EN = sin b, CE = cos b; fibers

! 4
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=

L

dies ifft CM = R. @egen toir diefe Werthe in die obigen
Proporeionen, {0 evhalten wiv
\F I‘ x CE sin a cos b
GVaL W R o
cos a cos b
e
Neraleichen wir endlich bdie Dreiede CMP und DEN,

welche, weil bdie @eiten bed ecinen auf Ddenen Ddes andern

EF =

fenfrecht ffehn, abnlich find, fo leiten wir davaus her
CM : EN = CP : ND,:CM : EN:=PM,; ED,
und fesen wiv flr bdie drei erfien Glieder diefer Proportio:
nen bie obigen ejeichnungen, fo geben fie
NP O RIGE il dor il
CM R
ED — Df_}—“\_ _(iu a .i.".n_._ _1)_ :
CN R
Nimme man nun diefe. Werthe mit den vorhergehenden ju-
famumen, um bdie von sin (a + b), sin (a—Db), cos (a4 b)
und cos (a — b) su Dbilden, {o erhalt man die vier Gleis

chungen
sinacos h -+ sin b cos a

sin (a4 b) = P — .
L

: sina cos h — mi b cos a

sin (a —b) = — TR WRaAT T R A

cos a cosh — sin a sin b

cos (a 4+ b) = . g
o

cos a cosh + sina sinb

cos{a — b) = T —y
R

weldhe fidh auf die jwei Gleichungen bringen lafjen, deven
iidptigfeit gu erweifen war.

LVevmittelF diefer Gleidhungen fann man den @inus
und Cofinus eines Dogens finden, der das Doppelte, :_\m
fache und Gberbaupt das Vielfache bdesjenigen iff, deffen
nug und Tofinus man fennt. Denn wenn man imrl) ginz
anber b=a, b=-2a {eBt, {0 wird wan haben:

B . S




sin a cos 2a -+ sin 2a c¢os a

i A
€05 a cos 2a — .(’.H a .cl"ll 2a
€05 3a = __L e .
und man Fann durd) die beiden lehten Gleidhungen sin 3a
und cos 3a erbalten, twenn sin 2a und cos 2a Deredh:
net find.

sin 52 =

sin 2a = ——— R ’
cCosar —o§ina
cos 2a = ﬁ-—“—-—‘,

§ 12.

o $in 8 Co5 ¢

| F
) leitet auch von
Rl

dern @inus eines Dogens a auf den Ausdhrud fir den
@inus feiner Halfte. Wenn man nimlich ffatt cos a feinen

Die Gleihung sin 2a =

Werth [ R* — sin a® {eit, fo entfeht
! gsin a /R — sin a®

Jin 2a = —-—-—H—__.;,*f
und nimme man auf beiben Seiten dag Quadvat, fo erhilt man

B?% sin 2a? = 4R?2 sin 4% — 4 sin a*,
@ieht man in Ddiefer Gleichung sin a als die UnbeFannte
an, fo Lafit fie fich nach Ave der Gleichungen vom jtweiten
Grabde aufldofen, und man erhalt

: 1/ 1npe.
sina=z ) 1R* 1

i

&cht man 2a = a’, alfo a

sina'=:z= Vi

oder singa'==x1]2R* 2 oR cos a’,

*) Sn der Jolge werde id imnter dad Suabdvat bed Ginug efnes Voaens
a duedy sin a® beseidimen, weldhen Ansdewct man nidt fity den Sinug des
Quabdrats ves Boaend a zu nehmen Hat, ©8 bedentet demnady sin a2 o
viel pls (sén n,.'-f. Bere,




went man cos a’” fiatt B2 — sin a'® feit (§ 10), die Grife
unter dem IBurieljeichen mit 4 muliplicive, und auferhalb
deffelben durch 2 dividivt, woburch der Augdrud nicht gean:
pert wird., Diefe Formel giebt alfo den Sinug der Halfte
cincg Bogens, wenn man den Sinus bdeg ganjen Bogens 2

fennt. *)

§ 13.

3u bdiefem NRefultat Fann man durch folgende einfache
Sonftruction gelangen.

Wenn man den Vogen AM, IFig. 5, in jiwei gleiche
Theile theilt, fo wird die Sehne AQM durch ben Halbs
meffer CN cbenfalls in groei gleiche Theile getheilt und M Q
por @inus von M N, der Halfte von AM, fein. Das in P
vechttinflige Dreiect AMP wird geben

AM = /PM? + AP?,
und g AP=AC — CP=R — cos AM =R — cos &
und PM = sin AM = sin a’, fo toird man haben

AM = ]/sin a”° + R® . SR cos a' I cosa'”
=1/2R? — 2R cosa,
weil sin a'? ~- cos a’> = R2 {ff (§ 10), und man erbalt {o

QM =AM =sinja'= L]2R TR cosa.™)

il
Z

3

&

¥)  Gie Ikt fich feichter fofgenbdevmafen finden:

- cor a2 —sin a2 RE — o ginal
b T T i il R )
alfo sin a2 = IRZ — IR cos 2a = (2R2 — 2R cos 2a),
woraus sina ==L ]/ 2R® — 2R cos &a.

Der Weviafer Hat diefen leichtern TWea nicht gewdhit, tweil ex an dag doy:
pelte Reichen, dad ihm feine Eniwicfelnng - unter dem aturgelseichen  aege
Bem, fevueve Betvachtunaen fnitpfen wollte, nebery,

#)  @igentlich Dat dev Dier filv sin § &/ gejunvene G5evth folgende
Giefkalt:
4 I/ 2R% —aR cosa),

s

Mo buvdy dae doppeite Ieichen dad Entgegengefebte der Lage odev beiben



Auf bdiefe Weife findet man nur den jweiten Werth
pon sin Ya'. Der andere ift M Q/; denn bder Bogen MN‘AY,
weliher mit dem Dogen AM :{ufﬁmm.;1]53;'|10|1|]n”1 ben bals
ben UmEreis gibt, Dat ebenfalld jum @Ginus PM, wweil
auch diefe Linie von feinem Enbpunft M auf pen Halbmef:
fer CA’, der dburdh den andern Endpuntt gebt, fenfredht ge-
falle ift (§ 5), und da in der Oleichung, von weldher tir
ausgegangen find, nichts ju evfennen gibt, weldhen von dies
fen beiden Bogen man theilen foll, fo muf man uglelsh
ben @inus der HAlfte beider finden. Tach der Conftruction
whrde man baben
A'M=1]/PM? + A'P? =

=1 e paa e R ..[_'u,.- a’ )z

= {_./\.";.r a = —J.—V R* —:I:'-"l!i_([)f_il‘ —i-_;u; a'*
:],.f"-_; RZ - 2R cos i‘,
folglich
el 2 g —_—
MQ!'=sinfa'"=1172R® F 2R cos a’,

=

welches Refultat der erfte Werth von sin L a it *)

€3 ift wobl jumerfen, daf, obgleich sin a‘ flir beide Werthe
von sin z a' derfelbe bleibt, dennoch bep Dogen a‘ verfchieden
iff; fur einen derfelben ift diefer Dogen AM, und ffir den
anvern A'M, das @upplement von- AM; denn man vers
ftebt unter dem Supplement eines Wintels oder Bos
gens das, was man 3u diefem YOinPel obder Boaets

binsufiigen muf, um davaus swei Rechte oder den

Qinien MO und AQ mit BVezirg anf den Hatbnefiee CN anacbentzt wirh,

Byging

Beide eimander gleiche Sinien Fonnen fity den Sinus ved
AM genommen yerden, Hebery,

*) Uuch diefer Werth it mit dem dopvelten Beidien vor dem Ras
dieal verfehen, wm anzudeuten e daf fowolhl M Q! qrg ACQY fite sin Py
gemoimen  wevden fann,  Dad boppelte

E:c’.-".'u vor dem DMadical in

dem Ausdyuct sin 3 &' == /2 RZ J= 2R cos o’ hat auf dag Huantitative

Eeinen Einflug, Wehl abev bas doppeite Jeichen unter dor

» Hebery.

—
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palben UmEreis su bifden, an wird aud) aus dem
WBorftehenden fhliefen, dafi das Supplement eintes oz
gens mit diefern Dogen felbft einerlei Sinus bat. S
werde weiter unten allgemeine Hegriffe tiber bdie werfehiede:
nen Dogen geben, weldhe einerlei Sinus, einerlei Tangente

u. f. . baben Fdnnen.

§ 14.

AYus dem WVorhergehenven folgf, daf der Sinug eines
Bogens AN bdie Halfte der &ehne AM des doppelten Do=
gens ANM, bingegen die ©ehne AM der doppelte Sinus
des Pogens AN, bder Halfte von ANM, iff. €8 twerben
fich alfo, fo bald die Sinus befannt find, bie &ehnen De:

ffimmen [affen und umgetebre.

Nicht die abfoluten Werthe der Sinus find ed, die
man ju berechnen Bat, fondern blof bderen BVerbalenif jum
Halbmeffer, weil man in allen Dreieden CPM, C 2L ISR
Tig. 2, nur bas Verhaltnif der Seiten ju einander ju twif:
fen braucht. TMan Eann daber zu grofever Einfachheit den
Halbmeffer als Cinheit anunchmen uud bdie Sinug P M,
PrMY. .. in Decimaltheilen derfelben ausdriicken, oder, ivie
e¢ ehemals gefchah, fich den Halbmeffer in 100000 Theile
getheilt vorfiellen.

§ 16.
SRan bemerfe, daf die Linge eines Vogens immer Elei:
ner als t-ic feiner Tangente, und grdfer als bie 1'cmn‘% &i-
iff. Denn wenn man, Fig. 7, die Hogen AM und
AM‘ einander gleich madht, Ddie @ehne MM jieht und
burch ihre Enbpunfte die Tangenten MT und M'T legt, fo
miijfen, tegen der Congrueng ber Dreiece CMT, CM'T,

diefe Tangenten in cinem Punfe des Halbmeffers jufam:
mentreffen. ©a nun bdie Linfen MT und M‘T, {o twic die

s L




Linfen PM und PM‘ und bdie Dogen AM und AM/ ein-
ander gleich find, fo wivd man haben e AM <= 2M T und
2 AM > o PM, weil die Linge cines RKreisbogens allemahl
awifchen den Langen der jugebbrigen Theile bder Umfinge

Deg ein = und umgefehriebenen Polygons liegt (Geom. No. 151%),

mithin iff AM <= MT aber > PM.
Dei diefer Selegenheit bemerfe ich, daf dag Verhalt:

nif jwifchen der ZTangente und dem Sinus eines Dogens
ber Cinbeit immer ndber fomme, je Eleiner bdiefer Dogen

‘ St 8 sin a
wird; denn qus tg a = folgt —— = cos a, unbd da
7 cos a tg a

fich cos a, wenn a abnimme, unaufhbrlich der Einbeit na:
bert, fo folgt, daf die Tangente und der Sinug cbenfalls

ber Gileichbeit immer naher Fommen werben, weil bie Granie

ibres Verbaleniffes die Einbeit iff.
YL b
Dicvaus flieft offenbar, daf, wenn die Werthe der Tan:

genfe und des Ginus eines e Bogens AM in einer

gewiffen 2Anzabl ibrev erflen 3if]
fimmen, Dbiefe erfien Siffern auch einen gendberten Werth
fur den Bogen geben werden. Nimmt man 3D, PM =

o,0001, Fig. 7, {o findet man:

*). Der bier citivte Eaf folnendeit =

T nuy ein befonderer §
bie finien, weldye dibevall nad eineviei N

Dtung comvey

find, werden defio grifer, e weiter fie von der G

abwetden. Denn wenn man an bdie Erumme Linie ACBE,
nerhy 3

fleiney als dev Vogen DME, und man hat ADED < 4 3. t nan
oann durd) die gwifden A und C, C und B liegenden Pu
vie Tangenten F G und 1K, fo wivd man eine neue aebrochene Qinie AFGIK B
erhalten, welche Fleiner als die erfte fein witd, mweil FG <FD + DG,
IK<IE4+EK ift. &3 ift feicit eisufehn , daf man anf bdiefe

cine unenvliche Ansabl gebrochencr Linien bilden fanm, weldhe def
werden, e mehr fie fich dev Eeummen Linie ACB nabern, die ba
nuy Fleiney atd AMB, fonvern awdh Eeiner al3 afle
aien fein wivd, Berf,

Wb bder Frummen finie AMB eine Zangente DE o it dicfelbe

¢ H und L




CP = |/CMZ —PM® = 2,999 999 995
. CMxPM
und MT = SRTTC DD 0,000 100 000 000 5,
cinen TWerth, telher fich von PM erff in dev dreijehnten
@telle unterfcheidet; man fann alfo diefe Sabl jugleich alg
pen Werth des in Theilen des Halbmeffers auggedridten
BHogens AM anfebn. *)

§ 18.
Um die Formeln ber §§ 1o, 1x und 12 anmwenden ju
Ebnnen, muf man wenigfteng den &inus Cines Bogens im
Duabdvanten Fennen. Dfun gibt es gwei Dogen, bderen Giz
ws befannt iff, namlich dben Quadvanten und den dritten
Theil deffelben. Der Sinus des Quadranten nimlich
ift vem Halbmeffer, und der Sinus des dritten Theils
des Qiuadranten der Adlfte des Ralbmeffers gleich,
Die NRichtigbeit des erfien Werths evhellet aus Fig. e, und
die des goeiten daraus, daf bdie Sehne von 2 bdes Quadran:
ten, Fig. g, bem Halbmeffer gleich iff (Geom. 146); bdie
Hialfte diefer Sebne iff alfo der Einus von L bes Qua-
dranten (§ 14).
Geht man vom gangen Quadvanten aus, fo giebt die

Formel

sin

_——

*)  Dafielbe ergieht fich, wenn man dew Ausdenct fiiv die Tangente

5 £IIL a Sin a
in eine Deihe verwanvelt, Donn man fat (g a8 = —— =— —,
cos a g
1 — sina<
: 3.8 PMINEE < i
(68.10); baabet ——————— == sin a (1 == sina®) . o finbet

I/t — sin a®
man, Wenn man  bdiefen Susdreud nady der binomifchen Sovmel enbwictelt,
tga = sin a 4+ L sin ad - S IR IR ;
$Wenn nun sin a ein  fehr fleiner Decimalbyud) iff, o fann dad Glied
£ sina® nue auf die festern Iifern ded Uusvvucts fuy te a EGinfluf bhas

Gen, amd in bden evfiern Witd fg a = sin a fein, St Mmon sina =
00001, o finbet man £ sin a? = 0,000 000 OO 000 5, tin Nefultat,
weldied nue bie dueigehnee Jiffer andern Ean. Bebf,

= [P —



sin § a I 2 — 21 cos :F-(S} 15)
ben @inug bdes f)ull Quabrr.nnn ferner den &inus bdes
vierfen, Fury jedes Theils ded Quabranten, weldher in ber
Reibe der Drhche £, I, I, L, L . | | begriffen ift.
Gjeht man bdagegen vom dritten Theil des Quabranten
aus, fo gibt diefelbe Formel die @inus von &, &, Y
g2 « » - deffelben.
Man fieht Hievaus, dafi, wenn der Quadrant in eine
Anjabl Theile getbeilt ware, die mic dem Nenner irgend
nes der vorffehenden Driche Gbereinfime, man gerades 2eges

M=

i

ben @inus eines jeden Theils findben unb daraus eine Tafel
bilden Ebnnte, in der die Sinug bden jugebdrigen Bogen bei-
gefchrieben ftinden. 9Man Hat aber eine folche Eintheilung
nicht gewahlt. Die indifthen Affronomen allein {heinen ben
Quabranten in 24 Theile getheilt ju haben, um die Sinus
berfelben ju bevechnen. Ein 1’?{):‘ alter Glebrauch unbd nadh-
mals anberweitige Radfichten Haben Eintheilungen Dherbeige=
fuhre, die von den vorffehenden Neiben verfchieden find.

§ 19

Man theilte fonft den Umfreis in 360 Theile, die man
Grade nannte.  Seden Grad theilte man aufs Neue in
So WTinuten, jede Minute in 6o Sebunden, jede &efunde
in Go Tertien u.f. w. Die Srade werden durch °, bdie
Minuten durch 4 die Sefunden burd) 4, die Tertien burc.‘; &
u. f. 1. angedeutet, welthe Reichen man bden Sabhlen - ober:
wares jur Rechten beifethreidt, fo bdaf 3. B. 42° 3r' 14t s
fo viel Deipe als 42 Srad 31 Minuten 14 Setunden 5
Kertien.

Da e8 bei der Meffung der Winkel nicht auf den ab:
{oluten DBereh der Bogen, fondern blof auf ihe Berhaltnif
gum Umtreife anfomme, {o {deint es febr natrlich, den
legtern gur Einbeit ju nehmen, und bdie ?)_‘m:p‘n dureh Bt
de, fei o8 burdy zebntheilige ober anbere, ausudriden.

Tvigonometrie, D




2 o . e

g 0t

niofifchen) (

Befondere ucdfichten nbeffen baben bie

lehreen, bdie mit der Reform der aafe und Gewichee

beauftragt toaven, veranlafit, den rediten WinFel jur Einbeit
il

fur Ddie
Bogen ju wablen. ie haben diefen in hundert gleiche Theile,

S

Binfel, mithin den Quabdranten zur Einbeit fur die

die fie Grade nennen und an bdie Stelle der alten Grabe

feken, und jeden Grabe wieber in

. R all o™ sria . ERAH S et z
T heile getheilt. < ern Theile vertreten

inuten und fonnen nad) dem Decimalfvfiem

eingetheilt terden.

Snbem ich mich - in diefem

theilung bebiene, toerde ich bie Dogen bdburd) Decimalbriiche

ausdruden. Um aber anjujeige ant bie Ein=

Beit ift, und um ju verbint f
1 mit den andern Jablen verivechfele, werde ich ober

jur Rechten der Siffer

(afasentiho > Al
fchreiben. @0 foll

A s AP ) .

euten , toelcher s Ober

43 @rade und 50 Winuten ent

acloahlt Hat, ¥
ainfel mift, indem bder be

vuvdilanfen, fidh w

bes Douadranten obey

nennungen Grab,
Minute, Se
aber ber 1
von einevlei funfn
aer, WBiel awect
unb su lefen

urligt, fvenn

will ; ift -allerdit

o - - s e o e el 3
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§ 20,
Da der Halbmeffer, den man bei der € Conffruction dep

Zafeln jum Grundé legt, 1 iff und ber Umbreis gemwdhnlich

burch 2z begeichnet wivd, {o iff der Sinus von A B, Fie. 6,

(=]
oder sin ¥ = 1; uberdbies Bat man cos iT = o, SeBE

man nun a' = Zm, fo wird bdie Formel sin I al —

11/2R? — oRcosa’ (§ 13) fiir sin Lm ober bden @inus

B

ifft AM Dbdie »..Hm deffelben, fo Daben wir sin AM —

sin. 07,5 = cos 0,5 = §]/2 = 0,707106781186.
@eBt man nun a' = o7, 5, fo findet man
sin Lal= si
cos : All== 3
Sabrt mon auf bdiefe el it Halb _] v ..":r.qcn ﬁ_\rr'

fo Fommt man jwar auf Feinen

branten, aber auf immer Eleineére iI}.l'ci} & :'nuﬁ

l‘{jlf\-' Enbde nabern (\‘1 17). el der ‘-.‘f\'l‘j\‘i_-)HfL‘fI i:\EL‘E.,r‘.'L‘I’I

3 D. erhile man einen BVogen, bder nur noch = - Des
LQuadranten iff und jum Sinug die [abl o, 0000958735799
bat, weldhe Eleiner als o,0001 iff. Diefer Dogen ift folg:

lich fe Elein, daf ev fich in den 12 erfien Decimalftellen von

im Iestern nabe “4' 55! 25", 1l¢brig

7

idy, um Iiftice Tieberhos
Tungenr und felbf t nady dem

evjten  ebevye

seriireinaen su

Helen aufamnie
gt finben, dad

oie alfe Sreise

mbaen.  Dev deutfche Lefer wird Feine
itber ?i.‘ BVevedhnung der teigonomet
Ky

1ot BVezua anf
eintheitung gefagt Worden ift, aur die alte ibevsutvagen und vem

mag den Vortvag ded Heven Verfamevd iu n

dificiven. 1leberf.

*) Man Eann fich Hicvon aud) a priore u..mum weil dag Dreiedt
CPM alsbann ateichichentlich ifF und man daher fHat
2PM2 = GMZ2 = j,
mithin
PM?2 = I unp PM = J/ i = IVa. m

D 2
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a

Dies wird um fo mehr bei den noh Eletnern Bogen
ber Fall fein miffen. Nun ift Elar, daf alle Bogen, bie
mit ibren @inug und Tangenten Gbereinftimmige Biffern ha:

Den, fich wie diefe Linien werbalten. Mithin ift

¥ 1? ' 17 17 17
SIN ——— § I ——— = —— } ———
103584 100000 16584 100000

= 100000 ¢ 16384,
woraus folge
6 . 1f
16384 Xsin ———
384 10384

sin 09, 0oc0l = ...._W = 0,00001570%903,

welche Babl in den erfien 12 Decimalfiellen genau ifF.  Auf
eben diefe TWeife findet man

sin 07,00002 = 2 sin 0% 00001
sin 07,00003 = 5 sin 07%,00001
sin 07,00004 = 4 sin 07, 00001 u.f{. .

Derechnet man jugleich den Eofinug und die Tangente eines
feben biefer Dogen, fo fieht man, daf man diefen LWeg bis

Fan:

au einem Bogen verfolgen Eonne, deffen Sinus und
gente noch {n den erfien re Decimalftellen Gbereinftimmen.
Qerlangte man die genaberten Werthe blof bis auf
g @tellen, o wirde man nur bis auf den Bogen 07,001
fortaehn dlrfen.
Um ju grofern Bogen ju gelangen, Eann man fish der

®leichungen

Sin 2a = 25§in a cos 4,

cos 2a = cos a® — sin a?,
sin (a==b) = sin a cos b == cos a sin b,
cos (axb) =cosacosb = sin a sin b

bediener, inbem man in bden beiden erffen nach einander a
= 07001, 4 = o0%002 ... fehte, woraus fich ergeben roird
sin 07,002, cos 0%,002; sin 07,004, cos of 004

und nimmt man dann a = o001, b = 0%002; a=07,00%,

S gl ek S



b = o%005 . .., fo ¢thalt man vermittelit der beiben leh:
fen Gleichungen
sin 07,0053, cos 0%,003; sin 0,005, cos 0%,005 . . .

Diefe Erdrterung wird hinreidhen, um begreiflich ju ma-
chen, wie man die trigonometrifchen Tafeln bat beredynen Fonz
nen. Es gibt Gbrigens weit bequemere Methobden, die Sinus
beliebiger Dogen vermittelff convergirender Neiben zu finden,
bie fich aus ben in § 211 entwidelten Gleichungen Berleiten
laffen. ean febe die Einleitung ju meinem Lebhrbegriff
dber Diffevengial- und Sntegralredhnung.”)

Die Meihen, vou denen hier die Neife iff, finds:
‘ A |7
sin A=A — — - et e T i e
2.5 2:3.4-5 2.3.4.56.7
A2 Ad Ab

Aol

+ —
2 2.3 4 2.%.4:5.b
A beseidinet einen in Decimaltheilen 0e§ Halbmeffers 1 ausgebritcften Vogen.

COs A = 1 —

m
D nun jeder Keeisbogen duvd) —, — bdargeftelit werben Fann (bie Sudols
n

=]

vhifdhe Dabl w = %,1415926535 « . . buitcft Befanntlich den Hatbfreid fiv
den Halbmefer 1 aug), fo Eann man dev Sinusreife folgende Gefalt acben:

. om T m T m? g3 , mb T
$EiL —— — = o ——— e — — — -
AE YD R nd " 2,325 U RF 13.5.4-5.2°
m7 el
— m— L,
n’7 2.5.4.56.7.27
7 3
Bevedmet man nun die Werthe von —, - —= i, fi 10, und fest in demt

2" 2.3.2
evfien Theil der Gleichung ven Duabdbranten = 1, (o crgiebt fidh fity den
Ginud eined in Decimaltheilen ded Quadvanten audacdrictten Voacend fol
aende Neife :

m m
$in — = — , 1,57(179632 = %y

n n

— — . 0,645096409 . . .

+ . 0,07969262 . ..
— — . 0,00468175 . . .

+ —5 . 0,0001 6044 4 .
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Um die Nechnungen gu evleichtern, bat man feit langer

7oL
Aelt Jia

ber AWerthe der @inus, Cofinug, Tangenten und

L

Cotangenten ihre Logavithmen gefest, und in ben mieiffen Ta-

feln finben fich nur die lehtern *). Levmittelit derfelben (5
man immer eine von beiden folgenden Aufgaben auf:

1) YWenn ein Dogen gegeben ift, den Logarith:
men feines Sinus, oder feines Cofinus, oder feiner
Tangente, oder feiner Cotangente 3u finden,

2) YOenn man den Logavithmen des Sinus, oder
oes Lofinus, oder dev Tangente, oder der Cotangente
eiies Doaens Fennt, diefenn Bogen eIbft 3 finden,

DBei der Auflbfung

iefer Aufgaben Fomme die fedes:
afeln in Detracht, telshe niche

.
L

=
5

~

der

mtr
— 7+ 9/0000 0350 « + «

mf

3
3

+ 0; 00000005 4+ »+ &

- ——.0,00000000 4 , «
ns
eldhe 1Mt o conbergenter wivh, je Eleimer der Riogen ift, deffen Sinng wan
fueht.  Wevlanat man 3 B, sin 0,7 01, (o iff m = 1 uNd n= 100, tnd
man fat

$in. 0,7 01 = 0,0157079 - - - — 0,00000006 - - - = 00157075 « o o+ Ueher

die bequemfie und fid Art der Vevedinung der trigonometvifdien Tafeln

vevaleiche man die Cinfeitung s den deutfchen Decimaltafeln, UWebevf

*)  3n Anfehung devfelben it su Gemevfen, daf man ifre Senmsifern
in den Zafeln fiberall wm sehm €inheiten vermehrt Hat, um die negativen
Kenngiffern au vevmeiden, &£ it ndmiich le R = lg sin 19 = 10 gejest
worben, nicht = o, weldies dev eigentlicie Cogavithme von 1 ift.  BVevwiw
vung tanw hicvaus nicht entfiehn, fo bald man eimmafl weif, daf die fenn:

difievn 12,11, 10, 9, § fo viel bedeuten, als dic Kennsi

feen 2,1, 0, —1,— 2,
e man aljo lg sin o, 18 = q, 4455004 aefchrieben findet, o folite
vafily eigentlidy 0,4465G04 =1 alé bev Sogavithme der Zahl o, 2789911,
bes Ginud von o7, 18, flehn. Die Logavithmen bev tvigonometrifdien Linien

nennt man fibrigens die Funftlichen Sinug, Gofinug wu, .1, die Linien
felbfe dogeaen die natii vlechen, Meberf,

e ] - F— - e e 3




baf die von Callet flr bdie alt

orda oder bdie von Hobert

die neue die befien

~ o Eal
Larein

=ole frigonomertt

erfte Bievtel aebenn aber be

Eofinus, Ta

Yotangenten alfer Do

guch fefn mbgen.

unterfuche, wie .
bie verfthicdenien Grade von Grofe, dureh tveldhe cin Kreis:

bogen gebn Eanm, fortfdhreiten.

§ 22.
Um bag Folgende gebhorig verftehn ju fonnen, muf man
il 5
fich guvor von Ddem ununterbrohenen Jufammenbange uber:
ieugen, der allemabl jwifthen den verfihiebenen NRefultaten, die

fich aus einerleiFormel oder geometrifil

Inffen, ftatt findbef, und welher darin

the, den die Formel annebmen l‘m‘.n. tmmer

en unferjdies
einer l"ii'.l\‘ swet Punfee
tegen, ais

I

toill.

i1 haf
etnn, o0ap
’ ¥

el : ¢
und fich nun um den Punft C wie um ein l‘“t“t 1be brebt,
nach cinanber mit AC alle mogliche IBinfel bilden, und {fein
Enbpuntt M nach und nady duvrch alle Punfre bdes
fangs ABA'‘B‘A
{chreiben wird. Berfolgt man diefe BDewegung aufmerf{an,
baf im 9

ull ift, auch der Sinus Nul

oder, twas ecinevlei ift, denfelben Dbes

{o ficht man 3uvd

vom Halbmeffer AC unterfcheidet. TWenn der Halbmeffer CM

-

S

j
{

—
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fich von AC weg bewegt, fo wivd der Sinug PM um fo
grofier, je naber der Punft M, den idh den befchreibenden
nennen will, gegen B vlde, und wenn cr bafelbt anlangt,
wird PM dem Halbmeffer BC gleich. *)  Bugleich mird der
Sofinus PC immer Eleiner und er geht in Null fiber, wenn
M in B fallt. ©er SBinfel ACB ift dann ein rechter und
ber Vogen AB = 1w, ekt der Punft M feine Bemwe:
gung dber B binaus fort, fo nimmt der Sinug ab, und ber
Gofinug, weldher nun im Durdhmeffer A A’ auf der ber vori-
gen entgegengefebten @eite des Mittelpuntts C liegt, toird
immer gréfier. Dies lebre der Blofie Anblic der Figur : P'M,
ber @inug von ABMY, ift Eleiner als B C, bder Sinus wvon
AB, und CP/, bder Cofinus von ABM, ift grofier alg bder
Cofinug von AE, telcher Null iff. Es ift ju bemerfen, daf
PM* und CP jugleich der inug und der Cofinug des von
A’ an gerechneten Dogens A'M’ find, weldher bdas Supple:
ment von ABM' iff. Hieraus folgt, daff ein fumpfer
Winkel mit feinems Supplement einerlei Sinus und
Cofinus bat,

Wenn dev befdhreibende Punft M in A’ anlangt, fo ift
ber @inug cben {o wie im Punft A gleih Null und der
Cofinus yoteder dem Halbmeffer gleich. Sm Punft A ift
der Vogen ABA' ber Halbe Umbreis oder = m, und ber
Winfel ACM Dbat fein Marimum erveiche.  Allein nichts
hindert den Halbmeffer CM und den befchreibenden Punke
M ibre Dewegung unterhald des Durchmeffers AA! fortjus
fegen.  Der Sinug, welther dann PYM" wird, liegt cbens
falls unter diefen Durchmeffer, und nimme um o mebr ju,
je mebr der Punfe M fich dem Puntt B’ ndbert, wabrend
ber Cofinus CP“ abnimmt. Sm Punét B, wo der Bogen
ABAB' 2 bes Umtreifes oder 2 betrdgt, iff dber Sinus

*) Dev €inus des Ouabranten Fann ald dad anse betvaditet werben,
vont weldem affe dtbriac €inud Theile find. Man  weunt b daber auch
SEnws oL Helbexf,

- L. M e




vem Halbmeffer CB gleich und der Cofinud Null. Von B!
endlich bis A nimmt ber &inus P“A, weldher nodh immer
unter AA’ liegt, ab, und der Sofinus CPY, weldyer fich wie:
der auf derfelben &eite des Mittelpunfts befindet, o er
im erften Quabdranten AB war, ju, bis er in A abermablg
pem Halbmeffer gleich wird. . §n diefem Punfe iff der Si-
nug Null, und der befchreibende Punke hat einen Umlauf beens
pigt. Er fann aber cinen neuen anfangen, und fieht man
immer ben gangen vem 2nfange der Vewegung vom Punkt
M juriidgelegten ey als einen ecingigen Dogen an, o er-
balt man Bogen, weldhe grdfer als der UmEreis find, und
veren @inus, Sofinug, XTangenten und Cotangenten mit ben
beim evffen Umlauf Defchricbenen Gbercinfiimmen. Die flu
die 2nalpfis widhtigen Folgerungen, auf roelche biefe Betrad)-
tungen fubren, babe ich in meiner Differentialz und
Sutegralrvedhnung entroicdel

§ 23,
ir wollen nun febn, wie die algebraifchen Ausdricte
fliv die @inus unbd Cofinus mit den eben betrachteten vers
fehicdenen Umfinden {bereinffimmen. Bu diefems Enbde fefe
ich in den Gleichungen
cos (Aa=%=Db) = cosa cosb == gin asinh } e

sin. (& == b) == sin a cos b % cos a sin h

a = ta Erwdgt man nun, daf cos Em = o und
sin 5@ = 1 iff, fo findet man

cos (3m = b) = 5 sin b,

sin (37 £ b) = cos b.

Dei diefen Ausdriden iff auf zweierlel Rkt ju nebs
men, auf den abfoluten Werth und auf bdas eidyen.
Der Werth vevificive fich leicht vermittelff der Figur; denn
ba AB = % m iff, fo wird, wenn man BM’ = b fest,
AM' = Iz + b fein. Aber P'M!, bder Sinug yon A'M!
fo wie von AMY, ift der Cofinus von BM odgr won b, und




Ty,
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C P, der Cofinus von A'M’ fo wie von AM, ift der Sinus
gon BM’ oder von b.

2Was bas Minusgeichen vor cos (3 @ + b) betrifft, fo
erhellt daraug, daf, wenn man den Sinus und den Sofinus

cines Dogens, der Eleiner als der Quadrant iff, pofitiv nimmt,

per Cofinug eines grdfiern Dogens negativ ift, wabrend

{ein @inus pofitiv. bleibt. Sest man quch b = Ix, fo iff
€08 A = — 1 und sin ¥ = o,

©een wiv ferner in ben Gleichungen (A) a = m, {o

ethalten wiv nach dem BVorhergehenden

cos (m == b) = — cos D,

yin (1 shtb)s=\ s Sin b,
Die abfoluten Werthe diefer Formeln verificiven fich cben fo
leicht, wie die der vorvigen; ibr Beichen gibt ju erfennen,
baf ein jeder pwifdhen 7 und 3w enthaltene Dogen einen
negativen @inus und Cofinus hat, und wenn b = Lx iff,
fo bat man

cos 3m = o0, sin ¥m = — 1.

@een wir endlid) a = 3x, {o werden fich jufolge bder
eben gedachten TWerthe die Gleichungen (A) in folgenbe wer:
wandeln:

cos (3w £ b) = == 5in b,

sin (3w 2= b) = — cos b,

o

und Bieraus folgt, daf bdie wifchen 27 und dm ober en
enthaltenen Dogen einen negativen Sinus und einen pofitiz
ven Eofinus Haben.

RNimme man diefe verfthiedenen NRefultate jufommen, {o
wird man febn, daf, Fig. 1o,

1) von A bis A’ oder im Dogen ABA' = z die ©i:
nus pofitiy,

2) von A’ bis A, wo der Bogen ABA'BA = 2 iff,
olfo von 7 big 27, die Sinus negatiy,

3) von A bis B, wo der Dogen AB = La ift, die
Eofinus pofitiv,

e
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— AT, —

' =¥
D =

tI
=]

4) von B bis B, ‘too der Bogen AB
alfo von Xz bis 3w, bie Sofinus negatiy, endlich

5) son B’ bis A, wo der Dogen ABA'B'A = 2= iff,
alfo von 3 bis ex die Cofinug pofitiy find.

Man wird nun leicht die Vemerfung machen, daf bie
Ginus das Seichen andern, wenn fie von einer Seite des

Durchmeffers A A’

.-

bie anbere fibergehn, und die Cofis

nug, wenn fie mit Dejug auf den Mittelpuntt C, ober auf

nus,

benn Durchmeffer BB, der ouf dem vorigen fenfrecht {teb,

anbern. *)

J

ii}l'\' i
Hiernach wird man bdie § 11 entwicdelten Formeln auf
jede belichige ®rbfe der Dogen AM und MN, Iig. 4,

ausdbehnen fonnen, und die aus diefen Tovmeln gefchloffenen

SRerthe werden mit denen Gbercinftimmen, bdie fich aus bdev

@onftruction und aug den in Ddem gedachten § angeftellten

Detrachtungen ergeben wurden, menn man diefelben unmitz

yerr anwendete, eine Uebung, bie

telbar auf bie vorgelegten BD
vem Anfanger nuslich fein Fann.

ICenn man die Tangenten des wachfenden Bogens A M,
vfolgt, fo witd man finden, bdaf fie von A bis

f
|
3, oo der Bogen AM = Fa wird, unaufhorlich zune

eIt.

Da in dem lepfern Punft die Secante NC mit dem Salbs
meffer CB jufammenfallt, {o iff fie bder Tangente AN pa:
pallel, und trifft fie folglich gav nichet mebr, o daf der Doz
gen AB cigentlich gar Feine trigonometrifthe Tangente hHat.
IMan fagt jedoch, def bie Tangente deffelben unendlich fei,
was niches anders Heifien foll, alg daf man, wenn ber
Punt M dem Punft B nabe genug genouimen wird, cine

aefeiste Der Qage mit Vesua auf die im evfien
diers am cvennen , o e§ nacdh den eben ans

*)  @Eben das (

Duuavranten aicbt dag D
aefteliten Betvaditunaen vor den Sinud und Cofinud i febn fommt.
weberf,




Tangente finben Fann, welche grofier als jebe beliebige Girbfe

\'HI nl

fit. Dies erbellet auch aunsd bder Gleichung tg a =

(GF ri
relche flir tz a cinen um fo grdfern Werth giebt, jeo Eleiner
cos a wird, oder je naher, man dem Punft B Fommt.

Sft a=o0, 5, fo ift cos a= sin a, folglich tg of, 5=1.
Dies ergiebt fich auch aus dem Dreied CAN, Fiz. 6,
welches gleichfchentliy wird, wenn ACN ein Bhalber rechter
MWinfel iff, weil dann audhy ANC ecin Balber rvechter fein
muf; dbie Tangente ift daber dem Halbmeffer gleich.

SBenn der Bogen AM, Fig. 10, grifier als % o wird,
fo fann der Halbmeffer €M die Linie AN nicht mebr obers
Balb, fondern nur unterbalb beg Durchmeffers AAC {chnei:
pen.  Die ecigentliche Tangente AN’ iff, wie man leicht ein-
fieht, der Tangente A'n' des Dogens AM!, bes Supple:
ments von AM', gleich, allein fie Hat eine entge gengefelte
fage. Sm britten Quadranten liegt bdie Tangente, die im
Punft A Null war, wicber oberhalb des Durdhymeffors A A,
und AN iff dbie Tangente bdes Bogens AA'M”. Dg im
Punft B’ der Halbmeffer wicder der Linie AN parallel if,
fo wird die Tangente in diefen Punft abermals unendlich,
Sm vierten Quadranfen fallt fie wieder unterhalb deg Dt urd:
meffers; denn der WVogen AAMY 5 B. hat offenbar jur

Sangente die Linie AN

§ 25.
Wir wollen nun fehn, was aus dem algebraifihen Aus:

sin a
bruf tga = —— fnlgm ird.
cos

Der TWerth bcﬂ'cl[vcn wird offenbar in allen den Fdllen
pofitiv fein, oo der Einus und der Sofinus einerlei Reichen
Haben, was von o bis 7 und von = big 3 der Fall iff,
und negatiy, wenn der @inug und ber Gofinus von verfthie:
tenen Jeichen find, alfo von fz bis 7= und von 3« bis 2 a.

e s
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Hieraus folgt, daf fich bei den Tangenten, eben fo mwie bei
ben @inus und Eofinus, die Jeichen zugleich mit der Lage
anbern..  Auf cben biefe Art wird man finden, bdaf bie

Gotangenten von o bis 3 & und von « big 3 7 pofitiv, Hins

gegen von £m bis = und von 2 7 bis 2 & negativ find.
§ 26.

Die @inus und Cofinus der negativen Vogen, auf bdie
man bei der Rechnung jwweilen friffe, laffen fich ebenfalls
leicht aug ben Formeln des eilften § ableiten. Da namlich
ber Ausdrucd flir wn (a4 —b) fein Beichen Anbert, wenn man
ainb und b ina verwandelt, fo fieht man, daf sin (b — a)
= — sin (a—D) ift. Jff alfo a>b, o iff b —a negativ
und der negative Bogen erhalt einen negativen &inus.

Conftruirte man bdie 6gffe Figur in diefer Voraus(ekung,
inbem man AM = b, MN = a nabme, und trige den Ieg:
tern Dogen unterhalb M Hin, um das Verfabren des eilften
§6 in Anwendung ju bringen, fo wirdbe der Dogen AN
nicht, wie in Figur 4, oberhalb A, fondern unterhalb liegen,
alfo der @inug Q'N’ eben fo toie der Dogen feine Lage An-
bern.  Der Cofinus dagegen wirde auf derfelben Seite des
Mittelpuntes bleiben, ras fich auch aus dev Formel ergiebt,
inbem man cos (b — a) = cos (a — b) erhalt. 1)

§ 27.

Aus dem im eilften § bewiefenen @ake laffen fih noch

*) Nody einfacher evhellet died fo: o8 fef AM = AM/, fo iff MP ==
M/P, ter MP, dev &inid von AM, und M'P, der Sinug von A M/,
haben eben fo, wie bie zuaehdrigen LVogen, eine entaegendejcste Qage mit
Begug anf den Halbmeffer CA 5 mithin it dev Sinug eined negativen Vo
gens der neaativ genomment Sinug des cben o grofien vofitiven BVogens
Dagegen finben AM wnd AM/ bev Grdfe und fage nach eineviei Gofinus
CP, wng

vont dem Einus gejagt ift, gilt audy von der Tangente, wis
biag - = A 1

vice fhon aug der Sovmel fg a = —— folgt, ueberf,

CoJ a




anberiveitige febr tvichtige Folgerungen giebn, von denen ich
einige in der Folge gebrauchen werde, weshalb ich fie bieher
feken mill.

1) Wenn man die beiden Gleichungen

i : sin. a cos b 4 sin b cos
Sins(aler e e

a
= g
R
: sin a cos h — sin b cos a
sin (a — b)) = R T
R
abbirt, fo erbalt man
. . 2 sin a cos b
sin (a4 b) +sm(@a —h) =—--r——ro,
R
P 3
woraus folgt sin a cosh = (

; Ly
— sin (a 4-b) 4 = sin (a—h).

o

Siebt man bdie jwoeife Gleichung von der erffen ab,
{o entftebt

; ; ot B 2 sin b cos a
sin (a 4+ b) — sin (a — b) = - —
]
D e
slglich sin b cos a = — sin (a - b) — :
fL}]Il,. COS ¢ ‘: sin (a

— sin (a — h).
@eit man b

= a, fo giebt biefe Formel, eben {o ie

die worhergehende,

sin._ a cos a =

3) TBenn man bdie beiben Gleick

cos a cos h — sin
cos (a 4 b) = ——

p J cos a.cos b
cos (a — b) = -

adbive, {o erbalt n

man

cos (a -+ b) -+ cos (a — bh)

: R L
uno I)h‘i'ﬂilﬁ cosa cos h = — cos (a + b) + — cos(a — b).
2 2

it @ = b, {o gibf biefe Formel

e g e

VT,



L A R*
cos a° = — ¢05 2a -+ —,
o (o)

indem der Cofinus dem Halbmeffer gleich ifF, twenn ber Bo:

gen Null wird.
4) Bieht man bie erfie Gleihung won der jiveiten ab,
fo entfieht
2 sin a sin b

cosi(a — b)) — cos (a-+b)= —————_

I '
L

-~

woraus folgt

: : d R .
sin @ sin b = — co: (a — b) — — cos (a 4 b).
2 2

St a = b, {o gibt biefe Fornel
: R*® R
sin a° = —i—— e OS5 AR Ay

5) @egt man a + b
bet man, wenn man diefe b

B 'I‘, und, wenn man

bivt, e b = a' — b'; biergus fol

TWenn man nun diefe Werthe von a und b in die Aug:
[ ~t - .
dprude fur sin a cos. b, sin b cos a, cos a cos b wund

sin - a sin b {eBf, {o finbet man

0
g i 4 s
sin 7 (a' + b)) cos § (a' — b)) = — (un a’ + sin bY),
R
cos 3 (a' + b) sin § (a' — b)) = — (sin a' — sin b'),
5 & 2 2
Y i " 1 ‘ Tid h Y i N
cos 3 (a' + b) cos 7 (a' — b)) = — {cos a' + cos bY), |
: - : i Rieee :
sin 3 (a' -4 b) sin ¥ (' — b") = — (cos b! — cos a').

43

Qividive man bie jweite biefer Gleichungen durch die erfie

{0 erbalt man

Y




corr (a'+b?) sin 3 (a’ —b)  sin}(a'—b) cosi(a'+1b)

sink (a' ",:TJ“';-_LTJ-T—;-'_(A — ) :;c_;(:i_——_b) sin : Ld_lj ')

sin a' — sin b’

sin a' 4 sin b’

§ A L A s s A
Erwigt man nun, daf ﬁ';—\ =i8 (0 8), mithin :'3‘\
co s S

kA i te L (a'— b! Ym l —_ ciu b*
= — ift, {o erhalt man g,f,(,,___ ) = —,
tz A tg & (&' + b) sin a' 4+ sin b
Auf bdiefelbe Weife Fann man aus bden beiden lektern Glei:

chungen Derleiten, dap

cos b — cos &'~ tg % (a' + b) tg 3 (a''— b)) it
cos a' + cos b p %

6) TWenn man den Ausbrud fivr sin (a=£b) durdy ben
flir cos (a == b) dividire, fo wird man Haben

sin (a = b) sir a cos b %= sin b cos a

cos (a = h) cos a cos b ="5ina sin b’
und bividbirt man bann ben Zabler und Nenner des Bruchs
im gweiten Theil durd) cos a cos b, fo vertoandelt fish der-
felbe in

sin A sin b
STy

cos a  cos l;,
sin a sin b
150 —  ——
oS a cos b
plgeat : sin A te A _ %
oa nun tm Algemeinen —, = =— (§), fo erhilt man
3 cos A R
tg a g te b
te (a == b) R Bi R (tg a=xtg b)

B

rgf_:p - R? F tg a tc'; b’

g =k o
und endlich 2z (a == b) *_P__(r !, a4 :)“
v 12 oa t;

R2
®a cot A = = (9), fo ergiebt fich

eot

o S i



f: 2

¢ot (a = b) = ——

cot b

RZ
2

cot a cot b

> 2
(L

cot (a == b) =

— bY) sin a! — sin b’

Die GSleichun skt e S :
B werpung 5 —
= - b9 sin a' -+ sin b’

aus relcher folgt, dafi die Summe der Sinus weiet
Bogen fich zu ibrer Differeny verbalt, wie die Tans
gente der Dalben Summe biefer Bogen sur Tangente

ibrev balben ®iffevens, fann oud) unmittelbar durdh eing

elegante geometrifche Confivuction erbalten

GBenn AM und AN, Figz. 10%, bdie Bogen a‘ und b

govftellen, fo wird man baben = sin &, NQ = sin b’

bt man NC dem Durdhmeffer AB parallel und verlan:

- ¢

gevt MP bis M/, fo ift

MR = MP — NQ = un a' — sin b/,

M'R=MP 4+ NQ = sin a' 4+ sin b (§ 14).
Jtun befhreibe man aus dem Puntt C alg Mittelpunft mit
einem Dalbmeffer CD, weldher dem bdes Kreifes ACB gleich
iff, einen Hogen ED G und lege an benfelben durch den
Punft D eine BVerihrungslinie, welche durch CM und C M
begranit wird, fo werden offenbar DF und DH bdie Tangen
ten der BVogen DE und D G fein, welche dle IWinfel M CN
und NCM' meffen; unb da bie ©cheitel diefer IWintel im
Umfreife ACB liegen, {o werben fie die Halfte von

NM =AM — AN = a’ — b’

und von NM' = AM' +~ AN = af <= b

Trigonontetvie,

)
o




jum Manfh haben; mithin wird
DF tg L(a'— b)) und DH = tz L (a' + b)
aber MM’ und ¥ H pavallel find, fo wird man

folgende Proportion Haben:
M EB: s MR =1 BT
alfo
sina'—sinb’ ; sin a’ 4 sinb'=tg 1 (a'—h") : trL(a'+b'),

ober
tg ‘, (a' — b sin a! — sin b

te ; (-l‘ —ie ])’) ~ sin a' 4+ sin b’

&3 ift leicht, diefe Confiruction bevgeffalt ju mobdificiven, daf
fie alle bie verfihiedenen Gleichungen gibe, twelche der eben
Bewiefenen analog find.

§ 29.

enbeit Bat, von den im BVorherge:

ten Formeln Gebraucdh ju madien, fo babe
ich fie nebft einigen andern, die fich leicht bavaus ergeben, in
folgender Xafel jufommenge(tellt.

Die jeder Fovmel Dbeigefeste Zahl jeiat die Jummer
an, worin fie gefunben tworben find, ober tvoraus fie abge:

leitet yoerben £dnnen.

ey el A )
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braudhlichfen trigonometrifihen Formeln.

stna cos b %= sin b cos a

o — - ———
R

cosacos bssinasin b

cos (a==h) = e

R [sin (a 4 b) + sin (a—b)])

sin (a

(11)

sin a cos h =

(=

cosasinb= 1R [\'fn (a -+ b)—sin(a—b)]{ .,
| cosacosb= 3 R [cos(a—+ b)+ cos(a—Db)] (27
sina sinb =—1 R [cos (a + b) — cos (a — b)]

sina—4 sinh=

2
sina—sin h= —cosl
iy %

Apapy | o L §
cos a-}-¢cas b = == oS

& :

5
cosa—cosh=— —sin 1

: 2

acosa
\ -, 1
s (b)), Sin g

sina®—sinb®=cosh*—cosa®= 5in {a4h)sin (a— b) (1 1,10)
(11,10
cos a® — sin b* = cos (a+4-b) cos (a— b) (11, 10)
Rsina , R® i
IE} EL== e 2 (U)r Cot a4 = e (,—,) |
cos a iz a ‘
P g
sec a = =, C0Sec A = -—— [ n
r :
sin a (8) ji
B sin(a=th R 2
tg (:]'4: })) = -—-(' 2 hJ 2L _]!

COS K

I P S B
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Forvefesung der Tafel ber trigonometrifhen Formeln.

cota -} cot h = ‘ 3.
Sih a fin

b Rl

1% stn (a—Db
i' 7 AR WSRO A U lys)
sinb )

T ) e
b a? to b2 RS (a4D)sin (a—b)
g 5 3 0

cos a~ cos b*

. : R4 sin (a—b) sin (a— B[
cota® — coth® = Bl hotih ('I B)

.; - a
lsina—<4-sinh

!\.m a—sin b

[ ¢ ;

|sin a4+ sinb sin a
et B e 8 e dee
cos a-}- cosh B J-cosa

a—coshb

cosa —+cos b sec a 4+ sec b

cosa—cos b

sec & — sec b

Rne
i

gy CS» 30)‘
A

g 0/5 = cot 0,95 = sec 07 = cosec 17

24), sina=2%chord ca (14)

Ccos (_1 = h) — |~ T o)
cos (_3‘-' =+ ]_)) —— cos h

Eh)== anb [

si (3 2=Db) =—cosb, cos (57

sinbh, cos (47==b) =4 cos b

. YT i R it



Sch werbe nun von dem Gebrauch der frigotometri:

fchen Tofeln bei Aufidfung der Dreiece bandeln. Ru de

Fnde mufi man {ich ervintnern, daf man vermitrelft diefer Ta:

fennt, den TQerth feines

Sofinus, feiner Kangente und feiner Cofan:

wenn der ABerth einer bies

aente finbet, und dafi umgelel

v

fer Sinfen beFannt ift, auch der bes zugehdrigen Dogens als

_.=h;\t‘\[‘. angeiedn nweroen

7

fei, Fig. 11, CDE ein in D vechtwinfliges Dreiec.

Aus einem der fpiken infel C Defthreibe man mit einem
Halbmeffer, weldher dem der Taf gleich iff, den Hogen
AM, falle auf AC bdie Gen MP unb en dle
Tangente AN, um die beiden e der Rafeln gu bil

CPM, welches bas des Sinug und Eofinus,

3 bag bder Tamaente und

welcheg dags der Tan Gecante (dft.

Beibe find dem vorgelegten DrelecE abnlich, und wenn man

che, {o ergibt fich:

fie nach einanber mit diefen veral
CM2PEM = CE : DE
CM 2 CP = CE : CI

(R >isin Q= | @1 Dyas DE

T YR {cosCl=CE:CD
tgr G =1CD.: DE,

iff, fo bat man cos C =

‘tionen Eonnen alfo folgen:

der Salbmefjer

verbalr i Winkel eives

_ e
vechtwinbligen Dr . wie die Aypotenufe 3u dev
viefem (pigen YWinEel gegenubevlicgenden

TN o G (1 p ofTaee 211y T,
Die dritte lebrt, daff fich der Aalbmefjer sur Lans

42 sifaptp

gente cines der (pimen 1UinFel eines vechtwinbligen
Dreiecks verbalt, wie dic an diefemn YDinfel anlies
Ratbete sur gegentiberliegenden.

en iff, fo braudht man

geno

e
Da bder Halbmeffer immer geg
von bden drei ubrigen Gliedern vorfiehender Piropoviionen

nuv gwei su fennen, wm bas wvievte ju finden. Wevmittel(t
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ber erfien tird man alfo von ben drei Stlicken: Bypote:
nufe, eine Rathete und ein fpiger YVinEel allemahl cins
beftimmen Ebnnen, wenn man atoei berfelben Fennt.

J fage fchlechthin ein fpiger YOinkel, obgleich bie
Proportion erfordevt, daf Ddiefer ABinfel entweder der gege:
Denen ober der gefuchten Kathete aegentiberftebe, mweil der eine
fpise Winkel immer den andern beftimme; daber man, wenn
der, welchen man fennt ober fucht, bdiefer Dedingung niche
Sentige leiftet, fein Complement nebmen Eann.

Bermittelft der joeiten Propertion [at fidh immer eing
Der drei @ticte: die beiden Ratheten des rechtwinklis
gen ®reiecks unbd eip foiger YDinFel beffimmen, wenn
man el derfelben Eennt.

Dieraus folgt, dbaf man 1) aug einer Eeite und einem
Winkel eines rechtwintligen Dreiects die beiden andern Seix
ten, und 2) aqus irgend jtwei beFannten Seiten bdie fpigen
SWinfel berechnen Fanm.

Unter biefen beiben Fallen iff derjenige niche begriffen,
00 man aus el @eiten bes Dreied's bdie dritte befFimmien
foll; denn diefer [aft fich unmittelbar jufolge der befann:
ten Eigenfchaft des rechtwinbligen Dreieds aufldfen, daf
CD*+ DE®= CE?, weraus CE=]/CD” - DE® folgt
Benn man die Hypotenufe CE und eine der Katheten 3. B,
DE fennte, fo wirde man erbalten

GDi=— l/t E? — DE?®
Crivagt man, baf CE? —DE?= (CE 4D E) (CE 5 —DE),
und nimme man auf Ewtbcn @eiten der Gleichung
CDh =1/(CE + DE) (CE — DE)
vie Logavithmen, fo findet man
lg €D = } [lg (CE + DE) + lg (CE — DE)].

Wenn man Formeln entwidelt, weldhe bei Sablenrechnuns
gen gebraudht werden follen, muf man ibnen immer eine
foldhe Seftalt ju geben fuchen, daf fich die Cogarithmen be:
quem auf fle anwenden laffen, ich meine, daf man fich fo

Y g
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lich genbthigt febe, wabrend der Rechnung von

toenig als mb
ben Logarithmen ju den Rablen, und von ben Bablen wieder
frmen {bersugehn. SBenn man die Logavith:

ju den Logari

men auf die Deffimmung von CD wvermittel{t des erfiern

usbruds antoer wird men fich leicht von der Tichtig:

feit Diefer Degel liberse

Sch will biefe Anweifung ‘m}m; et rechtming:

~

en, dbaf Ddie beiden

figen Dveiecte mit der 19 11"..1-

¢
betrachteten Falle

y vermittelft der ju Anfange

portionent Auf

biefes §8 Dbeigebrahten Pr [affen; Denn

wenn man 1) GD und DE fennt und CE finben will,
fo fann man juvdrder(i cinen der fpigen LWinkel, 3. B. . G,
= CD : DE Dered:

reion

vermittelft der Propereion R : tg (

nen und dann die Hypotenufe CE durd) bdie
R :5inC=CE :DE beflimmen, in weldher die drei Glieder
R, sin C und DE befannt find. 2) Kennt man die Hypo:
tenufe CE und eine ber beiben Katheten, 3 B. CD, fo

fann man den der gefuchten @eite gegentberfi

Qinfel wermittelft der Proportion CE : CD

finden und bdann die ©eite DE vermittelfi der Proporion
R anGi= CE )

K bevechnen.

31
bt bigher Uber bic Auflbfung der rehtwintligen

Dreiecfe gefagt worden iff, [t fich bequem ing Kurge faffen,
infel durch A, B, C l~c;cid‘1m, wo A ber

vechee iff, und die diefe

foenn man die

n Winfeln gegentiberfehenden Seiten

durch a, b, ¢, wie ¢8 Fig. 12 ju erfennen 5iL‘-r.
Nach dem erften @aB wird man haben
R SsnCe=ngcatic) s (R gy
woraus folgt
o sinC b sin B

@dafft man aus Dbeiden Gleihungen a weg, was daduvd
gefchieht, dnf man jeben T

1E

ben entfpres

ber evfien

chenbent ber ztoeiten Ddivibivt, fo hat man
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c (f._rr f
Bani siieB
i . sin G Lo i
und da sin B=cos C und —= = 2=, fo iff — =
cos C R b
te C ; R ; ; —
R eine Gieichung, meldhe ben gloetfen @ak bded vorher:
R 3 ;

Oleichungen, und nimme die entfprechenden Theile der hier
aus entfpringenden Gleichungen zufammen, eriwagend, dbaf

sin C% 4~ sin B2 = sin C2 4 cos C® = R? (§ 10),
fo erhalt man

T 7 o - = 1 o0del b? - 2 = ;°

Hievaus folgt, daf bdie Gleichungen

& st s b _sinB

_f| i P\ A --—._“ i
nebff der jrvifil ven TBinfeln B und C fiaft finbenben Y-
giebung jur Beftimmung aller Falle, die beim rechtwinfligen

Drefect vorfommen fonnen, hinrveichend find. 3

*)  Die Auflofung der vecditwinfligen Dreiecke it febr einfach, wenn
man evivigt, daf der Sinus eined jeden (v i

TWinfeld dad Vevhaltnif ber
gegeniberlicgenven Sathete suv Hyvotenufe, dev Cofinug dag Weehiltnif deu

anliegenden Sathete suv Huypotenufe, und die Tanacnte dad Berhaltnif vev
aeacnitberlicgenden Sarhete suv anliegenden ausdrictr, odev daf

c 7 ] L
sin C = 08 B = —, cos C = sin B — und g C = cot b =
a a =
c - fen P | * - -~ a5
5o ML @ fann fein Gall, benm ved wythagovifden Sages ausaenonimen,
o

verfomnten, wo fidh nidit das Gieaebene und dag Gefuchte in einer diefey
Gileidungen beifammen finden folite, Um gum. BVehur der logarvithmifdien
fechinung den Halbmefrer in diefe, fo wie in alte andere trigo

netvifde
Gleichumaen, wovin_ er nidit aysrriteflich vovEommet, i Svingen, Generfe
nman, ovak fammtliche teiaonometvijde Gileicdjunaen, nadbem die Byud:
formen wegagefthafit find, in allen Gilicbern eine aletche Anzadl Dimenfios

nen ober Gaftoven entfialten, wenn man den Halbmeier nidt ver Einfeit
ateich felit.  @rcheint ev alfo nicdht, fo muf man 1Bt fo anbrinaen, dafi bdie

-y % =T S ——



§ 32.
®as Princip, auf welhes fich die Auflbfung der veches
winfligen Dreiecte gritndet, flibre sugleich jur Auflbfung al:

ler {ibrigen Dreiece. Fallet man aus der ©pike B des
Dreieds ABGC, Fig. 135, bie @enfrehte BD quf die GSrund:
linte, fo bildet man zwel in D rechtwintlige Drelefe ABD
und CBD. Sm erfien iff

R :s5in A= AB : BD
und im toeiten

RigwsinC =BG : BD,
nelches qibt

RXBD =3sin AXx AB, R X BD = sin C x BC,

woraus folgt
in AXAB = sinC X BC ober sin A : ssnC=BC : AB,.
SBenn bie @entrechte aufferhalb fallt, fo it der Winfel C
nicht den beiven Dreieden ABC unb BCD gemein; allein
bie Iinkel BCD unb BCA, welthe jufammen toei Rechte
ausmachen, baben einevlei @inus (§ 22).

Die eben gefundene Propovtion gibt bden allgemeinen
@ak: in jedbem Dreiect wvechalten fich die Sinus der
YWinfel wie die Seiten, die diefen YDinFeln gegen:
nberftebn.

§ 33.

Derfelbe Sa [aft fich audh auf folgende At beneifen,

welche dem in ben beiden evfien Poragraphen von der Trigos

nometrie gegebenen Beariff mebr analog ju fein {cheint.

Gilvidyung von bev aedaghren WVefhafenheit werde, Hat man ;. B, bdie

(

Gleidiumgen sin C = — und cot b = i fo gibt die erfic a sin C
a W E

= c und bie gvcite cot b, tg b ="1. n der evfien Dot man fings

vedhte feinen; denn

bie Einfert wivd Dieber, wie jeder. andeve ntmevifdhe Saftor, nidht mit

avek Fattoven, veditd einen, in ber jweiten (nfs et

acindlt.

@5 mufi alfo a.sinC = R,cund tg b . cor b — R2 ober sin G —
R.c RZa
—— und cot b = —— gefehrichen werden.

1
a tg b Uebery.
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Machbem mar Fiz. 15* um bag OreieE ABC ecinen
Sfreis gelegt, mit dem HalbmefTer O a bder Tafeln einen imwei:
e Kreis abo  befthrieben und bie Punfte, worin bdie
Halbmeffer OA, OB, OC ben eBtern fhnetben, burcd) bdie
geraden fLinien ab, be und ae verbunden hat, wird ein
vem vorgelegten Abnliches DreiecE gebildet, deffen Seiten ab,
be und ac fid) aus den Tafeln beffimmen Ilaffen.

Die Aehnlicheeit der Dreiefe ABC und abe wird
einleuchtend, wenn man in Ermoagung jieht, daf, weil die
vaben Linien aO; bO und cO, {o wie bdie geraben AO,

BO und CO alg Halbmeffer Eines RKveifes einander gleich
find, die @eiten AO unb BO, BO und CO, CO und AO
ber Dreiede AOB, BOC und AOC in bden Punften a
und b, b und c, e unb a proportional gefchnitten werden,
und baber bdie geraden finien AB und ab, BC und be,
AC und ac pavallel find. Man Hat demnach

AB : BC : AC=ab : bc : ac= I ab : zbe : L ae

n

D nun die Seheitel der Winfel des Dreieds abe im i
Ereife liegen, fo wird jeber die Hdlfte des Bogens, auf el
T;
ten toird offenbar bdie Hilfte der Seite, weldhe den gamen
Bogen befpannt, der Sinus fein (§ 14). Es ift alfo

chem er ffebt, jum Maaf Haben, und von jeber diefer £

&y
(313

> ab = sin e = sin C,
= sin a = ¢§in A,
= b = wn B,

folglih) AB : BC : AC = sin C : sin A : sin B.

Die Vergleihung der DreiecFe AOB und aOb jeigt
ferner, daf AB : ab = AO : a0 ober AB : 2 5in C =
A0 1 a0 ift, b. b. daf jede Seite des Dreiecks ABC
fieh sum doppelten Sinus des gegennberftebenden MWins
Yels verbalr, wie der Balbmeffer des umgefchricberen
Rreifes 3u dem der Tafeln. *)

B b= 0]
o
)

~

Dot Eann atich die Qinie

ab, be und ac fuloft ald dic Sinug
mntan den Duvdpnefer ded Sreifed abe

miel A, B und C anfehn,

T 3 T 2 5 . oL < g M e
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Bercichnet man, wie § 51, die drei Winkel durdy 4, B,
C und ble diefen ILWinkeln gegeniiberlicgenden @Geiten durch
a, b, ¢, Fig. 14, fo twird man nad) dem Borhergehenden

die Proportionen

ST s e e Al il
Nin A it GiE=a e,
Stn B C=th i ¢

erbalten, aug weldhen fich enbe ®leichungen ergeben:

—)

fite die Ginbeit nimimt. A diefe LSeife Hat fie H. Carnot in feiner Geo-
dargeftellt, ©iefer Anficht gemds twird dafelbfi cin fehr

en §8 und. ber vornihm:

métrie de posi

bes

AeiE Des Sakes

— Diefe Veariffe werben auf folaen

einfacher und eleganter i

ften davon abgeleiteten aeaet

6 flaver werden, Dan befdhreibe um vas Dyeied AB C,

bem TWege vielleid)t
Fig, 7o, einen §veig, siehe ven Duvdmeier A D, verbinde B mit D und
feae EF pavaftel mit DB, ©ann ift in dem vedhtvinfligen Dveiect AEF,

AR n D o g AE
sin AEF = sin = sin 0 = — = ——, &eit man nun AE
AE AD !

den Halbnieiier ded umgefdiviebenen Kreifes, dev Einheit gleid), fo ift sin C

— AF ober 2 sin C = AB; it dagegen AD = 1, fo ijf sin C =

AB, Dic Griten de8 Dreiecks find mithin, wenn fie in Jahlen ausgedritctt
werben, entiveber die doyvelten Sinug der aeqeniiberfiehenden Winkel, oder die

Ginus {elbit, ie nadidem man den Halbmefer oder den Duvdimeffer des unts

gefhviehenen Kreifes jur Sinbeit annimmt.  Um eime Probe von dem Ge:

braucdh 3n geben, ven Hr. Eavnot in feiney Glomderie de position von

& Dreieds die Sinud der geaentibe

vem &Sase miadyt, dak

urchmeffer ded  umgefhriebenen Kyei:

Nenven Tinfel find, wenn man
seigen, wie ev mit Hiilfe vefelben die Jovmel

5 = 1 {ekt, will id) bi
fity 7in (a -+ b) entwicelt. 8 fti, Fig.g1, LAM = a, MAN=Db und
dien Puntt E ved gemeinfdaftlic

en BO fenfrecht und fege wm dadg DOveieck

Edent

a > b, Uus einem wiltFihHy

A DM eryichte: man itbey b
ADGC eingn Kveis, bdefien Dann

neffer fite die Ginbheit gelten f

b, AB = sin ACB = cos b, AC =
BE BE : CE CE

- _ sina Hih — == -
B cos b AC cos a

it BD = sin a; DG = sn

sin ABC = eos a. Nun ifi

b, affo BE

= sin BAG = sin (a < b), mithin sin (a + b) = BE 4 EC =
b, Heberf,

a cos b und CE = cos a sin b, 9ber BGC

sin a cos b - cos a #i




sinB ¢ sin G ¢ sin C

A e PR g T P - g
a sin A" a sinA° b sin' B

LVermiteelt diefer Proportionen wird man ein Dreied un:
mittelbar aufldfen Fonnen 1) wenn man swer Winkel
und eine Seite Fennt, weil dann alle IWinkel beffelben ge:
geben find, und daher die gefuchten Seiten nothwenbdig jroeien
Diefer Winkel gegentiber liegen mwerden. IWave 3. B. a nebft
ben beidben Winfeln B und € gegeben, o mwrde man bie
@umme diefer Winkel von jwei Rechten abjichn, um den
o

nfel A ju erbalten, und dann aug den beiden erffen Pro=
portionen die gefudhten @eiten b und ¢ beffimmen Ednuen.
2) Wenn man einen YDinkel und swei Seiten bat, von
denen eine dem gegebenen YVinkel gegentiberfiebt. Hatte
man 3. D. den Wiafel A nebff den beiden Seiten a und b,
fo fonnte man ben LWinkel B nach ber ecrffen Proportion
berechnen, und da man dann jwei IWinkel fennt, fo hat man
wieder den worhergehenden Fall. *)

&2 gibt jwei Falle, weldhe, da fie unter Feinen ber
Deiben eben Detrachteten begriffen find, bdiefer Dethobde nidt
untevworfen gu fein fheinen. Dieg find dicjenigen, wo man
swet Seiten und den cingefchioffenen YWinkel obder alle
orer Seite « Fennt.  Hiermit werde ich mich jekt befthaf:
figen.

¥) Die geachenen Stiicke Ednnen imt gweiten Sall o angenominen

werden, daf gar Fein DreiecE davaud confrrwivt werben Eum,  &o it que

¢, b und B fein Dreiect moglid), wenn b Ffeiner ald die Senfredhte ift, die

vort A aup a geraliet wivd, Dad Unmoglidie, welehed ehva in der Noraus:

fegting fieat, qibt fich bei der Nedmung daduvd) su evfennen, dag man flir
cain B =

sin C qus o et Werth erhalt, welder die Ginpeit uberfteigt, e

(&
)

bri fi man aus der Elementavgcometvie, daf das Dreiect nir bann
Beftinume iff, wenn b > ¢ angenomnten wird, St b < © fo wmui nod bdie

Befchaffenfeir des Winfels C beFannt fein; denn sin G, dag vierte Giied
ber PDroportion, entfdeider hicvuber nidf, webery.




Rir wollen guerff annebmen, man fenne die Dbeiden
@eiten a und b und den eingefehloffenen Winfel C. Wenn
man bie Gleichungen

B sin G Sc sin G

a sinA'. b sinB
unter bder Form a sin C = ¢ sin A,
bsin C=c¢csinB
anfest, und fie Glied flir ®lied erff addirt und dann von
einanber fubtrabivt, o erhalt man
(a 4+ b) sin C= c (sin A + sin' B),
{a —b) sin C = ¢ (sin A — sin B).
®ividirt man ferner bdie [epte Gleichung durd) die erfie, {o
ver|chwinbet die unbefannte @eite ¢, und man hat
a— b sin A — sin B
a+ h  snA4 sinB
Nun hat man gefebn (§ 27), baf
>
;

sin A — sin B

sin A 4~ sin' B .

ift; es toird alfo
a + b r_u ; (A + 15)

a+b:a—b=1tz1(A+ B):2gt(A— B)
folgt, oder in IWorten: die Summe 3weier Seiten eines
Dreiecke verbalt fich su ibrer Diffevens, wie die Tans
gente dev Dalben Sumnie der diefen Seiten geaennbers
ftebenven Winkel sur Tangente ibrer balben Dif:
ferens. **)

+)  Nody fivger: aus dev Provortion a ; b = sin A : sia B (§352)
folat a 4 bh*+ta—b=uinA —+.5in B ; sin A — sin B,
und Gievans weiter (§ 28.) z

a4+ bi:a—h=1¢tg LA+ B): g

5 (A= B} Wety
k) Diefer San LAkt fidh  Befanntlid) aud) mit Hilfe einey Ileidhten
Gonfivuction davthun, Heberf.




S diefer Proportion iff auffer A—B alles befannt. Sieht
man namlich C von jwei NRecheen ab, {o erbalt man A+ B,
und nimmt man dbann tg X (A - B), fo findbet man

1A —B) =222y 1A +B).
tun ift
1A+ B4+ L1 (A —B)=A, |
und |

I(A+B—I1(A—B) =38

. . man exhalt den grofiern YDinfel, wenn man ue
balben Summe bden balben Lintecfchied addirt, und
pen Eleinern, wenn man von ibrev balben Summnie
den Dalben Unterfchied abjieht.

Nachbem man alle WinFel bevechnet hHat, finbet man bie
britte &eite nach §. 32.

Man Eann auch unmittelbar bdie

Seite finden,
roenn man auf ecine bder gegebenen eiten eine fenfrechte

Qinie fallet, g B, von B auf AC, F

g. 15. Jach ciner ‘
befannten Eigenfihaft der {thiefvinkligen Drefece hat man

AB? = AC? - BC® D 2AC x DC, wo bas obere Rei-

chen zu nebwmen iff, wenn bie Senfre

Dreieds falt, und das untere, wenn der Winfel C flumpf

innerbalb beg

iff, alfo die @enfrechte aufferbalb liegt. ' Ferner i in dem
rechtwintligen Dreied BD C
DC = BC % cos C

twenn man B = 1 {eBt; mithin iff

AB? = AC®? 4+~ BC? — 2AC .BC. cos C
und AB = |/AC? - BC* — 2AC . BC . cos G,
pber nach der angenommenen Bejeichnung

c = /2% +b% — 2ab cos C,

cine Formel, weldhe aug den beiben @eiten aund b und dem
eingefchloffenen SBinfel C bdie Seite ¢ gibt. Ein eingiges
Seichen it Dier flr das Glied 2ab cos C BHinveichend, weil,

r

0
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wenn der Winfel C fumpf tird, fein Cofinus negativ iff,
bag Reichen — fich alfo in - verpandelt, wie es bie geomes

trifche @onftruction erfordert,

§ 37.
®iefe Formel iff fur bden Gebraud der Logarithnien
nicht bequem. Da aber cos 2 C = 1 — 2 5in C° ift (§27),
fo bat man, wenn man 3 C fatt C fhreibe,

cos C=1—2 (sin £C)?

ormung erbalt man

und dburch bdiefe Umf

EBY = sab -+ 400 G 07

) + 4 ab (sin ‘(,1

@eht man nun

c=(a—hb)]/1 +tga’ =(a—Dhb) sec a="—

COs5 &
Man fann nun vermittelft der erfien Formel [eicht to o bes
rechnen, und nadhdem man den Wintel a gefunden bhat, ers
| balt man durch die weite
a—b?*

£ = ——

CoS &

Die Gleichung c=1]"a* 4

ben IBinfel C qus Den drei @eiten a, b und c.  Erhebe

*) Wian Gat alfe /g g o= lg 2 + lg sin L C + Llg a
| - SR y 3
- Llgbh—1g (a—Db) mnd lgc =104 lg (a~~b)—lg cos u. D
Fa%? —2ab 4 b2 ¢ben fo woll a — b alg b — a genomimen werden |
|
? SRR il A ; i —h bh—3 |
famn, o ift es gleidhaliltig, eb man c = poLE c = ——— (ofit
Cos o 05 [ i

= /a2 4+ b2 4- 2ab cosC.. Dann i  abes
¢os C = g (sin £ C2) — 3, und man Hat wiedex

Jft C fiumpf, fo it c

a —
== ——— DORY € = -
CoOs o

Ueber(.




man namlich suvdrder(t jeben THeil derfelben jum Quabrat,
fo erhalt man
af 4~ b? — c?=cah cos C

und bieraus

mweler Ausdrud jeboch fir die Nechnung mit Logarithmien
nicht bequem iff. TMan fchreibe befibalb 2 C' flate C und

1 — 2 sin C° ftatt cos 2 C (§ 27), {o Hat man
ERNy Cr — At lhE c* —a® —Db?% 4 2ab
gsin! =14 —m—m——— = LR Vi R )
sab 2ab
cf— (_!ﬁ b)*® i (c +a— lf)_ (c — .i_-_—i:]_.:)
= 2ab 2ab ’
folglich
. 1M ¢+ a—b) (c— a- b)
sin G = ( b .
4ab
c+a—b c—a-+b |
Tiaa IRl et e
&3 ift abevr leicht einzufehn, daf
c+a—b c+a+b
e = — - b
2 2

s——a 4+ b c+a-+b

C
unp —m—m— = —— —

ift; fest man nun c+a 4+ b=s, jieht auf beiden Seifen die '
Quadratoursel aus und fhreibt L C fintt G o evhalt man
sin L C = g 0 Eéﬁf_—,f),ti\:,tg}
3 4 ab

welche Formel folgende Negel enthait:

um einen YDintel eines Dreiecks su findets, defjen dret

Seitenr beFannt {ind, siehe man von dev halben Summe

der dret Seitent jede der den gefuchten YWinkel einfchlies

fenden Seiten ab, und multiplicive beide Refte in eine

ander; Oann Oividire man bdiefes Prodbubt durch das

Produkt der den gefuchten Winkel einfchliefenden Seix
ten

e
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ten und nebme aus dem Luotienten dfe Ouadratwoir
sel. Diefe Wursel wird den Sinus der Jdlfte des ges
fuchten YWinkels geben.

§ 39.

Die Aufldfung aller bei bden fehlefrvinligen Dreiecen
vorfommenden Falle Hangt, wie man fieht, von den drei
in § 32, 35 und 58 aufgeffellten Regeln ab, und Beruft
auf eben dem Pringip, aus weldhem bdie Auflbfung der reche:
winfligen hergeleitet worden ift (§30). & wird daber (eicht
fein, biefe Regeln ju bebalten, und bie Durdyrecdhniung ber
Erempel, welye ich bier geben twerde, wird hoffentlich den
Lefer in ben @tand feBen, fie anjuwenden,

Beifpiele gur Aufldfung dev veditminiligen Dreiede,

1) &3 feiin dem vechewinfligen Dreied AB@ Fig. 12,
aus der Hypofenufe a und der Kathete ¢ der der leStern ge=
gcnﬁbwrﬁe[]vcnbe QWinkel C ju finben, und eg fel a=13™178
und c =7u."3‘,]7‘ ') Um nun sin C ju I\Cﬁ‘f;nmgn’ lﬂil_ﬁ man
folgende Proportion anfesen (§ 51):

a ! c=R : sn G
woraus folgt
b apmct R x e
sin U= ——
d
und, wenn man die Legavithmen nimms,
lg sin C = lg R g c— Ig a.

Sroferver Einfachheit wegen {ert man faff immer den Halbs

meffer der Einbeit gleich; ber Logarithme deffelben iff dbann

*) @& werden Diev 9Meter qemeint, Dev Meter, bie Ginheit bed
newen fransofifdien Sangenmafed, fidie 443205936 Linien ded alten. Da nun
ver vavifer Sufi fidh sum vreufifden wie 14400 : 1301
auf den Meter nad) prewdifchem Mafe 458812727 fmien over 5 Sup
2 3olt 2,8 Sinien, Weberf

5 vevhalt, fo qebn

Trigonometrie, 8

S

i
i
!_
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Null, fo daf er bei der: Rechnung nicht in Betvacht Fommt.
Statt der ju vervichtenden &Subtractionen addivt man bdie
peFndifshen Eradngungen, deren Theorie 1¢h am @chluf mel:
tn'oc ber Algebra entividelt BHabe.*)

-
!

I

8607008

7185

.C Iz a =0.€..1lg 15178 =
> /

lg sin C = 7
= lg sin o', 577 = lg sin 35°56'

]

). SQenn man die Hupotenufe a = 337 255 und den
SGinfel C = 07,5637 Fennt, und bie Seite b {utht, fo roird
mon baben+(§ 31)

R * simsBre=iRar cosGis=alis b,
folglich

a ¥ cos C

B
“a ~+ lg cos C — Ig R,

o
o (=]

+) ©ic defadifdie Gradnsung ciney bl ifF ihve Sradniimg sur
, Grg. vor 43 5t vou 603

nadyie Hihern Poteny von 10. o ift 6 die d

0,71634709 von g,2856521. Sie wird gefunben, wenn man von dev Linken jur
Reciten alle Jiffern von g und die Iebte bedeutende von 10 absieht

fibevsenat fich leicht, baf man, fiatt eme Jahl abiusichn, iHve defad

qdnaung abdiven Fonne, wenn man nur aus der Summe die nadit Hiher

fens bon 10 weg 479)

= A + 0,7163479 — 10. Hat man x = lg 74256 + lg 2045

5t Go ift A — 9,2856521 = A — (10 — 0,710

2,56 — Ig 205,47 iu fuden, o fommt die e
Sogavithmen, die fid) leidt aus

+ Ig 0,003%47 —
nung mit den defa
den Tafeln abfdyeiben Taffer alfo ;,n frehi:

lg 74256 = 4,8707516

chen Gradniinaen vey

lg 2045 = 3,.]}.{}(“_'-]]

?.-,' 0,00547 = ;540!

b G, Ig 2,56 = q, 5917600
b, G lg 20547 = 76014996

Summe 23,0050140
Da e deFadifde Eradanungen aebvandht find, fo ift aud dev Kemnsiffer bdes

aefundenen Sogavithmen swei mafhl 10 wegsulafien, mithin x=75, 0050140 =
lg mn,i_n:z. Die feanzififhen Mathematifer bedienen fich der defadifdhen
Weberf,

iunaen Haufiger, alé bie o




wn ift g a=lg 55,2535 = 1,5218508

lg cos C = lg cos 0”,5{,37 = g,7841210

lg b = 1,3059518
Diefer Logavithme entfpricht in den Tafeln der Rahl 2 0™ 228,
die noch nicht um ein Taufendtel von der Wahrheit abeiche.

3) Kennt man die Seite ¢ = 57591, den Tinkel
B = of,3502 und fudyt die Seite b, fo hat man

RessteniBe=c it b
alfo b s X tg T_'l'
R
und lgb=1Ilgc4 lztgB—1Iz R
Nun iff lg c = lg 5,391 = 0,73 1(69_,
Ig tg B = Ig tg o,3502 = 9,7
Iz b = 0,5 5102 QFB

Diefer Logarithme gebbre nach den Tafeln der 3abl 5,506
an.  Mithin if b = 57,300.

Betfptele gur Auflbfung der fhiefwinfligenDreiede,

1) 3n dem Dreied ABC, Fig. 14, foll die Seite ¢
nebft den Winfeln A und B befannt und die Seite b
ju fudben fein. €8 fei A = 172805, B = 0%, 5879 unbd
c = 27",348. Der Winfel C ift 27 — (A + B) = @of
— 19,8084 = 071316, und man hat (§ 32)

sin C:sin B=c¢c:b
: sin B
T SR
und Ilg b =1lg c+ lgsin B — lgsin C.

€8 ift aber Igc = lg 27,348 = 1,4569256
lz sin B = lg sin 07,5879 = 9,0018594
b. & lgsin C=b. €. lgsin 01516 = o 68/7‘17
[g b = _r:ﬂOL}ZJ()/
= Iz 106,289, mithin b = 106" 289.
2)  Mon Fenne im Dreied ABC bie beiden Seiten
D 2




a und b nebt dem eingefhloffencn Winkel C, und es foll I
bie dritte @eite ¢ gefunden werden, ¢ fei a = 25442,
b = 17805, C = 0%,8426. Buvbrderit bat man (§ 35)

: \-—}—H \— B
Siaje b stas— b= el ——— 1§ [E ===

; A4 B

2 a-+b
i A—B A+ B
T I s R e lg tg — + Ig (a — b)
— Ig(a+b). Nun it A4+ B=g! — C=27 — of, 8426

A B

= 17,1574, und SoE 07,5757 3

a— b = 28,4

a4+ b = e844e + 17,803 = 46,24,
je — 17,803 = 10,039.
A+B
I tEe e = Iz tg 09,5787 = 0,1084874
lg (a — b) = lg 10,639 = 1,0209008 I
€. lg(a+D)=0.C€. lg46,245= 83549552
A—B

lgtg —— = 9,4703234=1Igtg 0" 182§.
AR A—B
Alfy ——— + ———— = A = %7615
A+ B Nl )
Sl e = B = 0%,3959-

Um nun bdie Seite ¢ ju beffimmen, Hat man die Proportion

sin By sin G =b 1 ¢
- b X sin ©
wnhanssfolataecie —— -
ATy sin B

und lg ¢ = lg b 4 lgsin C — lg sin B,
Nun ift Ig b = lg 17,805 = 1,2504932
lz sin C = lz sin 07,8426 = 9, f),_”u 85
0.& IgsinB=0, €. lgsin 07,5959 = 0,23/ !"’r)/ :

lg c = 1,4717589 = lg 29,630,

mithin ¢ = 29,630



3) Man fenne im DreiecE ABC Ddie brei Seiten
‘. a, b, o und fuche den Tinfel A.
Es fei a = eqmozz, b= 187745, c = 137782.
Nach § 58 adbdire man bie drei Seiten, bividire die Summe
61,562 durch 2 und jiche von dem Quotienten 30,781 nadh
cinanber b und c ab. Man findet die effe 12,038 und
16,099.  Dann ift
lg 16,999 :

lg 12,038 =

b. € lg 18,743
0. € Iz 13782 = 8,8606878
Summe = 19,0986264
bie Halfte = 9,9494132. )

Dieg ift lg sin £ A = lg sin 09,6987, mithin A = 1%,3974.

-

§ 40.

Sn einem Werfe, wie dag gegenivdrtige, lHE fich uns
mbalich eine genaue AuseinanberfeBung der AUntvendungen
gebert, beven bdle cbene Trvigonometrie fabig iff; i) werde
mich alfo nur davauf befchranEen, die Aufldfung dreier Auf
gaben ju jeigen, die man als bie Grundlage der Lebhre von
ber Aufnabme beg Terrdns anfehn fann.

®fe erfte ift: wenn die Grofe und Lage einer Li:
nie AB, Fig. 15, in einer Ebene gegeben ift, mit Des
sug auf fie die Lage eines Punttes C in derfelben

¥) D BVegrif der defadifchen Eradnsuna denmf (olfte die Summe
cigentlhd)
10,8088264 — 20
und die Halhp Stmime
0,9494132 — 10 = 0,9494152 — 1
feim. Da aber von dem Sogavithuen eines Sinus die Nede iff, o miuf maw
men der @inus in den

99494132 (dyeiben, in welder Sorm e Soaaritl)
Tafeln evfheinen. Ohan fieht affo, vaf ef in diefem Fall Femner WVexidhtis

aunag bes Nefultats wegen der beiden Eraansunaen bedavy Heberf.
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Ebene su beftimmen, oder, was cinevlei iff, die Abs
{tande AC und BC 3u finden,

Um fie aufguldfen, muf man die Bafis AB und bie
SBinfel CAB und CBA meffen; die Abftande AC und BC
werden fich bierauf nach § 32 bevechnen [affen, und nachdem
man fie gefunden bat, confiruive man vermittelff eines geo:
mefrifhen oder verjlingten Mafftabes mit den drei Seiten
dag DrefecE ABC, weldhes bdie geaenfeitige Lage bder drei
Punkte A, B und C barfellen toird.*)

TMan wird bann wvermittelff der Aufldfung bdes rvedht:
wintligen Dreieds ACP, in welchem bdie Seite AC unb ber
SBintel CAP befannt find, die Linge der auf AB gefallten
@enfrechten CP, oder den fleinften Abffand bdes Punfts C
von AB, und die Grofe des Abfhnitts AP beftimmen Fon:
nen.  Diefe beiden Stite geben gleichfalls die Lage bes
Punfts C gegen die Linie AB an. Auf eben die Ieife
findet man bdie Lage eineg jweiten Punfts D, den man ju:
gleich in ivgend zweien der drei Puntte A, B und C abe-
nehmen fann.

ik - usdiudy
#) S fiberaehe gqany da8 Bei Meffung ber Winfel ju beobachtende

Bevfahren, weil der blofe Anblick ey dasu evforderlichen Inflrumente mehr
lebet, alg aifes, wad fid) in diefer Hinfiht fagen ((Fr, umd weil, um die
Moglichfeit diefer ONefin
man auf den Punft A den

3

ufehn, e8 hinveidbend iff, fidh voviufellen, daj

ttelpunft cined Keeifaudehnitts aeleat haty

deffen Halbmeffer in die Ridtung der Scenfel AL umd A C' ded ju mef:

fenden 2Winkels gebvadit worden. Dicienigen, weldhe fich mit der Pravis

bes Aufnehmens befannt machen wollen, Eonnen den Traitdé de Trigono-

meétrie von Eagnoli, den Avtifel Levie des plans im Dictionnaire de
,ﬂ.i.-.'rf,-r-'marn‘m.ns ver Encyclopédie ;:r,"fj'{u-ftz{;u«*, ven Traité d Arpen-

tage yon Qefevre und die Traitds de Gloddsie théorique von Puif:

fant nadifefen, wo fie die genaufien und sweckmakiaften Methoden fowobhl
s den gtofien tvigonometvifchen Meffungen ald su den Operationen vis D
tail8 angegeben finden werben, W erf. — Unter den deutfchen TWevfen vevdient
befondevs J. T, Maner’s gritndlider uud ausfiihriicdher Unter:
vidht sub praftifden Geometvie, in vier BVanden, aenannt juwerden.
uebery,




Senn man  den Punfe D unmitielbar mit Begug auf
bie Qinie AB durch Meffung ber Winfel DAB undp DBA
beffimme Bat, fo Hat man alles, was evforderlich iff, um den
Abftand der Punffe C und D yon einander ju finben; denn
nachdem man bas Dreied D AB, fo toie das Dreied CAB,
aufgelbft und den IWinkel DAB you dem IBinfel CAB ab-
geogen Hat, find im Dreie CAD bdie beiden @eiten AC
und AD unbd der von ibnen einaefchloffene Binkel CAD
befannt, und die Antendung der Negeln von § 55 gibt die
beidenn andern SRinfel DCA und CD A, nebft ber briften
G\‘ifc CD, welhe der gefuchte Abftand iff. Der IBintel
DCA beftimme bdie Lage der Geraden CD, und wenn man
A C alg fchneidbende Linie befracheet, {o wird die DBeraleichung
ver SRinfel DCA und CAB bie Neigung von CD

AB su erfenmen ch\‘IL

Geht man von den Punften C und D aus und madht
CD ju einer neuen Bafis, {o laffen fich wieder andere Puntte
Deffimmen, weldhe man in A und B nidht wahrnehmen Eonnte;
und wenn man fo fortfabre, fo wird man jur Lenntnif der

qu,kmunq\n tage aller Punfte eines Landes gelangen. Auf diefe

Ave iff Caffini’s Kavte von Franfreid) entworfen worden.

Die stoeite Aufgabe, mit der ich mich befchaftigen werbde,
iff bie allgemeiner genommene erfte, inbem vorausgefeht
wird, der su beffimmende Puntt liege aufferhalb der durd
AB gelegten Projectionsebene. €z fei, Fig. 16, G biefer
Punft und ABC’ die Projectionsebene. Die Lage des Punkes
C rolrde Dbefannt fein, wwenn man die des Punfts €,
in m(!ci)cm die @enfrechte CC' bie Ebene AC'B trifft,
und Uberdies die Lange der Senfrechten fennte, welche ane

'

gibt, um wie weit der Punfe C Gber dem Punfe €, den
man feine Projection nennt, erhaben iff. In diefem Fale

_—




find es nidyt die IBinfel CAB und C'BA, toelche man
mifit, fondern die Binfel CAB und CBA, bdie in bder Ebene
CAB liegen. Um die Lage diefer Ehene 3u beftimmen, mift
man noch den IWinfel DB C, den die Linie CB mit der auf
ber Ebene AC'B fenfrecheen, folglich der CC/ parallel lau:
fenden Linfe BD einfchlieft: ¥) Man [6fF nun das Dreied
ACB wie bdas ecben fo bejeichnete im vorigen § auf, weil
man in beidben einerlei befannte @tiicke hat. Nun Fennt
man in dem bei C' vechtwintligen Dreie CBC! die Hypo:
tenufe BC und den Winfel C'BC, den Unterfchied aifchen
dem vedhten Linfel DB C* und dem gemeffenen Winkel DB C;
es toerden fich dbaher die Linien CC! und C'B berechnen laf:
fen. Die erffe iff die E€rhdbung bdes Puntfs C dber der
Projectionsebene C'AB und dient in Verbindung mit der
@eite AC in dem bei C' redhtwintligen DreiecE CAC! die
@eite AC’ gu beftimmen. Nachdem dieg gefchebn iff, hat
man die drei Seiten des Dreieds C'AB; bder Punft C' iff
mithin befiimme.

§ 43.

Bu groferer Cinfachheit it Bier angenommen worden,
baf AB in der Projeftionsebene liege. Sft bies nicht der
Jall, wie in der Gzffen Figur, fo muf noch bder IWinfel
DBA gemeffen werden, den AB mit der auf der Projec:
tiongebene A'C'B @enfrechten DB bildbet. TMan beffimme
nun juvorderft in dem Dreie CAB die Seiten AC und
BC, und in dem Dreied CBC’ die Seiten CC’ und C'B.
@ann bevechnet man in dem bei A/ rehtwinfligen Dreicck

*) Wenn ¢ davauf anfommt, Punfte aui der Grdoberfacie su be:
fiimmen, fo wallt man suv Projectionscbene eine Hovisontate Flades
vie Linten C/C und B D find dann vevtifal und werben duveh cin Bleiloth
geaeben; die Gbene C/C B, welde duveh diefe Sinie geht, it ebenfalls vers
tiful, und wid durdh den Punfr C, weldben man in B wahmimmt, und
durdy die Cinie D B pefimmt, ©Dic Qinie C/B ifi eine in diefer Goene e
aende Horiontallinie. Berr.

R,



AA‘B qus AB unt ABAY, btem Complement bes IQinkels
DBA, bdie @citen BA' und AA.  Wenn man ferner ACY
mit A’C’ parallel gegogen annimme, fo entfteht das bei C“
rechtwintlige Dreied CACY, in welchem man aus bder be:
fannten @eite AC und bder c¢benfalls befannten CCY = C €
— C“C! = CC'— A A die SGeite AC" = A'C/ beftimmt.
€8 ift alfo nun das Dreiedt A’ C'B durch feine drei Seiten
befannt, wie im vovigen § bas Dreied AC'B
§ 44.

Man Eann auch, mwenn man BC und BA wilEdhelich
annimme, und den vorgezeichneten Gang verfolgt, das Dreied
A'C'B in bder Abficht bevechnen, um den IWinkel C'BA! fen:
nen gu lernen, den die finten BC' und BAY bdie Projectio:
nen der Gefichtelinien BC und B A, auf der Projectionsebene
A'B C' bilben.

Der Winkel C'BAY, den biefe Projectionen einfchliefen,
iff der von bder geneigten Ebene CBA auf die Projections:
cbene C'BAY, die man gewdbhnlich Horizontal annimme, res
ducivte Winfel CBA.  Fh werde in der Folge (§ 62)
cine pweite Methode, einen IBinfel von einer Ebene quf
die andbere zu veduciven, fennen lebren. Da aber bdie beiden
E&benen, von bdenen bdie NRede iff, wenmig gegen einander ge:
neigt su fein pflegen, {o bedient man fich ju diefer NReduc:
tion gerodhnlich teit Eirgerer NAberungsmethoden, su deren
Dehuf man felbf Tafeln angefertigt hat.

Fir jelt befhranke ich midy auf die Wemerfung, daf,
wenn man auch i Punft A die Winfel EAC und EAB
Deobachtete, und wermnittel{t devfelben den Binfel CAB auf
den SRinfel C'A’B reducirte, bdann A’‘B berechnete, indem
man AB mit bem Cofinus bdes 9Binfels AB A’ ober mit
dbem @inugd des Winkels DB A multiplicicte, und {o unmit:
telbar die IWinfel C'BA und C'A'B  nebft der Geraben
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A'B erbielte, die Deftimmung des Punfts C' die im 4ofien
§ gelbfte Aufgabe fein wivde.

©ie Reduction auf bie Hovizontalebene iff nicht die ein:
sige, die man mit den beobachteten TWinkeln worzunchmen DHat.
Gelten Eann man fich unmittelbar in die Punke verfeRen,
die ju @cheiteln der Winfel gervahlt und gewdhnlich Thurm:
fpigen find. Davaus entfteht eine neue Redbuction, die man
ofe Reduction der YVinkel auf den YTittelpunkt dev
Station nennt. Hieriiber, wie fber alle die feinen Beriic:
fichtigungen, welche die grofien trigonometrifchen Operationen
erfordern, vergleiche man die Méthodes analytiques pour la
détermination d'un arc du méridien des Hrn. Delambre,

und die {hon citivten Abhandliingen des Hrn. Puiffant.

§ 45.

e dritte Aufgabe, die ih hier aufjuldfen babe, iff fol:
gende: einen Puntt 3u beftimmen vermittelft der YDin:
rel, bic an ibm von Linien gebildet werden, welche
su ovei gegebenen Puntten fubren, @ie gibt eing der
Bequemften Mittel an die Hand, in einen ®runbrif oder eine
Rarte einen Punte eingutragen, der nidht darin bemerkt ift.

Ghr den Fall der grbften Algemeinbeit gehore fie in
dic Kbrperlehre und flr diefen Habe ich ihre grapbhifche
Aufldfung in meinem Complement des Elémens de Géo-

meétrie gegeben. Wenn abev die drei Winfel in Einer Ehene

liegen, fo iff immer einer bderfelben die @unme ober der

Unterfchicd der beiden andern, fo Ddaf es binlanglich iff, die

leitern 3u beobachten, um den erflen daraus ju fchliefen, und

man Fann nun die Gbrigen Falle auf bdicfen surtidfiihren,

| indem man fich der § 62 ju lehrenben JNeduction der AWinkel
auf die Hovijontalebene bebient.

Die grophifthe Auflbfung diefes Falls Deffeht darin,

taf man fber den Linfen AB und A G, wweldhe bie dret ge

gebenen Punfee A, B und C verbinben, Fig. 68, jwoei Kreis:




abfchnitte Defchreibe, melhe die LWinfel BDA und CDA
enthalten, die man an dem Puntt D beobachtet Hat. Die
Dogen werden fich auffer dem Punft A, ber ihnen nach der
Gonftruction gemein iff, noch im Dunft D {chneiden, der offens
bar der verlangte fein wird.

Seb werde mich nicht bei der Wetvachtung der Yer{chie:
denen Falle aufbalten, die mit Dejug auf die  gegenfeitige
Lage ber gegebenen Punfte A, B, C und Ddes gefuchten D
ftatt findben Ednnen; ich bemerfe blof, daB die Summe bder
beobachteten SQinfel BDA und CD A jedesmal ju erfennen
gibt, ob D innerhalb ober aufferbalb des Dreieds ABC
liegt. Sm erften Fall ift diefelbe grofer, im jweiten fleiner
als 3wei Nechte. Detragt fie gerade swei Dedhte, {0 befindet
fih ber Punft D in bder Linie BC felbff. Die @ache iff
su Elar, als daf ich dabei ju verweilen nbdthig Hatte.

Hier iff eine dber Methoden, wie man auf diefe Aufgabe
die trigonometrifche Nechnung antwenden fann.  Gegeben find
die @tide des Dreiecs ABC und bie beobachteten IWinkel
BDA und CDA. S fege
AB =a, AC=b, BDA =@a, CDA =g, BAC =y,
und nehme als unbefannt an

ABD: =iximd ACD = y;
eil mat, wenn diefe IWinkel gefunden find, jwei MWinfel in
jedemn der Dreiecfe BAD und CAD fennt, mithin alle @ehcke
perfelben Devechnen Eann (§ 34). Nun iff
sin BDA : sin ABD = AB : AD,
sin CDA ¢ sin ACD = AC : AD,

] 3 a sin'x
ober st s sinx=2atAD = ———,

sin B tsiny=b : AD = —
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und fesen wiv jur Abfirjung
Rechte — e —

fo Baben wir y =0 — x,

asin 3 sinx — b sin & (sin 0

dividivt man dureh sin x, fo ent

asinff — b sin o (an d

=

!i

a SH! @
cot o =
b sin @ cos 0

&8 it nuslid) s eviwagen, Yie
Dreiccts ABAY Fig. 67, im 4aften §
pem ibm entfprechenden -1'm|ft Al in der

wenn diefe Gbeme fHovisontal ift, fo ift

ven oder TWafferwagen qenanint, €
t-m vervichret nadh WVevidyievenheit der e

=ntfernun
nnn.mh su beftimmen, um wie v
tichtung over fenfredhit auf

206 Suiveltiven, auf dbie id) den efer ve
| nectung madyen, daf, feitdem man in de
| teqgbaves Jnfivudient Hat, vevmittelft def

port beiven aehenden Wevtifallinte biidet,

anber vavallel anaenommen; diejer WmfE
nien Bei ver Gopveritat der Erbobevflad)

ter veralidiemen Punfre; dev

S fabe oben bie beiven Geraden DB und AAY Fig 67

Hber in bem Wieved ABD C ift
ACD =4 NRechten —ADB —ADC-—BAC — ABD,

B —y= J,
mithin
COS X — cos 0 §in X) = 0

{feBt

COS X :
3 I =
Jin x

ash cos X a Sin B + b sin e cos &
woraud ]‘L‘ig[“ s— = oL X =/ == SR T %
sin X Sin e sin O
a sin cos O cos | 5 a sin 3
= — = A
b sin e sin d sin 9 sin b sin « cos O

1].

MnumevEuntg wbet bas Mivelliven.

man  vermittelit des veditiwvinEligen
bie Hiohe AAY des Punfte A auber
Ebene A’G'B gefunden fiat; denn
bie Qinie AA’ der Untevidied

swifdien dben Waffevfladen der Puntte A 1md B,
Die Overation, die diefen Unterfchicd fennen febrt, wird das Nivellis

ic Wird nad) vevidiiedenen Mietho:
i gebrauditen 28erfienge unod der
JrvecE bleibt aber immer devfelbe,
iel ein Punft in veveifaler

pev Grbobevflade bHoher oder
tiefer, alé efnm.andever Liegth. &§ aibt bejondere Abhandlungen uber

viveife; ich muf aber hiev die Ve
m MWiedevhohlungstrerfe ein
o oman bie Wintel mit dev avbiten

Sdifvie meffen Eann, man in Stande i}, wie d 6 § 43 angeveuter habe,
unmitretbay den Wntevydiied dev Tageriiachen  seter Puntte o
vee ABinfeld gu findem, den die fie verbindende GSerade mit bev vurd) einen

Mefjung

untey ein:
¢ Verrikalliz

n

and  finbet aber fitv

a

e nue in o einemy Eletnen Besive fFatt.
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Hlenn iy biefer Gldde, was dev WGalufeit fehr nahe Fomme, eine fohive
fdhe Sritmmung geben, fo veveinigen fi) die Wevtifallinien, wie A C und
B C, Fig. 72, fammtlid) in ifvem SMitteTonntt C. Die Linie B A%, welde
auf BD (enfrecht fteht, bevufirt blof vie Grdoberlicdie im Punft B und dey
untevchied dev TWaferflachen von A wnd B i, nad) der vorhin gegebenen
Guftavung, nicht A A7 fonbern A ¢, namiich der Unterfhied der Geiten BC
und A C bed Dre ABC, ‘worin man bdie gemefjene Geite A B, den mites
fern Hafbmeffer B G der Grde von n__")ﬁfhg{’. TNetern, und den von diefen
Seiten eingefdlofienen RBinfel B, bas Suvplement des beobaditeren Tinkels
DBA, fennt.

@est man nup BC = a, AC = b, AB = ¢, fo fat man (s 36

b = l//u‘}—f— ¢ — 2ac cos f‘,

und bda o in Wevaleidhung mit a immer felhr Hein i, fo gebe idh biefern

Nusbruct die Form
s B+ r 2¢c/ ¢ i
]’:a 14 —--(——-.mB ]‘.
— o a 2a

Geken Wiy, um abiuticsen, — — cos B = m, und entwicteln, den Ans

oa

bruc nad) der binomifhen Formel, [ entiEeht

b=a [1 + rf‘;ﬂ]""

= a - cm

und da die aefuchte Linie A o, bie i mit J beseichnen Will, der Untey
der Sinien b und a ift, o evaiebt fid

¢? m#2
0= ocm — I, —— o . e e

Die Grofe m und ihve Votensen Iafen fidh Tekdit mit DHiilfe dev Logavith:
c

men bevedhnen, woenn man 5 = B’ fest, weil dann
2a

cos B! — cos B = 2sin 5 (B + BY) sin £ (B — B’)
ift.
Wenn der ABinkel B ein vedhter ift, fo falt BA mit B A/ sufammen,
und wenn man nun den Punft ! betvaditet, in weldem fid) DA/ uny AC
fdmeiden, fo it c = B ¢/ und § vermwandett fidh in ww’, d. i in die Gt
feenung bed Punfts o der Tangente von bem entipredienden Dunft der Guds
obevfladdie oder in den Untevfdied dev fdieinbaven und wabhren

s o PRrs e c -
Hovigontallinie, 3Jn diegem Gall iff m = —, alfp

c*

T

gl

[ =}

weldye Fovmel finden Tehet, wm wie viel die GrdoberfAddie fidh wuntey bie

Tangente in einer Entfernung c vom WVerlthrungdpunic vevtieft.
Gewdhnlic) veducivt man auerfi den Punfe A awj die Tangente B A/

in A/, und Eeteaditer danm, wegen bder Klvinheit ded ABinkeld C, bvie Gera:




pen AAZ und Aol ald sufammenialiend, wovauf dann Ae die Summe
oer Gevaden AAY und ef o iff.

otan Fann dev Miefung ded Nbftanves AB fiberhoben fein, wWenn nan
nue juateich mit dem Winfel DBA auch den Winkel EAB mifit. Man
fernt bann in bem DreiecE ABC bie TBinkel B und A ald Supplemence
der aemefnen Winkel, und Hat (S 55)

b—a tg % ;:]3 —A)
bts b FA)
: tg £ (B—A)
Gt man dann suy UGG ———F — —m b b = a4+ §
; g 5 \b ) )
: r [\ . 2am
fo crgibt fich — = mar §f = ——.
2a-40 3 =

- =1 4 m 4 m2 . s

-_— i

Nun i

mithin d=2g2am (@ 4+ m 4 m2 4 - «..)
eine Dieifie, die fehr convevaent ift, weny die Winfel A und B fich dem Reche
ten ndbevn. Su ben meifeen Sallen ift dad evfte Glied 2 am fHinveichend.
atenn man mit Genaudgbeit opevivt, fo muf man die 2Wintel EAB
uno DBA nady ten Gefesen dev Nefuaction vevbefjern, weldhe die Qidtfivah:
fen evleidem, wenn fie von A 0ig B gefir. €5 fam miv aber Dhiev hauptich:
fich nae davauf am, ein Paar Beifpiele voh dev Anvendung ber Reihen aur
pic qendhevte Aufldfung aewifer bei den Dueitcfen vorfomutenden Jalle su

aeben,




Sweites Kapitel

Won der fphavifhen Trigonometrie.

§ 46.
@f\‘ fpbarifchen Dreiecke, die man gerdhnlich berechnet,
find diejenigen, elche wvon bdrei grofiten Kreifen auf der
Oberflache der Kugel gebildet merden. Ein folches fpharifthes
Drefect befiimme immer ein Eovperliches Dreieck (eine drei:
Fantige Ede), und umgefebre Fann man qus ecinem Edrperli-

then Drefed ein {pbavifches berleiten. Es fei ABC, Fig. 17,
trgend ein fphavifches Dreiect, und man Habe aus jeder fei:
ner WinfelfpiGen nach dem Wiittelpunte der Kugel, von deren
Oberflache es einen Theil ausmacht, die Halbmeffer A S, BS
und CS gejogen; die Ebenen ABS, ACS und BCS find
die der griften Rreife, auf denen man AB, AC und BGC,
die @eiten des vorgelegten Dreiects, genommen bat, und
diefe Bogen meffen die auf jedber eitenflache bes Fdrpers
lichen Dreieds SABC wifthen dben RKanten SA und SB,
SA undb SC, SB und SC enthaltenen IWinfel. Die Neiz
gung jtoeier Ebenen wird, wie hr‘r"mmr, von bem geradlinigen
ABintel gemefjen, welchen jwei aus einevlei Punfe des gemein:

{chaftlichen Durdhfchnitts auf bm[ci[w-‘n in jt‘:_\l.'l' diefer Ebenen
aegogene fenfrechfe Linien einfchlicfen. Wenn man dabher aus
vem Punke A jwei gerade Linien ATund AK fenfredht aufAS
ervichtet, von denen die evjfe in der Ebene CAS unbd die anbdere
in ber Ehene BAS liegt, {o wird der gerablinige Winfel TAK




dle Neigung bdiefer beiden Ebenen meffen. Es ift iberdies leicht
eingufebn, baf die Linte AT die Tangente des Dogens AC,
und AK bdie des Pogens AB fein wird; und da man flr
pen IBinfel, welchen zwei Erumme Linien einfthlicfen, bdenjes
nigen nimnit, weldhen die durdh ihren Durchfchnittspunte ge-
legten Tangenten bilden, fo wird auch der Winfel IAK bdas
Mo bes von den Bogen AC und AB eingefthloffenen
OBinkels fein. Daffelbe findet auch bei jebem bder beidben
anbern Sinfel dey Drefeds {fatt; die Neigungen der Seis
tenflachen des Eorperlichen Dreieds SAE C bhaben demnach
mit ben coveefpondbivenden AWinkeln des fpbavifhen Dreieds
ABC cinerlei 9Mab. Dag  Eorperliche und dag {pharifche
Dreiec find folglich aug fechs mit einander corvefpondiven:
den @tlicken jufammengefekt: aus den drei Seiten bdes fpba:
vifchen DOrelects, welche mit den drei Winkeln bder Kanten
des  fovrperlichen Drefeds, und aqus bden bdrei IWinfeln bdes
fobarifchen Dreieds, weldhe mit den Neigungen der Seiten
flachen des Edrperlichen Dreieds fbereinftimmen.

Culer, weldher fich wiederhoblentlich mit Unterfuchungen
uber die fphavifche Trigonometrvie befchaftiar bat, um fie un
ter neuen Gefichtspunteen davguffellen, leferte im Fabr 17 79
eine Abbhandlung, welche man als einen volfFandigen i:uf)rbc:
griff diefes Theils der Mathematit anfehn fann. *)  Sbhre
gany analytifche Form bat mich veranlaft, fie meinen Lefern
vorgulegen, inbem idy blof die Aenderungen damit vorgenom:
men babe, weldhe ndehig waven, um fie auf ein eingiges Prin:
cip ju Jlltl1bLiI und einige NRefultate ju vereinfachen

§ 47.
Alles, was ich Gber die fphavifthen Dreiecte fagen werbde,
berubt

*) Arta Adcademice Scientiarum Petropolitanae anni 1779,
pars priar, Man vevaleidie: Ddéveloppement de la partie élémen-
tatre des DNlathématigues par Bertrand, Genéve, 1778, (1. IL
pag. 57(})- 3 erfi




berubt auf folgender Confieuction, die man dafer wobl ju
faffen Bat.

Bon dem LWinkel C bes Dreiects AB C [affe man auf die
Ebene ASB ber diefem Winkel gegentiberfiehenden Seite A B
bie @entrechte CD Dherab, falle aus dem PunftD die Linien
DE und DE fenfrecht auf SA und SB, und giehe bie £i:
nien CEund CF, welche nach befannten geometrifthen Girfins
den auf SA und SB fenfrecht fein terden. Dieraus folgt,
daf die Winfel CED und CED bdie Jigungen der Ehes
nen CSA und CSB gegen bdie Ebene ASB meffen, obder,
wag dafjelbe iff, dafi fie die Grbfe bder Winfel A und B
des fpharifhen Dreieds ABC angeben.  S¢h werde in der
Jolge, eben o wie bei den geradlinigen Dreiecen im s1ften§,
die Winfel der fphdrifchen immer durch die an ihren @cheiz
teln fiehenden Duchfaben, und die ihnen aegentiberliegenden
@eiten durch dle entfprechenden Buchffaben des Eleinen Al:
phabets begeichnen. SWBenn nun bder Halbneffer der Rugel
der Einbeit gleich gefelt mird, fo werden wir Haben:

CE =sin CA=35inb, SE = cos CA = cos b,

CF = sin CB = sin a, SF = cos CB = cos a.
Aus dem in D rechtwinEligen Dreied CD E, worin der Win:
fel CED = A iff, werben wiv finden:

CD = CE sin CED = sin b sin A,
DE = CE cos CED = sin b cos A.

Aus dem Dreied CDF, welhes ebenfalls in D vechtmint:
lig, und deffen Winkel CED = B ift, erbalten wir;

CD = CF sin CEFD = sin a sin B,

DF = CF cos CEFD = sin a cos B.
Bevgleicht man die beiden AusdricFe der Linie CD  mit
cinanbder, {o folgt:

sin b sin A = sin asin B...(A),
cin Refultat, welshes in Degichung auf die {phirifhen Dreiede

Tvigonometvie, &




66

mit dem § 32 fur die geradlinigen gefundenen analog ift. *)
Auf eben diefe Avt evbalt man die beiden Gleishungen
sin ¢ sin A = sin a sin C,

sin ¢ sin Bo= sin b sin C.

Richt man nun durd) den Punft B auf SB bie Senfrechte
EG, und legt durch D bdie Linie DH pavallel ju SB, o
witd man bdas rechiwinElige Dreied HDE bilden, werin
HED = ASB iff, weil, wenn man den Winfel GES von
dem rehten SED abjieht, HED zum eft erbale, und
auh ASB ovber ESG bdie Differen; swifhen einem vechten
3 )

and GES ifi. Aus dber Auflofung des Dreleds EHD Eann

man folglich bevleifen:
HD = DE sin DEH = DE sinc =cos A sinb sinc;

¢ SF —.cosa=SG 4+ GF =8G 4+ HD, und SG

i
Det

(4
— SH cos ESG = cosb cos c; man wird folglich haben
cos a = cos h cos ¢ 4 cos A sin b sin ¢,

cine Gleichunag, welhe die swvifthen der Seite a, bden beiden
fibrigen ©citenv b und ¢, und dem von ihnen eingefdhloffe:

nen Winkel A fintt findende Relation angibt.
Offenbar fanu man, wenn man jede der beiben lehtern
Geiten befonders betvachtet, nogh jroei bder vorhergehenden
f ahnliche Gleichungen erhalien, unbd auf bdiefe 2eife zrifchen
e ben fechs Stiden des Drefeks ABC folgende Gleichungen

bilden:
cos a = cos h cos ¢ 4 cos A sin b sin ¢

cos a cos ¢ 4 cos' B sin a sin ¢ }...(B)

I

cos b

| cos ¢ = cos.a cos b 4+ cos G sin a sin b

) 0mld) dafi im fphdvifden Dyeiec {id die Sinud dev
Geiten wie die Sinud dev gegenitbeviehenden Winkel vevs
falten. SfE B ein vedhter gminfef, o fant CD in bie Gbene CSB, umd

ift o8 cin flumpfer, {o liegt GD aufievhald des fovperlichen Dyeiets SABC,

el Falle, die, wie man Tefcht fieht, dex Altgemeinfeit de

Gatied frinen Cintrag thun, Uebherf,

ben aufaefiellten



Diefe drei Gleichungen begreifen auch die Gleichung
(A) in fich. Um fich Dievon zu tibergeugen, brausht man
nur bie Werthe von cos A, cos B und cos C daraus ju
befiimmen und fie in den ®leichungen

sin A® = 1 — cos A%,
sin B* = 1 — cos B2,
sin C® = 1 — cos C*

ju fubftituiven. Man findet durdh den evffen diefer TWerthe:

cos a® — gcos a cos b cosc - cos b? cos o2

Si:rl 1‘\2 _— —— e

sin b® sin c*

sin b® sinc? — cos a® 4 2cosa cosb cosc — cosb? cosc?

sin. BT sinc®
'

(1—cosb?) (1—cosc*) —cosh* cosc® —cos a®-2cosacosb cos e

sin b* sin c*

-

SMultiplicive man nun den 3abler und den Nenner diefes
Druchs durcdh sin a® und jieht dann auf beiben Seiten die
Quadratwurgel aug, fo wird man erhalten

{ s 71 —cosa® —cosb® — cosc® 42 cosacosb cos ¢
sin A=sinaX ; - - .
sin a sin b sin ¢

Weseichnet man jur Abfhrjung die Grbfe, welhe sin a
im weiten Theil diefer Gleichung multiplicice, durch M, fo
wird man haben

sin A = M sin a.

Eben fo findet man
sin B=Mgsinb, sin C=M sin c [
und durch bdie Elimination der Grofie M gelangt man ju
den Gleichungen (A). Es verdient bemerft ju tverden, daf
die drei @eiten a, b und ¢ auf gleiche LWeife in bem Auyz

c2




druct M worfommmen, und aus bdiefer Urfache ift er den TWer-
then der Ginus aller drei Winfel gemein. *)

®Die Gleichungen (B) rerden bdemnach jur Aufldfung
eines feden fphavifhen Dreieds, in toelchem drei Sthde bez
fannt find, Hinreichend fein, wenn man in Crroagung zieht,
daf der @inug und der Cofinus ald eine einjige Unbefannte
betrachfet terden mitiferr, weil man immer den einen bdurdh
den anbern ausbriicten Eanm.

Die Anwendung der Gleichungen (B) auf bie verfchie-
denen vorfommenden Falle wivd durdh einige Umformungen,
die ich fogleich vornehmen twerde, febr evleichtert.

§ 49.

Man fann darin die LWinfel in die ibnen entgegenges
feten @eiten und umgefehre verwandeln, wenn man jedem
Sofinug bas Beichen — gibt. Um dies ju beweifen, muf
man aus den Deiden legtern Gleidungen cos a vermitelft
der erffen eliminiven, und man wird erbalten
cosh=cosh cosc® 4 cosA sinb sinc cos c 4- cos B sina sinc
cos c=cosbh? cos ¢ 4 cos A sinb sin ¢ cosb 4 cos C sinasinb.
@ubftituirt man nun 1 — sinc? fiatf cosc® und 1 — sinb?
ffatt cos b2, fo tvird bie erffe durch sinc, und die anbdere
durch sin b theilbar, und fie Eonnen dann folgendermafen
gefchrieben werden:

cos C sin a = sin b cos ¢ — cos A cosh sin «

cos B sin a = cos b sin ¢ — cos A sin b cos ("} ©)

*)  Weseidinet man ben Jdbler der Grofe M mit N, bie brei Santen
5 Tetvaeders, welde su Giner Gk
Fel , woeldie iefe Santen einfchiiefien, mit a, b, ¢, fo iff nad einer Ab:
Dandlung von Guler dad Volumen ded Tetvackerf = L wfy X £ N;
wo £ N aud) ven Terth

aehoven, mit oz, (3, y, und bie duei

T /. aFbFec , ab—c ,adc—b . bFc—a
/ Srrp e W e e sin hat,
/ 2 2 2 2

Sn dem Tetrasder SABC iff ¢ = § = p = 15 fein Wolumen i alfo

IN., ©. Nowi Comment. Acad. Petrop. Tom. I¥. pag. 160 und
Journal de I'Ecole Polytechnigue, fedfied Heft pag. 270, Berf.




' QDY vy

SRenn man nun bie jwweite diefer Gleichungen durdy cos A

multiplicive, fie fodbann gur evfien adbdire und 1 — sin A®
{tatt cos A® fubftituivt, fo tird man erhalten
sina (cos B - cos A cos C) = sin A® cos b sin c;

[ es folgt aber aug den Gleichungen (A), daf sin ¢ sin A =
sin a sin C; {ubftituivt man diefen IWerth in dem jweiten
Theil der obigen ®leichung, {o wird fie durd) sin a theilbar
werben und man wird gum ARefultat erbalten

cos B 4 cos A cos C = cos b sin A sin C,
ober, was daffelbe iff,

cos B =— ¢os A cos C 4+ cosb sin A s5in C.

HAalt man diefe Gleichung gegent die Gleichungen (B), fo fieht
man, daf fie fich unmittelbar aus der jweiten Hevleiten [Aft,
wenn man die qrofien Duchffaben in die Fleinen” und umge:
febre wermandel, und jedem Cofinus dag Beichen — gibt.
SYn der That erhalt man, wenn man auf diefe Are gerfahre,

— cos B = cos A cos C— cos b sin A sin C,
eine- ®leichung, welche in die worbergehende ubergeht, wenn
man alle Beichen andert.

Diefelbe Nelation, weldhe fich bier zwifchen dem LWin=
el B und den beiden Winfeln A und C nebft der von ihnen
eingefcthloffenen @eite b ergeben hat, findet offenbar bei jeder
abnlihen BVerbindung von Winfeln und Seiten fiatt; itz
bin Hat man folgende drei Gleichungen:

cor. A ='— cos5 Biicos .G il cos:a . Stns B st G
cos B = — cos' A cos C 4= cos b sin A sin Cpr.. . (BY):
cos C = — cos A cos B -~ cos ¢ sin A sin B
§ 50.
! Es iff ju bemerfen, daf man, indem man bie Cofinus

negativ nimme, von den Bogen a, b, ¢ und vor den 9Gin=
feln A, B, C ju deren Supplementen tbergeht, weil — cos A
= cos (27— A), — cosa = cos (27 —a) u. {. . iff (§ 23).
SWenn man diefe Werthe in die obige Gleishung fest und




sur AbBhrjung A’ flatt 27— A, a' ftatt 22 — a u. f 1.
fdhreibt, fo werben fie folgendbe Form annechmen:

cos A' = cos B! cos C' - cos a’ sin B! sin C*

cos B! = cos A’ cos C' -+ cos b’ sin A’ sin C!

cos G! = cos A’ cos B' 4+ cos ¢ sin A’ sin BY,
peldhe Gleichungen den Gleichungen (B) vbllig dbnlich find, folg:
lich gu einem fpbavifchen Dreied gehbren, beffen Geiten A, B, C
und Ddeffen IWinkel a’, b’ ¢ find. Die IWinfel cines folchen
Dreieds werden alfo dburch bdie Supplemente der Seiten bes
Dreleds ABC gemeffen, und feine Seiten meffer die Supples
mente der IWinfel cben bdiefes Dreiedts. Es fomme (n den
Lebrblichern der Trigonometrie unter dem Namen bdes Polar:
oreiects vor, und man beweift, daf die Scheitel feiner Win-
tel die Pole der Seiten deg erfien find, und umgetehre. *)

§ 51.

Die im 4offen § entwidelten, mit (C) bejeichneten Gilei-
dhungen, weldhe finf @SthidFe des fpbavifhen Dreieds AB C
enthalten, i:.' nen in andere umgeforme werben, in denen nur
vier berfelben vorfommen. Man muf ju diefemn Ende fFaft

: el . sinb sin A sin ¢ sin A
fin a in bdie erfie ——— und in die anbere G
sin B sin C
e
*) i bicieniaen Lefor, welde die fohivifde Trigonontetrie juerft nach

biefern Cehrbuche frudiven, wird eine Geldutevung tiber das PolavdrveieE hier
nieht ane mvediten Ovt fiehn, Feh fepe babei die Lehre vor den Kugelfchuite
tin als befannt voaus. @5 (e, Tig.y5 DEF ein {ohivifdes Drefect, defen

Seiten und TWinfel wiv auf bie aewshnlicdhe Weife mit a, b, c und A, B, C
beseicinen wolten, Wevldnaert man alle drei Seiten, von denen jeve Elciner
al¢ ein Duadbrant fein mag, iibey Geide Endpuntte Hinaus fo weit, daf FG
=FH = DIl = DK = EL = EM = 17 werbe, und Teat duvech die

Punete G und M, I und K, L und M Wogen guofiter Kreife, o entieht
Do DreiecE NOP, bdefjen Rinfel mit a’, by o und beffen Seiten mit A4,

I3 S

chitet wwerden migen, Die Dreiecfe DEF wnd NOP fiehn nun
it felgender Besiehung i einander, Da DI and DK AHuadranten find,
o it D ber Pol von OP; odey AV Gben fo it B der Dol von B umd
F der Pol von C. Da ferner E bev Pol vot NP und F der von NO
i 10 find NE und NF Swuapvanten, mithin it N der Yol von EF oder




L0 D £
1 (§ 47), und da (—J = cot p, fo toird man finden
o sin.p

~
g

-

—

sin b cos ¢

cot B = ——— At o A s et

. L S e e (LY,
sinh cos c —cos A cosh sin c

cot U = —— — o

Sin A Sin C

?

Es ift leicht, vermittelft des. blofen Anblids diefer SBer=
the alle biejenigen ju bilden tvelche ibuen “analog find, tvenn
man davin bdic Buchfiaben auf bdie gehorige LWeife wertaufdf.
Aber vorgtialich iff Hier ju  bemerfen, daf man in denfel=
ben, weil fie ous den Gleichungen (B) abgeleitet find, auf
biefelbe vt toie in biefen die @eiten in IBir fel und umge:
Eelrt verwanbeln fann, renn man den Totangenten und Co=

finus dag entgeqengefekte Jeichen gibt. Es wird dann ent:

cos B sin C 4+ cos a sin B cos C

cot b = - T e Y —
sin a sin B CR 0]

sinB cos C 4+ cos a cosBsin C

cot ¢ = - e

sin a sin G

§ 5

Die finf Syfteme gon Gleichungen (A), (B), (BY), (D),
(DY) geben unmittelbar bdie Aufldjung aller Falle, relshe

b und P dev Vol von c.  Man fieht, daf
vie Pole der Geiten ded andevn find, Man
jocfe bas Volavdreicck mit Besig auf dad

anbere, Nun iff OK 4 IP = OP 4 IK = A/ IK = 29. ber

fo it O deér Yol voit

bes einen %

1K i bad 9Mef von A; mithin i A/ = 27 =— A, Gben fo it B/ =

29 — B ynd C == 29 — G, Gerner it HC 4+ EL = HL 4 ELC
= HL - a = g7. WAber HL iR das Maf von a's mithin it a’ =
29 — a, Gben fo it b =29 — b und ¢/ = 27 — c. Man fieht
5
i

demnadh, dbaf Die Seiten Ded einen Dreiects die Supplentente der TWinfel ves
andert und die Winfel des einen Hie Supplemente der Seiten dved andern

find.

Ty den Fall, vafi nicht fammil Seitenn bes Dreiedts DEF

als Duadvanten find, muf id ed e, Dad Polardt

aibt es ei ¢
e audh deffern Seiten befthafen fein Mmos

i Relation fieht, ueberf,

cotfiviiven, 9ber in jedem Sall
T

aem; in dey

iecE auy ber ¢

e, a8 au einent aeqgele

ey Defchrie
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bei cinem fpbavifshen Dreie vorfommen Einnen. Das erfre
briict die Nelation aug, welche stvifchen den Winfeln und
ben ihnen gegenuberffehenden Seiten ftatt findet.

§ib3:
Aug dem gweiten ieht man folgende fechs Formeln:
cos a = ¢os b cos ¢ + cos A sin b sin o
cos b = cos a cos o 4 cos B sin a sin o
€os ¢ = cos a ¢cos b 4 cos C sin a sin b
cos a — cos b cos ¢
cos A = i

sin b sin ¢

; cos b — cos a cos ¢
¢cos B = - ;
Sin a sin ¢
€0S ¢ — cos a cos b
cos C =

- - ’
sin a sin b

bon Denen die drei erfien eine @eite vermittelft der beiden
andern und des von ibnen eingefchloffenen Winkels, und die
drei Iegten bie Binfel vermittelf der Seiten findben lehren.

§ 54.

Das dritte @oftem gibt, eben o tvie das vorbergehenbde,
fechs Formeln, namlich

cos A = —¢cosB cos C + sinB sin G cos a
cos B =—cosA ¢cosC 4 sinA sinC cos b
[ cos C =—cos A cos B + sin A sinB cos ¢

cos A + cos B cos C
€05 a = e
sin B sin C
cos B 4 cos A cos C
cos b = —_
\ sin A sin C
’ cos C 4~ cos A cos B
‘ cos ¢ =

HE sin A sin B

Die drei erfien lehren einen Winkel aus den beiden andern
und der jwifchen ibrien liegenden Seite, und die drei lekten
jede @eite vermittelft der drei IWinfel finden,




ol
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§ A5,

Dgs vierte @Syftem gibt, wenn man darin alle mogliche

Berfesungen

cot A
cot B
cot A
cot C
cot B

cot C

madht,

folgende fechs Formeln:

cos a sin b — cos C sin a cos b

sin C sin a

sin a cos b — cos C cos a sin b

sin C sinb

cos a sin ¢ — cos B sin a cos ¢

sin B sin a

sin a cos ¢ — cos B cos a sin ¢

sin B sin ¢

cos b sin ¢ — cos A sin b cos ¢

sin A sin b

sin b cos ¢ — cos A cos. b sin ¢

sin A sin ¢

fchliefenden @eiten beannt find.

§ 56.

wermittelft welcher man jroet TWinkel eines fpharifchen Dreieds
Deftimmen fann, tvenn der bdritfe IWinfel und bie ihn eins

®as finfte Syftem endlich fhbrt auf folgende fechs

Sormelns:

cot

cot

cos A sin B -+ cos ¢ sin A cos B

sin ¢ sin A

sin A cos B 4 cos c cos A sin B

sin ¢ sin B

cos A sin C 4 cos b sin A cos C

sin b sin A

sin A cos C -+ cos b cos A

Jin b sin C

cos B sin C 4~ cos a sin B

sin C

cos C

Jin a sin B
sin B cos C + cos a cos B

sin C

sin a sin C

L




elche dienen, gtvei @eiten cines Dreieds ju  Deffimmen,
wenn man bie dritte nebf den anliegenden TWinfeln Fennt.

6 57.

Die Formeln, bdie aug den Syftemen (B), (BY, (D)
und (DY) (§ 55 — 56) abgeleitet tworden find, verbienen die
grbfite Aufmertfomeeif, {orvohl twegen ibrer Clegang, als tve:
gen der Eigenfehaft, dap fie ju evfennen geben, ob der Do:
ger oder SWinfel, weldhen fie jedesmabl ausdriden, Eleiner
oder grbfer als ein ﬂ.;l.n‘\mnr ober rechter 2Wintel ift, eine
Eigenfchaft, welche die Ausdrite fliv die GSinus eben Ddiefer
Bogen nicht haben ourdenr. Denn da der Sinus eines oz
gens mit dem feines Gupplements foroohl in Anfebung bder
Gudfie als des Jeichens ibereinfommet, fo wird man, fo oft
man nur bden @inus eines Pogens Fennt, nicht wiffen
Ehnnen, ob Diefer Pogen Eleiner oder grdfer als ein Qua:
brant ju nehmen iff. Sennt man hingegen den Eofinus und
die @otangente, und weif man aufierdem, bdaf diefer Bogen
allemaBl Eleiner als dev Halbe UmEveis iff; 1oie dies bei den
@eiten der {pharifchen Dreiede und den ihre infel meffen
den Dogen der Fall iff, {o erfieht man aus dem eichen des
Refultats, ob ber gefuchte Dogen jwifchen 17 und =7 enthal:
ter iff, ober nitht, weil im evften Sall der Gofinug und bie
Gotangente das Jeichen —, im jweiten das Jeichen - Haz
ben. SRenn man bemnach den befannten ®irbfen in ben
angeflbrten Formeln bie Jeichen gegeben hat, weldhe fie nash
dem TWerth ber Bogen, ju denen fie geboven, erbalten muf
fen, fo wird dag Jeichen des Jefulfats die Ave der gefuch:
ten @eite ober des gefuchten TWinkels ju evfennen gebenm,
dbas Beifit, ob fie Eleiner ober grbfier als ein 1 Quabdvant, obder
ob fie {pif ober ftumpf find.

§

Eben diefe Formeln laffen ﬁrf) febr vereinfadhen, renn
bas vorgelegte Dreie rehtwintiig, d. iv einer feiner Iinkel




o
{2

ein rvechter iff. WivElich bat man, wenn C =17 genommen
wird,
TGt —irsticosiiC =la;
und ¢s entfteht:
) cos c = cos acos b (§ 53

cos A cor B

cos Cc = = cot A cot B (§ 5

o
S

sin A sin B

cos A = sin B cos a Ly
3 3 § 54)
cor B = sin A cos b
Sin a = Jin ¢ Sin ﬂ, sin b = sin ¢ 5in B (i?)
cosr B 3) :
coth = — tzb =sinatgB
sin a sin B
cos A - A
Ccot a = — T ftea=sfnnotsis
sin b sin A I(_G 56), woraus§ ° 2
: S ear p
cor b cor A olgt
ot ¢ =—r 1018 tzb = cos A tg t
sin b 2
coy a cos B B
SDnRCE= ———— tga=coshb tgc
{ Sin a = Dient

und wenn man von Ddiefen Formeln nur diejenigen nimme,
welche wefentlich ver{dhieden find, fo wird man folgende fechs
Sormeln erbalten:

o5 ¢ = cos a cos b
cos ¢ = cot A cot B
JSin a = sin ¢ sin A
tga=usinb tzg A

O P bl
tg a = cos B tz ¢

cos A = sin B cos a,
velche bei ber Umftellung, deven fie fihig find, jur Auflde
fung aller in C rechtwinkligen fpbarifchen Dreiede Hinveichend

L UL

fein werden.  Die diefemn Winfel C gegentiberfiehende Seite
¢ wird eben fo, wie bei den geradlinigen vechtminEligen
Dreiecen, die Bypotenmufe genannt. Man Ednnte auch abn=
liche Formeln flir den Fall erhalten, o cine der Seiten bdes
{pbavifthen Drcieds dem Quadranten gleidh ift; ir wollen

Lile

ung indeffen dabei nicht pufbalter

——

g

e
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§ 59. l

Um die Logarithmen auf die Wevechnung bder febariz 1
fthen Dreiecte bequem anivenden ju Fonnen, muf man bdie

Gormeln der § 53 und 54 in anbdere umformen, deren 3ab=

ler und Nenner in Faftoren jerlegbar rverden, und bies Hat
Guler auf eine ¢ben fo einfache als elegante Avt geleiffet.

1)  2Aug dem unter den Sormeln von § 55 Dbefindlishen
Ausbrud i

cos a— cos b cos ¢

cos A= - .
sinbh sinc |

jieht man

3 —cof A=

cos (b — ¢) — cos a
sin b sin c

cos a — cos (b 4 {_)I (§ 11)

sin b sin ¢

1 J-cos A==

woraug, weil
1 — cos AT ‘
tg 3 A® (§ 27),

1 -i- Cos A o=
folgt
¢ cos b—c¢)—cosa
tz £ A® = % (B i) 3
= cos a — cos (b 4-¢)’

D nun cosp—cos g=—2sin 3 (p+ q)sink (p—q) (§27
fo hat man

fo- _I_ A —_ -I/ .—-—“H 2 (h S (__—+ KIHL
sin & (a+ a4 b -+ ¢) sin
Nerfahrt man auf bdiefe At mit den fbrigen Ausbdricen des

saften §, fo wird man ju ahnlichen Refultaten gelangen.

2) Mimmt man in § 54 ben Ausdruc
cos A4 cos B cos C

< e sin B sin C .

fo Eann man darvaus herleiten

cos (B +()+ cos A A
sin B sin e

cos (B — C)—+cos A

sin B gin G

1— coJ da=

14 cosa= '



toraus folgt
fae ke s cos (B + C)+cos A
e cos (B—C)+ cos A’
ba aber
cospdcos gq==2cosi (p+ q) cos ¥ (p— q) (§27),
fo wird man Haben
o I/ — s IB+C+ A cos FBF+C—A) %)
S / cos X(B—C -+ A) cos £ (B— C—A)"

eine Formel, mwelche durch bas Seichen — bdes Bahlers niche
imaginar wird; denn da der BVogen A+ B + C grifer als

ein. Quabrant iff, o iff fein Cofinus negativ. **)

¥) Gulev aebvaudit, um feinen Mefultaten eine Ubeveinfimmigere
@Gieftalt su aeben, duvdhgangia die Tangenten dev ju beffimmmenven BVoaen.
Man Eann aber in den beiven bisher betvachteten Falten etivas einfacher
sum Sinus aclanaen.

1) 9an fat 1 — cos A = 2sind A? (§27), und dmd) bie Sovntel

cos p— cos q=— osin L (p -+ :I) Sin 5 (P i lj)
evaibt ficdh
cos (b—¢c)—cosa=—2sin L (b—c+a) sinl(b=—c— ),
ober, twenn man das Ieidhen des BVogens L (b— ¢ — a) und feines Sis
nug danoert,
cos ."_b —c)—cosa=2sin g (a- b — c) sin & (a-4c— b).
Gelst man diefen LBevth in den fite 1 — cos A oder 2 sin L A% und aieht
auf beiven Seiten die Quadratwuvsel aud, o entient
‘sin & (a + b — ¢) s/ "iﬁ'q__c:T}

sin £ A =] / — -
/ s b st

a
%y

2) &ebt man 1 — cosa = 2 s

und, sufofae bes Ausdvucks fily cos p 4 cos g,
cos (B4 C)+ cosA=2cos 2(B4 CH A) cos (B4 C— A),
fo finbet man
sin £ A= 1/ —cos -!*‘i..“_'-f: E
i z e E//

sin B sin G

Vet f.
*)  ORit Hitlfe des Polavoveiects und Des Ieieit su deweifenden Gk,
; awifchen den Gransen

0
dafl die Gumme der Seiten cined fphavifchen Dvei
o und 47 lieat, [afit fich seiaen, daf die Summe dev Winkel cined (phivis
fdien Drei 1 dent Gransen 27 und 67, mithin die Dalbe Gumme in den
Girangen 17 und 57 einaefchiofen ift.  Aber inncrfald diefer Grangen find
die Cofinug negativ, 6 iff alfe cos § (A4 5 + C) aftemafF negativ,
teberf,




3]

z) ©ie Augdride in § 53 geben ferner ‘
cos a — cos b cos ¢ = sin'b gin ¢ cos A
cosh — cos' a cos ¢ = sina sin.c cos B,
und wenn man bdie erfie diefer Gleichungen durch die zweite
digidirt und erwagt, daf nadh den Gleichungen (A)

sinb sin B

sin a sin A' i
fo wird man finden
cos a_— cos b cosc _ sin B cos A

cof b — cor a cos ¢ sin A cos B’
Addive man auf beiden Seiten die Einbeit, fo erbalt man

cos a — cos b cosc sin B cos A
R w L 2

cos b — cosa cos ¢ sin A cos B’

und diefe Gleichung verwande [t fich leidht in
(Lojd —i“lo_r]') — cos 0) i JH'(\—F])

.arh—wr a cos ¢ sin A cos B’

fnbem man beide Glicber jedes Theils auf einerled Denens

nung bringt.
@ubtrabivt man die Einbeif, ftatt fie gu abddiren, fo er:

halt man
cos a — cos h cos c sin B cos A

A o e Yy e et ==

cos h — cosacosc sin A cos B

und {!ii.‘!';‘.ll\:
(cos a— cos b) (1 + cos @) J‘m (B — '\)

| cos b — cos a cos ¢ sin A cos B

i Dividirt man dies Nefultat durch das vorhergehende, {o ent:
‘ {teht
|

cos a — cos b %, 1 - cos ¢ sin (I’ ~— A)

cora 4~ cos b 1—cosc &in (B T X)
und da nach der Tafel @. 56

coxr a — cos b
st e T e 4 e S -1 a) te 1‘ b—a
cos a + cos b 82 ( )tg 3 ( )

l—‘ COJ C

und sin p = 2



fo toird man finden
tg £(b—a) tg 3 (b+a) cot ct
Jin 2 Bi— A) cos (P) . r\)

sin ;_ (i-i_-.]_. A) cos L (B + \) 25 )

Lt ()

Benn man aber nach einander dle Einbeit ju jedem Theil der
'H b sin B

Gleichung —— = ——— binjufest und davon abzieht, und
Sin a sin A

bievauf bdag eine Nefultat burch das andere dividire, fo ge

langt man gur Gleidhung

ginb—sina sinB— sin A
sin b -+ ina — siwB -+ sin A'
toelche vermittelff der Tafel @. 35 und 36 in folgende um:

geform¢ terden Eann:

Jin 5

i PG PO ((‘%::; e g::;

Multiplicive man nun defe Sleichung mit der Sleichung (a),
ermwagend, daf

tg 2 (b+a)cot 2 (b+a)=1 (§ g),
fo wird man erhalten

R (o e B T iy S Lnn I (b— \ﬂ
tem® gl [win £ (B + \)‘J

und, wenn man auf beiben Seiten die Quadratwuriel auss
5“[)[',

sin % (B—4A)

sin X (l’ —i- -\)‘

2

te (b —a)cot Lc=

Dividirt man enblich die Gleichung (a) dureh bdiefe lentere,
fo findet man
cos § (B — A)

1 (b4 a) cot £¢c = ——2
3 Jredbih cw‘(b-l~\)

T (F ;

Erinnert man fih, baf cot p = = (§ 9), {o wird man aus
sp

den beiden obigen Glefhungen die Ausdricke




tb—a)=tgko : =9

s )
cos| L (, '+ A)
erBalten, vermittelff welther man jivei Seiten cines fuhari:
{chen Dreieds finden Eann, wenn man die dritte ©eite und die
anliegendenn IBinkel Hat: denn tvenun man bdie SBerthe der
Pogenn b+ a und b — a mit b’ und a’ bejeichnet, {o ift
b=1I D'+ a"), a = 3 (b!— a').

tzl(b+a)=tgic

4) DNimmt man im 54ffen § die Gleichungen
cos A +4- cos B cos C = sin B sin C cos a
cos B 4 cos A cos C = gin A sin C cos b,
und dividivt bdie erffe dburdh bdie jweite, {o wird man finden

cos A 4+ cos B cos C sin B cos a sin b cos a

sin a cos b

cos B 4 cos A cos C sin A cos b

@eit man gu jebem Iheil diefer Gleichung die Einbeit hingu
und jieht fie davon ab, und dividivt das cine Refultat durd
das anbdere, fo ergibt fich tvie oben

cos A—cos B 1 — cos C

B = sin (b — a)
cos A+ cos B 1. cos (

sin (b +4- 3)'

ober
te L(B—A) g3 (B+A) tgICE
Cos _ﬂ (b — a)

— . ‘J
sin (b 4 a) cos 3 (I) e .1) (b)
und da bie U[ttcl)ung
sin B — sin A sin b — sin a
sinB 4+ sin A sinb +sina’
von
T
*)  ian fieht, daf man aud
o R
_;a‘_&lj_ajzcg_‘!__e L_"? s %
sin £ (B -|- \)
S - L sin L(A—B)
i tgila=h)=tglc —

SEY L —L- L
fhveiben fanm, S alfo A > B, {o it audh) a > b und unaefelut,

tebery.



von
den

tgz(B—

fo
erhaltene multiplicict und diy
finben:

tg 2 (B— A)

. I
cot 3

g3

B +

welche, renn

A) =

fhloffenen TBinfel fennt, bie
vertreten. )

§

timmé man alle Variatione err, Dderen bdie f

;\) cot ; (l: +—‘\) =

ibirt, folgend

C -

er bei der vorigen Umformung Gebraudy gemacht wor:
iff, auch folgenbermafen gefhriecben mwerden 1"1111*1:

hiddt .
sin 1 (IJ EE rl) cos (h —)
toird man, wenn man bie Gleichung (b) durch die eben

¢ jioel Gleichungen

sin 3 (b — a)

sin % (b 4+ .i)

cos L (b — a)
7 ol 2L

0s ;_ (i)h—l—-r)h f

60.

man et Geiten und den won ibnen einge:
Stelle der vorhergehenden (No. 3)

im gorigen §

gcflmuuen Sormeln fabig find, fo wird man haben :

‘/_\-J;!P !

fo— -i) \'i?!

(!ﬁl-h—-() \mn(li

" — h_)

—_ 1) sin l (a 4 b -1—'..)

- iu) sin

— [) fin

/ 2
I e i
4 sint(b+4 ¢
oy L sin —i (h C
I:;' = B = 1
2l sin 5 (a
jo=]/TaGT
fn.}(,_. / S e
sing (a4 h
—cos 2 {I’ ¥

tgla=— l/

s : b= 5{/-{

* ';
bar und leidhe qug
#)

ervige man, dafi o — B — i —

'-Q.l" giometvie,

Diefe Gleichungen lafen fidy vermittelft fes

) Um bdiefe Sovmeln aug den anal v‘,u'

cos f.{\—!—-i_a——()un;

— cos ‘(\.—E—( — [‘)10-;1(\_I_..._J

_‘

{.(—I

in § (b
5(

(44 !‘ﬂ:l,u.lt §8

(1-" b—--l)
‘—-—h) sin L (i+ b 4+ ¢)

—-1»‘ b —I—- t)

Polavdreies ummitters
ben beidben Gileihunaen unter No, 3 Devieiten,

berf,

ne




> .(!l?l [. {}) —_— *\)
ip=— =tg L ¢ —F —r=
5 2 v sin & (B \)
b+ a cos £ (B —A)
to ——— = tg L ¢ ———77
2 2 2" cos L(B -+ A)
,—b sin £ (C—B
te E._ P e e, K gy _‘___~__£ o B)
o e sin £ (C 4 B)
c+ b cosx ‘,f(.—'“)
{8 ——— = = ,E a ————— —
= 2 8 % " cos L(C-+B)
a—c sin = (A— C)
e = te D —
2ahe s = sin % (A + C)
a- c cos L (A~
tg ——— = tg b — X
2 coS
B-—A sin
tg = ot 5 Uie—r
y 2, S 5
B-+A e
tg ——— = cot 3 G —
i 2 o= cos 3
sin
LA —
2 sin
C+B cos
=l mepb el e
= 2 o coy i (l' -+ ])‘)

A—C sin
— = cot - —
2 sin -

B
e}

~+
Uy

A4+C cor = (
— = cotLtB —
2 COS -

=

Uq
Bl
|

i}

Ius den 3wSIf leptern Fovmeln Eann man die folgenden bers

leiten, tvelche bagu dienen, Ddie dritte Geife cder den dritten

fingeaen cos (p — q) == cos (q — p) ift. Bevf, —
yerben  filv den Gebraud) chwas bequemer, e man

AGEBELC

s unb = S fept, Dann ehilt man




sBinfel ju beffimmen, wenn man $wei Seiten und bdie

ihnen
gegentiberftebenden IBinkel fennt:

I
tg ze=tgx(b—a :(
: cos 'J: (U = _*\)
tg zc=1tg 3 (b+a) cor £ (B—A)
(¢

sin X (A —C )
g 4b= iy 2iGE0
30 mig L @) 23 B0
cotiC=tg i (B4A) E:j ;_E:_—i-_g
Sk e
cottA=1ta L (C-+B) ::; i‘((::_: :JJ;

Aty (aikc)
F(A—0) — e
cot3B=tg L (A4 CY L z.(a 4 c) +)

cos § (a — ¢)

Nimmt man biezu noch die Gleichur gen (A), welthe in bdem
Sall angurenden find, W0 man ywei Seiten und einen ac
Uberfiehenden Winfel, oder gwei Winfel und eine gegentibe
fiehende @eite Fennt, o bat man alles, was jur Aufldfung

*) Diefe und die vorhevgehenben Sormeln ind unter dem Namen bev

Neverfdien Anato gien Gbefanpt, weil fie iy aug ven von DNeper juy

AUFONG dev fphdvifden Dreiecke gtaebenen Diegeln Bevieiten Iafien, Man

fehe |LIII\. :'u rar u;’mwrum canonis descri fuo

§

Bers,




~'WD

iecte erforderlich ift. Das Borhergehende
8 ein vollfidndiger Lehrbeariff der fpharijchen
angefebn werden. Tombinive man Ddie ver-
{chiedenen Dier entwidelten Formeln unter einander, {0 laffen
fich nodh manche anbere bavaus Berleiten, bdie Dei ben aftros

echnungen von mannigfaltigem Nupen find. Wan

nomifchen N

o

Ty p "t O of t - s{oye
Delambre viele elegante Nefultate Diejer

ber appropimatiz

gerdanft &
Avt, {o wie audh widhtige Anwendungen

NReibhen auf die {

<

alle, Dbei benen

yen Methoden obe

fl ¢h m.p\ \,‘[Lli‘uli\_)»il lﬂ lul

g trgend eitres

geiedevholung dev
o

phavifchen Dteieds nithigen Fovmeln.
v -

9 2 2 . T-381 anl at
1 Abanberungen, tweldhe et

SRenn man die verfchied

nerlel Gall darbieten fann, nidht in Anfhlag bringt, {o wers
den {fich nur folgenbe fechs finben:
1) Aus den drei Seiten (a, b, c) einen YOintel

(A) 3u findei.
<

W A LR

2) Aus den drei Winkeln (A, B, C) eine Sei

finoen,

i :
I ) mel wendet man Haufig
l I audh folgend

|

sin t A=

| sinta = /-’ )
/

sin B sin G

crc{t 1o ‘cm' .‘-smfv-; ﬁn:),. Die

weldie in dev Anmerfung u @_- onth
A A %
Berf,

man fily den aby
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2) Ans swei Seiten (b, c) und dem eingefchlofje-

')

nent YinFel (A) die andern YDinkel (B, C) su finoen.

¢ c) ,
tg 2 (B+C) oot 4 A
& z (D 4¢)
~ G:': L(b—c¢)
s el s R o

sin % (b -I_fj

Um dann die Oritte Seite (a) 3u finden, Dbediene

fich der Formel ded fechffen Falls.

4) 2Aus zwei Winkeln (B, C) und der swifchen
beiven liegendenn Seite (a) die beiben andern Seiten
(b, c) 31 finden,

tg 3 (b+c)=" '3—1—(-]‘"_() tg % a
cos % (B 4- C)
sin L {], —-() :
sin L (B - 1—(‘) 5

Um den odvitten YWinkel (A) su bevechnen, gebraus

che man die Formel des funften Falls.

tzg L (b—c)=

(25

5) Aus swei Seiten (a,c) und einem Gegenwinz
Fel (C) Oen andern Gegenwinkel (A) su finden.

S A= e =0
Jin ¢

0) 2Aus swei Winkeln (A, C) und einer Gegens
feite (c) die andere Gegenfeite (a) su finden,
sin ¢ sin -\.

Kin'a = sl
sin C

Um in den beiden leptern Sdllen den YDinFel (B)
und die Seite (b) 3u finden, von venen jener 3wifchen

oen beiven gegebenen oder bevechneten Seiten (a, c) und

diefe swifchen den beiden gegebenen ooder bevechneten

Winteln (A, C) liegt, entlehne man aus tem Goften § Die
Formeln :

cot EB :COJJ(?—!‘ () f

= cos 3 (a — c)

cos L (A4 C )

1—.‘0., ( AsaiC )

i

(A+0C)

Ug

und te b =

(a4 c).

bt




Vermittelft biefer und ber- im 58ften § gegebenen Fov:
meln toivd man mit Leichtigfeit jedes fpharvifche Dreied auf:
[6fen, wenn man i‘l\‘ gegebenen. und gefucdhten TWinfel und
@eiten mit A, B, C, a, b, c, bejeichnet. Die NRedhynung ge.
fchieht dureh 2Addition und Subtraction bder Logarithmen, auf
dbie HBeife, wie e¢ die im zZoffen § gegebenen Deifpicle zeiz
gen, nur daf man fich blof der Tafeln der Logarithmen ber
trigonometvifehen Linien ju bediencn hat, weil nur von Kreig-
bogen bie HRebe iff.

IBenn i den wiew evffen Fallen die Umftande der Auf:
abe aweifelbaft [affen folften, ob bdie gefuchten Dogen obder

WBinfel mehr oder tveniger alg ein Quadrant ober ein redter

b

SWinfel betragen, {o fann man bdiefer ©chwierigheit ausiei:
thetr, wenn man ju den Yusdricken flir die Cofinusg obder
Cotpngenten  bder gefuchten Sthife feine Suflucht nimmt
(§57)-*) Allein in ben beiden Ilehten Fillen Eann eg fich ju=
tragen, daf bdie vorgelegte Aufgabe weier Aufldfungen fabig
ift, und man wird fich Bievon leiche tberseugen, wenn man
¥l

unterfucht, sie ein Edrperliches Dreied ju conftruive

o BT

von felhem man entweder zwei t_nlu"ﬂm[un und bie Jieiz
gung der einen jur britten, ober bie Neigung gueier Seiten:
flachen jur oritten undb den I0infel ber @eitenlinien Ffennt,
die bie eine von den Dbeiden erffen Dbeflimmen. Jcb Efann
Bicviiber niche ins Gingelne einaebn, **) fondern toill blof die
Ergebniffe der Unterfuchung Herfeken.

©)  SRenn, 1vie bei unfeun gewdhnlidhen fwhdvifhen Dueiecten, alle Seis

ten Gals

Sinfel fleiner alg 29 find (6§ 57), fo Eannm én den iev e
Feit fiatt findon, Bei No, 1 tmd 2 ift die LOuvielarvs
n, ba LA und Ie teiner als 17 find. Bei No.J
en ber gefucdhten Tangente affemabl aus den aes

wr tg £ (B4 C) mit

ten und
Ten feine 3tveideutig
aliemabl Yofitiy 3u wel)

b 4 evgiebt fidh bas

acbenen Gtitcken mit Veffimmtheit; 8 iff

(B - C) von aleichem
jdhaffenfeit. weberf,

cas L (b4 ¢) und rg

! (b 4- c) mit cos

Z

dier, mithin and) von gleicher %

**)  Man vergleidhe das £ Développement nouveau de la

partie élémentaire de Mathématiques von Bevtvand, THeilll Tri-

gonamétrie ABfHNitt #; odbey den dritten TOeil feiner Eldmens ae Geo-

métrie,




1) ©as fphavifhe Dreiect fann

Gthden a, ¢ und C nur auf Eine Avt

wenn .C =211

(IR a =< 17 c > a
Ghe 2t a > 17 c > 27— a
G == und a = 17 c =< 27— a
G =und a.> 1 ¢ = a,
und es iff Formen fabig,

wenn C < 217 a <= 1d c < a
(I B e c = 927 — a
Gt a << 17 c > 2ol — a
Gz 1? a c > a

<oder>17 a =1%

-~

o) Mit den ‘gegebenen Studen A, C und c fann ¢

nur eine Form evhalten,

wenn ¢ = 1Y
c > 17 A > 17 C—A
Gi=l1d A = af C = 27— A
c < 17 LD 6 C=>2a"—A
c < 17 A < 11 C = A
und e hHat deren e, wenn

c > 19 A > 17 CaA

c > 17 A < 17 @ e
ch— 17 A> 17 C = 27— ¥
c = 17 A < 17 C—A

c<ober>17 A =1%%)

*) Difefe Tafer fehut yoof die sveidentiaen SAlfe vonu den ungheidens

W3infel

tigent untevicheiven, sefgt abey nicht, ob in bem [eRtern dev gefudite
i senm 5 R,

Tall §u den

ooey

e qefucdhte Geite (pils oder fumpf . nehmen if.

ehidrt diefer

C = 0,70, a = 07,03 md c = of,07 i, fo g

C < 19a <17 umd ¢ > a ift; ba aber die 3ahl

Werth von lg sin A, fowobl g sin 09,728 afs lg sin 1

ifl, (o it

ae, weldher von Beiden Voaen den Serth von A ausbuitcft?

utigen Safle von den ungweiveutigen

Hier ift ein and Mittel, die sveide
alt unterfecbeiven, 948 sualeich diefor Schwievigleit abhilft, UNS sin a; sinc

sin A 2 sin G folat




§ 62.

Um von der fphavifchen Trigonometrie eine Anwendung
s geben, will ich folgende Aufgabe wablen: twenn man,
Fig. 18, Oen in einer geneigten Ebene gemefienen Wins
Bel MSN und die Winkel Fennt, welche die Schenkel
SM und SN mit oer Vertitalen SS' biloen, den auf
der orisontalebene N'S'M/ von den Projectionen M’ S’
und NS der Linien MS und NS eingefchlofjenen
Winkel N'S'M’ su finden.

Die drei Linlen S5, SM und SN bilden am Punkt
S, als Sdyeitelpuntt, ein Eovperliches Dreieck, worin man
die drei ebenen TWinfel MSN, MSS, NSS’ fennt, und da
die gerade finie SS' quf der Ebene N'S'M! fentrecht iff, fo
iff fie es auth ouf jeder der geraben Linien M’'S' und N'S/,
welche, ba fie in den Ehenen S'SM und S'SN liegen, einen

LWinkel einfchliefen, der dem MNeigungsmwinkel devfelben gleich

.

ift. Die vorgelegte Hufgabe verlangt alfo die Deffimmung

e ey
sinra 4 sinc ¢inA 4 sinC
—_— = — ey
SIfL @ ~— SITL C sin A — sin G
toftie nadh Tafl &. 56
L (a + o)

&8 it alfo &g
(A — C).

Fa+o):re fa— =
ber a — c iff allemabl Eleiner ald 27,
afelbe gilt von A — C, @& ift mithin

fmmer Eleiner ald 17, folglich find das

¢ und viccte Glicd ber Propovtion allemabl pofitiv und bdad. erfte und
writte fmmer vop gleidem ¢
ovey Fleiner al8 19, je machbem L (a 4 c) grbfier odey fleiney ald 17 it
und umaekehret, Sn dem oben Betvachteten Salte nun fanp A nicht anbers
W15 0,728 genommen werben, weil L (a 4 ¢) = of, 65, olfo Eeiner aff
19, mithin L (A 4- C) cbenfa e on

en, b i, L (A4 C) it entiweder gubfier

Efeiney afd 19 fein muf.

A= 1,272, fo wire & (A 4 C 1,051, mithin grofer of8 29,
Cetst man C = o%79, & = 09,67 und c = 09,63 1o ift lg sin A =
9'55512‘{;5'37 und A entieder= 07,883 ober = 17,117. Oa nun tg5(A4-C)

Pofitiv bleibt, weldiein von Beiven 2
fo gehibvt diefer

evthen man audy fur A annepmen mag,
Sal su ben weideutinen, leberf,
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diefer Neiging. Dem zu Folae findet fie fich vermittelft graz

v . Yr‘\ - = ' ] 8%
phifcher Opevationen in meinem Essai de géométrie sur les

plans et les surfaces obder in bem Ergdnjungsbande
ju den Anfangsgriunden der Geometrie No. 4x
aufgeldft. )

Man EFann aber auth den gefuchten Winfel erBalten,
wenn man fich i als ein SthE bdes fpharifchen Drefects
BAC vorftellf, dag auf einer um bden Mittelpunft S mit
dem Halbmeffer der Tafeln gebildeten Kugel aus den Durch:
fhnitten ber Oberfliche mir bm Ebenen MSN, S'SM und
S‘SN entftebt. Man Baf in diefem Drcied bdie Seiten
AB,AC, BC, welche dbie Mafe der gege Denen 2Qinfel NSS§,
MSS, MSN findb, und der gefuchte infel iff genau bdenr

Winfel A gleich, der daber nad) der erflen NRegel bes vor=
bergebenden (8 gefunbden twerben fann.
Heifpiels Dalber fefe ich, man babe gefunben:
den El\'Sr'nI‘cI MSN = o%7597 = BC
den Winfel 8'SM = o/,5915 = AC
den Q‘jini?ul’ S'SN = o%6542 = AB,

*) SRit ben Gier gcdachten qrapfifden Hyevationen Hat e
folaenbe BVewanbdmif:  man  seichnet
M/S S8 und N'S S/, swovrin man bie
angenommenen Werth von S8 & B, fliv 100 Theile eined Dinfi
eeilt fo bie Seiten S'M/, S'NY4 SM/ und SN’ in ifven vichti
nifien s S8 Dann confvuirt man dasd /S N/,
Geiten SM/Y, SN/ ynd den TWinkel M/ S for und_erhalt
M/N/,  Endlich szeichnet man nody s
Seiten, und erhAlt fo den gefueh
ver geneigten Gbene gemeffernen Winkeld M SN auf b

suvorberft die veditwinfligen Dyeiecle

IBinkel bei S Fennt, fite cinen bel

vas T

man auf diefermt Wege durd) Jeichnung findet, evhilt man acnaier durd
Rednung, und jvar entweder vevmittelft dev ebemen Trigonomes
tvie, inbenmt man nad) einanber bie Dweiecte M/'S S, WSS, M/SN und
M/SIN aufioft, oder vevmittelft der fufhdvifdien a Tert anges
gebenie Weife, Die legte vt der Vevedhnusg Hat
dltg, 2af fie dad Gefuchte duvch einen einziaen
lelet,

uf bie im

ocr erfien ven ors

B, alfo viel Eiy finden

ilebery.
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Diefe Winkel fiellen bie @eitenr eines fphirvifhen Oreiecds
wor, worin man den IWinkel A fudht.  Seh mache
a = of7597, b = 095915, ¢ = 0?6542,

und gebrauche bie Formel
: ] Jsin £ (a+ b — c) sin_
sin 54 = / Lo

sin b sin ¢

(Unmerfung ju ©. 84)-
3 (a+b—c) und 3 (a-+ c—b) twerden

gefunben, twenn Man suerft die halbe GSumme ber drei Seiten

Die Hogen

3
a, b, ¢ fudht und von derfelben jede der eifen, bie den ges

4

ebt (§38). Dann nimmt man

fuchten SBinkel einfehliefien, ab
dic Qogarithmen der @inug beider Ieffe und bie arithmetiz
fhen Crgingungen von den Logavithmen bder Sinus dber ges
dachten beiden @eiten, wie es nachfiehende NRechnung geigts
%7597
20,5915

o ()_)f:]

@umme 27,0052 |

halbe GSumme 17,0020 17,0026
0,5913 o0 ,6542
Erfrer Neft :}T,TL—IE. Bweiter NReft u'f,f)ﬁ{;.,j

lg sin 07,4115 = 97796340

Ig sin 07,3484 = 9,7102989

| Pos 3 .
p. & Iz sin 07,5915 = 0,0064108
i b. €. lg gin 0o,6542 = 0,0074914

10,0508411

( lg sin 2 A = 9',{',¢r)92c:‘-3 = lz sin of47254.
I ; WBerdoppelt man bdiefen Bogen, {o hat man A = 0794508
‘ ‘ pber 07,9451, teenn man fich auf die vier erfien Decimalffelz
len Befhranft. Dies iff der Winkel M'S'N', den die Pro:

jectionen ber Linien MS und NS bilben.



Drittes Kapitel

PBon der Anwendung der Algebra auf die
Geometrie.
§ 63.
. : g e o B
~Dei ber Anivendung der Algebra auf bdie Geometrie Hat
man juvdrderf den Swed, die algebraifchen Operationen jur
Rerbindung mebrerer Lehrage der Geometrie ju gebraushern,
um Folgerungen davaus zu giehn. Auf bdiefe Weife Dbin idh
in den Deidben vorhergehenben RKapifeln ju den vornehmiften
Gormeln der e¢benen und fphavifthen Trigonometrie gelangt.

Ein jeder @ag, welcher eine gewiffe Degiehung jwifhen vevs

ofie. auf=

{hiedenen geraden Einfen won einev: beffimmten ©
fEellt, fann durch eine Gleichung ausgedriit wevden, und alle
Umformungen, welche mit diefer Gleichung vorgenomnien roer:
ven Ednnen, geben, in die gerwdbhuliche Sprache ubergetragen,
neue @ape, weldhe Folgerungen aus dem find, von weldhem
man ausgegangen ift. Allein diefer Gefichtspunte begreift
nue einen febr geringen Xheil won bdem, tvas bdie Aniden:
ber 2Algebra auf dic Seometvie umfaffen mup. Diefer
Ruoeig der Mathematif, im Allgemeinen betrachtet, befthrante
f1eh
dehnten Gedfien vermittelft algebraifcher Operationen, fondern

seigt auch, tole man vermiteelft diefer Eigenfhaften alles, mas

nicht auf die Unterfuchung der Cigenfthaften der gusge:

end et algebraifcher Ausdrud begeichnet, davfiellen,

die Confiructionen der Figuren befianbig auf die Operationen




tes Galenls urhcfibren und von diefen toiecder auf ]'un-~

O

fommen £onne. Died rerben bie im gege nwartigen Kapi

abjubandelnden Aufgaben lehren.

Die algebraifthe Schrift, die {o bequem iff, die Bedin=
qungen bder bdie Zablen betreffenben Aufaaben ausiubriden,
gerodbue Felne gevingere VequemlichEeit bei denen, weldhe fich
fich fo wie

auf die Geometrie beyiehn, Diefe
die erfiern in Gleichungen !‘:':::5.‘;1, 11‘ bald man nur bie
Degichung aufgefunden Bat, in welcher die unbefannten Grb=
fien gu ben Defannten ftehn; inbeffen Fommen Dbabei immer

rinigv gon bden Gigenfchoften Der vorgelegten ©rdfen in

§ G4

D 2. B. ein Oreiect Leftimme iff, wenn feine dret Sei:

3.

1 beFannt find, fo muf fich durcdy diefes Mittel auch der
;}l;}cgwx'mr![m‘r_ beftimmen [affen, und man fann fich folgende
Aufgabe vorlegen:

Aus den Orei Seiten eines Dreiecks einen 2Aus:
oruck fiv feinen Slacheninbalt su finden,

Der Snbalt eines Dveiects ift dem halben Produfe
aus der Grunblinie in die HOhe gleich. WMan fieht alfo,
daf ¢ Biev darauf anfomme, die Hobe ju finden. SBenn mar
nun im ©Oreied ABC, Fig. 13, ouf die @eite AC. cine

fenkrechte Linie fj‘rl'iﬁ"fc“ﬁf, fL\ erha alt man el rechtrintlige
Dreiecke, wovin fich NRelntionen gwifchen den @citen AB unbd
BC, ber @enfrechten BD und den durch bdiefe gebilbeten
Gegmenten AD und CD auffinden laffen werbden.

SGenn man ndmlich die Seiten AB, BC und AC bes
Dyeiects durdy ¢, ¢, ¢ bas Segment AD burd) t und bie
Genfrechte BD durch u bejeichnet, fo werben die vechewinks
ligen Dreiede ABD und BDC geben

AB? = BD2 + AD2, BC2 =BD* 3 CD4

Ueberbies Hat man im evfien Dreied bder Figur




)0 = AC — AD = ¢ — 1t

i
und im pweiten
DG e AD = A Gt = al

Fatt der Linfen dble Buchfiaben, mwelche gc bejeich-

@ekt man
nen, und gieht in Erwagung, dbaf (¢’ — 1) = (& — )%,
o wird man fn Dbeiden Dveiecden bdie Gleichu
? (e — 1)?

anten t und u entholten

1gen

= nf Rl et i=

baben, telche nur bie jtvei unbet
unbd. folglich be Deffimmen terben.

JBenn man bdie jweite Gleichung entwidelt und fie von
der erffen abzieht, fo verfthwinben bdie Glicder u* und t°,
und man erbalt

™

woraus folgt

bievbet GemerFen, daf diefe Gleidhung
2c’t angefesst, mit Besug auf die

untey der Sorm
¢ c o BC
Glentente dev Geometvie vovgetragenen Sak

2Benn o die einem i‘au foigen 2%

fel gines belicbigen

enve &eite b

W0 t 0as an vem f

unb weldie Nelat
n Eeite eines Dueiecks und der Summe bey

aen ftatt

finde,




== [ 4:‘;.(,
= ——

aus den bdrei @eiten Dbeftimmen, und da fein Flacheninhalt
purch dag Produft aus der balben Grundlinie in die Hihe
gemeffen wird, fo fieht man, daf fich ver Flacheninhalt finden
[4fit, tenn die drei @eiten befannt find.

®a der Buchffabe w die auf die Seite '’ beg gegebenen
Drejecs Herabgelaffene fenfrechte Linie Dejeichnet, fo twird der
Slaheninbalt fein

¥ e T [ R —
y R [ i T AT TR ¥ T2 3 NENE
3 c'u = L P gec — (¢ — "4 %)%,

: -2 £ Sy ' ~ .
indemy man fur u den eben gefunbenen Lerth {est.

e
Ty

Dies ift der Ausdbruct fur den Flacheninbalt eines Dreieds,

peffen @eiten gegeben find. Betrachtet man hr mit einiger

AufmerEfamEeit, {o wird man fogleich fehn, daf er nicht bie
elegantefte Form bat, die man ibm roird ageben Fdnnen; denn

er erfcheine mit ejug auf jede der Geiten ¢, cf, c

unter

feiner fummetrifthen Geffalt, s doch der Fall fein follte,

woeil, wenn man davin bdie DudhTaben vertvedhielt, fein IWerth

unveranbert bleiben muf. &€ muf alfo offenbar cine folche
Geftalt annefmen fonnen, dbaf bdie Dudhftaben, die er entbhalt,
puf eine gany ubereinftimmige TBeife verbunben erftheinen;
und bdiefen Swed erveicht man, wenn man erwdgt, daf bdie

Q}l{‘bu‘ 4c~ = (1;': —_C
joeier Quabrate, fish in ble Factore:

ro

4+ o *)%, qals die Differeng

occl! |- c? l:”: bt (,‘:3’ ool — g2 — ¢'2 Ly Cf:
ober
(c + (“){': SR e (c — ) 4 o2
setlegen [3fit, die wieder folgende vier geben:
¢ + ¢ ¢ et ! — cf c - ¢l — & ¢ 4= ci—C;

man wird alfo Haben

LT TFT) @F =) (




)

SBenn man bedenkt, daf
i 4 et —c =(c+ 4+ c)— 2¢c
¢c ¢! —c =(c+ ¢+ ¢y — 2¢!
c+c¢ — c'=(cH c + c¢’") — 2c"
iff, und ¢ 4 ¢’ + c” = 2s {eBf, fo wird man endlich fin:
1 Dreieds ABC durdh

Slacheninhalt des

ben, ba fi
i e = 0) L aeT)

sgedriicft fein wird, und fidh) auf

Vs5G—0) (—c) (5—c")

reducivt, elne Fovmel, welthe wegen deg Nugens, den fie jur
DBevechnung des Jnbalts einer jeben geradlinigen Figur ges
wabre, eben {o mevEoirdig iff, als wegen ibrer Eleganz. &ie
seigt, Daff der Slacheninbalt eines Dreiecks der Wuadrats
wursel qus dem Produtt der balben Summe der drei
Seiten multipliciet in die Diffevensen swifchen diefer
balben Summe und jeder dev Seiten gleich ift. )

§ 65.
Wenn man dad in den Elementen der Geometrie
No. 234 und 2068 angegebene Berfabren, die vollfidndige
Hibe einer abgefliviten Pyvamide ober eines abgeBlivgten SRe-
gels ju finben, auf eine Fovmel bringt, fo gelangt man ju

einem merfrofivdigen Ausdrud fhr das BVolumen diefer Kbrper.

v
DBegeichnet man npmlich mit a und b die beiden oz
mologen @eiten der Srundflachen einer abgeflriten Pora:
mibde, ober die Halbmeffer der Grundflachen ecines ﬂ[‘:]i'f{lt'j:
Regeld, mit g bdie "‘_.‘L'[)L' biefer SKbrper und mit h bdle
Hihe ber vollftandigen RKorper, zu denen bie ubgct‘f:rstcu
gefbren, fo DHat man die Proportion

B = Vi =0)
) (s — ) ift, beibe Suadvatwurseln mittleve Provovtionallis

seichnen und ab dag Redtect aug a und b andeutet, fo fieht man,
weldiey Say in biefer Tovmel lieat, mebevy,




a—h sa=ig:h glfch=—=2"

Ehr die Hohe des abgefhnittenen Kovpers erbalt man den
Ausdruct

Da. nun die beiden Grundfiadhen der abgeflryten Kor:
per als abuliche Figuren fich mwie die Quabdrate ibrer Homo:
Iogen Yinien gerbalten, {o wird man, wenn man bie unfere
Grundflache mit S, bdie obere mit s bejeichnet, die Propors
tion Haben

S:usi=2ta® b2 ober S tia® = 52 hZ.
ikt dann m das Verbdltnif der Grbfen S und a® pus,*)
fo ergibt fidh
Si=iaZm, 1's =bhim;
und die Snbhalte der Jamm und der abgefchnittenen Korper
werden, wenn man fir S, s, b und h— g bdie eben gefun=
benen TWerthe {ekt, hm'd) die Formeln

3
mga ' (1 mrvh'
— e 1— -) e -
s(a—b)’ * € 5 (a—b)
bavgeftellt fein. Bieht man bden gweiten 2‘(1;\:‘brmf vom evften

ab, fo erbalt man fur bas Volumen bdes abgeElrjten

I1hS=

Korpers
mg (a®—b? ) g i 2 B
j’_..—Ei hT-- =2Img(a® krni:+b")=-;g(;r m--abm-b*m).

tun find a®m und b®m bdie untere und obere Grundflache,
und fegt man ab = c?, {o wirtd ¢ = 1 ab bdie mittlere
Proporvtionallinie gwifhen a und b bejeichnen, folglich abm
= c?m ber Flacheninbalt einerFigur fein, welhe den Grund:
fldchen dbnlich und Gber bder eite oder mit dem Halbmef:

fer ¢ befchrieben iff.
Hievaus folgt alfo, daf das Volumen einer abge:
Eliusten

e

*  Beim Keael it m bie Ludolphifche IJaphl. uebery.




Eirsten Pyramide oder eines abgeblivsten Regels gleich
ift obem oritten Theil der Bobe multiplicivt in bdie
Sunmme der Jnbalte der beiden Grundfidachen und ei:
nev ibnen abnlichen Sigur, welche tiber der mittlven
Proportionallinie swifchen den homologen Seiten oder
oen beiden Aalbmeffern der Grundfligchen befchrieben
ift; undb ba abm = l7a*m. b m ift, fo fieht m,m, baf
ber Jnbalt diefer Figur die mittlere Proportionalgrdfe iz
fthen den Jnbalten bder beiden Grundfiachen iff. Errvidhtet
man Gber biefen brei Figuren Pyramiden oder RKegel von
gleicher H5he mit bem abgeflirsten Korper, fo twird die Summe
ibrer Jnbalte dem des abgefiiryten Korpers gleich fein.

§ 66,

DBei den vorhergehenden Aufgaben fuchte man ecin nu:
merifches Nefultat; juweilen will man Linien finbden.

Wenn 3. B. verlongt wiarbe, in das DreieE ABC,
Fig. 19, ein Quabdbrat DEF G cingufchreiben, fo mbfite man
die Aufgabe alg aufgeldft anfebn, und dann jwifcthen den dureh
bas Dreiet unmittelbar gegebenen Linien und der Seite des
Quabdrats eine Nelation auffuchen, bdie fich algebraifih aus:
druden licfe.

Su diefem Enbde loffe man die Senfrechte BH DHeral,
welche man als befannt betradyten fann, da man fie ju zie:
hen toeif. Wergleicht man nun bdie abnlichen Dreiee BAC
unb BDE, BAH und BDI, fo ergeben fich folgende Pro:
portionen:

AB : BD = AC : DE

AR SRR RS BT
woraus folgt

AC : DE = BH : BL
Diefe leptere Proportion gibt eine NRelation pvifhen den be-
fannten finien AC und BH und den unbefannterr DE und
BI. Jber BI [)(u:gr von DE ab, denn Bi=BH —1H,

Tvigonometrie, 65]




und nach dem Begriff des Quabdrats ift TH:=\DE.
seichnet man nun die gegebenen AC und BH bdurd) a und

b, und durch x bdie unbefannte IH ober DE, fo wird

man baben
acsicie=iblstbi—tx,
woraus folgt
bx = ab — ax
und aus biefer Gleichung des erffen Srades erBalt man

a i_v

e
genn die Gleraden a und b auf ein gemeinfhaftliches MNap
bejogen ober in Bablen ausgedrude find, o gibt bie obige
Gormiel vermittelft avithmetifcher Operationen bie Babl, el
che bie Linge’ der Geraden LI ausdrhdt, und wenn man
diefe Babl auf die Gerade BH tragt, {o erhalt man bden
Punft I, durch toelchen die Gerade D E gejogen twerden muf.

@s iff indeffen nicht nothwendig, die Nedhnung ju Hillfe

su nehmen, um ben Punft I su beftimmen, da fich die in dem

Ausdrud fir x angejeigten Operationen audhy an den Linien

A UL

bewerfffelligen Taffen.  Wan fieft namlich, bdafi Ddiefe Unbe: '

Fannte bas vierte Glied folgender Proportion ifi:
a -+ b:a=">: X

s Den Ddrei Linien

P [§ a unbd S 3 Il fint
a -+ b, a und “\luuull !'uu uI fnoen.

fur eleaant, die Opera

der Figur, welhe die gegebenen @tude

a3y toarhinfor (3 A s trr 3y A oF $4a "
, su verbinden. €8 Fann demnach in ge

rechte

ten vierten Proportionallinie gebraucht
trage namlic) auf die verlongerte HC

HE = a'="ACiund'LK = b = BH,
lege 110 pavallel mit BE, {o twird der Punkt
:(.-:111

1, flie welhen man er



HC R B = B AT H:
jur @eite DE des Quabrats DEEF G gebbren

§ 67.
Auf eben biefe Are bat man mit Aufgaben wvon einem
Bbhern Grabe als dem erffen ju verfabren.
Mean weif, daf eine Linie nach bdem mittlern und aufz
fern BVerbaltnif ober nach fletiger Proportion theilen fo viel

Deift, alg fie devgeftalt theilen, Daf bder eine Abfehnite die

mittlere Proportionallinie jwvifchen der gangen Linie und bdem

andern Abfehnitt fei. Um diefe Aufgabe algebraifch aufiuz
(ofen, Degeichne man die gange Linfe durch a und den unbe-
annten 2Ab{chnitt dbureh x, fo wird der andere Ab{chnite
a == x feim, und man tird haben

.:..\::x,:a.—x,
pporaus man erhalt

a — ax =— x;':r

und wenn man biefe Aufgabe aufldff, fo ergibt fich

X === 3 a:hk ]./ aZ= -[;_-i:i:“‘.
Die in diefer Auflbfung angeseiaten Operationen ESunen

an bden Linien vermittelft eines rechtminfligen Dreiects

ef terden; denn bda a® -+ X a% die Summe der
bie Hypotenufe AC
und BC = Fa conflruirten rechtroinligen Dreieds
Fiz. 20. Man hat alfo nur nbthia, um die beiden
ven x ju evbalten, bdie Linie AC mit der Linie BC
durd) @ubtraction und Addition ju werbinden, welhes ge=
[thiehe, wenn man BC von C nach D auf bie Linfe AC
und von G nad) D' auf deven Verlangeruny trige; denn man
vird haben

AD = AC — CD
AD'= AC 4- CD =

l
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wo, toie man fiebt, AD ber erffe undb — AD’ ber jweite
$Berth von x iff, auf bden die Gleichung lettet. )

JRenn nun bie gerade Linie AD vermittelft eines RKreisbo:
ens auf AB nach E getragen wird, fo evhalt man bdie No. 152
per Glemente ber Geometrie gegebene Aufldfung; und

w

bringt man die (}‘ih‘i\.‘i_}‘.':l:] a? — ax = x* quf bie Form
a? ax -+ x%,
fo ergibf fih davaus bie ’l ortion
;1—:--3;::1::‘.'1:x

Sk AD': AB = AB : AD,
weil ~AD' = AD + 2BC = AD + AB ift.

Hievaus folgf, daf auch die Linie AD’ im Punfe D
nach fretiger Proportion getheilt iff, un‘o swar dergeftalt, daf
i Yinie AB gleich iff. " IMan

(=,

bas qrbfere ©egment der gegebenen
wird weiter unten febn (§ 77), wie die Aufgabe ju faffen iff,
wenn fie jugleich beide Werthe wvon x in fich begreifen {oll,
und tvag es mit dem Seichen — vor dem gweiten flv eine

‘ Bewandnif bat.

i Dicfe Beifpiele find hinreldhend, um ju jeigen, daf bdie
i {gebraifche Aufldfung ber beffimmten Aufgaben der Geome:
| trie ver fich auf die 3ablen bejiehenden gany analoge Ums:
i ftande davbietet. Ran mup suvdrderft die Aufgabe in eine

| ®leichung F'-:'ingczi, und dann den Ausdruc fur die Unbe:

fannte davaus DBerleiten; anftatt aber den jedesmaligen ABerth
berfelben b IHT) Rechuung ju befiimmen, muf man mit den

befannten Linien q,ﬂpmiuu Operationen vornehmen, weldhe

Zp Hat man in der Aufgabe von § 66, deren €

Il
[ pen dureh die algebraifchen Beichen angebeuteten entfprechen.
yom erften Grade war, die unbefannte germittelft der Pros

*) @6 ift namlid

L, = — % 4]
1L = + % a]

Weberf.

Jeichung nur



portionailinien beftimme, und in Dder vorfiehenden, bie auf
eine Glefchung Yom iveiten (sm-‘\, flibree, bdie Gigenfhaft
bes rechtwoinfligen Dreteds ju Hulfe genommen. @oldhe Be-
ffimmungsarten find es, die man L-wionﬁmuzon bet T3¢

the der Unbefannten nennf, und ich will nun die allen Auf:

gaben diefer Deiden ®rade gemeinfhoftlichen Principien aus:
einanberfeRern.

§ 68.

Eine allgemelne Demerfung, von deven Richtigleit fich
su Gberseugen man haufig @elegenbeit finden toivd, iff bie,
baf, wenn in einer Aufgabe nur Linten vorfommen und die
gefuchte ®réfe cbenfalls cine Linie iff, der Ausdrucd derfel:
Den im Rabler immer einen Faftor mebr als im Dienner
Bat, und jede diefer beiden Grdfen in hHomogene (aus gleich
vielenr Fafroren ober Dimenfionen beffehende) Glieder jerlegs
bar ift. Der in §64 fur t ncumi\cm Ausdruct erfullt diefe
Dedingung; die Glieder feines 3abhlers baben jvei Faftoven

4

und fein E)u:nncr nur einen.

Hieraus folgt, baf man, wenn ber Ausdruk irgendeiner
Qinie feine Wurselgrife enthalt, und,alle davin vorfommende
®rebfen durch Linien ausgedridt werben, die Linge ber ge:
fuchten Linie ohne NRechnung finden Eonne, tvenn man ju
den gegebenen Linfen vermittelft Lineal und Jivfel wievte Pro-
portionallinien fucht. Um dies ju beweifen, wird folgendes
Grempel genfigen.

Es fei
ftbm ~{-d — e 1

gb -
Da ber Iahler diefes Ausbruds aus Glicdern you drei Fak:
toren jufammengefeRt iff, inbef bie Glieder im Nenner nur
soei baben, o gebbre er nach bdev obigen Demerfung einer
Xinie an. @elt man nun

abici=Nk d% ettt g2
ghi= k'd, b R




{o wird man bHaben
_ d®(k+d—k')
R TS M
man weird alfo t crhalten, wenn man, nacdhdem k, k!, k*, x
beftimmet find, ju den drei Linien k4 k* k 4-d — k'
und d eine vierte Proportionallinie fucht. Nun BHat man
sermittelft der angenommenen Gleichungen

d(k+d—k)

X abc ab i fo _of o
T LR E & d
g ;2
Iu — {\__ | L
Z d’ d’

man twird baber ju diefen Werthen vermittelft folgender Proz
portionen gelangen:

L ab ab abe
A a— e e Pe=—= 1 =
( 1 ) T Ao a FE
ef ef a i
d I, = — i —
i d 2 d S |l. (I“
: gh 4 E i
s G R
2 d d
indem man die vierten Gilieder derfelbenr, namlich
ab abe ef e2f gh i
- — =k na P kt 2 . = ku — = i
d s 3 AT f d g k

bursh Confivuction fucht. *)
Man fieht leicht, daf ber Geiff der ethode, bderen ich

mich fo eben jur Gonffruction eines algebraifthen Ausdbruds

¥) DMan- fann Giev auch fo erfalrenm, Saf man Sen Nenner dureh
Dibifion mit dem einen Faftor ivaend eines feiner Gilicher ald ein Probukt
sive

iev Saftoven bavitelit, und dann jebed Gilicd pes Bablevs einmgeln durdh

! ? L ¥ b abc4-d3 —e2¢

oen jo umaerorniten Nenner dividict, So erfAlt man te= —— "
gh 41

abc 4 d? — e2f ab ¢ dz d

e nf = — — LT

ik 1 k 1 I3

h p ¥
gz. -+ 1 beseichnet, Auf elne gans abnlide
i




fteht, ben Bahler und Nenner deg vov:
s in Produffe von einer gewiffen Angahl
vert, ober Fabtoren vom crﬂm Srade gu jers
inbten INittel immer gefchebn

ich biefe Umformung unmittelbar
hig Dat, unbe:

ohne baf man erfi nc

Der Ausdrud

iff von diefer 2Aves benn fein abler 1aft fih vermandeln in
a— b),

und fein Dtenner

fo baf man bat

7 a® 7[7[,: > ]_/ LT

toelches dursh die Propovtionen

l(i'l - bh) c.

]/ a% 4 b? ;
(a+b)c | (n —b) (a+ 5)‘) c

|/a’+b?  1/af+ b x|/aF+b?

1/:1‘ + b tat+b=c:

l/;t‘—l—_ﬂ ta—b=-

erhalten werden Fann. Die in der HRednung angewandfe

SBurielgrbfie [ fich leicht confiruiven, woeil fie die Hypote:

nufe cines rechtwinEligen Drelects ausdrhddt, deffen beide Koz

theten a und b {ind.

vick, der dem im

QWeife (gt fich fedev andeve aeby chene algebraifche 9
1at, befandeln, Ranler und Nenner mobaen

eftefm,

Tert gedaditen Bedingungen ge
et Bliedern und diefe G

v oaud o vielen Dimenfionen b
bafi die Uuraabe, einen folden A
oFatiite aud einer Gleidiung
suvrdh Gonfiviction si finben, wen alle Glicderbdevfelben

man wifl, 9Nan et ibrige ok

an conftviiven, fieh auf folgenbe vedbucivt: die Unbe

ves evften Grabe
Domogen und alle davin vorfommende Grofien duvdh Linien ausd Fgebyilcft
finb, ueberf,




Das rechtivinflige Dreied und bder RKreis bieten uns
die TRittel dar, die L‘luabrarmurgﬂ cinct' jeden in Linien aus:
gebriiften Grdfe ju conffruiven. * Gebrauch des erffern
iff einleuchtend, wenn die unter dem TWurgelzeichen befind:
liche Grofie die Summe obder bdie ‘"*‘“:nmm jtoeier *'\uat:uu
iff. Man hat namlich in diefem Fall | a*+b und] a— b;
ber crffe Diefer Ausdrlide Fann als bie Hopotenufe eines
rechtwintligen Dreies angefebn twerben, deffen Katheten a
und b find, und der andere ald cine Rathete eines eben fol
hen Dreieds, i welchem die Hypotenufe a und bdie anbdere
Rathete b iff.

Auch Fann man burd) cine Neibe bdiefer Dreiecte bden
Ausdruck

1 a® b+ ¢ + &
confiruiren; denn nachdem man jusdederfi /a4 b2 erfal-
ten, begeichne man diefe Linie durdh e, welches geben tird
8% p hE— o2,
und bdie vorgelegte Grbfe wird nun fein
CGE TG
Hievauf conffruive man die Wurjelgrdfie 1/aZ 4= 2 und bes
jeichne das NRefultar fnrcl) B, {o wird man haben
o’ S = [

€s bleibt nun nur nod ﬂ[\l'ig I/B%+ d* ju finben, toel:
ches gefchielt, indem man bdie Hypotenufe eines rechtninEliz
gen Dreieds fucht, deffen Katheten £ ind d find. s ift
leicht, diefes BVerfabren auf jede andere Turgelgrofe abnlicher
vt anjuwenden, es mbgen fich unter dem Wurgeleichen o
viele Quadrate befinden, als man nur will.

, § 70.
S3ch gebe nun jur Anwendung des Lreifes bei der Aus:
gichung der Quadratwurgeln fber. Man weif, daf die auf
einem Duvchmeffer ervichtere Senfredhte die mittlere Propor:




105

tionallinie awifchen den beiden Segnienten bdiefes Durchimef:
fers iff (Geom. 150); man wird alfo 17 ab erbalten, wenn
man, Fig. 21, AP = a, BP = b nimmt, und lber bder
@umme AB bdiefer beiden ELinfen, als Durchmeffer, einen
Kreis Defchreibf; die aug dbem Punft P evvichtete Senkredhte
PM, bdie mittlere Proportionsllinie zwifchen AP und BP,
tird dann [ ab fein.

Man Eann auch jwifdhen frgend el Linien a und b
eine mittlere Propovionale finden, twenn man bdie grifere
sum Duvchmeffer AB bes Kreifes nimme, und bdie Eleinere
von A nah P tragt; evvidhtet man bdann die @enfrechee
PM unbd zieht die ©ehue AM, fo wird bdies bdie verlangte
mittlere Proportionallinie fein (Geom. 151).

Bermittelt diefer Miethode Fann man jede Wurgelgrife
vom jweiten Grabe confiruiven, von mwelher Fbcﬁ.‘mrm{\a‘lt
auch die barin enthaltene Grife |’ 1 ntng.f) Es fef 3. B,

fo fefe man

und der vorgelegte Ausdruck wird in folgenden Gberaeln:
/¥ + ak—aF = [ Ta+ kE=K) 5

wo dann, um ibn ju confiruiven, joifchen den Linien a4-k —k*

und a bie mittlere Proportionale ju nehmen iff. E3 {f

Ubrigens offenbar, daf die Linien k und k' nach § 68 vers

mittelt Propovtionallinien gefunden werden Ebunen, toeil

die Gleichungen, von denen fie abhangen,

) Wenn nur jeded Gilied aud nidit mehr ald aud pwei Dimenfionen
befteft, und fané acbvochene Glicber vorfommen, der Jahley swei Dimenfionen
mefe Gat, als der Mennér. Man fieht, vaf diefe Uufaabe fidh aud fo aude
oructen IAGE: bie Unbefannte aug einey veinen quadvatifchen Gileidiung duyd
Conftvuction su finden, wenn affe Glicder devfelben Homoaen find, Uebery




be def
fp g R T S
a {!g
geben, und auf folgende Proportionen flihren:
ayaibissic gl
de ! de def
addmie—, giim - — =k
o ad d i;

Die Grdfe, tvelche man conffruiven will, Fann aud
nicht bomogen fein; bdiefer Fall wird. aber nur dann eintre:
ten, wenn man einige Linten der Einbeit gleidh gefest, ober
eine Rabl durch einen Buchffaben oder eine Linie durch eine
Rabl davgeftellt haf, und bdie angegebenen Methoden finden ims=

¢ {bre -;;m\mbung. wenn man nur die alg Einbeit genoms

7

-

1

mene Sinie in allen Gliedern, worin fie fich befinben mufte,

toieber erfdheinen 136t und ihr ;.d}u.l‘m..c &

o ! /i be dnin

SBenn man 3. HB.x=§/ a + T batte, und aus der Auf:
(

\Zrponenten 't‘!,'\l."f. |

1 er ju

gabe, die auf bdiefen Ausdbrud gefubre Daf, tolfice, d
einer Linie gehbren muf, fo twlrde man cinfebn, daf jedes
er- unter bem LWurjelzeichen befinblichen Gilieder zrwoei Di:
menfionen Haben mufite, und daf man daber, wenn man bie
N Ak A : s ben? be
Einheit mit n begeihnet, an ftatt a und = L ffatt Pl ju
U (

fibreiben hatte, was im TBerth bicf\‘r ®rdfe nichts anbdere,

weil n= 1=n® und Gberhaupt n™ = 1 iff, welchen TWerth
aush m baben mag. Man whrde um n.l‘c rlL%-c:']':‘ erhalten

/ 1 3%
/ Dc v/ h‘ ”
E.// g P e g :é,’ n (a 4+ — )v
/ ' §

d d°
was fich leiche conffruiven [aft. )
TR ; 1 . , be
) Gdaft man dad Wurselieidien weq, fo evhalt map x% = a 4 el

und oo hier x2 jvei Dimenfionen Hat, {o muf aud) jedbed andeve Glicd dev
Gleidung swei Dimen 5
Ginfeit gleich aefest iff,  9ian wmuf daher n fo einfithren, daf  biefe

e Daben, menn feine finie in bder Anfgabe
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Seb will hiebei Denterfen, daf man vermittelt des Vor-
hergehenden bie Quabdrattwourjel aus einer beliebigen Sapl
onfiruction finden Fanm, wenn man elne mittlere Proz

linie groifthen jwei Linien nimme, von Ddenen eine

L_[] eit darfielle und bdie anbdere ju diefer bas duvch die
u;r._wlcgrc Rabl ausgedrlhdte Werhalenif hat. So wirde
man 3. B. /7 erbalten, wenn man die mittlere Proportios

nale 3wifchen ;"i Linien |u"u‘, bon Ddemen die eine 7 ber

andern ware, weil /7 = /1 X 7 ift.

§)' 72.

Eg ift nun nichts leichter, al8 den Ausdbrud der Wur-

seln ber Gleichung x* — ax = b® yom jweiten Grade ju

confituiren, welthe alle Gle ngen diefes Grades vorfiellen
fann. . Sn ber That erhilt man, wenn man den Werth von
x baraus beftimmt,

¥ = g a %= [/_ = :i-- 55’
und e3 fommt nun nur Davauf an, Dbdie Sl'i?urjclgrbgc
/L a® + b? ju confiruiven (§ 69), und dann die Summe

oder bie Differeny diefes Mefultatds und der Linie XL a iy
iff Fa gt

nehmen, um die Grdfe einer jeden ‘1L~‘1:a'3c[ st finben.

SBenn. diefe Gleichung die Form x® — ax == — b2
Hatte, fo wirde man haben

x = Lak ]/3 a‘ — b=,

Die Con ﬁlIILtu\Il it in bicfcm Sall von ber \,\nrigcn nur
fern werfthicden, daf die FWurelgrife durdh cine Ka-
T : { R A n R f i
thete eines vedhiwintligen Dreiedtd ausgedrudt ird, (ot
baf fie e8 vorher dbupch die Hopotenufe war, und daf Fein
LBeditigung  evfitllt twivrd, und vies Witd bei dem acbrodienen Gilicde Hep
Sall fem, wenn dey Jahler jwei Dimenfionen mehr crhilt, ald der Nemne 1
Begreiflich ifF ber Werth von x mit n vevdnderlidh, o hdngt der ab:
folute AWerth cineyr trigonometvifhen Line von dem e Halbniefers ab,
den anan, tenn ev in demt Uusdyuck fiiv diefelbe felit, jevesmall auf dip
aedadite qBeife eingufihren Gat, Vevgl, oben €, 40, Hebery,
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folihes Drefed mebr ffatt finbet, tenn fa < b iff; benn
nimmt man alsdann auf einem ber @chenkel ded rechten
“Wr'nfels ABC, Fig, o2, bie Linje AB=Db, {o wird der aus
m Punft A alg Mittelpuntt mic einem Eleinern Halbmeffer
aIﬁ AB Defchricbene Kreis DE bden anbdern Schenfel B C
nicht evreichen. Diefer Umjiand ffimmt audh) mit der Theo=
vie der @leichungen wvom jtoeiten Grabe Gberein, tveldhe flir
den gegenmartigen Fall imaginave Werthe gibt.

Man fann dag Vorbergehende auf folgende Aufgabe
anwenden: YDenn die Summe ober Oder Unterfchied
sweier neben einander liegenden Seiten eines Rechtecks
und ver Slacheninbalt deffelbenn gegeben find, Odiefes
Rechtect su confirutiven.

€8 fei b® ber Flacheninbalt bes werlangten NRechteds,
a bie @umme oder Dder Unterfchied der Dden rvechten SBinfel
einfchliefenden @eiten und x eine bdiefer eiten, {o wird bdie
anbere {m erften Fall a — x, im anbern a -+ x, und bder
Slacheninbalt dm erften (a2 — x) x, im anbdern (a -+ x) x

i fein, fo daf man bwﬂ beiben Gleichungen baben wird:
axiE— B ThEUL Gy iind = h 2

weldhe, wenn fie aufgeldft werben, Werthe von x geben, die

vethobe confiruire werben finnen. )

i 1ach der vorferaehenden N
§ 73.

Man Hat nicht evft ndehig, die Gleichungen wvom jwei:

ten Girade aufjulofen, um die Wuvgeln durd) eine Conftruce

tion su findben, fendern fie [nffen fich unmittelbar vermittelft

bet £ a4 /L a2 — b2 und sa— I/~ aZ — b=, wo bag MNedytect uns
mbglich wivd, wenn b > La, ober bdie te Ded fitr bden Jnholt ange

alg bie fHalbe Gumme der beiden &

[
|
|
1
|
{
I ¥
|' | %) St a bie Gumme bev Heidben G"'rcn bed Rechreckd, fo find diefel:
|

nommenen Quadvats grofer

Weseichnet a die Difevens ber beiven Geiten, fo it La 4 1/
ber TBeuth dev aubfern und — La 4 T/La% 4= bT der Werth dev Heis
nevn, Yoo bag Nechrect fite je aBevth von b moglish i Hebevf
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ber Gigenfchaften der im Kreife fich {dneidenden gevaden
Cinien finben.
®ie Gleichung x* 4 ax = b?, auf dle Form
x (x 4 a) = b

gebracht, begieht fich auf die Eigenfchaften der von einerle
DSunft ausgehenden Secanten und Tangenten (Geom. 128);
penn wenn man, Fig. 23, mit dem Halbmeffer BC = 1a
cinen Kreis Dbefchreibt, an bdiefen eine Tangente AB lege
beren $dnge b ift, und durch die Punffe A und C die Se:
AD

cante AC 3ieht, o wird man, wenn man bdie Linfe
mit x Dejeichnet, offenbar baben
AD! = AD + DD/ = AD 4+ 2BC = x 4 a,
und da die obengedachte Cigenfthaft AD x AD! = AB?
gibt, fo folgt daraus
X (\ —+- Fl) = b"f,
welches die worgelegte @leichung ift.

$Hatte man x* — ax = b?, fo mifte man x = AD/

fesen, wo man bann Haben toiirde
AD = x — a, und x(x — a)

Da diefe Tonffruction Eelner Ausnabme unterworfen ift,
fo lebre fie uns, daf bdie TWurjeln der worgelegten Glei:
chung \llf-'tmhi veell gefunden werben, wenn b® und x?
sugleich pofitiv oder negatiy find, *)

Die {-_b-leul)ung x? — ax =— b*® verwanbdelt jich in
ax — x° = h® und fann eudd folgendbermafen gefchricben
werden

x (a — x) = b
Unter der [eptern Form beyieht fie fich auf die Cigenfthafien
der in einem Kreife fich fhneidenden &ehneny bdenn wenn

e ———

*) Guiheint bad Befannte Gficd umter der Soem be, fo muf man
AB = e fesen, Wwo e bdie mittiere Vrovovtionallinie ywifihen b und c be:
aeicinet; und Gat e bie Sovm b, fo muf man bdafity bn (dreiben, wo o
gine ol8 Einheit qu nehmende Linie anventes, Uebery,
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man, Fig. o4, Gber cinem Durdymeffer AB=a ecinen Kreis
befchreibe, aug bem Punft A bdie Senfrechte AC = b er:
vichtet, dann ju AB bdie Pavallele CM zieht, und von bden
Puntten M und MY, wo CM bden Kreis {chneidet, auf A
bie @entrechten PM und P/M‘ Berablaft, fo wird man
baben

AP x BP = AP(AB — AP) = PMS,

ober
AP (af— J\!')
ferner
AP/ x BP! = AP/(AB — AP) = P'M'e,
ober

AP (a — AP') = b?;
woraus man fieht, daf man, wenn flir < nach einander bdie
Glevaden AP und AP’ genommen werden, auf bie borgelegte
©leichung
ax — x2 = b?
fomme, und daf folglich die durch dag obige Werfahre
baltenen geraden finien AP und AP’ dle TWerthe der unbe:

fannten x fein twerben.

Wenn AC grofier als der Halbmeffer ded Kreifes oder
als % a iff, fo wird offenbar die gerade Linie CM dem Kreife
nicht mehr begegnen, und folglich Feine Veftimmung der Un-

J

befannten geben; auch find bdie Wurjeln der vorgeleqten
Gleichung in bdiefen Fall imagindr.

Die Wurgeln der Gleichung x® 4+ ax = — b? find
pon denen bder Gleichung x* — ax =— b? nur in fo fern
unterfthieden, als fie mit bem Beihen — Dehaftet find;
allein ibre abfolute Girife wird immer durd) das eben ges
eigte Berfabren erbalten.

§ 7
Bei der Antwendung der ’f[.;vbm auf die Seometrie
muf im Allgemeinen das [e

ichen — eben fo tvie Dei ben
Sablen evlart werden, daf man namlidh die Aufgabe gewifz




fermaferr umgufebren ober die bamit bebafteten Linien in
einem @inn ju nebmen bat, ber t\'!l!j\u gen entgegengefeRt
iff, in twelchem man fie guvor genommen.

Ehe idh weiter gehe, muf ich in Erinnerung Dbringen,
paf die negativen ©irdfen ibren Urfprung in den Subtracs
tionen Haben, welche in ber angejeigten Ordnung nlcht verz

e -

£ ofie bigjenige

vichtet werden Ednnen, weil die abjujiehende &

'3 e T, g
1bertrifit, von welher der A

pug gefihebn foll. DNan evfennt

aus bdiefemy Umftande, daf in bder Abfafjung bder Aufgabe
oder mwenigffens in t;r Anwendung derfelben auf denm vorlie:

genden [all ein Febler angetroffen wird, und berichtigt man

n Febler, b. h. modificive man die Aufgabe dergefialt, daf
bie l'-"nbirn.c.:un, die niche vollyogen werden Fonnte, moglich
wird, fo gelangt man ju einem pofitiven NRefultat. Allein
bei gewiffen Aufgaben, 3. D. Dbei allen denen, melche
Bleichungen vom erfen Grabde fihren, iff man bdiefer 9

uberhoben; denn das Beidhen des Jiefultats felbff zeigt die
UmEehrung an, deren die Dedingungen bder Aufgabe fabig {ind;
und die negativen <Werthe, toenn fie nur bden Negeln, bdie
fiir die Operationen mit den negativen Srdfen feff tgefest find,
gemaf in echnung gebracht werben, leiften eben (o tvie die
pofitiven Grofien den Aufgaben ein Gentige. AHug diefem

Grunde bat man bie

& U rhve YD e BnomiE
Denennung falfche YOurseln, womie

saiffen *) bdie negativen I3

bie frithern Algebr wieln der Gilei:
chungen Delegten, vermorfen.

IMan muf daber auch bei den geometrifthen Sonftrucs
tionen die negativen Werthe, twelche bdie Algebra gewijfen
Linien gibt, durd) die Su

Linfe von einer andern abjuzlehn, iff nichis weiter ju tHun,

v

ction erflarens; und um eine

nkte aus

alg Die erfie auf die zwweite von einem ihrer Endp
hingutragen. Alcin bei diefer grapbifihen Operation find ei:
nige Hemerfungen ju madhen mit Begug auf die Are, ie
man die Linten Dbefchreibt.

*) Gaviefing, Wolf und andeve, 1ebere,




Es fei juvdrderft CD, Fig, o5, -bie von AB abjuge-
Bende Linie. Da die erffe Eleiner als bdie jiveite iff, {o wird,
wenn man jene von B nady ¢ fragt, die Differeny beider
sur vechternr @eite des Punfes A liegen. IBenn man aber bie
grofere Linfe C'D’ von AB abjuziebn hatte und man triige,
wie vorber, bdie abjuichende Linie vom Punft B aus auf
AB Bin, fo whrde bie Diffeven; ber beiden vorgelegten L
nien durch Ac’ auf der Werldngerung der Linie AB ausge:
bridt fein, und rlm_][m) auf ber linfen Seite bes Punkfts A

T

liegen, b. b. auf einer @eite, bie dem Refultat Ac der erffen

Operation entgegengefert iff. SMit bdiefer Aenbderung der Lage
ftimmt auch dag SBeichen — Gberein. )
Auf den erffen Vlik fonnte man alauben, daf man

bei bden Linfen AB und C'D’ bie angegeigte @ubtraction {o
serrichten mifite, daf man die Fleinere auf bdie grbfere trige,
weil man eben fo bei den Bablen wverfabré, indem man
die Eleinere von der grofiern abjicht; man muf aber in Gr-
roagung iehn, daf die Linien im Allgemeinen daju dienen,
die 2Abfiande gewiffer Punfte von einem als feft angenomme:
nen. Punft, auf den man alle Gbrigen begieht, ju beflimmen;
fie erhalten dann ihre Sunahme von dem diefem Punft ent:
gegengefeten Endpunfe qus, und die Subtraction, welde
ibrer Jtatur nad) dag Entgegengefelte der Adbdition iff, aus
welcher die Junabmen entftebn, muf audh in einem diefem
enfgegengefelten @inne vervichtet twerden, folglich an der
@eite, too die Linfen abnehmen. Daber muf man, wenn
A auf der Geraden AB ber gebadhte fejte Punft iff, bdie
Gubtraction ber CD cber dber C'D' vom Punfte B aqus
vervichten. ) Die Stetigleit der Linien, und die MbglichEeit,
fte

*) Namlih Bas negative Dlefy bas man evhirt, wenn man bie
Einien als Jahlenavoficn behandelt, selat Lag Ciutged Igefeste der Laae bdes
Stefultats von dev deg vovigen an, wo CD Fleiner alf AB war, Uebery.

) Die Yufgabe it Hier eigentlich folgende: ef foll bie Gerade CD

vorr ber Gevaden A B abgeiogen wnd bic Gube und Lage des Untey(chicbes
it




fie nach Deiden @eiten Hin obie Ende verlingern 31 ESnnen,
fet uns in den @tand, die Subtraction auf einerlei TWeife
an denfelben gu wervichéen, wenn gleich die abjuzichende Linie
bie grdfere iff. Folgende febr einfache Aufgabe twird das
eben gefugte nodh mebr ins Liche feken.

§ 75.

Jn vem Dreieck ABC, Fig. 26, sur Sefte AC eitte
Linie DE parallel su 3iehn, welche einer gegebenen
Zinie MN gleich fei,

Da die Seiten deg Dreieds geaeben find, fo fege ich

AB —.a. AG = b, MN = (e
und nehme den Abftand AD fiiy die UnbeFannte, tweil die Lage
einer 'geraden Linie, die einer gegebenen parallel fein foll, burdh
etnen eingigen ibrer Punfee beftimme wird. Nebme ich dem:
nad) AD = x, fo wird BD = a — x fein, unbd bdie abn:
lichen Dreiecfe BAC und BDE werden geben

AB : AC=BD : DE

ober
aib=a-—x:ec
folglich
ab — px = ac,
ab-—ac a(b — c)
== — 7
b b
™

Der Werth von x I3t fidh nadh § 68 confteuiven, wenn
man von AC = b bdie Gerade CF = o abjieht, und FD
parallel 3u CB ieche; denn die AebnlichEeit der DiciecFe AB C
und ADF fibre auf dle Proportion :

AC : AB = AF : AD

a(b— c)

b carssihi— g ke b

b

——————

Wit BVesua aui den fefien Punkt A angeaeben twerben, G ift aljo Far,
baf der Ubsug bier von dem Punkt B aus vevvichter wevden mug,
Heberf.
Trigonometrie, J;m




SBenn die Linfe MN gubfer alz AC wave, f{o twurde
fie nicht -innerbalb bes Drejetts ABC finden; man
mifite bann die @eiten BA und BC verlangern und der

¢ - . _— ¢ .
Puntt D wurde auf die andere Seite des Punkts A in D!

fallen, und bdies eigen auch Caleul und Sonfleuction an,
Sn der That hat man, wenn M'N' > AC iff, ¢ > b,
und b — c wird folglich negativ werden; wenn man indef:
fen die @ubtraction ber Linien aquf bdie {m vorigen § ange:
seigte Beife vevvichtet, fo foird der Punfe ¥ in B

tbergehn
unbd die dureh den Puntt E’ ju BC pavallel gejogene Linie
F'D' wivd nur die BVerlangerung der Seite AB in D! fref:

fen Ebnnen.

§ 76

Ueberhaupt, fo oft von Abftanden bdie Nede ift, die fid
auf einen fefien Punft begichn und auf etnerlei oder paralles
lenn Qinien gerechnet tverben, miffen die mit dem Seithen —
BeBafteten eine ben mit dem Jeichen - bebafteten entgegen:
gefeste Lage annehmen.

Sn der ThHat, wenn man bie Lage roefer Puntte betrachtet,
deren 2Abftande von ivgend ciner geraden fLinie durch a4+ b
und a — ¢ augsgedrficft find, o wird offenbar bder gegen:
feitige Abffand bdiefer beiden Punkte b -4 ¢ fein, weil
(a+b) — (a—c) =b~c ifi. Um ihnen ecine dem ange:
meffene ©tellung mit Dejug auf irgend eine gerade Linie A'BY,

Fiz. 27, ju geben, muf man guyorderff mit Dbiefer

e auf der efnen ober auf bder anbern Seite, in ber Entfer:
nung AA = a eine Parvallele AB legen, und dann ju dies

fer Linie noch jroei andeve Pavallelen zichn, Q M in der Ent

fernung AQ = b aufferhalb der beiden erfiem, und. die an:
dere Q' M jwifchen beiden in bem Abffande AQ'= e. Auf
diefe TWeife werden alle Punfte, toie M und M', welche

den Durchchnitten - ver belden lestern Darallelen und einer

auf A‘B’ fenfreshten Linfe liegen, den erforderlichen Abffand
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port einander Baben, und fich mie Desug auf die mittlere
Parallele AB in einer entgegengefesten Lage befinden, daber
audy ibre Abftande von berfelben durch 4~ b ¢ ju
begeichnen find.  Es ff leicht eingufebn, daf beidg auf einer:
lei @eite von AB liggen wiirben, tvenn ihre Abftinde won A‘B!
dburch a=+~ b und a 4+ ¢ a1.»\_wbrm’rr TI‘JE'L‘II, el ihr gegens
feitiger Abffand dann b — e fein wiirde.

@o werden bdie @inus, teldhe die Abfande der End-
puntte der Dogen vom Durchmeffer A A Fig. 10, und b
Cofinug, toeldhe ihre Abfiande vom Durdymeffer BB anges

ben, ihre Beihen andern, wenn fie von der einen @eite dies
fer Durdhmeffer gur anbern fibergehn (§ 23). Die Tangente
befolgt mit Bejug auf den Durdhmeffer AA ang denfelben
Griinden daffelbe Sefes.

l\‘\ [ !".

Diefe Betrachtungen laffen fich nicht fo unmittelbar auf
bie @ecante amwenden, weil fich ibre Richeung in jebem Au:
genblicE andert; inbeffen Hat fie nichts defto weniger ein ibren
verfchiedenen Lagen eigenthimliches Seichen, el dhes fich aug

y 2
ibrem analytifchen Ausdrud sec t—;-j—d - Berleiten [0fe; allein
nur bei den Linfen, welhe immer bdiefelbe Aichtung bebalten,
ftimme die Aenderung des Jeichens unmittelbar mic der Aen-
berung der Lage dberein. *)

Die geraden Linien AD und AD/, Fig. 2o, weldhe die
LWurgeln der Gleichung vom gweiten Grade a® — ax — 52

*) G8 (deint miv, daf fich von den Hendevunagen bdeg Ieidiens bew
&Secante eine gans naturliche Ql:i-.lum acben IGFE, Wenn man ermaat,
DIt Rinie wivElich cine ent acngefesste Yage anmimmt, wenn fie vie Tane
gente nadh dem entacaengefessten ©nde hin evveicht,  Jnm der ThHat i o8
bei den Voaen im aweiten Quabranten BAY und im oritten A’BY, fiie el
die der analytifhe AusorncE der Secante negativ ift, nidt dew Halbmefee
CM oder CMY, dev bie Tamgente NN’ evveicht, fondern dev ifm entgegens
gefeste CM pder C M.

baf

Berfe

H 2




(§ 67) vovfiellen, find, ob fie gleich ju Werthen von ver

fhicdenen Beichen gelbren, dennoch nicht einander entgegen:
gefest; wenn e inbeffen dovauf anfame, fie jur Auflbfung
einer Aufgabe anjutvenden, worin fie ais Abfiande von einem
feftenn Punft betrachtet und auf einer Linie von conffanter
Richtung gemeffen wilrden, fo mifite man fie nach der NRe:
gel von § 76 auf verfthiedene &eiten diefes Punfts tragen.
ber That Fann auch die Aufgabe des § 67 folgen:
bermafien gefafe wevben:

Auf der Geraden AB =a eitten Punkt E vou der
Lage 3u finden, daff der Abfland AE vom Punft A
die mittlere Propovtionallinie swifchen feinem AbfTande
vom andvern Endpuntt B und der ganzen Linie AB
fei. ©a alsbann bie Deiden TWerthe der Unbefannten bie

Sn

Linten AD und AD’ {ind, fo muf bie leRfere, weldhe fich
mit dem Beichen — bebafret findet, von B aus jenfeits A
nach AE! getragen werben.  Die Aidhtigeit diefes Schluf:
{es ift leicht gu prifen; denn da AD’ in ber Gileichung
a? — ax = x® dem TWerth — x entfpricht, fo vermwanbelt
fich bdie ®leichung dadurdy in a® 4 ax = x*, elche die
Proportion

QERE X =y g
abett BE': AE' = AE':+ AB
gibt.

Kolgende Aufgabe ift ebenfalls febr brauchbar, ju zeigen,
wie man die wverfthicdbenen Aufldfungen, welhe cin und eben
diefelbe 2Aufgabe barbieter, gu verffebn Bat.

§ 78.

Durch einen Punkt E, Iiz. of, welcher gegen die
auf einanver fentrechten Linien AB und AC ivgend
eine beFannte Lage bat, eine Gevade dervgeftalt su le:
aen, dafi ver swifchen beiden gegebenen Linien enthal:
tene Theil D'E’ devfelben von einer gegebenen Grofe
m fets
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Um bdie' Qage der finie D'F' ju erbaltenn, von ber man
fchon toeif, daf fie durch den Punft E gebn muf, bedarf
¢ offenbar nur nodh eines anbern Punfts von ibr, den
man vorlaufig nach Delieben annehmen Fann.  Feh wable
DY, und da der PunfeE gegeben iff, {o muf man die dbureh
diefen Punft mit AB und AC pavallel gejogenen Linien EG
und EH als befannt anfebn.  Dem ju Folge feke idh:

GE =a, HE =b, AD! = Y-
Dies worausgefet, geben die ahnlichen Dreiece GED’ und
AF'D!
GD' : GE = AD' : AF’;
nun it GD!= AD‘ — AG = AD! — HE = y — b;
folglich wird man baben:
Yy —bia=y:AF T .2 418
y —b
Da nun dasg Dreieck AF'D’ in A redhtwinklig iff, fo bat
man die Gleidhung
AD™ - AF? = D'F’?,
welche fich durd) Subftitution der Werthe von AD!, AF:
und D'F’ in

gerwanbelt, oder in
y'—2aby 4 (b*+a*—m?*) y*+ ebm®y— b%m?=o0...(1),
wenn fie entwicelt und nach y georduet wird.

Diefe Gleichung ift vom vievten Grade, weil die vor:
gelegte Aufgabe im Allgemeinen vier Aufldfungen Hat; und
woivflich erbellet aug demr blofen 2AnbliE der Figur, daf
man  den Dedingungen der Aufgabe auf vier verfthicdene
Avten gentigen Fann, ndmlich durch die beiden Linfen D'E
und DYFY welche in dbem vechten Winfel, worin fich B be:
findet, gesogen werden, und burdh die Linien DU“F« ynd
Dé“Fa  yelehe in bden ebenwinfeln CAB! und BAC!
beg gegebenen I8inkelz BAC [iegen.

Es it leicht einjufebn, dap bie Aufldfungen fir den
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Winfel BAC unmbglich werden Ednnen, wenn bie Grdfe m
unter einer gewiffen Grange iff, relhe von der Lage bdes
Puntts I gegen die gevaden Linien AB und AC abhangt,
daf aber bie Deiben andbern Auflbfungen immer veell find
denn die Yinjen E/D™ und E/ DY ginnen durch den Punke
A gebn, alfo Null werbden, oder parallel [aufen, bdie evffe ber
Linie AB, bie anbere der Linic AC, mithin einen unendlis
chen Werth erbalten.

€s it nicht weniger einleuchtend, daf die Aufgabe fich
verveinfachen [Aft, obne eine von ihren Auflofungen ju vey:
lieren, wenn der Abffand des Punktes E von AB und AC
gleich angenommen ird; denn es wird alsdann Hinreichend
fein, cine von bdenen bes %‘inh‘lﬁ BAC, und cine ber bei:
ben Gbrigen ju Eennen, um alle vier Aufldfungen ju Haben

Wapte man 3. B. D'F’ ju 3ichn, fo wlirde man DYF
bavaus Derleiten, wenn man AFY = AD' ndbme, toeil der
Punfe B gegen die beiden Linien AC und AB einerlei fage
baben foll; und aus eben der Urfache Fonnte man Dw Fun
aus DUF“ Berleiten, wenn man AF“ = AD" machte.

Diefer Vemerfung ju Folae febe ich GE = HE ober
a = b, und die vorgelegte (n!mhrm; wird fich dann in
Yy —eay’+ga’y?— m? ‘(yP—2ay+a®)=o0....(2)

Aus Diefer Gleichung [RF¢ fich noch niche abnehmen, in
wie fern fie fidy leichter als die vorbergehende a aufldfen
[ifit; *) allein  bdie verhin gedachte Nelation jwifchenn den
verfchiedenen Aufldfungen wird dle Sache flar machen.

Dn die Dreiede D'AT! und DYAFY D“AF“ ynd
D AE“ congruent find, fo folgt, daf bie IWinkel DFA

———

*) e VWerl Tehrt die Yufgabe nuy fir den Fall auflbfen, daf a=h
iff, weil die “imh!:ng
y* — 2by? 4 (b2 4- a% — m?2) y2 4 2bm?y — b2m2 = o

Eeitel allgemieinen Anf(bfung fahig i, wenn a wmd b verfdicden find,
itebevy,
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und DYE4A, DMEYA und DAFA einander ju  einem
SRechten ergangen, daf man folglich, o bald man bdie LWinkel
D/F'A und D“FE™A fennt, auch die beiden anbern haf, und
baf dann alle Aufldfungen dev Aufgabe gefunbden fein rerden.
Da man aber auf diefe AWeife nur jwei Auflofiungen unmit:
telbar 3u fuchen. hat, fo iff s wortheilbaft, den IWintel 3u
beftimmen, ben bdie swifchen den beiben Linien AB und AC
enthaltene Gerade mit einer diefer Linien, 3 BD. mit AB,
machen muf. ;

Nimme man bdie Tangente diefes TWinfels fhr die Un:
befannte, fo jeigt -das Dreied D'EG, daf flir den Halb:
meffer 1

D'G y—b Vv o— a

te DF'A =t DEG = == t—fmi= mm——r
4 ‘8 GE a a

o - =2 (Nl .
iff. @ekt man nun —— = 2z, fo wird man Haben
) a

y =az 4 9,
und fubftituivt man diefen IWerth in bie Eleihung (=), fv

erhalt man nach den geborigen Rebuctionen

a'z' 4 0a'z’ 4 (2a' — a’m?) 2% 4- ca'z4-a'=o

ghif 0g 4= 1 =00 Sui(g).

e

s iff aber flar, daf toenn die Grofe 2z’ diefer Gleichung
» e . b T €~ [ . ] ; ¥
ein Gentige thut,aush die@rdfie~ ibr Genlige thun twerdes*)
7
und mwenn man fie folgendermafen fchreibt:

zt' 4= 229 42 222 - g Jei 1 = -

) Diefe Glcichuna it namlich von bevieniaen vk, weldie man veciproke
ober Wwedhfelfeitige nennt, Man finvet in No. 41 nieines Complément
des Eldmens d'dlgébre die Methode,! fie auf den moglichit niedviaen Grad ju
bringen; und vernmittelft dev dafelbiF angeseigten Winformungen veducive fich die
bovgelegte Gleidyung {ofort auf dem sweiten Grad, Vevf. — DieBenenning

veciproFe Gleidunag fiv eine Gleidung von der Form
X9 pxo o gxt 4 rx¥ MRt - px 41 =0




{o fieht nan leicht cin, dof, twenn man auf feber &eite 22
binjufest, der erffe Ibeil ein vollfommenes Quabrat wirb,
namlich

2! o 22° - 222 Bz g = @ 4z 4+ 1)%;
man. hat alfo

mworaus folgt

- e i Lt
o m-
2" 4 7 4 1 === g i/’—-,_~+1,

a
ober
X s /e T
o a i el DR |
-7J-f-—-—'——~-—_'_f g = g Ak —

d
Diefe Gleichung muf wegen der doppelten Form, deren bder
Coefficient des jweiten Gliedes fabig iff, als eine folche ange:
febn werben, weldhe groei Gleichungen vom giveitern Guade dare
ftellt; und fie gibt, wenn man ur AbFlrjung 1 /am® + a*
= fegt,

2 a—n
Z5 4 ——— 2 4 1 =0
a
a-+n
i e e
a

Dejeichnet :man nun' die beiben Wurgelnbder! crfien ‘durdh

—

Wwovin die Coefficicnten dev aleich weit von beiben Gnben  abffehenden Glies

dew gleidy! find, Got Guley eingefitjvti - Comment. wet.'Petrop, T, VI,
Pe 225, Cine foldie Gleichung Hat die Gigen(chart, daf wenn a eine PLETIC]

o PIuT iF 1 2 el s s T
sl vevielbent i, aueh — eine dBuvsel fein muf, Denn et man x = a,
a

fo exhalt man
a® 4 pa® 4 qa% 4 ra3 4 qa? 4 pa 4 1 = o,
1
und madht o x = —, o entfieht
a
1 p q r q P
Rl = —_ — — —_— 1 =0
a0 d,+a,+aj+ﬂ_.+u+ '
und wenn man bie lesteve Gleichung mit a® multipliciet, {o Hiat man
1 4 pa + qa% f-ra’ 4 qat 4 pa® 4 af = o,

weldhes die vovige viichodvts gelefen i, Webeyf,
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z, 2 und die der jweiten durch z¥, 2 o Hat man, weil
pas befannte Gilied 1 iff,

Tl —a

Ziie ==X E e =y

unbd da z bie Tangente eines Winfels flir den Halbneffer 1
ausdrict, fo folgt, daf die TWerthe z4, 2 ju woei cinander
jum NRechten evgdngenden IWinfeln gebbren, und daf eben
pieg bei 2 und z“ ber Fall fein muf (§ 9), weldhes mit
bem, was &. 119 bemerft worben, fbereinftimmt.

Yot man nun  cbige ®leichungen auf, o erhalt man
flir die erffe

a1 1 PR
Z o= e ek S [/(u T ‘I a*
und flir die gweite
£t+ n 1 S
TR T g R el

aber

17(@a —n)® —4a® = ]/(u+
had = IF(h=—a).(n+5 ‘1),
und dba n = L/m® 4 a® nothroendig grifer als a if, fo

~

und: J/(a+ n)? —

fieht man, daf die beiden lehten TCerthe von z immer reell
fein werden, da Hingegen die beiden erfien imagindr find, wenn
n < za iff.

€he bdiefer Fall eintritt, werden bdiefelben TWevthe gleich
toerden, wennt n ober |/m* 4 a® = 3a iff. Sdhaffe man
bag Lurielzeichen weg, fo hat man

m? + a® = ga’®

chber m? = ga® ober endlichm = [/ga® = zsalre,
woraus folgt, daf man in dem IWinfel BAC burdh den
Puntt B Feine Gerade giehen Fann, tweldhe Eleiner ift alg
ga ] e.

Dq die Grdfe n dann ]/8a®+ a® = 3a iff, {o
ferden bie beiden erfien TWerthe von z = 1 und die beiden




andern = — 2 == 1/5 fein.*) DHieraus folgt, daf dann die
beiden Linien D'F' und D“F* jufammenfallen und mit AB
den 9Binfel o745 Dbilben.

@elt man in dbem allgemeinen Falle

I/(d—'—ﬂ) -—:' j:] (il4 \l) (ll—-}(]):p
1V (a+n)—4a® = |/ ™ —3a) (n+ 32 = q
fo bat man alg die vier Werthe von 2

- Mo B 4 R T )
i
Z! e SRk ! T AL
2 a
i e {00 a -
1 a4 n : R n—q
Al — R . —, Z —_— — —,
'\.l 2a

und find {o die Tangenten z!, 2z, 2, 2 gefunden, fo bat
man aush y vermittelff der Gleichung y=az 4 a (&.1 19).
Diefe TBerthe roerden fein:

8 —JL——T a- n —ff'})

AD! = — ———— =L g =

g o
2 2

a—n-<+p a--n—np
AD' = —— TR, o =

a-t+n—gq a—n -4
ADW= 2T BT & L

— A= —

o o

i a4 n <+« A—1n—q(q
ADWH = — L 48 = — -——-ﬂ.
2 2

ie Inffen fich leicht conffruiven; bdenn die Grdfe n ift bdie
Hypotenufe eines vechewinfligen Dreies, deffen Katheten a
und m find, und die Linien p unbd q werben gleichfalls b dureh
rechtwinElige Drveiede (§ 09) odber durch mittlere Proportios
nallinien (§ -ﬂ) erbalten, und hat man die Linge der wier
gedachten Geradenr, fo find die Punfte D, DY, D, pu
gefunden. ™)

*) Die Geiden leptert I

e find negativ, affo bie Winker, denen fie

ale Tangenten angehivven, flumyfs; und wivklid) bilden EF und EFo mip
DI nad) eben dev nad) weldher bie Winfel D/ I/A unb DUE4AY
genommen find, fiumpfe IFel. eberf,

*¢) T0emt man bdie {iber die vefchiedenen Umftinde ber obigen Aup

gabe angefielite Unalyfis mit dev in bev AlgeSra von BVezout vevgleiche




§ 79.

Gtatt den IWinfel, welchen die u giehende Linie mit AB
macht, fhr die Unbefannte ju nehmen, fann man den Ab:
ftand des Punfets B yon der Mitte K’ diefer: Linie {uchene
um barous D'E Perjuleiten.  Eg fel

S DR i Dl = ==l

fo bat man
D'E =D'K' + EK! =1 + x;
FE=FK —EK' =1—x,

FH = 1/EF? —ER? = /0 — %% — a%

’
und die abnlichen Dreiede D' GE, EH F' geben
DB REG = BEE s BH:
ober
Il+xta=1—x:170— 0% — a3,
mworaus die Gleichung folgt

Al —x=0+» YT =@

€rhebt man diefelbe jum Quabrat, fo findet man
xt — (21% 4+ 2a?) x* 4 1' — 2a?1? = o,
und da diefe Gleichung nach Ave der quadratifthen auflosbar
iff, fo ergibt fich juvbrder(t
xi =124 a2 &= ]/3‘——31_4‘?—%7
und dann

—

{f, den odritten Wand des Cours & l'usage de la NMarine, %nia. 1781
7+5334), o wird man fehn, wie unvolifandia und fehlevhaft die lesteve iit.
€ie gibt bloff die beiden duvch die Linien DIE und DUEN davgefteliten
Aufidfungen, Betf,

v et



- g P e

124

toelche Ausdrucde fich nach § 69 und 7o leicht confiruiven
lpffen. *)

Diefe wegen ihrer Elegang merfwirdige Aufldfuny Habe
ich aus dev Arithmetica universalis entlehnt. Newton
bat fie defbalb gegeben, um ju jeigen, wic febr eine alfich
liche Wahl bder Unbefannten bdie Aufldfung einer Aufanbe
evleichtert.  Diejenige, toelche er bei der Aufaabe, womit ich
mich befehaftige, getroffen hat, ift ibm vermuthlich burdy bie
€rmagung an die Hand gegeben mworben, baf der Abftand
E K’ nur groei verfhicdene Gudfien Baben Fann, die eine mit
Dejug auf die beiden Aufldfungen D'E und D*F“ die an-
bere mit Bejug auf die Aufldfungen DY F“ und I Fae,
und daf folglich von den wvier Werthen deffelben jo gwei nuy
i den Jeichen verfchicden fein Eounen. &z [Aft fich Bier=
aus {chliefien, daf man, um fich in der IWabl der unbefann:
ten Grofe ju beffimmen, allemabl diefeHige muf, die unter
ben werfthiedenen Umftanden, welche die Aufaabe darbieten

fann, den wenigffen Aenderungen unterworfen iff,

§ 80.

Die geringe Jabl der im Vorbergehenden aufgeldften Auf:
gaben iff hinveichend, um ju jeigen, wie die Algebra jur Auf:
Iofung ber Aufgaben angewendet werben fann. Man wird
aus bdiefen Deifpiclen gefehn haben, daf die Umiffande, die
fich auf die Lage der Linien beichn, immer aus ber Vetrach-
tung ber Dreiede abgeleitet werben Eonnen, und fich vermits

*) @8 finvet fich

A

A ——
ER/ =

F Khi —

Die bevjyedenen Jeichen vor dem exfien Nabdical geben su evkennett, ob Der
Punet K4 von E aud nacdh dem Schenfel AC oder nadh dem Sdhentel AB
bes Winkeld ABC Dinlieat, Heberf,




telft ber Gigenfchaften diefer Figuren algebraifdh ausbelicen
[affen. Die Kunfi, bie f':_“rcm’rc, worauf es anfommt, und
welche in den Dedingungen der jedesmaligen Aufaabe entie-
per flar ober verffedt legen, ju Dbilben, fann eben fo, tvie
die Fertigfeit, bie numerifthen Probleme in Gleichungen 3u
bringen, nur durch lebung erlangt merden.*)

Die verfchicbenen im Obigen conffruivten Ausdride
Beyichn fich Blof auf Linien, ioeil die Aufgaben, die darauf
gefabrt Haben, nur die Veffimmung von Linien beabfi

ten; und dies iff am Daufigfien ber Fall, weil bdie Deftim:
mung bder Figuren fich immer auf bdie ihrer Dimenfionen
veducirt.  Snbdeffen fonnen bdoch Falle vorfonmnen, wo mai
unmittelbar einen §lachen = ober Korperraum fudhe; der Aus:
druc, ju welchem man dann gelangf, mup, wenn er homogen
ift, in jebem Gliede des Bablers im erflen Fall zwei, und
im anbern drei Faftoren mebr, als in jedbem @Eliede deg

x

Nenners enthalten. ©o fann 3. B. der Ausbrud

einen Flachenvaum bejeichnen, und der Ausdrud

at s hlicri—id?

a' -+ b*

einen KRbrpervaum. Jn dem § 65 entwicelten Ausdrud fhr
bag Nolumen der abgeurjten Pyranmide mup der Buchiabe

+)  Die Arithmetiea universalis von Nevton enthalt eine Sanme
Tung von Auraaben, welde forvehl wegen bder Elegans ihrer Auflofungen
alg wegen ber Manniafaltiafeit Dey Arvt, wie fie aefakt find, feby fdasbary
ifi. Sn oHum Gavnot’d Glomderie de position finden fidh fefv inteys
¢fante Mufaaben, welde aur meehoiicbige Gigenfharten der Ausvefinung

-~ i

fithven. ©iefe IBevke, o i die ded Thomad Simyion, werden benen

ey nitglich feim, bdie fuh i dev AUupidfung der Aufgaben uben wollen,
Berf., — Gine aqute Auswahl defern, was i diefer Hinfidht andy in
beutichen 9Gevfen qgeleiftet ift, findet man in Medier Hivfd’s Samm
mug geometvifdher Yufaaben, meberf,
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m nicht mitgesablt werden, da er ein blofes Bevbalenif be:
eichnet.

Diefe Ausdriicfe confiruiven, Beift nichts anders, als
ein Rechted bilden, deffen Subalt mit dem evflen, oder ein
vechtwintliges Parallelepipedon, deffen BVolumen mit dem jroeiz
ten eineclel Werth hat. Ju biefen Ende muf man durch
den § 68 gelebrten analytifthen Kunfigriff die erfie Fovmel
dergeffalt vorbereiten, baf fie ein Produft aus swei Faftoren,
und bie jweite devgeffalt, daf fie ein Produft aus drei Faf:
foren twerde.  9Nan feke bdaber

ghEce— imk, (L addi= ki d¥ =iamd ki

o

¢ = ank! ad = mks
da bie Grbfe m willELhrlich i, fo werden fich die Grbfen
k, K, k% k% K% yermittelft Proportionallinien beflimmen
laffen, und man wird Haben

‘ ahZec— a%d -+ 4% J.n‘k —-Ju“IL’ m° L”

C c® - ad I mk“ - m kA

I (i\ — k! 4 k¥) m (k — k' 4 k")
— = 1m X

I id | it

ein 'Jufu[fm, toelches als der Flachenvaum eines Rechreds
; angefehn toerden Eann, deffen Grundlinie’ m, und bdeffen HiHe
i. bie burch die Formel

i m (I\ — k' 4+ k")

I K 4 ke

§| auggedriicte Linie fein wird.

Da es erfaubt iff, die Linie wm nadh WVelieben anzunel:

men, {o fann man fie einer der Grdfen, de in dem ju consz
il firuivenden Ausdrud vorfommen, oder vielmehr bder Einbeif
| gleich feen, wenn man eine gewdablt bat. Das obige Erempel
’1'}: roird |u)L L"crnliran)t, foenn mign m = a |L‘{5r5 man bat
HI

algdann
=

BHeietatile s e diteetin S

¢t = a k', . =l



a (k —d 4 k")

2 a’(k—d + k)
i, SRR 2 — 7,
a (k" 4 d) k4o d

Diefes BVerfabren [aft fich audh leicht beim roeiten Ausdruc

anbringen.  MNimmt man namlich aberall a flatt der willz
Eabrlichen ©rdfe m, fo wird man, wenn man
bhoe? —=ia® kndad Usia 2k, (%= adiky
macht, erhalten
a’ =s=bhic? — 47 a’ +a®k — a’k’
i \pAR =k DT a4 alk?
a®(a +k —Kk') . alad4-k—Kk)
o (;L - l;“)-_ s PRy T
Die leste Formel Fann offenbar fiir das BVolumien eines
vechtwinEligen Parallelepipedons genommen werden, Deffen

Grundflache das uber der Linie a confiruivte Quabrat, und
deffen Hobe die dureh die Formel
afa 4+ k — k)

a1 h:‘_
ausgedriicte Qnte iff.
§ 81.
Die Algebra bdient nicht allein, die Grdfe der Linien
und ber Theile der Ausdehnung in Vergleichung mit einande

ju finben, fondern fie bietet auch Mittel dar, die Stquren s
beftimmen, welche diefe Linfen und tberbaupt die Formen ber

v

Husdehnung  annehmen.  Nachdem Tareefius juerf be

oBenverhs

merft hatte, daf diefe Figuren und Formen ©

awifchen geraden Linien begrlinden, fo 19 eg ibm, die A

gebra auf die Theorie ber Linien im Allgemeinen anjuien:

R i
*)  &in Nugdvnct, wovin jedes Gliecd ded Ddflerd vier oder fiber view
Dimenfionen mefer Hat, al§ jedes Gfied d

fremiven, weil e fie) anf Feine Raumverhiit

18Rt fich nicht cons

) Jienne

et

p suviicEfithyen [afe,
Ueberf.
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pen, und durd) diefe Entdecfung bat die Mathematit eine
gang neue Geftalt getvonnen.

$Wenn man 3. DB, fidh vorftellt, daf man von allen
Punften ivgend einer Linie DE, Frg. 29, auf eine der Lage
nach gegebene Gevade AB die Senfredhten PM, P/M/,
PeM“... Devabgelaffen, und won cinem auf bdiefer Linie nach
Delicben angenommenen Punft A die Abfiinde AP, AP/
AP". .. gemeffen Bat, fo toird jeber bdiefer Abfande mif
der ibm entfprechenden @enfrechten in einer folhen Werbin:
pung fieben, dafp fich aus der einen Linie nothrwendigermweife
die andere Derleiten laffen toird. Und wivflich, wenn man
die ®rofe AP befiimmt Dat, fo wird ber Durchfchnitt der
frummen %inie DE mit der im Punft P der Geraden AB
ervichteten @enfrechten die Grdfie von P M geben; unbd fennt
man P M, welche Linie durch ab vorgeftel(t fein mag, fo wird
man AP erhalten, wenn man von der auf AB @enfrechten
AG einen Theil AQ=ab nimmt, und die Gerade QM pa-
vallel mit AB zieht; denn der Duvchfthnitt diefer Parallele mit
D E wird efnen Punft M. geben, fir welhen PM =ab iff.

&g Dindert nidhts, fich vovjuffellen, daf dle Qinien AP
und PM fich auf eine gemeinfchaftliche, als Ginbeit genom:
mene, Linfe Dejichn, und fie dem gemif durdh Sablen ober
Duchfiaben augjudriicken,  Wenn fich die awifchen AP und
PM, AP‘und P'M'. .. ftatt findende Vezichung durdy cine
algebraifthe ®leichung ausdriden 4fe, fo wird diefe Gilei=
chung den Charvakter der Linfe DE befiimmen und nach ein:
ander alle Punfre derfelben geben. Dies werden folgende
gwei febr einfache Deifpiele flar machen.

§ 82.

Jeh will guerft die durcd) den Punft A, Fiz. 50, qejoz
gene gevade Hinje AE betracditen.  Die won jedem {ihrer
junffe auf bdie Linie AB gefallten Senfrechten PM, P/MY,
POMY. .. werden eine Reibe unter einander ahnlicher
Dreiecte
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Dreiecfe APM, AP'M/, APYM" . .. beftimmen, welde
geben toerben

AP : PM = AP! : P'M! = AP“ ; PUMX“, ,,

PM § ER K PV
BpEE AT kThr SBPE

Die Bejtehung eines jeden Abffandes AP zu feiner
@entrechten PM it Bier leicht abjunchmen; fie Dbeffeht in
bem conftanten Werbaltnif, weldhes jeder der evffen ju ber
corvefpondirenden weiten Bat; und tvenn man diefes Vers
haltnif duvch a begelchnet, fo wird man BHaben;:

PM=as PSPV st A PLSRUNIE T arsctATpi

Alle diefe Gleichungen, weldhe jedem Punkt der Gera:
ben AE Dbefonbers ecigen u fein {dheinen, Ebnnen in cine ein:
3ige qufammengefaft werben, fenn man den jwifthen bdem
Punft A und ber jedbesmaligen Senfrechten enthaltenen Theil
von AB burch x, unbd die Senfrechre felbft duvdh y bejeich:
net; denn man wird alsbann y = ax BHoben. Diefe Glei-
chung, toelhe et unbeffimmee Grdfen x und y enthale,
fann nur den IWerth der einen geben, und audh dies nur
dann, wenn man den TWerth der andern wIlFIHriich feftges
febt bat. LWenn man Dder x irgend einen :chrfi)? AR gibt, o
nimmt y bden corvefpondivenden PM an. SGff 3. D. a = I,
fo finbet man PM =3 AP, b.i. wenn man PM der Halfte
ponn AP gleich machf, fo wird der Punft M in der geraden
Linie AE [egen.

Da die Linie AE nicht ploalich im Punft A abbriche, (o
muf man fich diefelbe, um fie in ibrer ganjen Ausdehnung
verfolgen ju Ednnen, unterbalb AB und jur linfen Seite
ber @enfrechten AC nach AE’ verlangert vorfellen. Dicfer
letere Theil ift ebenfalls unter der Sleichung y = ax begriffen;
benn x fann in diefer Gleichung negative LWerthe annehmen,
und bdiefe TWerthe, welche die AbFande von AC gusdricen,
mitffen auf ber Seite angenommen werden, toelche derjeni:
gen entgegengefeRf ift, auf roelthe man dle pofitiven getragen

o

Trigonometrie, -3




bat (§ 76):
SBerthe von

fent iff, D. b.
baf,

1ird.
gerung AE!

Seb will

als aus einel
{ihriebenen K

von
fik‘

leiche Entfer

den

{es
5 alle

w

%‘J

Ynien AP w

reieds fein

M &

ricfodrts som Punke
die @eite getragen
wenn man

Auf bdiefe
der Geraden AE.

.Li“l' frummen
1 PM immer

fer AD gleich iff.

fie twerden alfo 9
A
y ebenfalls

Dunkfe wie p geben, toelche

liegen. Da nun bdie entfprechenden

negatiy find, fo miffen fie auch auf

werben, bie der ber pofitiven entgegenge:

unterfalb AB, wie pm. Man ficht {brigens,
Ap = AP nimmf, auth pm = PM (fein
IBeife erbalt man die Punfte der Verlan:

c Q%
§ 85

8.

nut gweitens den aus dem Punfe A

Fiz. 5:

(]

n Mittelpunte, mit ecinem Halbmeffer AD be:
reig betrachten. S8as bdie Punfte des UmeEreiz
anbern Puntten ber Ebene unter(d ALk
pom Wittelpunfet A eine dem Halbmeffer AD
wng Baben, und daf folglich, welchen P 111: M

Linie man audh annehmen mag, die geraden

die Satheten eines vechtwintligen

werden, deffen Hypotenufe AM dem Halbmef

@ekt man alfo

AP =i PM = Yy AD =1,
fo wird man Dhaben
x? 4 y? 2
1 woraus man erhal
‘ v = /38— %,
' eine Gleichung, toeldhe geigf, daf man, wenn x oder AP be:
lickig angenommen iff, y ober PM bduvch blofe echnung
il und ohne ..\",f;.‘i'c einer Gonffruction findben, ober twenigfiens
i l_‘_ vas Verbaltnif diefer Linie jum Halbmeffer beffimmen Fonne.
‘ ];‘ @ent man 3. B, x = Ir, fo woird man finden
il y=VF =3¢ =g =sxile
! ' MMan Dbegreift leicht, daf man qus diefem Ausdrud die Linien
il PM flir alle joifhen A und D liegende Nt
AB berleiten Ednne. Die Gleichung




cben fo, wie bic geometrifihe Defchreibung bdes Kreifes,
daf diefe Surve fich niche {iber den Punket D hinaus etftrecten
fann: denn wm den Punft P Gber D Hingus anjunehmen,
mifte x >AD ober = r werben, und in bdiefem Fall ware
der Werth von y imaginar.

Ob ich gleish nur den Quadranten DE betrachtet Habe,
fo find doch die drei Gbrigen, twelthe den Umereis ergdnzen,
in ber Gleichung x? + y? =1* begriffen; denn da bdic @enk:
vechte y flr einem und eben denfelben TWerth won x wei
SWerthe hat, namlich

+1/T—xF md — 7 —x

r

fo muf ber jtweite auf cine dem erffen entgegengefelte Seite
von AB gefragen werben (§ 76), und gibt folglich alle Puntte
des Quadranten DEL  Man fann aber audh flir x nega:
tive LWerthe fehen, weldhe, da die pefitiven von A nah D
getragen find, von A nad) D' genommen tverben milffen;
und da ju jebem biefer TWerthe jroei von y gebbren, fo ter:
ben bie pofitiven 2Werthe von y die Punkte des Quadranten
D'E, und bdie negativen diec ded Quadranten D'E’ feo
{Himmen.

§ 84
Obwodl man aus den Gleichungen

V. =!ax; y = == I/i‘:_': X

nur Werthe erhalt, weldhe ju gefrennfen Punkteen gebbren,
fo leidbet dennogh die @tetigeit, die aus der Vefehreibung
der burd) diefe Gleichungen davgefteleen Geraben und Kreis:
linfe folgt, bdavunter niht, weil man vermittelF derfelben
immer el Puntte beffimmen Eann, bdie einander fo nabhe
liegen, als man nur will; denn man braudhé ju diefem Ende
flir ~ nue gwei faft gleiche Tevthe ju fefen, und ¢ iﬁ
nichts vorhanden, was der Kleinbeit des Unter(chiedes beider

Grangen fekte.

(]




§ 85.

Diefe Avt, den Fortfchrice der Linien, ich meine die Um:
fiande ihrer Form und Lage davjuftellen, fndem man fie ver:
mittelft fenfrechter Linien auf cine gevabe begieht, verbdient
die grbfite Aufmerffambeit. Man fieht, daf ¢s davauf an:
fomme, bdie Lage frgend eines Punktes vermittelf feined Ab:
flandes von jwei auf einander fentredhten geraden Linien
AB und AC, Fig. 29, anjugeben; denn bder Puntt M iff
beftimme, fo bald man bdie Entfernungen AP und AQ bat,
weil er fich im Durdhfchnite der duvch die Punfte P und Q
mit AC und AB parallel gegogenen Linien PM und QM
befinden muf.

Die Linien AP und A Q, ober die ihnen gleichen QM und
P M, werden Coordinaten genannt. SNan bebient fich gervdhnz
[ich bes TWorts Abfciffe, um Ddiejenige ju bejeichnen, welche
man als beFannt annimme, und gibt der anbern den NMamen
Applicate oder Ordinate. So war im Vorhergehenden, wo
ich immer die Linfen PM durdh bie Linien AP ausdriidte,
PM bie Ordinate und AP bdie 2Abfciffe. DieLinien AB und
AC, welche dbie Richtungen der Coordinaten beffimmen, toer=
den bie Upen der Coordinaten genannt.*)

&3 ift wobl u merfen, bdaf flir die in der Qinie AB
liegenden Punfte der Abffand AQ ober PM Nuil ifE, und
paf man folglich, toenn man b dburdy y beseichnet, flie alle
folche Punfte y = o hat. Aus eben der Urfache Hat man
far alle Puntte, welhe guf der Linie AC liggen, QM obder

*)  Pan (priht Vo bey ye dev WOfciffen ober dev ULfciffens

Tinie, und vonm bder Upe der Ovdinaten, Der Winkel, den die Apen

ver Goovbinaten Bifben, witd der Coovdinatenwinfel genannt Ges
wohtich it es ein vedhter, weil die Gleichung vifdhen den Gooydinaten
dann ihre einfadiiie Geftalt evhalt, fndem dev vechte Binfel immier ein aeae:
bener ift. G&B& fann abev aud jeber anbeve, {vise obey ftumpfe, fein, Wwemn
e8 nuy ein beftimmter iff. Heberf,
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AP oder x = o, unb endlich flr den Punft A, den man
ben Unfengspuntt der Coordinaten nennt, jugleid

X=0, y=A0a

@po lange man nur bdie abfoluten TWerthe der Ab{ciffe

AP und der Orbinate PM angibt, bleibt der Punft M nodh
gewiffermagen unbeffimme; denn man Eennt alsdbann nur die
Entfernungen diefes Punfés von den unbegrangten gerabern
Linien BB’ und CC/, Tig. 52, und es bleibt Dei gleichen
Entfernungen unent{chieden, in welchem der vier rechren Win:
fel BAC, B'AC, B'AC/, BAC’ ¢r fich befindet; allein bie
Tombinationen der vor den Eoorbinaten AP und PM f{tehen:z
ben Seichen geigen, in twelchem Ddiefer vier IBinfel der vorge:
legte Punft ju fuchen iff. Sn ber Khat wird man, wenn
man fich dabin veveinigt hat, dbas Seichen 4 den von A nach
B und C genommenen Theilen der Linien BB und CC’ ju
geben, bden won A nach B! und C! liegenden Fheilen eben
dbiefer Cinien das Seithen — vorfesen miffen.  Hiernach
hat man

NG + AP =+ x
E}J:(_,.\-- 4+~ PM =1y
oG s‘—— AP = — x
fie den Punfe M tes =7 T+ PM =4y
Winfels s RIATD Ry

iy BUAC i s X
1—PM=—y
4+ AP =4 x

BAG ook

—PM = —y

Die MWahl der auf einander fenfrechten Linien AB undAC
ift nicht die eingige, die man freffen fann, um die Lage fir=
gend cines @yftems von Punften in einer Ebene zu beftini-
men, fondern jedbe Werbindbung von Linfen, welche geeignet
iff, die Sage eines PPunkes gu fipiven, 3.°D. feine Entfernun:
gen won gwei gegebenen Punfeen, wirdbe man ju diefems
Bwed ebenfalls gebrauchen Ednnen; allein in der Regel bies
ten die fentrechten Coordinaten die meifte Leithtigheit und




Einfachbheit bar, und wir werden tveiterhin an mehreren Vei:
{piclen febn, wie man von {olchen Goordinaten ju verfthicdes
nen andern Avfen, die Lage der Punfte in einer Chene ju
beftimmen, gelangen Einne.

§ 86.

Die Gleichung, welche flr eine gegebene Linie die We:
aiebung jwifchen den AP und PM qusdriict, wird die Gleis
Dung diefer. Linie, und die Linie ihrevfeits der geometris
fche Ovt der Gleichung genannt.

Es ift Flar, daf jebe unbeffimmte geometrifche Aufgabe,
welche gwei unbefannte Grifien enthalt, auf einen geometric
{hen Orvt flihre. Wenn 3. B. alle rechtwinflige Dreiece
gebilbet werden follten, toelche {iber ciner gegebenen Hypo:
tenufe a conftruivt werden Ednnen, fo wirde, wenn man die
Ratheten diefer Dreiecte durch xund y bejeichnete, x* 4y2 =a?
die Oleichung der Aufgabe fein, und man wirbe derfelben
¢in Geniige thun, wenn man mit einem der Linie a gleichen
Halbmeffer einen Quadranten befthriebe, und von jedem
Puntt deffelben auf den Halbmeffer fenfrechte Linien fallte;
ber Quadrant wivde nun der Ovt fammelicher Seheitel cines
der {pien Winkel diefer Dreiecte {ein. *)

Die Gleichung einer Curve wird jebesmabl erbalten,

*)  @ine Linie ober Flddie, welde alfe Hie Vunfte enthilt, bdie einer
unbefiimmiten geometvifchen Aufaabe cin Genitae leiften, Wird ber Dt dies
ober Ocr Gileichung acnannt, auf weldie fie leitet, Wenn (um
im Teet nodh ein paar Ginsusufitgen)

Die Girundlinie und

gegeben find; {o ij Ovt feiner @ypibe eine ges

2 gegebencn Pun et agerabe fidh fchneidende

Sinien

e ywerden i

ber, fo dft ber Ovt il

4 o bie einen geaebenen 9Binfel mit einanver bils

Duvdyfchnitts ein Kveis, Die alten Geometer Has
ben viel iber die Oevter aefchrieben, Die verloven aesangencn svei BViider
ves Apolioning Pevgdusd itbey die chbenen Devter (die gevade
Linie und den Kreis) Hot Hobevt Simpfon nach dem vou Vapprusd ans
aeaebenen JInhalt wicher Devaefterit (Glagaow 1740), peutich von Camever.
Neberf,




end cine ihrer Eigenfhaften, vder die UmfEande

foenn man i

ibrer Conffruttion, wie ¢3 obent (§85 und 84) Dei ber geraden
Qinie und beim Kreife gefthehn iff, analytifeh ausdradt. Umz

eine jn-b-‘ “lnu‘ g awifchen et unbefiimmten

gefebre
fie ju erfennen

Grbfen quf eine Linie, Deren Eigenfi

allgemeinfte unb

gift. Da biefer lehtere Gefichisy
uchtbarfte ift, fo werbe ich von nun an immer die Linien

aus der Wetrachtung der Gleichungen herleiten.

-;\' 87.
wei unbeffimmeen Grdfen

fic gebdet Dder geva:

allen Linien. Diefe Glei:
+ B bargeflellt

chung Fann unter Der Form Cy = Ax

SRenn man fie aber durch C dividive, {o wird fie
an ihrer Algemeinbeit verlieren, und dann die Form

A B e o
V7 X C annebmen, wofur man y=ax- b {drei:

1 A B
ben Eann, indem man = = a und o= b fegt. S werde

s

fie von nun an immer unter der letern Form Dbetrachten.

@ekt man juvdrderff b = o, fo tvird man haben

50, fird

b. B. in ber gangen Lange der Geraden AE, Fig.
yon PM ju AP beft

nichts anbers alg der Ausdbruc. fliv Ddie
aus weldher

nbig fein. Diefe

das BVerhaltnif

Gigenfchaft, el

AchnlichEeit der Dreiede APM, AP'M' .. iff,
PM P/ M
AP AP

auf der gevabden finie AB annehmen mag, fann nuv Der
dureh A, den Anfangspunte der Goordinaten, gelegten geraden

folgt, wo man audh die Punfte P, PL ..

Linie AE angebbren. )

L Ser aeometvifdGe Ovt dbey Gleidiung y =ax

duteving, Aus

ift, vevdient fily ben HAnfinacy vielleidht nody eine naheve &




Das Verhltnif 2 oder der Goefficient a Bingt von
X

dem Winfel ab, den bie Gerade AE mit der Are der 2b:
{ciffen bildet. Da nun in dem rechewintligen DreieE AP M
das Berbaltnif von PM ju AP ber Rangente des TWinfels
PAM gleich ift (§ 30), fo wird a die Tangente diefes Win-
Eels ausbdriiden.

Detrachtet man nun die Gleichung y=ax-+b, fo
fiebt man, daf die neue Ordinate y von bder vorigen y = ax
nur davin unterfchieden ift, daf fie diefelbe um die Grife b
ubertvifit. Hievaus folgt, daf, wenn man AD = b nimme
und die Linie DF parallel mit AE jieht, diefelbe ber Ovt
ber Gleichung y = ax—+ b fein wird, weil man alsdann Hat

PN =PM + MN =PM 4 AD

PPN’ = PPM' 4+ M'N' = P'M’ 4+- AD 1. f. .
und es ift wobl ju merfen, daf bder Coefficient a fir alle mit
AE pavallel gelegte Linien einerlei SBerth behalten wird.

€8 ift Leicht eingufebn, daf in der Gleihung y=ax-+b
nichts vorhanbden iff, twag den LWerthen, die man ber Grife x
geben Fann, Grangen fepte, und bdaf folglich die yon y {o
arofi, als man nur immer will, werben Eonnen; da aber ju
gleicher Zeit nichts den Fortgang der Linie DF in dem un:
beftimmeen Raum BAC begranit, fo wird man immer 2Ab-
{ciffen und Ovdinaten finden Fonnen, bdie grof genug find,
um bie Werthe von x und y, weldhe der vovgelegten Gleiz
dung ein Genbige thun, darguffellen.

ber Gleichung folgt bie Proportion 1 12 — x ¢ ¥. Man nehme AP al
Ginfeit an, fege PM = a und 3iehe duvd) M die AE, (o Iaft fidy Leicht
beweifen, daf die Gndpunfte aller ibrigen Ordinaten in AE liegen miifjen.
Curiditet man ndmiic) aug einem belicbigen Viunft P/ der AB die St
redite /MY fo it AP 3 PM = AP/ 3 P/DMY, Gudht man aber bie s
AP = x aehirige Ordinate Y vermittelft ber Gleichung y == ax, fo ijt fie
dag vierte Gilied in der YProportion 1

Blicder

va =Xy, und da die duei evfren
dexrfelben mit bemen dev Proportion AP : PM = AP s PrM
ientifeh find, fo muf audy y mit D/ ibentifh fein, Uebery,
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@ekt man x = 0, fo witd man y = b haberr, und
diefer TRerth gehort jum Punft D, o die Gerade DF bdie
Are A G ber Ordinafen purchfchneibet. Jff x negativ, {o
finbet man

Y= axich b,

und wenn ax Eleiner als b iff, fo wird y pofitiv, aber flei-
ner als b ober AD fein. Man fieht, daf dies nur in dem
Theil yon FE' fiatt finden Foun, weldher qu Abfeiffen wie
Ap gebbrt, die auf der entgegengefeften @eite von den Dbie
pofitiven $Werthe von x bdarftellenden Abfeiffen AP liegen;
auf diefer Seite ‘miiffen daber bie negativen SBerthe von x
genommen werbern.

Um den SBerth von x ju finden, welher den Punkt &
wo die Linie FE' bdie Are AB der Ubfciffen fchneidbet, ents
foricht, muf man, in der Gleihung y = ax + b,y=o0
fesen, woraus folgt

b

X=—'—=J\f.
a

: ; 2 ; Il {2 )i
SRenn x, immer negativ bleibend, grofier QIGT wird,

fo wird auch y negativ. Aber tiber den Punft £ hinaus
Befindet fich die Linfe FF' unterhald AB; die Orbinate p'n
wird daber auf bie bder vorigen entgegengefehte @cite fallen,
und die mnegativen Werthe von y muffen folalich auf eine
@vite von AB getragen werben, welche der, ouf die man die
pofitiven getragen hat, entgegengefest iff.

Diefe Betrachtungen, welche das § 76 gefagte Deftatigen,
find nicht der geraden Cinie allein cigen. Wan Eann nidhe
Aufmerefameeit genug auf fie wenden; denn von dem Se=
braush Dder negativen Grdfen in den Figuren Bangen meiz
ftentheils die verfchiedenen Fovmen ab, weldhe die frummen
Qinien annehmen Ebnnen.

Da die Gleihung y = ax 4= b nur jwel beftindige
Grdfien aund b enthile, deven Werth die jedesmalige gerabe




Linie von allen anbdern unterftheidet, f:f' folgt, Daf 3toei We-
bingungen binreithen, um ecine gerade Linfe ju [‘r‘rnnmm
Dicjenigen, weldhe fich guer(t darbieten, find: fie durdy el
gegebene Punkte ju ziechn, ober fie auch nur durd) einen ge-
gebenen Punfe, aber gugleich einer gegebenen Linie enttveder
parallel oder fenfrecht ju legen. €8 wird flir die Folge nd?
thig {ein, die Form gu fennen, welcdhe die Gleichung y=ax+ b
annehmen mufi, wenn fie diefen werfehicdenen Bedingungen
G®entige [eifien foll. FWir wollen daber jede ingbefondere
unterfudhen.

§ &8.

Wennr man bie Gleichung flr die gerade Lnie fucht,
welche durd) zwei Puntee gehn foll, deren Abfciffen e und ef
ind beren Orvbinaten £ und £’ find, fo muf man nach ein
ander e und o« flatt x, § und g’ ﬁ.n:- y {eBen, und man
wird gur Defiimmung von a und b folgende Gleichungen
baben:

f =ae+b f =ae! 4 b,
woraus fich ergibt

f—p @ — af’
a = ——, b= —,
o — o — o

und es wivd nun

|

p'— B a'f — ap!
X
o — o o' —
bie Gleichung der gefushten geraden Linie fein.

Diefem Nefultat 1aft fich eine einfachere Form geben;
denn wenn man eine der obigen Gleichungen, 3. B. die erfie,
von der Gleichung y = ax -+ b gbjicht, fo wirb b ver=
{chwvinden, und es wird entffebn

¥y —fF =a(@x— &)
diefe lehtere Gleichung it die einer geraben Linie, welche
dburdy en‘pum gebt, deffen Coordinaten ¢ und £ find, und
mit der Are AB einen burch a beffimmten Winfel, bilbet




-

@eit man davin fiatt a ben juvor gefundenen IBerth, fo
wird man Haben

t— B
e L (x — o).

N (2 i

ol— 0

Der Abftand der beiden gegebenen Puntte, oder der Theil,
welchen fie von der gefuchten Geraden gvifchen fish faffen,
wird jum Augdrud haben

/(o — @) T (g — p)°.

SNan toird dles leicht einfehn, wenn man annimmt, daf
N und N’ diefe Puntte find; denn da {hr Abffand NN’ die
Hypotenufe des rechtwinligen Drefeds NRN' iff, fo folgt
NNZ—= NR® 4 NR?= (AP'— AP)? 4 (B'N' — PN)".")

§ 89.

Um die Gleichung der geraden Linie ju erbalten, toeldhe
durch derm Puntt, bdeffen Goordinaten e und § find, gebu,
und der durdy die Gleichung y = a'x + b! worgeftellten
pavallel {ein wirde, ift es binveichend, in der Gleichung
y— pl—a (xi== o), teldhe fhon der vefien Debingung
ein Gyentige thut, a‘' fiatt a ju fubftituiven , teil nach § 8
per Eoefficient von x in den Gileichungen Dev gevpden u

a3

¥} Die in diefem § auf analytifcdhem ¢ aefundenen Gleichunaen
ue ableiten. @8 fei N, Fig. 3o, cin durd)

Tafien fich auch [eicdht aus vev
feine Goorbinaten o und 3 geaebency Punfe und die Gleichung fily cine

sevade FF/ i finben, weldhe onvdh) N aehend die AB unter eittem durdh

Gievade
sie Tanaente a befiimmten Toinkel {chneivet, Leat man eine Linie HG von
ser festern Gigenfdaft duvd) P, alfp pavallel mit FIFY fo ifi, wenmt man

AP = x und PN/ = ¥ {egt, GP! =— a, PP = a (x — ), mithin
y=DPN =a (x—p) +NG=a (x— o 4+ NP =a (x—a) + 3
folglith y— 8 = a (x — o). Golite die Gevade duvch die in ihren Goois

dinaten e und G, ¢! und 3! gegebenen unkte N und N gefn, fo iff

=3

G P/ B — B :
A= —— = —" id b= AD = DH — AH = NP — AH
RIPY o —
o=
= f — a AP = f§ — au, folalih y — £ = I'U_,_“Jq (x — @)
o — o

43 o
! § — u‘u'
| g e,
o —C

!

Nneberf,
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einander fenfrechte Linien find, die durd) den Anfangspunte
A ber Coordinaten gebn, und man fiber der Abfeiffe AP bie
Ordinaten PM unbd P M’ errichter, fo findet man duvch BVer-
gleichung der abnlichen Dreiee APM und AP M/, baf b
Lerbaltmif von AP juPM dag umgefehree von AP ju P M
iff, fo daf, twenn a ber Soefficient won x in der Sleichung

el i ! T o : 2 =

fir AE iff, — der Coefficient in der Gleichung flr Al fein
d

wird. Da aber die Ordinaten ber lestern Linie

liegen, fo miffen fie nach § 76 bas Seichen — erbalten; bie
Oleichungen der Geraden AE und AT mwerden mithin fein

D e S

)

flimmt bie Sovm oed Dreiectd MM A, wenn M und M/
feiffe AP gehivige Puntte find, und die Seiten diefes D
vermittelft dbev @leichungen der Gevaden, die idh

febe, Teicht Gevechnert. S ndmlih AP = x, fo hat man PM
PM = a’x, qlfo MM/ = MP — M/P —
APM und APM’ geben

TWitd nun AM fenfredit auf AM, alfo Ba Oreieck MA M

fo wird

toeldie @leidhung fich vevmittelft obiger 9

einanber pavallelen Linien unverdndert bleibt; man wird alfo
fur die gefushte erhalten

SWBenn endlih AE und Al, Iig.

Dan Fann M biefemr N
§ 76 uchmen su Dditefens denn die Neigung
AM!, Fig, 74 welde duvdh den Anfangspunir ber Goord

AM?2 — AP2 | PM2 — x2
AMZ = AP? 4 PM/2 — x2 -+ a2 x2, ?

y—@B =a' (x — o).

§ 90.

35, stoel gerade auf

as

unter AB

 §
[ = ax f = = —
¥ Y =B )

efultat gelangenr, aueh ofine Besttg auf
ver beiden Gleraben A M ynd

tmaten gehn, bes
8 34 einevlei b=
Crects Iafien fich

Yy=ax und y = a'x

== ax und

= ax—a'x, und die Dyefecte

| g o
L S

vedyninglig,
MMZ = AMS2 + An2,

TSerthe in
(ax — a'x)2 — ox? + a2 x2




Wetrachtet man nun die den Geraden AE und AT paralles
fen DE und GH, oelche folglich fenfrecht auf einander find,
fo wird man fln ihre Gleichungen finden

y=ax-4 b udy=— i{ x 4 b’ (§ 87)

SRenn die zrveite duvch einen Punft gebn foll, Ddeffen
Goordinaten o« und B find, {o wird ihre Gleichung fein
y—B=—=G—oa
G 91
Qwel Linfen, toelche fich fehneiden, Baben in  ihrem
Durch{chnittspuntt einerlei Soordinaten; man braucht bdaber,
um die Soordinaten des Durhfchnitts gweier durch die Gleis
chungen
r ==-ax -+ b,
y = a'x+ b/,
gegebenen Gieraben jur finden, nur angunehmen, daf die un:
befannten x und v in beiben Gleichungen einevlei TWerth
Baben. 2Auf diefe Weife wird man Haben
ax 4+ b = a‘x 4+ b,

woraus folgt

b — b 5 a'bh—ab’
= —— v = ——
a'— a Y al— a

DMan fieht, vermittelft diefer Werthe von x und y, dap
der Durchfchnittspunte deffo toeiter wvon ben Aren AB und
pevivandelt, Rivd fie entickelt und durdh 2x2 bHividivt, (o eehilt man

. 1 :
w-— aa! = 1, folglich a’ = — —, wi¢ oben,
a

G5 verdient Bemtevft st Wwevden, daf dad Jeidien — hHier die Vevd
an
Wi
Geite tey Ave A B lieqen, wWwie man 8 juctft angenonmen Hat. Die Alges

beutet, die mit dev Gigur vovaeht, wenn dev FBinfel MADMY ein veditey
, wetdher Mmfand nidit mebr eviaubt, daf AM und AM/ auf cinerviei

bra gibt afjp mit Begma auf die Sage dev Linier eine gang ahnliche Bevids
tigung, wie wman bei den numevifchen Siufaaben duvd die neaativen Auflor
fungen erhift, LS S
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A C entfevnt iff, je Eleiner die Grife a’-—a wird, und daf
x und y unendlich grof toerden, toenn a’= a iff, b. . wenn
die worgelegten Linien pavallel find, ober aufhoven fich ju
{shneiben.

§ 92.

Es Fann nuglich fein, bdie Lange der von einem gege:
benen Punft ouf eine gegebene gerade Linie Berabgelaffenen
@enfrechten ju finden, und man gelangt hieju, renn man
die Diffevensen der Coordinaten diefes Punfts und bdesjeni

B

gen Punkes fucht, worin die gegebene gerade Linfe der auf
ibr fenfrechten begegnet.
Sft die Gleichung der erften
y = ax + b,
{o tird bie ber jweiten

I
y—f=—— G—a)

fein, wenn man bie Soordinatenn des gegebenen Punfes durdh
o und B begeichnet (§ 9o).  Wan Fann aber die Gleichung
v = ax -+ b unter der Form

y—f=ax+4+b—f + ae — acx
pber

y—f=a(x—ea)+b— 34 ac
anfesen, bie gegenr bie Gleichung

y—f=— i (x — a)
a

gehalten

b) f— doe — b

S I — _

a(f— ae

X — =

1 - a® Tt A2 = r
| i gibt. @ubffituive man diefe IWertbe in dem Ausdrudt
VE= DT 6= (S a8)

fo wird man fliv die Yinge der gefuchten Senfredhien




erhalten. *)
§ 93.

Das BVorheraehende flifre uns auf den Ausdrud des

TBinkels, weldyen

o

Sinug, des Gofinus und der Tangente des
toei gegebene gerade Linien einfthlicfen. €8 feien

y = ax 4+ b, y=ax+ b
die Gleichungen der beiben geraden Linien. €8 iff o ffenbar,
daf der Tinkel, den fie bilden, unverandert bleibt, wenn marn
beide, fich felbff parallel, fo weit fovtfchiebt, bis fie burcf;
ben Anfangspunfe der Coordinaten gehn; alsdanm yoerdet
fich ihre Gleichungen puf

y = ax, e ey e

geduciven (§ 87). Su diefem Buffande il ich fie betrach

ten, und fie duvsh bdie Linfen AM und AM, Fig. 54, vors
ftetfen.  Dtachdem man auf einer derfelben einen Punkt M’

angenommen hat, bdeffen Coordinaten AP’ und M'P! bdurc

)
Punkt auf die anbere Linie AM Berabgelaffene enfrechee

oo und B bejeichnet werden follen, fo wird die von Diefen

fal

St (=] e o -t . sy
MM durdhy ———— oqusgedrude {ein, weil b = o ift
'[/1 -4 a*®
§ 92). @ept man aber AM' = 1, fo bat man
o’ ~}- u 2 J'!,

und da der Punkt M’ in der Linie A M liegt, bie jur Glei=
dung y = a‘x bat, fo folgt B = a'e. Diefe Sleichung
mit ber vorigen combinive gibe

*)  Site den Durdfcnittdpuntt it nad § g1

meberf,



Gubftituivt man bdiefe Werthe in dem der Senfrechten, fo
findet man

V(+a%) 0+ 4‘")’
und wenn man der @enfrechten MM den Namen des Gi-
nug gibt, den man ibr in ber Trigonometrie beilegt, o twird
man baben
Gn MAMY o o WEXE = Al o
1/(a +a*) (1 +a%)
wenn man v flir den Halbmeffer nimme.

Rieht man das Quabrat bdlefes Ausdruds von x* ab,
fo wird man den des Quadrats des Cofinus bdes IBinkels
MAM' Baben, ndmlich
r? (1 +a%) (r + a™®) — r®(a' — a)?

(rt +a*) (x + u"’j
_r® (1 +2aa'+ a*a’?)
L Ry (x4 a®%)

(cos MAM')? =

und wenn man die Quadratwursel nimmf, {o erhalt man

V(o +a*) (1+a?)
Endlich Hat man fhr den Halbmeffer x
sin M A M! al = g
e MAM = e 2 T T O
5518 cos ML A M/ 1+ aa'’
Seb atte diefen Werth unmittelbar aus der in der Ta:
fel ©. 58 beigebrachten Fovrmel
tep =k tg g
t = gD L
£ (B i =os iP i
Berleiten Eonnen, mweil der Winfel MAM por Unterfchied
3wifchen den LWinfeln BAM und BAM iff, und man bnber,
toenn Diefe [eBtern durd) p und q bejeichnet toerden,




A' — g

top =a, tgqg=a undtg(p—q)= -
1 - a:

Baben wird; ™) allein diefe Fovmel beruht auf benen bdes ci.'[:'en
{3, telche wir vermittelff einer Conftruction erhalten Baben, und

ich Habe miv vorgefet, ous bden blofen Gleihungen der i

nien alleg dad wbjuleiten, was jur Anweadung der Algebra

F bie Geometrie erforderlich iff.

§ 94.
®ie § 83 erbaltene Gleichung flir den Kreis gilt nur
flir einen befondern Fall, weil man ben ANittelpunft als
denn Anfangspuntet bder Goorbinaten angenommen und ihm
padbureh eine Deffimmte fage gegeben Dhat. Um  bdie Glei:

yemeinern, muf man bie

chung diefer Erummen Linie g
Gleichung flr den Kreis DED'E, Fig. 51, fucdhen, indbem
man den Punft A, welcher gegen den DMittelpunfe A eine
beliebige %a i ber Goordinaten an:

nimmt, und

g bim .1.1,\.\ fein, analptifch ausiu:

oricden, daf jeden Punktes des Umbreiz

dBenn man nun die

bie Coordin

fes vom SRittelp
i"{i:i;n AUAY unb ATA,

fen deg
‘\"[.l'-'\'l] .I,';Lm };4 lll \m ( i
A {_‘) — i\) M = ¥

)
-
=
-
-t
=
-
+
o
F
=3
e

f::l-s, L‘u!'d)

I
feit, {o wird

woraus fich, toenn man Deide Theile quabrive Mﬁ entwidelt,
x? — 2px + An“ 4 y*— aqy + q° = r?
eraibt.

al— a
*)  Aud dem LHevth — v
£ 1 - aa’

fev die Ausdritcfe fitr den Cofinug und Sinug Hevleiten, wenn man fid e

fite die Tangente ficfien fich feicht ek

RGN R b Ll il 1
tnneet; daf fily ben Halbmeffer ) seca =11 4 tga*, cos a = —

y & &
sin a = 1/1— cos a2 iff, Heberfy

Trigonometrie,




B e s Dt

n-——--u.-—-—-"_:-v-—-w-——“"-‘-_—'

Diefe lektere Gleichung iff die allaemeinfie, welche man
fiir den Kreis evbalten fann, indbem man ihn auf fenfrechie
@oorbdinaten begieht; fie fann nur duvd) die Deffimmung dev
trei Beftandbigen ®rdfien p, q und r, von denen bie beiden
erften bie fage des itfelpunfts beffimnien, und die [ehte
ben Halbmeffer bejeichnet, flir einen befondern Fall eingerich:
orei Bebinqungen erforders

tet werden. Hievaus folgk, da
5

f
lich find, um die Lage und Gridf

fe eines Kreifes angeben ju
Ebnnen, und dies lehren auch die Elemente der Geometrie.

TRollte man einen Kreis Lefiimmen, welcher durd) drei
Puntte gebt, deren Eoordinaten

e und @, o und B e« und g4

= t 1 .
find, fo wurbe man e, «f, o flatt x und g, B, B flatt y
feen, und auf diefe ZBeife folgende drei Gleichungen bilben:
32
4

gl redipei it Rt iesio g B g I

rg

«? — opa’ 4 p® + 7 — e qgf! + q° = r?

a'® — epa’ 4 L): - fi'”“’ —-— 2q ["j""-i- (==
weldhe nur drei unbefannte Grifien, namlich Pr q und r ent:
balten.

Jieht man nash ecinanbder bdie erfie von ber jtoeiten und
von der dritfen ab, und IRt die fih auffebenden Glicder
eg, {o wird man Haben

™~

2[(e—e') p+(F—f) gl —(a® — o’®) — (§2—F?) =0
e [(a—a") p+(B—pF") q]— (e —a”?)— (B*—p"%)=o0.

Diefe beiden Gleichungen jeigen, indem fie blof nodh p und q,
und giear nur vom erffen ©rade enthalten, dafh der Mittelpunte
des verlangten Kreifes nur eine eingige Lage haben Fann, und,
was den Halbmeffer anlangt, {o it er, dba man unmittelbor

r =1a" = gpe + p° + B°

=2 —;jq__-'
erhalt, nur einer eingigen Grhfe fabig; mithin fann man
burch drei gegebene Punfee nur einen awnjlgen Kreis legen.




Refultate der Aufldfung obiger Gileichungen flir

pas Folgende von feinem uGen find, {o werde ich fie niche

pollfihren; nur bemerfe idh, daf fie fich durd) die Symme:

3

der barin vorfommenden Grofen abEhrsen [(Bfc, welde

leicht auf die in Dden Elementen der Geometrie gegebene Sone
3 P S S

firuction fubren wirde.

§ 95.
Die allgemeine Sleichung des Kreifes

2 2

x? — apx -+ 11": o e A I T Llﬂ — i
Fann auf verfchiedbene AUvten wveveinfacht werden, toelche be:
mevft ju werben verdienen, weil bdie Fovmen, die fie bann

annimmé, baufig in der Analyfis gebraucht werbden.

@eht man p=o0, q=o0, alfo den TRittel Ipunft in

ent ‘lhl“u':]:=~:|p}_[ per Coordinaten, fo erbalt man wie oben
(§ 83) = B i

Um den ‘Jl.']:;'.1;1.;:i;~unf‘1 auf den Umfong bdes Kreifes u

bringen, brausht man nur p® 4+ q° = r? ju T"-‘L"-\““; benn

da 1/p* -+ q Dden Abffand des Mittelpuntts vom Anfongs:
puntt ausdrudt, {o folgt, dap biefer Abftand im gegenmwdrti-
gen §all dem Halbmeffer des Kreifes gleish werden mup

Die Gleichung des Kreifes wird alfo nun
x? — 2px + y°* — 2qy = o
fein.
Nimme man endlich gréferer Einfachheit wegen den
Anfangspuntt der Soovdinaten im Enbpunft D’ des Durch:
nieffers an, fo wird, da {fich dann der 9

ittelpunft in der
Ape der Abfciffen Dbefindet, bdie Ordinate deffelben Null und
feine Abfciffe p bem Halbmeffer ¢ glelch werben, und bdie
obige Gleichung vermwandelt fich in

12 —_— 2TX ~ v* = 0.

Die lehtere und die erffe Gleichung x® -




wor Denn Glefchungen bes Kreifes beven man fich

am bdufigffen bedient. *)

§ 96.
Nachdem das BVorlergehende wobl aufgefaft iff, werben

fich alle Aufgaben, die mit Hinficht auf die gerade Linfe und
benr Rreis vorfommen Ednnen, leicht auf die Algebra juric:

fibren [affenr, chne daf man anbdere Eigen|

fligen Dreieds

braucht. *") &3

ven, als die zvifchen ben Geiten eines rechirwi
ftatt findende Vegichung gu Lerddfichti
fei suvbroerft folgende Aufgabe 1\@1".;"Ech.

s find swei gerade Linien AE und DE, Tig. 35,
durch die YWinkel, welche fie mit einev dvitten AB bils

eveinfachung der alfgemeinen Gileidinng
==L b Ap Sy
Gnbet iiberhaupt in folgenden adt Fdalien fatt:

1) Der 5
man Gat :c"’ — 2px + p? 4 L o2ry = 0.

— 2qy + ¢ =

die re der Abfciffen. Dann iff @ = T UMD

2) Der Kreid devithrt die Qire der Ordinaten. Dann ift p=r und
man hat x2 orx 4 y? 2qy + q2 = o.
5) D YAven. Dann iff p = =T und man

pat x2 — orx + y2 — ary 4 1f = o.
8 qefit buvd) den Unfangsvunft dev Goorbinaten. Dann

it p2 + 9% = 2 umd man Hat x2 — 2px 4 y2 — 2qy = o.

5) Der dittelpuntt Hegt i:: ber e ber Abfeiffen. Dann if g=o
und man Hat x2 — 2px 4 p? 4 ¥y = 1",

6) Der Mittelpunit [n'::r in ber Are Srbinaten. Dann it p=o
und man fat x2 4 y%2 — 2qy 4 q* =
7“}. Der Mittelpunt in efmer ver Arem und der UmFreid aeht
suveh den Unfangspuntt der Goords
q bie eine = © 1nd Die andere == T und man Hat x2 — 2rx+4y%=o,
g§) Dev ittelvuntt lieg

Dann i p = q = o umd

imaten, Dann ift von den Grofen p und

in bem Anfanaspunft der Eoordinaten,

%2 L y2 = r2. Meberf,

fung in den feinen Elementen
svfunaen and ver Gongruen; der Dreiecte

*‘-) Hr. Begendre Teitet
per Geometrie Teig
permittelft
find feiver 3
nen, nind dem &
den burdh ummittelbave Unfdanung cxhnlten

vend fiers aftein feine Betradtungen

sur Grundl bie:

aug

onnten, wel
Herveraedr,

jene nnige licbevseugung ge

e

e
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und -*:-ﬁ"c{} oenn Theil AD  bdiefer dritien gegebers,
(chert fich faffens man oIl in er auf
C einen Punft G von der Lage

{ 'K, welcher von der ourch die:

-

yavallel gelegten Gevaden GK 3wi:

o

3 erthalten ift, von einer gegebenen

/

::.
o
J
=
o3
:
l‘Q-
-
=

L der Gleradbenn AE und DE ju
bi feien a und a‘ ble Tangenten ber SBinfel EAD und

IDA, tweldhe fie mit der Geraden AB Dilden. Diefe Se=
o Ape der Abfciffen und A al8 Anfangs:

binaten genommen. Die ge:
Q-
e

vunft bder rechtwinEligen Coor
cherte AD will {ch mit e begeichnen. Die erfie gerabe
nie wirh ur Gleidhung y = ax Haben, tweil fie bdurch den

pwoeite, weldhe bdurdh) ven Punt D gebn

=0 t}-{', ird

Punkt A

foll T'f-r
foll, fur
y=—a (x— a)

Y, inbem a' negatiy ju nebhmen ift, el y abnimme,

fein (§ 88),
wenn x wichfE. **) Die beiden Gleichungen find alfo

g

V= ey (x — a).

Um die Punfee H und K ju erbalten, o bie gera:
pen Yinfen, toeldhe ichungen dargeftellt find,
gon ber su AB paralielen GIK gefchnitten toerden, braucht
man blof v = AG u feen. TBird nun AG mitt begeichs

bureh bdiefe

nef, {0 Hat man
f =ax, t=—a' (x — &)k

+)  on bevfelben Anfaabe i bereit? §75 it <L\!!"11¢111€ Aufidfung
aeatben wordei. tleberf.

Hey
ULl

te Qipie LAfE fidh aud feidht

peun b Hat Hier, wie

) ©ie Gleidung filr bdie 3
altaemeinen Sovm
aman ledit fieht, wen
Sperth ~— af weil &g

: Loalg = — & (X — &)

y=—8'x 3 a'ac =
ebetf.

ax -4 b (§ 57) ableiten;
| b, i, bie Tangente bon LD B, ven

[ ol
th a‘ey 1

EDA =a’ qefeist worden ifF; folalid) ift

e ———

-
C

—mem - R,
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Nimme man aus jeder diefer Gleichungen den IWerth von x,
{o bat man
t a'ce — t
X = — X = ——
d da
Diefe Ausdrlce find die per Abfciffen Ah und Ak, deren
Unterfchied hk = HK ift. Degeithnet man dure

m bdig

Ti. €~ TIm 1 -~ ~ .
Grofie, welthe HKE Haben foll, fo wird man finden

a'oc — 1 o
mes —_ — "
al a
woraus man jieht
aa'm= aa'e — at — a't,
folglich
(¢ — m) aa’
= — — ——
a -} a'

Dies iff der FWerth von AG, telcher der vorgelegten Auf:
gabe ein Genfige thut.

¢ 97.

SBenn man dbie Linie HK, ffatt fie von einer befannten
®rdfie m anjunchmen, der Linie AG gleich fegt, ober, mit
anbdern LWorten, ein Quabdrat in ein Dreied einfehreiben will
(§ 66), fo hat man

veoraus folgf
aa o

3

§ 98.
&s fei noch folgende fchon § 78 oufgeldfte Aufaabe vors
aeleat: durch einen beliebigen Punke E, Iig. 28, eine
gerade Linie devgeftalt su legen, daff der Theil D'E’
Oiefer Geraden, welcher swifchen 3wei einen vechten
Wintel BAC einfdliefienden Linien liegt, von einer
gegebenen Grofie fei.
Wenn e und B bie Soordinaten des gegebenen Punkts
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E bejeichnen, fo wird y — g =— a (x — o) die Glei=
efen Punfe gelegten Seraben KDY fein.
braucht man blof AD!

Berth vou y, twenn x=o,

dhung der durdh bdi
Um bie Cange DB gu erbalter
und AF' ju beftimmen, d. b.

ben von x, wenn y = o iff, weldhe Annabmen folgende

und

ishungen geben:
y — f = a8, — g=—a(x— o),
¢

woraus man 3lebt

/

= f + an = ADY, x = —

und da

—
o
—
=
£
-

| S50 0 f— Ff/ (’:—1- .u’(): -+ — (: L El(!‘}
:(J‘ - an [’r[—_TT—
= e S — et -
a

@est man F'D! = m, und erhebt die Gleichung jum Dua
[thaffen, fo entfieht

drat, um Die FLBi:;'gc[;,z'Ewglc 1eq;

2 (’ = AN 2
me = L - ——-) (x 4~ a®)

biefe Gleichung entroicelt und nady dem Budhftaben =

geordngt, {0 verwandelt fie fich tn

L3 B2l gt —ant 2 f3 =
a2l I~ a'd——ad ‘ET;—: 0,
o 0" (44 o
cine Gleichung vom vierten Grade. Macht man § = @,

e
. nimmé man den Punkt E in gleichem Abffande von

b. |
ven Aren AB und AC an, fo erbalt man
A - ga? — m?
a4+ 28’ 4 —5—— a?+4-2a -4 1 =0
o

eine Gleichung, toelche auf die mit (3) bege ichnete deg 78{ten §8

suciidformme, twenn man a in z und @ in a permanbelf.



§ 99.
gefundenen
Forineln auf bie Unterfudbung bder wors juglichffen Eigenfihaf:
fen bes Drefeds’ anwenben. Ku Diefern Ende
groet Puntte M und M, Fie. 36, an, el
fangspunft A ivgend ein Dreiect bilben;

bie Coordinaten bdes crften \nr-:h @, 3, bie ded zveifen durch
ef, B fo werbden die Abftan AM, AMY, MM

@eiten bes Dreiecks ausmadien, fich nach § g8 dur v}

S werbe jest bie fiir bie gerabe Linfe

nehme ich

the mit dem Un-

bejeichne ich nun
» telche Ddie

]/'a. D &

/& + i.,’.', l_,,,-@f'_?'{;)':g“ "(.-"f e 'E )k

augbriicen laffen. Sekt man AM =, AM!=c', MM'=c",
o wird man diefe Gleid

ngen erbalten:

2 Re

CrF = o —+ 2
o r R'Z

el —E So T

I
I

ea'ol 4 o® - §'2 —

und wenn man die lebte von Ber Summe bder beiden erfien
abaieht, fo entfieht

o "

2L 0% s g e (oo’ |- BB,

alfo
o p
it ore
o' 1= Bl = S -
[ o

Die Gleichungen der Linien AM und A M werd en fein

5 ‘."3‘

{
o e v s (5 o
Y e r J o' (.‘, {}.r’)a

~

und der Cofinus des Winkels, welchen fie einfshlicfen, 1oird
sum Ausdyud haben (§ 93)

8B
I l ,_'__, —_—
oo

V2 G+

ekt man, wie in den Einusre;‘ﬂn, r = 1 und fubftituirt




‘t"r![' a? - [’jr o'? {6‘ e e ﬁ{'ﬂr l'l(}'i'? Q_GL‘NBF c? G'EJ

E g ottt ) .
S -, {o tird man erbalten
2 g o
: " ¢? 4 'F — "2
cos MAM! = ————
2c¢e!

eine Gleichung, welche eine Nelation jwifchen ben drei Seix
for und einem der IWinfel des Drefeds MAM' angibt (vergl.
§ 38). BSieht man in Crivdgung, daf der Winfel MAM!
dor @eite MM = c gegenitber [liegf, fo wird man fich
foiche fiberjeugen, daf man flr bdie Winfel AMM/, AM'M,
toelihe den @eiten AM! = ¢/, AM = o gegentiber fiegen,

folgenbe Gleichungen erhalten n affes

2 i (lrr.)r [‘,7,

cos AMM = —m—
a ¢ {'fi

‘o 5 i

- C- 4+=c T — "

o ATV ol e
Qcil.if

Perelchnet man alfo bie Winfel MAM/, AMM, AM'M durd
i wt o m fo wicd man folgende drei ©leichungen erhalten:

.
Y

o o J!.:

¢ 4-c® — 2ec! cos ¥ = ¢ ]

c? -¢® ~ gce! cos ¥ = c* (A
o "o ool 3

C“—= C = == 2¢'Cc” COS ¥ = C

2Avbive man bdie evffe und sweite, dann bdie erffe und
pritte, endlich die jweite und bdritte diefer Gleichungen, fo
wird man bdbrei Refultate erhalten, welche tach einander durch
2¢, 2c, 2o theilbar werben, toenn man die ben beiden Theiz
fen einer jeden Gleichung gemeinfchafelichen Glieder wwegge:

loffen Dat; e8 entffeht

¢ — ¢ cos pf — cM cos ¥ = o
¢! — ¢ cos y' — ¢ cos ¥y = o ¢ (B).
¢!— ccos ' — ¢ cosy = o

Diefe Gleichungen toerden unmittelbar erbalten, twenn

mon nath einander von jeder Winkelfpie deg Dreiects auf die
I %
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aegentiberftehende @eite cine Senfrechte fallef, und bdie Abs
fihnitte diefer Seite bevechnet. TMan hat namlich Fig. 15

AD = AB cos A, CD = BC cos C,
alfo AD 4+ CD = AC = AB cos A + BC cos C.
©et man AC=c, AB= ¢!, BC=c" A=y C=y'
fo erbalt man

c.= c' cos ¥ -} c" cos ¥
ober
¢ — ¢ cos y! — " cos ¥ = o.

Auf eben biefe TWeife wirde man ju den beiden andern
Gleichungen gelangenm.

§ 100.

Obgleich die AUnzahl diefer Sleichungen drei iff, fo fann
man dennoch nicht die Seiten davaus finder, wenn bdie drei
9Rinfel befannt find; Ddenn wenn man bdie IWerthe von
&, o), o vermittelf ber allgemeinen Ausbriice fir bdie
durch brei Gleichungen deg erfien Grades beffimmten Unbe:
fannfen fucht, {o wird -man o finden, weil bdie beFannten
Glieder feblen. Alein eben bdiefe Gleichungen verwanbdeln
fich in

1 —p cos y" — q cos y' = nl

p— cosy’!— qcosy =o0p (C),
qi— cosy — p cos y = o,s

Cl .n’l

Wenn man T Py e = fekt; fie geben algbann bdag

Berbaltnif der Seiten des vorgelegten Dreieds, *) und auf:
ferbem eine Dedingungsgleichung, bdie man erhalt, wenn
man p und g eliminivt. @ie iff

" ta 1"
I — coS YT —cosyT ~—~cosy © — 2icosy cosy’cosy! =o.
Der erfte Theil {ff genau der gemeinfchaftliche Henner der

*)  @ans itbeveinftimmig mit dem, wag die Glenentavaeometrie lehre,
Pah bie TRinkel ¢ined Dreiectd nidit bie Guvofe, fondern Blof die Fovmr def:
felben bBeftimmen, Meberf,




aus den eben aedbachten allgemeinen Ausdricten BHevgeleites
b Derg
ser Unbefannten o, ¢, c¢’. @elt man bdicfen

ten IBerthe '
Yenner gleich ull, fo gebn Ddie TWerthe von c, ¢, ¢ in
fiber, und bdie @citen bleiben folglich unbeftimme, wie

3 auch die mit ben Gleichungen B vorgenommene Umfors

mung eigt.
sgleichung, weldhe ich eben angeflbre

bie Berichung, fn  welcher die drei IWinkel

~JE5

babe, enthalt
p¢ und g s cinander fiehn miffen, bdamit ihre Summe,
v Otatur des geradlinigen Dreieds gemaf, joel Nechte bez
trage. < Lm fich Dievon u fiberjeugen, muf man vermit:
telff bes SBerths won cos (p=q) (O 11) bdie Gleichung
— (' 4 9")] = cos y entwideln; man wird gus

worberft finden

— cos (¢ -+ y") = cos ¥,

wenn man erdgt, daf sin 27 = o und cos &7 =-— 1 I[ix
Hierndehff evhalt man
— cos y* cos y - siny' siny! = cosy,
woraus folgf
cos y -~ cos ' cos p! = sin ! sin 3,
. e oard NS oy )2 LAY i
alfo  (cos y = cos y* cos j )2 = sir % sin ¥

e

= (1 — cos %) (1 — cos -y”:),
und nach gehbriger Neduction wird man auf bie obige ®lei=
shung Eommier.
@g werbient bemerff ju woerden, daf die Gleichungen A
mit Begug auf die geradlinigen Dreiece eben bad find, was
bie &I ci.mm-‘.],cn B des 47ften §8 mit Dejug auf die fohaviz
fthen, und daf fie germittel{t einfacher Umformungen auf

die Gormeln jur Aufldfung der erffern D

reiece !:...,.".‘i‘.. )

*) Die Gleichungen (A) acben unmittelbar bie
finfaen ©veiece fi Den Fall, vaf jwei Seiten und
AN

s3infel DeFannt find, o wie die Gleichungen (B) dev 47RN

fily denfelben Galf, und o wie diefe leitern

vifehen
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§ 101.

Um Ben Flacheninbalt bes Dreieds MAM', Fig. 36
it echalten, muf man vom Puntt A einen Perpendifel AD
auf dle Seite MM fallen, welche, indem fie durch bdie Punkte
M unb M‘ gebt, bderen Coordinaten e« und £, «' und g
find, jur Sleichung Haben woivd (§ 88)

Vergleiht man bdiefe Gleichung mit der allgenmeinen Fovin
y = ax 4 b, fo wird man finden
B —.’J‘) 53 m‘ﬁ'—-—-ﬁ-‘

! o -—_

Erwagt man aber, baf im g2ffen § die Duchffaben « und £

diec Goordinaten bes Punfes begeidhuen, aus weldhem bdie

@enfrecdite gejogen wird, welde Coorbinaten im qrgmmﬁrf

tigen Fall Null find, weil bdiefer Punft der Anfangspuntt
, fo wird fich ber Ausdrud

—

feidhte Umformunaen die Tormeln fily alle iibriaen Salle ded fohavifden
©vreiectd darbieten, wie an {einem Ot geseigh worden iff, {o aeben die Gleis
dungen (A) bie fiiv alfe fibvigen Falte ded geradlinigen, AWie davaus die
g ber Dreiecfe fiv die beiben erfien Falte gerolgert

icthode sur Aufl
serbe, verbient hiev nodh gegeiat au werden. SBenn man p undb q aud den
Gleidungen (C) entwictelt, fo erhalt man

il +2 sl o posa cos sl
1 'nr/ cos ! - oSy o8y

1\:

1 — COS %

'

q:‘.{

Da nin die Tvigonometvie fehrt, bdaf ¢ ! ¢ = sin y : sin y' und
¢ 3l =siny i siny"if, fo mitfien fich vie (o cben gefundenen us:
dritcfe anf diefe Werhartmife surircEfithven Iaffen, tmd wivklid) evhAlt man,
wenn man 3. B, den evfien fir p gefunbenen Ausdruck nimmt,

c! 1._.,ur~3 s

i A —

o l '_ ar 35 2! - -
Cc cos ‘f 1T C 0§ 7 cos 7 —_— U l —r- cos // cos )u
g3 i Sin /-,-“-‘ Ak 77‘\[‘-{,1 ¥ (, gl SEl r_
T eO8 Y COS A e SISt s dos v ooyl AT | T
cosy cos - Stn Y sin g + €osy Cos Jur’,’ sin 3 sury

Heberf.
*) ! it Bier Eleinev af8 o, bev Qenner Witd alfo negativ, mithin
andh a, Wwie ¢8 die Lage ver Qinfe MM/ mit fich brinat, Heberf.




der Sentrechten auf
= a'ff — af

Vi + a® (o — o)+ (B"— B)*
o e T RN R T T B T
veduciven; und fest man c* fiatt /(o' —@)® 4 (§'— )7,
fo oird man erbalten
AD =

el —a'
=) ol '
Permittelft diefes TWerths ergibt fich fi
bes Drefeds MAM!

1\'1)1' b4 JAD yial: S At ﬂ;f@l‘_ (,l!l?
=3 e T T e T

2}

v den Fladheninhals

2
ein Ausdrud, welsher dbadurch bemerEensrerth iff, daf er
den Glicheninalt eines jeden Dreiecks, deffen Spige in A
fieat, vermittelft ter Goordinaten ber @dheitel der an ber
Grundiinie legenden SBinkel finden lehre.

9an Eann ibn in cinen -andern wvermwandeln, weldher

Blof von ben @eciten abhingt. Bu diefem Ende muf man
Die beidben Gleihungen

C‘C“""rﬁg:‘('ﬁp “'2%—(3!'3:0.

'o

in einander multiplicivenn und vom Produft das Quadrat von

i T o e ]
e - B0 = ———— (§ 99)

abiichn; man wird dann erfalten
L3 fa L)
; es (P42 —c"2)e
242 ¢ w2032 —oaa'f = c? ':'"--—-(—.—.-_-——u..
o die i iR pe ; 4
RNimmt man die Quadratwureln und bringt alle Glicder
pes jweiten Theils auf einerlei Dtenner, o findbet man

(z{j" = [‘c’{j = ; I,//}_C': -{,."i_“—_"(t__;"5'7-}-7(;"'5-:"3_)-3,
und der Flacheninhalt des Dreieds wird fein

VG TT— (e F T — o

-

7 SO SIS

s



ein. Ausdbrudt, deffen Cnfwidelung mit dem NRefultar t
64ften §3 dbereinffimme.

Wenn man fich nun einen vierten Punfe M worffellt
beffen Coorbinaten o, 6 find, und die AbfTande A M M M«

M‘M" bureh d, d’, d” bejeichnet, fo wird man Haben

o

o

(0! = e)® 4 (B — [

(o) i —~g)f = d'%

itwidelt man die beiden [eBiern G \u[\imw. und {ulfti

1
fuivt ftatt der (‘51‘[\;‘:.‘11 G 8 o'l + | i il :‘J‘”’
ibre Werthe c*, ¢'2, d?, fo wird man erI;;n.Ir:a
¢t 4+ 4° — 2 (aa 48 e —d &
<% 4= A% — o (ot 4 BI54) = 472
und Mct man gur AbEirzung
F EEdd eted X o 1 oid=r =2 gl Ly
R
fo tvird man baben
Ll, = nao' - {}";’3"', 11,, = ‘o’ ol |- ‘5'}"}”.

ANimme man in diefen Gleichungen die Terthe von o’ und B,
velehe find

ol = ﬂf‘j}: !—,]_.?, g o E e B0 :
aft — a5 of )V — o ‘p
um fie in bie Gleihung "2 4 72 = a2 g {eBen, unbd
nimmt man dabei auch auf die (\mufmm‘n
0 4‘ £ ‘L:, a'® = ¢t

Rudficht, fo wird mon finden

o

c?d,?+¢'%d,2—odd, (ae'4-£8)=d :((fﬁ"——-a"ﬁ)g. (D

@e 1[' man dann ;rqfr oer (\)LL\B\*[, oo +- { 35 und at’ila_ a; ]
egn § 99 und 101 erhaltenen TWerihe
¢ =t (.{.‘: VI f’”L‘ . T T R T e IS RSN i hereey £ 5, o
T VAT = (R T= )

, foieber




1h3 | &=

cf e di—d® ©lpdt — 4t
b 3 ’

=

fo tird die Gleichung (D) nur die fechs Abfiande

AM, AM!, AM“, MM/, MM¢“, M'M¥,
enthalfen, welche die vier Seiten und die jwei Diagonallis
nien des WVieredfs AMM'M“ bilden. $Benn die vier Seis
tenn und eine ®iagonale befannt find, fo fonn maen die an:
bere Dingonale davaus beffimmen. *)

§ 103.

SBollte man bden Punft MY burdy die Dedinqung be:
{fimmen, bdaf Dbie drei Abftande AM”, MM“ M'M“ einans
der gleich fein follen, fo wirde biefer Punft der Mittelpunts
bes um das vorgelegte Dreied AMM!' befthriebenen Kreifes
werben, und ¢¢ rolirde

di=id" =rds
mithin

]

g

3 c 2
dz=*f du"‘:‘"ﬁ_

fein. Die Gleichung (D) verwanbdelt ficdh dann in

ctct - c?et—ect 't (mal'+ B 5) = 4d° (2 f'— o' B)2,
unbd wenn man fir ea' 4 BB feinen TWerth feht, und er
wdat, daf man, wenn bder Flacheninbalt des Dreieds AM N,
Gf,l')"‘ —_ Dt'ﬁ

ber nah § 201 ift, bureh S begeichnet pird,

(2f' — o) = 48°
erhalten miiffe, {o wird fich die Gleichung D auf

¥) Dudh die gedachten Subfiitutionen geht die Glidung (D) in
in folaenbe itbev:
o2 \;c"z + d2 — duzj: _{_ ef2 (C: _‘L rs | S d::‘)ﬁ

— (¢2 4 42 = &%) (7 4 32 — d4%) (¢ 4 &% —e2)

— 2 [."fC: cl2 -—(C"" _J'_ ¢l2 — crr:'/‘.] = 0.
et man die Entwictelung weiter fort, {0 evhalt man swar mit Vesug
auf jede bev fed)s davin enthaltenen Grifien eine Gleidumg Yom vievtes
Grave, bdie fidd aber nad) Uvt der auadbratifhen Gleidiungen behanbeln Ift.
Heberf.
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C - t_": l'.‘ui = 106 llfs:"

geduciven.  2Wir ziebn bieraus

ginen febr einfachen Ausdbrud far bden Halbmeffer des um
Das gegebene DOreied befthricbenen Kreifes, und wenn mar
in die Werthe von a und £ fatf d, und d

fa

14 SN2 ariR s
1pre aserthe

C C = . e . . - % Vv isg
— und — febt, fo erbalt man die Coordinaten des SMittel

o

puntts bdeg Kreifes, *)

§ 104.

bert {o [leicht toird es fein, bie Coordinaten des TNt
IuUlll’lHD bes eingefchriebenen RKreifes, und den Halbmeffer
Deffelben ju finden. Jn Ddiefem Foll befindet fich ber Punks
MY, Fig. 37, innecbalb des Dreieds in einer folchen Lage

baf bie aus bemfelben auf bie Seiten AM, AM/, MM/ :c:

fallten Senfredhten MYD, M“E, M“F cinanbder gleich fi

ilm diefen UmfTand analytifth ausjubdbrlicfen, genitgt es, die
Gleichungen der bdrei &eiten ju bilben, und baraus vermit:
felft der Formel § o2 die Langen bder von dem Punfte MY,
beffen Coordinaten o« und p“ find, auf die @eiten gefaliten
@enfrechten Derjuleiten. Nun find diefe Sleichungen

7 == _"? x 7o *’_‘ (S 87),
¥ B A et X 87
g — B
Y= [;T:__E o
Die
*)  Mamlid
ol = i |
ﬁ“‘ — d,
eclch ccle
Bs d = —— folgt Hodh S = ———, cine fehv einfadie Sovmel fiv den
45 4d

Snfalt bed Dvetects, duvd) die drei Seiten und den Halbmefer ved umges
(dyvicbenes Kveifes ansgedviickt. Hebervf,
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bie auf diefelben Herabgelaffencn &entrechten werben bdem:
nacdy aum Ausdruc Haben

Bt — oV o! 31— !
MAD — a3 o M/E — ,J_ _____u
L /a® + ° o 3
- "U 7] i
NYF (o' — (1)! “'-(\1 — )}(I”—f— 153 -——r_;‘:,’
. = i
(o — a)°
wofiir gefchrieben werden Eann
3 o _')'u R , 4 )’n s aJ u
MUD; = 2ETT 0 ooppiias 26 e
C (o
MUE . — (@Y= B) — (@B —oi3) 4 (i i)
= c'f =g
inbem man ftatt ber SBurgelgrbfen ibre Werthe ¢, of, o
f\‘lﬂ‘;i’,

Evinnert man fich nun, daf die Formel, tvelehe die von
cinem Punft auf cine Linie berabgelaffene Senfredite aus:
bride, durch eine Ausjiebung der Quadratwuriel erbalten
worben iff, undb bdap fie folglich fowohl pofitiv als mnegativ
genommen werbden fann, fo mwird man baraus {dhliefen, daf
feber ber obigen Ausbrice jwei Werthe hat. Um blof bie
pofitiven u gebrauchen, muf man n Ertwagung iehn, bdag,
ba fich nach der Figur bdie Linie AM

ber :‘I}'C AB der
Abfciffen weiter alg die Linte AM entfernt, und aberdies der
F

Punft M* jwifdhen der erfrern und lektern [lieat, man ha:
ben muf

7 - PR 4 AR } T T -
o' o o' o o

RN S o £ B S
o

ober, ras einevlei iff,
o' > a'g’, af' > a'f3, aﬁ“ > a'B,
woraus folgt, daf tman, um ecinen pofitiven TWevth ju evhalz
ten, dem Ausdrud der zveiten @enfrehien ein dem obigen

tes Feichen geben muf.

Da ferner bder Punft M” unter der Gleraden MM

liegt, deren Gleichung

entgegengefe

Trigonometvie,




i
€ D
(

fein, cine Dedingung, nadh welher der Ausdrud flir bdig

dritfe Linie pofitiy iff.

Detrachtungen

MUR. =— - — i

est, und bdie Produbte ec, e'c!, e’ addirt, o erdalt man
¢BT, r ! Y

aadh den Neductivten

qiah ad

ec + e'c! 4 e = 0" — C‘('."!')'.
Dicfe Gleichung ift f ju verificivens benn bdie Probducte
ec, el Bl . E‘l'ini\”ii Die 'S!\Il'l[}\'ili!ll}u‘if\‘ ver Dreiede

AMANY, MMM burd) 2 multipliciee aus; die

Slachen it ber Flache des gangen Dreiecs

AMDNM gleich, melde

burdh S begeichnet mworden iff,
Wenn man e = ¢’ = e foht
fo bat man e =

und wenn ¢ = o = c” if, fo
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Der erffe diefer Ausdriude iff der des Halbmeffers bes
eingefthriebenen Kreifes, und ber jrveite geigt, daf, wenn
man von ivgend ecinemt innetbalb eines gleichfeitigen
Dreiecks genommenen Punkt euf jede Seite defjelben
eine Senbrechte fallt, die Summe diefer Senkrechten
oer Bobe des Dreiecks gleich iff, weil man, wenn bie
Seite ¢ gur Srundlinie gencmmen und die Hobe durdy h

Degeichnet toird,

erhalf, welches gibf

or

Aus
noth eine Utenge anberiveitiger Folgerungen zichn; allein das
DBeigebrachte iff fur meinen Swed hinveichend, und ich 1will
nur noch bemerfen, daf es bei allen geradlinigen VielecFen
Gleichungen gibt, die den unter (A) und (B) im ggften §
entwwidelten analog find, auf diefelbe IWeife erhalten tverden,
und eben o auf die Eigen{haften bdiefer WBielede flibren,
wie bdie Gleichungen (A) und (B) auf dle bdes ml’t‘ia‘d"ﬁ
Lagrange Hoat eine AbGandlung fber die Tefraeber gelie:

er bisher auscinanbergefeiten Xheorvie liefern fich

fert, der das Hier Vorgetragene als Einleitung dlenen iamt
A
und bie fich leicht auf die vielefigen Korper qusdehnen licfe,

menn men von den im flnften Kapitel des erfien Dandes

*) aan evhalt noth e = —— fitv ben Halbnteffer des in ein aleic
DS ;
tige8 Dveieck eingefehvicbenen Kreifed, Um .vie Coordinaten ded Mittelwtnfrd

3 findenm, deven im Unfange diefed S8 aedadt worden i, entvicele man
B e 3 el o w0 il ! i
o' e 57 ané ben Gleicdhungen - = e um
. C ef
A 25
= e/, fee dbanm e = e und [ubfittuive bdafite feinen Werth ——
+ ¢f - e

Lk YR 1o we! 4 we
Auf diefe Weife evhalt Man «! = B, 5t ¢ nd
cw-vﬁ el

meberrs.




graly

meines Lehrbegriffs der Differential-und Jnte:

echnung beigebrachten

Fovrmeln Gebraudy madte. *)

§ 105,

®ie Verbindbung der Gleichung ded Kucifes mit der der
geraben Linte leitet auf verf{chicdene Elgenfchaften, weldhe aus
dem Rufammentreffen biefer Sinien folgen, und gibt die Auf
[bfung aller der Aufgaben, in Ddenen bdie Unbefannte nidye
pen jroeiten Grab {iberfieigt.

€ fefen x* +y° =1® und y — f =a (x — &) diefe
@ie jur Deffimmung von x unb y ans
anfebn, alg enthielten fie Ddiefelben unbe:
Beift annehmen, daf bie
die @oordinaten x und y angebbren, ju gleicher Jeit im Um:=
Ereife unbd in ber vorgelegten geraben inie liegen, b.i. dig

beiden Gleichungen.
wenbden oder fie {o

fanntenn ®rbfien, ‘Puntte, denen

Dureh{dnittdpuntte beider Sinfen fein follen; und im Allge:

meinen ift offenbar, bdaf man, um bdie Durdhfthnittspuntte

gen Draudhe,

>

unbefannten ®rdfen ents

irgend joeier Linien ju finben, nur vorausj
baf ihre Gleichungen diefelben
Halten.

@dyafft man nun ; baf man deffen
dRerth aus ber gweiten ®leichung nimmt, fo erhdlt man

2

x? 4 (ax 4+ B — am)® = x°

vt v

+  onan fehe auh die Polygonomdtrie von UHuilicy und feine
be der Mcemoires prese s & Ulnstitue

vie Gométrie de position von Carnot

Polyddromérrie imt evjien 2
par des Savans dtrangers;
und fein Méemoire sur la relation qui existe entre les distances de
cing points quelcongues pris dans lespace, Bevi, =~ Lagrange’s
obhandlumg, welde den Titel fiiljrt: Solution enalytigue de quelques
les Pyramides triangulaires, finbet fih im Sabhrgange
ben pier
onvd) Goovs

problémes sur
1773 der Denffdriften bew
Samkren im Nawm, welde das Tetvacdey beftimmen, werden
e vievten aqeleate, einander fenfredht duvele

Beviiner UEadbemie, ¢

Yinaten auf eben fo viefe duvd

fdhneivende Ghenen bes Ny i ben geaenfeitisen ALFAnden diefer
Pymfe (den Kanten ded Tetvaeders) oen Goordinaten Gleidiunaen ents

traeders Hevgeleitet wevden,

aug welchen genfidiaften

yoickelt
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L

Rird diefe Gleichung vom grociten Srabe entividelt, fo

rthe fur x, teell die gerabe Linie den Kreig in

gibt fie zmwei &

awel Dunkten fehneiden mup; ) man ko

f nn aber ju einfadheven
Refulfaten gelangen, wenn man ben Abftand bed Punkis,
deffen Goordinaten e« und B find, von einem bder Duvdh:

e

fohnittspuntte der geraden Linie und des RKreifes fur bdie Un
befannte nimmt.  Degeichuet man diefen Abfiand duvd) z, {o

wird man Haben (§ 88)

woraus man aiebt

2" = (x —a)* 4 (y — B)°,
und {ebt wman fir y — B feinen $Werth a (x — @), {o- wird
entfiehn

g% = (X — )" (1 - 2%),

mworaus folgt

% az
X — O = MR
1+ a®
relches gibt
2 . 17
=041 ——— yv=2p{ 4 - ~

171 —EraY g I77£—=

@Gubftituive man bdiefe [etern Berthe in bdie Gleichung

o verranbdelt man fie in folgenbe:

welche fich auf

Die evthe von x und y find:

F) {efe nicht, wie dber Hr. Bevf. fagen Finne, daf man duvch oie Einrith:

rung ven z gu einfachern Refultaten gelange, alf Wentt nan x unh y un:
mittelbar aug bden Gleidunaen x2 4 (ax + 4 — aw? = r* unt
Y ableitet, Heberf.

—f =a(x — @)




veducive, und erft z unb danm x und y germitfelft der vor:
hergehenden Ausbriice gibt.
Derjenige Puhft

€3 ift offenbar, dtaf, wenn B, Fig. 5
1T 1 - M b 'J Crenrh o nt ';' Y
i, bcm die Soordinatenr e und L entfprechen, und MN

Mo @ A

10¢ Linie find, a bdie Tans

rucfen und bie Deiden

weiff man, daf das

(ST

~TD

TRurgeln ift. Pejeichnet man

dureh z* und 2z o wird man

Haben

einen Ausdrud, welcher, dba er nicht von a abbangt, fur jeden
Serth diefer Grdfe unverandert bleibe, d. b fur jeden Terth

i

und da z‘ und z

2 Sinfele FaR (Tor
oes .1‘..‘1:.(\“5 HnLeb, E_“:‘;u: L

die Deiden Linien E MundE M {bt fich Dieraus,
baf bas Produft EM x EM fur alle duvcdh bden Punte E
geogene finien einevlei SBevth Dat, ober bdaf man, tenn
Em' ¢ine jweite Secante iff,
EM % ENM! = Em X Em/

baben wird, woraus

e w0
t\\p ¢ &@ecanten uly

fich umgefehre wie ibre aufferhalb des K liegenden
Zheile EM und Em verbalten, tofe es tn der Elementor:
geometrie Detviefern twivd.

SRenn der Punfe B oufferbald des Kveifes liegt, fo
bat man

2

a? 4 f° > r*?
weil e 42 das Quadrat des Abffandes des Puntts E vom
Mittelpunte A ausdrict; liegé bdiefer Punte aber innerhalb
Fi=. 59, fo haben die Grofen 2/ und 2

pes Kureifes, e
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fhiedene Seichen, weil das leste Glicd a® 4- 7 — ¢

Berfe

negatiy wird, indem dann e - B% = v ift. *)  2Aber im

mer bleibt dag Prodbuft EM x EM‘ unabbangig von det
Nelgung der Linie M M’ gegen AB; und wenn man bdurd
E, Fiz. 59, cine pweite @ehne mm’ lege, (L

ben Pu
toird man Haben
EM v« EM! = Fm %

woraus folgt, was die Elementargeemetric betveiff, daf jrve

@ehnen in einerlet Kreife fidh in umgetehreem BVerbhalinif
» @af mit dem vorherge

ausmadht, da Dbeide aus

fthneiden, und man fieht,

7

henden eigentlich nur einen

einer und derfelben

Sieht man aus

G o :
7= = —— A ol 4 - —_ 1 = (
/1 4+ a

ben S8ereh won z, {o findet man

E M, @ie laffen

fich verveinfachen , twenn man die Eoovdinaten devgeffalt vers

die 2usdrude

TR ETN
L

anvert, oaf man die Abfciffen voin ANt

A aug auf
" s

en finie, toeldhe denfelben it E verbindef, und

Vi

haben =' und =/ eingvlei, i

oD im eviten Salt legen =’ und

an einerfei, dm  gveiten an
E,; wie ¢ anud) I

50 und 50 au evkennen

tebevy,

tavgeometrie faffen

beive folaenoern
wenn man ouvdh dfvaend einem aupechalb
bet geradbe den Kreis e
en 0es Vuntts von v

eited  Stveif feaenen SPunkt

feich Dem Produtt “‘1 Ln'mn-umu ven ve

ber cinen Sinie g
Durdhfchnittipimeten der anvern. neber(,




pie Ordinaten nach wie vor auf bder 2Abfciffenare fenfrecht
. ftebend annimmt.  IMan wird alsdbann Haben

P =0, &= J.‘ }'1,

VT F a?

(1%}

Die Gleichung des RKreifes bleibt ungednbert; allein die b
Glerabden toird

y = i(k“ﬂ)_

§ 107.
RNimme man den Puntt B aufferhalb deg Kreifes an,
fo wirb man Baben

MM =EM!— EM = 2" (1 +a") — a%a?

I; 4 /1 +a’ ;
|'; { allein 3 ift offenbar,*) dafi- bdiefe Linie in dem IMaf abnimme,
il 18 mie fich die Linie EM, um den Punfe E fich drehend, vom Mit-
J\I telpunte bes Kreifes entfernt, und daf bdie Punkte M und M/

I gufammenfallen, wenn bdiefe Linfe mit dem Umfange nur @i
I nen Punfe gemein Hat.  Fhr bdiefen Punft wird man alfo
I Baben MM’ = o, folglich
' R %) clibepe = o

i nd AhEe e

’ AT

i Died ift der Ausdbrud fir die Tangente des Winfels, tvol:
.i‘ I chen eine durch den Punft E gelegte Berlihrungslinie BN
i I‘ ! bes Sveifes mit der Linie AE einfdblicfen muf; und biermit

Ml I
| | Befonders, wenn man den Ausdbvuct auf die Sovm
2 V1% — 0% (0 — 17)
Vi a7
bringt. Ueberf.




von
eine

legte

man

auf

Damit diefe Sridf

Gentige thun miffen,

f\'i”.

it
freife licgenben Theilg ber Secante ifi

169 —

haben wiv jugleich die algebraifche Aufldfung der Aufgabe:

einem aufjerhbalb oes Zreifes gegebenen Dunkt
Bertibrungslinie an den Kreis su sichen,
§ 108,

Diefelben Detrachtungen werden audh doju bienen, bie

durdy einen im UmeEreife belicbig angenommenen Punft ge:

Ay

Werbbrungslinie ju beffimmen. Degeichnet man, wie

bigher immer, feine Goordinaten dureh e« und B, {o wirb

burdh bdie Gle

bung bes RKreifes, der diefe Grdfen ¢in

P B {)\a =

erhalten, wobuvrd) fich die Gleichung

2 2(e4 af?) 5 £
; *(_7.:_*"" Lz at4 B —1" =0
/1 4+ a*

e (o4 ap
Tl T

Z

%E T

vebuciv, und in diefem Suffande [aft fie fidh in

o (x4 af)
2= o0 und z - —-—(t-—' - =

jevieaen; ihre SBurjeln werden demnadh

2 (x4 af)

4 oy
2" =0, 2" =—

Der Unterfbied diefer TWerthe, oder bie Lange des im

T holla &

Ge verfibwinde, mup
[/

&

@4 aff = o ober a =—

” fein, roeldyes Refultat mit dem, was in der Elementargeome:

trie

gelebrt rird, Gbeveinftimme; denn bie buvdh ben Mittel:

punft des Kreifes und durch den Puntt, deffen Coorbinaten

« und £ find, geleate Gerade, oder der Halbmeffer AN,




e e em e e

g

e e e ———

e

Fig, 38, bat sur Gleichung y =

x (§ 87), unbdb oa fich

Y

pie Gleichung y — £ = a (x — &) vermittelft des chen flr

be [

o
1 gefunbenen QWerths in y —f =— — (x — &) verwon
) 5
» fo wird fie die gerabe Linie ausbruden, welde auf bdie

5

femr Halbmeffer {enfrecht iff und duwch den Punkt geht, def

fen Goordingten e und £ find, d.i. durdy feinen Endpunti

ben Abftand des Anfangspunfis A dev

-+ f ;!

Sunft T finden, too die Her

5]
7

a5 v

Abfciffen begegnet, fo mufite man in bde

weldyes geben toln

(¢ %
o o
if
_l_‘ll 109
rmitte B Fann man auch folgende

Nia Fradh s Sang
ic Lage su finden, welche eine duvch

> EM baben

eil MM
111y a4
wie 2 Ende Doy

nd wenn

machen,

n Bevthen von z er

Fwifchen

m-fege, fi

o

Ir vt Halbnef]

AN in feinem

@ 5
NT eine B
€8 der flumypfe SBinfel
i e N I ] £
k, = —., Aberfg NAT = — = = cot N'TA; bie 9Oinke!
3 ; PA w

NAT evainsen olfo  cinanbey




tintligen

jut andern RKathete hat. Hie Jie

|V aw — 4

yotenufe 200 und j

n Sonfivucfion

Derei et Qinien, ¢

adbAL

thnet man

{o

durd) g und p,

1,.E ’
il
r == I( — o) :‘Cfl‘; in

y, vom Punkt B

RNimme man demnach, I,

nber.

auf el

A
= A Y

ber 1 @tud B

punft ¥ FG = q, 'fo twird
gerabe Linie, dlefer Senfrechien mit

%
)

nier

fhe man fo evhalf

AUG

und ervichtet im G

)

s

Die

F




perbinbet, von der verlangten IRin-

AU flln enie a =

§ 110,

Aug d lar, © f, die 2Aufgaben der Geos

metrie na hiedenen sben Dehanbdelf wer:

den Ebnnen.
gen ber Sinfen Dbeftimmt, welche bie g-cq’uc{.rcn Punkte en

ftebt dbari tiian die Gleichuns

fen, indem man von den Cigenf{haften bi m' Linien ausgeht;
und die andere bavin, baf man unmittelbar aus der Detrach:
tung der abnlichen und

aus der als aufgeldft angefehenen

19 be

rechttvinkligen i‘?rmcf.‘, welche bdie
Aufgebe fich ergebenbde iz
~ 2

gur nach ecinigen vorlaufigen Hulfaconfiructionen Ddarbietef,

die Relation bey wmt\rn Linjen entn toelche die Lage

ethoben, toelche ofters eleganter als

allein  bie jteite
il fein, weil

[t und von

bie grwelte ift, iff Fu bie allgeme

iji oft einfacher, und dies mu

[ 4 '
natiielich

man bei ibrer nwendung nicht {o reit augk
Gigenfchnften ausgeht, welhe ben "zu  entbecFenden nabev

*) b i feuditbaven und einrormigen (

oNethoden in em Lefrbegrifr

nnd Integr

cedinting vovgeseichnet, und die 8

dung dbaven fennen

Yusaabe von H t

de Geometri ‘Ji:lw — ber Hr, "Ar-.-., hier dther
Die W ¢ uflofunasmethiode der geometvifdien ufanben faat, wird fehr

gtit buvch die lelte Uufgabe evianterr, namiich) duved die: bon einem aufey:

ft E ecine Linie devaefialt duvc
ifchen oen difnittSounteen M und M
ven Duvchmefier nicht dbevfchreitenden

Halb eines Kveifes, I7g. 58, aegebenen P

ben freid ju legen, baf bad
Tiegende &tucE vom einer gegebe
Shinge m (ei, Diefe AUufaabe Fann evfilicdh {0 aufgeldft wevden, baf man fie
die su slehenve Linfe E M/, in dev bie gedvaditen Punkte liegen, vie Glei:
dung {ucht,  Sie i, ie wiv gefehn Haben,




™

4 g £ e XA Ra nanohor 2 “RaRor Aok
gon Cinien, namlich die gerade gegeben. Bir Haben ferner

g bed RKreifes vom jtociten €

gefunden, 1 _
iff; allein biefe ®leichung, die wir im g4ften § unter der

allgemeinffen Gorm erhalten Haben, iff immer nur ein be

fonderer Fall diefes Grabdes, deffen Formel folgende iff:
Ay? 4-Bxy -+ Cx* 4+ Dy + Ex=F.

&3 bleibt alfo nodh fbrig, die @urven ju entbefen, bdie

pen. Uibrigen Fallen biefer Formel entfprechen. Seh bemerke

suvdrderf, daf man fie, obhne ibre Allgemeinbeit ju fhma:

und fest man jur AbEurjun

fo wird man echalten

vy 4 bxy & cx® + dy 4 ex = 1

nuig der Hme

ven dachietef, Deffebe davin,

/

y=oea(x—0a) = (x-—a) ﬂ

gy

f; o*
fo * den Halbmefer ded Kveifed und « den UbFand Punfis E pom

t ober vom Anrangspuntt der Coovdinmaten bey

Bevedet

Mittelpun

ige

1 file dvaend eine Ubfcife bie

it Sage dev ju fudiender

chung efn

ma mun aus diefer Gleidi
bie nn n
1, onvd)

binate, fo ifE gefinoen,

crion

mwic aeseigt worden, auf die &I
fieh die Bage of
ofine Hillfe Der aedachten Gleichung aeldf wevden. Man fFellt fre duvd) eine

e Fann aber stoeitens

bak bie Genfredite AIL
AMH

i alfe duvdh eine [leicdhte

gty al8 bereitds qeldft dav, und fieht nun foglei
immter 2ange ift;

AM/ qudy M/H = zm fennt. Man &

T oman i dem vinEligen Dredect

At

Gonftenction AH fden, und {fF diefe Qinic befannt, {o davf man nuy iibey

einenn Halbfreis bey e, und in denfel bon A aus AH  tragely
fu wan den Puntt H dien EMY aelin musg, Heberf, W




[ Sy Nouhifmada SR 4 » 459 -
der Orbdinaten mit Dejug

auf bdieje
F.ll?]i, D.

Sefchiebt
1D

U

Gneoidelt man  Ddie
orbnet fie nach x, o to 1'\ man H'W“\‘.I

—(bx4-d) =/ (4£
g

+ YDEGrsung

@efit man

4f 4 d®°=7p, 2e—bd =n; 4c— T

.'i
fo wird man Haben

I = - 21 Im
}' _ ——— ..' —_ x T =
SMan fieht zuvdrderff, daf der LWerth von y aus el
1 1 1
3 8§ oy il B IS ST
S heilen Deffeht, von bdenen Dder rationale — ———— bdie Or=

dinate einer geraden Linie ift, welde y = — Fhx—

zd
sur ®leichung Hat und conflruivt wird, fvenn man quf der
Aye AC' unterhalb AB, ]‘1"'. 4o, cin @tiE AD = Id
nimme, und durch ben Punft D eine gerabe Linie DE ber-
er @cite, nach welcher die negativen
SBerthe von werden, einen IBinfel DEA bil:
de, Deffen Tangente b iff (§ 87), {o dak, tvenn man
h 4
AP = x {eit, PN =— s ﬂ ein wird, ) €8 it nun

geftalt legt, dap

gufuu[;.fm SGurye gehorigen

man, um bdie
in dber NRihtung von BN, forwohl ober:
ED Theile NM und NM' fragen

Swen SeSina
en Droa

mit ben )

Gerade DE mufi daher mit dev Abfciffentinie nicht auf der Seite bev Yofis

stenn ey SBinfel D E A Bilben,
Hebevf,

Terr, fondern auf dev entacgengef




wird

X —Imx*

figt olfo dle merfrotirdige Cigenfheft,

“'r

nit

thenn 2oei Punfeen mit der

Myp
Are

‘\nnlﬂn

mefjer gegeben. &g pwifthen ibr und bden
Durdhmeffern des Kreif
tern alle Linien, weldhe fie

el 1Faee Safk B
¢0 JLatt, l.'\-}; bie lehe

1 gwei gleiche 3

unter vechten TWinfeln {chneiden, wabrend

fihiefe SIBinfel bildef; tir werden aber bald
i |

Umftanden einerlei Grunde liegt. *)

§ 112.

Die obige Gleichung wiirde 11)1 vereinfacht twerden,

wenn man die Geraden
0. . tvenn man

bx 4 d
i BN~
febte. Dann wird entftehn
. b= = 1]/p —enx —mx;

allein die 2ADbfciffen wirden

5‘1\'1'-\\[\11“' fein, vor telher

dicfer Debdingung u tm.’-crmc:'i'c:;, muf man fie auf bem

DQurshineffer DE nebmen, und bdies gefdhi foenn man

*) Aber nicht inmmey dSuvdhfchneidbet der Duvdhniefer deév Cuvve die Ow

dinaten unter fcbiefen TWinfeln, Denn iff b = d = o, o hat nan

L l.—'i: — onx — mx*

er fallt in bie 2ve ver Ubfifen, ebery,




176

DN = s {et, und in Ervdgung sicht, daf, wenn man DG
mit AB parallel gieht,
DG = DN cor D = s 'cos'D

fein wird. Der Winfel D (i dem Winfel E gleich, deffen

ks A P y . 1
Tangente 2 b ift; fein Cofinus wird demnach fein ———

i.— l—]-—_“h'
=___——— (©. 56); und weil AP = DG, fo tird

#1/4 + b*
folgen

e )
[/,} —+ b*
wenn man gur Abflirgung q fatt ~——— fchreibt. 2Wird
/5 + b
nun biefer Werth von x in den von t gefest, {o erhilt man
dle Gleichung
t=:x1]/p— a2angs —mq s,
mwelche dle Nelation zu erfennen gibf, bie flr jedben Punft
der Curve joifchen den Seraden DN und NM ftatf finben
mufi, und folglich ihre Gleichung mit Dejug auf die Coors
dinaten DN und NM ift. *) Diefe legtere Gleichung, ob:
wobl einfacher, alg die unmittelbar aus
y° -+ bxy + cx® ++ dy 4+ ex=f
abgeleitete, ff Ddennodh) eben fo allgemein, mell die bisher
yorgenommenen Umformungen Feine befonbere Dedingung einz
gefubre haben.
Da der Ausdbrud fur t mit einem Wurjelzeihen Ddes
joeiten

3

5
23]

¥

+)
getoefen, ei den Curven aber, deren Gefess bie

t = 1Vp — s —

hev {ff intmer nur von vedhtwintligen Coorbinaten bdie DNebe

Sleidyung

m q? 52

ausdriictt, i ber Coorbinatenvvintel CDE ein {diefer, und svav ein fole
o
ey, beffen Sinug den Werth) q = ———— fat, Weil sin CDE =—
Vg + b*

cos GDN ifir L LR
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sweiten Grades bebaftet iff, fo fann er nur in fo fern veelle
Werthe haben, als die Grifie p — engs —mqg?s? poji:
tiv iff. Die Unterfuchung biefes Umftanbdes bietet werfhie:
dene Falle dav, welche {ch nadh einander abbandeln roerde.

6 113.

b nebme guerft an, daf die Grdfe, weldhe ich § rr1
durdh) m Dbegeichnet Dabe, pofitiv iff, und fefe den Ausbrud
p — 2ngs — mq~s® unter der Form

M( p en )
m (I e 5 A= 8=
\_'l!l(l'" ]ii.(l
an, um nur noch dben Ausdbrud

P an o

e &= g2

mqg- m g

betrachten u blivfenr.  2Aus diefem (3¢ fich das Glied, worin
s fn ber erflen Poteny vorfommt, wegfchaffen, wenn man

e

B Ll EFG fest.*) Man erbalt dann nach gehdriger

@ubftitution und NRebduction
pm —+ n*? ﬂ

—— — u*
m*® q* f

und man fieht, daf der Anfangspuntt der u um efne Ent-

= 1l . 4 :
fernung OD = S hinter den bder s gu fefen iff, weil fo
s=DN=ON—0OD =u — —

|

wird. St dles gefthebn, {o hat man

R S e —

(.

= = L
53

¥) e Hu, BVerf. cftive Dier No. 200 feiner Anfangdgriinde dep
Algebra, wo v jeial, baip man aus jeder geovdneternn Hohevn Gleldung
xm 4 Pxm—1 L Qxm—24...4U =0
; | s 2 P
bad jweite Glied Px™ —T Hadbuych weafhafen tonne, dafi man v — — fintt
m
X {ubftitwive, Ueberp

an

Trigonometric,




und man fieht, e Ausdrud fur € oveell iff, fo lange

o ym - n?
n° < D —

bleibt, und Null wird, wenn
pber u === E/j l_I 0 }_ l‘__
i m-q-

¢ ™ T, ~t ~ . -
forn TWerthe fiir u geben alfo die Puntte 3u

iff. Diefe [lef

erfennen, tvo der Durchmeffer von der Curve gefchnitten
wird, und tragt man fie ibren Seichen gemap ju jeber Seite
gom Puntt O bin, fo .1h=u man die gleich weit von O
entfernt liegenden Punfte T und I Da Ubgr diefe Puntte

hinaug die Grdfe

negativ wird, fo mwerden bdie Ordinaten t imagingr, und es
qibt Eeinen Punft in der Curve, der ju Abfriffen grbfier als
OT und OI' gebbrte. @ie liegt mithin gang jwifthen den
Qinien TH und I'H’, die man durch T und I’ den Ordina-

ten pavallel zieht.

P . ' ) o " i
Da die beiden in u qusgedriicdten TWerthe von T fich
und Ddiefelben bleiben,

nur in ihren 3

man mag u pofitiv oder negativ annehmen, fo folgt, dap jur
Ab{ciffe ON' = i"-.w".l bie der Ordinate N M’ gleiche aber

cgengefelter Hic

nach en
hort, o
folglich
diefer De

sutommenden Eigenfchof

puntt gegeben, :'.mi;- ber '.’Enuirgi‘ Deg f‘JL..rul unkfg des Krei=

och mit dem Unterfhiede, daf Dbei den u[\mqrn Sur-
ﬁ'”lL

l‘ e, ¢

ven bdie Halbmeffer nur panrweife gleich find, tweil bdie
mieffer nicht gleiche ®Grifie Haben.




Die Gleftalt

und u
chung L‘r[annf,
porderft

unb erbalte {o

I

itd nun a’

benden Kreifes und u fir d

KaFtor ]/a
diefes

fo

nagen

ﬁch?

nif ausdrlicfen

folglich Daben
b

e
a

prftellt, wird

1]/ mq® (@%— u? )—""——lfllti

fur ven Halbmeffer

I
Kreifes

man, wenn man auf die Homogenitas

§ 115
der Gurve, welche die Gleichung wifihen
leiche duvch die Confirubtion diefer Gilei-
und um fie ju bewerffelligen, fese ich jus

pm - ny

m* g

VaF —w

eines aus O zu

—_—ur.
Defthrei:
die AD(ciffe genommen, fo drlicfe der

fenf

dB8ag

vie vecht fiber O errichteten Ordi

or 3 1/15;{[3 [e:

-

ausg. ben Foft

Der

nimmt (§ 71), daf er nuv ein BVerhile

’

) - g ol :
Seb roerde dafjelbe mif — Degeichnen
a

pm-{—n

bis
41m

woraus fich ergibs

&g erDellet alfo, d

daf die Orbinate NM gefunden wird, tenn

man {n der Proportion

alesepli— [/;;r_:—_ £

¢ (34
Le \.\'[

B i) A

f[ICf}f. Hat man {o die (5’11'{‘[‘0 ffn.' die

Abfciffe ON gefunden, fo muf man fie auf die Linie M M
| ’
——
) Goll t vl Gonfivuftion aefunben werbden Ebnnen, o muf
Y1 .. SRR B e
z V'mg® ein BVerhialtnifi wie — begeichnen, weil nue fo die Gleiding
a’
I=c mg*, Vo —u? oder 12 = L mq? (a2 — u?) =
b2
v (a2 — u®) fonwgen wird, Weberf,
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Bintragen, und gwar wegen des Jelhens == forwodl ober= ald
unterhald EF.

&2 iff offenbar, dafi dle Curve, die aus dlefer Confiru:
tion entffebt, cben fo wie ber RKreis gefchloffen und gang in
dem Staum Defindlich fein wivd, der fich ven u = a’ bis
n=—a erftrectt, weil fiber diefe Grangen Hinaus ] a* —u?,
die Ordinate des Kreifes, imagindr wird.

Der grifite Werth, den die Ordinate t haben Fann, ([t
offenbar der, welcher dem Punft O entfpridht, far telchen
u = o iffi. Sn bdiefem Fall bat man

t == h‘;
nimmt man alfo die Geraden OL und OL# gleich b’y fo
werden dle Dunfee L und L’ die Grangen der Curve nach
ber Nidhrung der Ordinaten fein, fo ivie es die Puntte |
und I nach der NRichtung ber Abfciffen find.

§ 116.
&8 iff wichtlg su bemerfen, bdaf, menn dle durd) a™ aug:
gedriiite Grbfe negativ ift, dle TWurgelgrdfe | a™ TR

cinen fmagindren Werth Hae und die vorgelegte Gleihung gar
feine finie gibt. ©eht man auf den IWerth von a’®, it

 pm 4 n? C wad § : :
[ich i jurhif, fo fieht man, daf er negatiy {ein
Ill'{}_‘
wird, twenn p mit bdem Beichen — behaftet und jugleich
pm > n? iff.
SBenn in diefem Foll pm = n® iff, fo witd a’ = o
b'

und b‘ = o; man behalt gber immer — =3 /mq?,

folglich ift

o [/n—[q""' 1 ]/::1T - S le_‘ll-,.
eine Gleichung, der man genfigt, wenn man t = o und
u=o feit. Man Fann alfo fogen, dbaf tie Curve fich dann
auf ben eingigen Punft O veduclvt, in weldhem man t = o
und u = o bat, und daf diefer Punft die Srange ift, ber
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fich dle drch obige Glefchung gegebene Curve bei allmabli:
ger Berminderung ber Durchmeffer LT und LL ndhert. ")

Erhebt man bie [\\‘i en ‘buh der Gleichung

sum Quadrat, fo verwandelt fie fich in

£2 1 pm + 11 e
T ==1I — -

und toeiter in 4mt® +m*qgn® — pm — n® = o.
St p negatiy, {o wird
4mt? 4+ m?q?u® 4+ pm — n? = o,

und wenn pm > n? iff, fo Eann der erfle Theil, als die Summe
brefer pofitiven @rdfen (denn auch m ird pofitiv angenvim:
ten), nicht anders = o twerben, ald toenn man eingeln
4mt* =0, m?q®u*=o0 und pm— n® = o
Dat. Den beiden evjien Glelchungen Fann man grufsg\'n,
toenn man t = o und u = o feft; aber bie leBte oride
eine Dedingung aus, ohne welhe die wvorgelegte gany unge:
reimt fein wirde. **)

*)  Sft p neaativ und pm < n? fo faben OL und OL miglidhe

Werthe, Dian fieht, daf Geide Qinien dbann wm {o Eeiner weyben, je nahee

pm bem DWerth von n? fommt und in Nuil iibergehn, wemt pm = n*
wird, wo fidh bann bie Curve gleidhfam fm Puntt O concentvive, VA
¢ binaus, fo duits

daf negative pm fiber diefe G
bt
t = —

al

aar feine Guive mehy aus, wad theild davaus evhelict, weil dann

nl = h/ P + “- ind b = Hl——i—rl-:
i, m= :1 ; 4m

imaaindve SVerthe evfalten, theild davaus, dafi J/a® — u? unmiglich wivd,

theils endlich ans der Betvacdhtung, die dev Hu, Vevfaffer hiev nodh Hinzuriat
Hebevf.

#) St ndmlich pm > 02, fo it pm — n? pofitiv, und die Gilei

dung 4mi2 4 m? q2u? 4 pm — n? = o Witd ungeveimt, il

pm — n? = o fein mitfte und body nidt fein fofl, Die Gleichung Famn




e

ehme ich nun weitens an, daf m negativ iff, fo wird
" in

fich ble Grofe p—2ngs —mg 5

2 o ) P 2n =
p—engs+mg s" =mq" ( — — —— 5§ = s)

I (J'“ mq

2 . fRLTE an o
gerwandeln. Wan fann das Glied — — s toegfchafien,
mq v

affo nuy bann Befrefn, wenk enhvedey pm = n® vber pm << n° ift.
Gin numevifhes Beifpiel gur Crlduterung ded Wishevigen wirh dem Ane
fangey vielteicht willfommen fein. Wenn man eine vo dung bes

sweiten Giraded awifchen vedtwinkli aten,

10y# 4= 5%Y +5%% 4 9y +

pbe y2 4055y + 0,3%* + 0,9y + 0,95% =

conffriiven foll, und man fich suvor ftberseugt Hat, daf © in Seve

Gatting von Euvven gehort (fite yelde na

m pofitiv i), fo

bat nan

b = o0/55 ¢ = 0,5; e=0,05; f= 1,2

und Hievaus

Die umgeformte Hier su conftiuivende Gleichung ift alfo
b’ e et
t =t = Va2 —u? = 1 0,47 /2,96 — nv?.

Macht man nun fite eine Gelichia angenommene Cinlfeit AD = fd= 045

e i d _ ‘ . ) n
und AE = — = — = 1,8, sieht dann EDF und fest OD = —
g & b nm q

= 1,47, (0 wird su jeder yon O aud auf EI

sit Beiven &eiten aenonts

menen Abfeiffe w bie pvimte Gleichung die sugehvvige Owdinate t und

mit e wier YDunkte geben.  Man Fann aber audy eine belichige

Dani

Yinie fiie EF und einen belicbigen Punft fiiv O  feben,
ver Goovdinatemvinfel LOT fo aettonmimen werden, daf

noartigen Sall

0% 844

tebevf,

= 0,0701425 ift, b, f. ev wmuf im ge




gl o
wenn man s = n- — feBf, und do die Grdfe — , wel:
I m g

che bie Linie D O vorfiellt, Hier das Jeidhen —4-Hat, {o wuf man

1, auf bie Geite DE bder pofitiven Abfciffen

fie, wie in I
fragen.  TRan erhalt fo den Miteelpunft O, und dip vorge:
legte ®leichung vermanbdelt fich in

_{mm—r
L == ’Q’F/lﬂ(l {l—- s e
m- g

ym — n’° e e :

@eht man P —— ==a'?, {e nachdem ble Grfe pm—n’
5 m-q-

2 A . D

pofitib oder negativ (ff, und macht man wieder £ mqg® =oEr

fo wird man erbalten
bt e e
Syl 2 g2
t =% = 1/11 £’

Diefe Gleichung feheint gwei verfthiedene Falle n fich

jen

st Degreifen; fie enthalt indef nur einen eingigen; benn
wenn man ibre beiden Theile qum Quabrat erhebt, fo findet

man

worgus folgf

2o s A et v
b2u® — a2t = b %32

beiden Gleichungen find nur in fo fecn verfthieden, baf
in ber zweiten a' unb t bdie Stellen einnehmen, weldhe b
und u in ber erfien Haben, und umgetehre; man braudht das
Der Blof ju unterfuchen, was cine von beiden Dedeutet.
b will bie jroeite naber betrachten. Dian zieht daraus
b’ ——
t == — !,_/u" —_ac,

al

-9

te Ordinate t wird wuf"r'uirr; tenn man ju den drei Li-

nien al, b und L u® — 2™ die vierte PPropovtionallinie

fucht.  Die Linie /u* —a’ ift ihrevfeits die mittlere Pro:




portionale jwifdhen u — a’ und uw + a’, und wird nur dann
veell gefunden, wenn u > a’ {ff. Die gefucdhte Surve hat
glfo von u=o0 big u=a' und von u= o big u = — a’
Eeine reelle Ordinate, und da u = a’ und u=
t=o0 geben, fo folgt, dafi diefe Curve den Durdhmeffer D E
in bden Punften I und I’ fehneidet, too fich die bder Grbfe
a' gleichen Abfciffen OT und OT' endigen, und daf fie fich
nicht swoifshen dle der Are der Orbdinaten durch I und T’ pa:
vallel laufenden Linien GG’ und HH' evfiredt.

Ueber die Punfte I und I' hinaus iff u > a’, es fei nun
a’' pofitiv ober negatiy, und bie Ordinate t nimmt ohne Ende
u, fndem niches der Grdfie, dle fie erveichen Eann, Sehranten

a’ jugleich

fest. Nach dlefen BVetvachtungen fieht man leicdht ein, dap
ber Lauf der Eurve bdem der Linfen KIk und KTk’ gleicht,
welche burch den Bwifchenraum I von einanber getrennt
K upd Ik, 'K! und 'K fich ins 1

find, und beren Broeige
Unenbliche erfireden. *)

Betvadhtet man die Curve mit Dejug auf die Gevade
LLY b. 5. nimmt man t flr ble 2Abfciffe und w flr die
Ordinate, fo wird {bre Gleichung geben

a’ P
a == B 7t -Db=.

Unter dlefer Form fann u nicht EFleiner als O unb OV
werben, unb die Gurve frifft bren Durdhmeffer L LY nidht.
Hievaus iff offenbar, daf die Gleichung

>

Cri e S R s

a

inbem fie cbenfalld auf

b — To
t==% — J/u’ta”
a

fibre, su einer Curye QL g und Q'L'q! von berfelben Are

*) Die Guve befieht alfy aus swei abgefonderten ¥ pheilen KIK und

KUK, telcdhe fhve convepen Geitenr aeaen elnanber Eehren, und woven jeber
wieber e ind Unendliche fovtlauifende Bweige hat, meberf.



wie KTk und K/I'k’ gehort, toelche aber gegen den Durdh:
meffer LL’ ber t eben fo gerichtet ift, wie KIkund K1’k
gegen den Durdhmeffer LT ber u. )

§ 118.

SRenn a‘ = o oder pm — n® =0 wire (§ 117), fo
wirde fich der Ausdrud far t auf t == £ mq’u® re
duciven und folgende jroel verfchiedene Gleichungen geben:

t=Lqul/m, t=—3%qul/m,
welche blof swei durch den Punft O gegogene gerade Linien
bavffellen. Unr fie su confiruiven, nehme man eine Abfciffe
OR nah BDelicben an; man wird damn erhalten

t === f,' OR : (:I]//l'.l,

und frigt man bdiefe Werthe von B nah S und S* und
sieht OS und OS), {o werden dles die gedadhten Geraben
feim. ™)

¥)  an Hat Hier die beiden Fovmen

Bl e X
t= =% — /uz—a'?
a'
uno
o b’ Vecr i
t = — z 1 a2,
* — u? o

Seme gepovt suv Guvve KIk, K/I'K/, weldie bie fve I bdev UAbfiffon,
und bdiefe aur Gurve QLq, Q/L/qh welhe bt Are LL!  der Ovdinaten
ouvedifchneidet, Madt man LL/ jur Yve der Abfifen und XL sur ve
sev Otbinaten, fo entitehn Diefelben Fovmen und Guiven, nuy daf danm
ofe Wuchitaben uw und t, &’ und b’ ihve Stellen vertaufdhen. Jn jedem
Tall cehdlt man die Gurve, weldie bie Ave der Ubfeiffen duvchichneivet
wenn bad confiante Glicd unter dbeni Wuvselseichen negativ i, Hingegen vie
Gurbe, weldhe die YUve ber Ovbinmaten duvchfchueidet, wenn e§ pofitiv iff
Das gedadite eb it fmnter dad Quadbvat bed Halben Duvdimeierd, auf

welchem bie Ubfcifen aevechnet werden, nebevf,

) Da t = Lfqul/m, fo fat map wit =1 :$q ¥V m

z
b : 5 = -

=1 —=a b, Man erhilt alfo t aud pablivdh, Daf man cine
a

vievte Provortionale st a/, b und u ober ju O, OL und OR fudt, Legt



Um nun mit bdiefen Geraben die Curve KTk ju ver:
gleichen, 1oill ich far ivaend eine Abfciffe ON = u den Un:
ter{chied MV der correfpondivenden Ordinaten NM undp NV

betrachten. Da die erffe durch
3 l/ﬂ;_q_l wi)/ nZ —a’® pber X Igu]/m. ’/ 1 — —

und bdie gweite dured)

3 qu]/m
ausgedrdide iff, fo ergibt fich
A e
MV=2Z1qu]/m— Lfqu]/m. E/ § it ',,,
= 3qu Vm {1 —_ E’/i P __%_
L} S
Der Unterfthied x _VE'/] - ]i [aft fich Leichter fchiBen,

wenn man den Ausdrud E/l — — entwidelt. Da nun
& n-

o

ie Quadratwurgel des erfies Gliedes x iff, fo {eBe man
A e
1

und mon ird Haben
a'’®
I — —= 1224 z°,
u-

Se grbfer man aber u annimmt, bdeffo Eleiner twird der

ra

—z» und um deffo weniger wird die Wurgel 1 + »

9
e

pon der Cinbeit verfchieden fein. Laft man daber in der
obigen @leichung z* tveg, o wird man Haben

o

mag GG/ durch I pavatfel mit CC, madt IG = IG = OL und sieht
OG und OGY {o fieht man, daf dies bie in Nebe fehenven gevaden Qinien
fein wevdet, Hebewf,




biefom TWerthe noch mehr 3u ndbern, fefe man

Um fich

Z = — -2/, und Eann nun euf eine abnliche TWeife 2!
a8

Deftimmen, tofur man — ——; finben wird u. f. tv.*) WMan
o

wird alfo Haben

MV =%qul]/m {1 —_r _:1--. oy -l—~ ... }
2 u? 1

21 gu*
‘1’.: 11
1 a
N o
=iq]/m e B e e P
2n gu

woraus erbellet, daff MV deffo €leiner wird, je grbfer man
u annimmi, obhne jedoch jemals Nuil werden gu Ednnen.

*) Dian fann fich aud) der binomifden Sormel s diefer Gntwictelung Hes

al

R 2
vienen, Bevf, — Sn dev Gleidumg § /S 1 — — =1 + z if — e
/ L u
adtér. BVeudy, weil w allemabl gvofer ald a’ fein muf; alfo iF aud
E/ 1— — ober 1 - z ein adter BVeud) und =z cin neagativer Aditer
u= =

Bruh.  Man ann mithin, wenn man die Gleidhung sum Auadeat exhebt,
qlf2 2

z* peenachlaffgen und exhilt o 1 — — =14 2z ober 2 = — — .
u= au?

E8 it alfo 1 — T ein aendfevter TWevth von

— um fidy
“Zu 1 u=

st wa | /T T

oem wahven 2Bevth diefer LBuvielgrbfie nod weiter su udbern, febe man

|/ g =

DJ""
eat; man Hat vann 1 — — = (1 —
u?

2% und erfiebe diefe Gleidhung sm Huas

)

2
) <+ 22/, indem man dad

2
G‘: . a "y~
Proditft — —= - 2! und mit wm fo gebfovem decht bas Luabrat von 2
vernadliffiat. €3 ift alfo
an;
0 = — - 22/
,;u*
a'#
my 2= — — . DMan Gat demnadh
¢ u-a
o

f{/ i g ale al2 al4
11— — =1 — = L
b, u< ou? Hu?

Seichter cehalt man Dies DNefultat duvdh bdie Dinomifhe Sovmel, Uebevf
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Hieraus folgt, daf fich die Curve den Geraben OS und
OS8 um fo mehr ndbert, je mebr fie fich vom Punke O
entfernt, obne fie jeboch je erveichen ju Eonnen, o baf diefe
®eraden die Grangen der Theile K1k, KTk der vorgeleg:
fen Gurve find, welhe niemals aug bem IBinfel SO S und
feinem @cheiteltvintel binauggebn Ednnen. *)

§ 119.

Sm dritten Fall, wo m = o {f, Hat man blof

t =%1]/p—2engs.

Dean bringt bie unter dem Lurgelzelchen befindliche Grdfe
auf ein eingiges ©lied, wenn man
'i}

—=— —i§ =1
enqg
{est, und durch diefes Mrittel erhalt man
t ==% }.: L/i :_l_;_i 1 pher t ==k -[,/p;:“;
enn mon 2nq durdh) e pusdritt.  Man fieht leicht, daf
diefe Gleichung fir u=o audh juglelh t=o gibt, und dap
folglich ber Puntt des Durchmeffers D E, Fig. 42, dben man
jum Unfangspunte der FWerthe von u macht, in ber gefuch:
ten Gurve licat. Um diefen Punft ju finden, muf man in
der Geichung
n = —Y]—- —_—

‘,lII.tI

%) ©ie Sinien OS unb O S/ wWerden evhalten, weny man IG und TG/
aleich und pavafiel OL madit und O G und O G’ sieht., Man fieht, dak
dfefe Qinien in demjelben Verhaltnife sur Cuwve QLq und Q'L'q! fiehn,
und geht man anf die Gleidung

£l e S 2 el ot b
=" 12 — b2 = —— iz —h? = —— d Ry

b! qV/m ' q/m P/ :
picfer Cuyve suvitef, o fibevseugt man fich, daf bie Linien OS und O & fiie
fie eben bie Gigenfchait Habem, wie iy ofe Cuyve K1k und K/ k% bafi fidh
ol biefe Linien beiben Cuvven ofme Ende nabhevn, uUeberf,
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i
u = o fefen; dann findet man s = :L-, und tenn man
" ...]l(l

diefe Grbfe auf ED an ber @eite der pofitiven Abfciffen
pintragt, fo wird man den Punft I erhalten, in weldhem die
yorgelegte Curve die Linie ED fchneidet.

Benin die Givbfie of pofitiv iff, {o fann man a nur pofitiy
nehmen ; allein nichte begrangt ihre @rhfie, eben {o enig tie
bie von t, fo daf die Curve fich auf diefer Seite ing Unenbdlis
che ausdehnen muf, wie 8 die Linie MIM geigt. Eie tolirde
nach der entgegengefehten @eite gefehrt erftheinen, twenn of
negativ todre, weil man elsdann aud) w negativ nehmen
mifite. Aber fmmer Eann fie fish nur nach Ciner Seite hin
crftredten. )

Die¢ Gleichung t===]/cu wird confiruirt, wenn man
eine mittleve Proportionallinie yoifchen der Abfeiffe IN = u und
elner geraben Linfe fucht, welche der e gleich {ff; das Nefultat
iff die Ordinate NM, bdie man DHier, {o toie in Dden yorherges
Henden Fallen, foroobl unter als uber DE bhintragen muf.

G2 iff su bemerfen, daf die erffe Glechung

t ==+=1]/p—anqgs

*)  Der Ansoruck r—P--, ber ben TBerth vom s filv uw = o gibt, ifE
onq
aatin

je machdent p und n cinevfei ober verfhichene Jeiden
Sall ift I, fm pweiten I/ der Punft, in weldhem bdie

pofitiv obey ne

Haber, Jm e
jer nuy finen Durde

Gurve den Duvchieffer fdbneibet, DMan {ieht, daf 8 B
(dnittapunit aibt, daf alfo der Durdmeffer nuv an Einey Seite beavanst iff,
D

ber Nelation, bie nady der Gleibung u = —— — & jwifdhen den
4 ang

u und s obwaltet, fiegem die pofitiven u in der Nidyitung von L nadh E.
©olt © einen wbglichen Tevth evhalten, fo milffen of und u cinevlei Jeis

dien Daben, St baber o negativ und sugleid L pofitiv, alfo I dev Duvdy
anq

{dnittsounte, fo it die Gurve nidht, wie in der Figur mit dep concaven
fondern mit bev conveven Seite qegen D gefelirt, Wian iibevseuat fich feicht,
2af man ievedmant nur Gine Guvve evhalte, die aber mit Niickidt aur den
Punft D vier vevjchicbene Lagen Haben Fann. ueberf.
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fith auf t === L1 p reducirt, wenn n= o iff.

die in diefem § betrachtet worden iff, vermande

Die Curve,

[t fich dbann

in swei gerade Linfen, welhe ber Are der s in ciner Entfer:

nung 117 p 3u beiden Geiten parallel laufen.

Diefe Linien

nabern fich der Are, fo wie p Eleiner wird, und veveinigen
fich mit derfelben, tvenn p=o iff, und in diefem Fall oird
bie e felbft der Ort der vorgelegten Gleichung.

§ 120.

Nach dem Bisherigen (§ 115 — 119) fann die Glei:

chung
y? 4+ bxy +cx® +dy +ex=f

nur eine von folgenden drei Formen annechmen:

y
t == ‘!:; I-"jii!":"..:......ll'.:’

! : 7

t= ..ll" | /u® 5= a®

t = /¢

ber mit 5‘“\31(‘6”[111] er Wureljeichen:
vPr e h o nfi = 2 hY,
Fa2t? 2= b%2u? =a?h’?

fe nachdbemr m = 4c¢ — b*

(§ x11) dberein, und bdiefer iff mit 4AC — B?

hem Jeichen. Die drei
3igen

Oleichungen find aqud

t =1 [/1:—-..11?5%(1.1

begriffen.

pofitiv, oder negatiy,

. [ g J!',,'
i z g % Bt " 1a i 4 AU )
iff. Die®rdfie4c—b? fomme mit dem Werthe ——r——

oder tull

A=
vonr glei
in ber ein=

Die dburch bdie erfte davgeffellten Curven, welde in fich
felbfE surticEfebren und einen Raum cinfchlicfen (§ 2115), wer:

ben Ellipfen genannf. Diejenigen, auf twelche die

joeite fubre,
und welhe aus jtoei abgefonderten Theilen, fede mit 3wwei




194

ing Unendliche fortlaufenden Sweigen, beftebn (§ 217), Heifien
Ayperbeln, und die Geraden, jwifden denen fie eingefthloffen
fiud (§ 218), Afymptoten. Die Dritte endlich iff die ber
Pavabeln (§ 119).

Um bdie Unterfuchung aller in der allgemeinen Formel
Av? +Bxy+Cx* +Dy + Ex=F
begriffenen Falle ju beendigen, iff nur noch der ju betraden,
o die beiden Goefficlenten A und C Nuil find; denn tvenn
gleich dle bisherigen Umformungen Feine Anwendung finz
ben, wenn A= o iff, fo fann doch die Gleihung, tvenn
das ®lied Cx* vorbanden iff, mit Dejug auf x aufgelbit
werden, und bdie Formeln der vorhergehenden §F bleiben immer
noch afiltig, wenn man v in x und x in y verwanbdelt, d. i.
aug der Aye der Orbinaten die der ADbfciffen macht;*) aber
der Fall, wo A und G beide Null find, iff gar nidht unter
meln begriffen, toeil die Gleichung, auf die Form

Bxy +~ Dy +Ex =F

diefen Fou

vedbucive, in NhEficht auf Leidbe Coordinaten nur vom erfen
Girabe iff. Diefer Fall verbient daber nech eine Dbefondere
Erwagung.
b fepe die leptere Gleichung unter der Form
xy + dy +ex={

an, auf welche fie fich allemahl bringen [3ft, und Habe {o

woraus erhellet, daf die Orbinate nie unmiglich tverden
fann.
Tacht man gubdederff y = o, o findet man
.i.‘
xX= —,

(&)

*) St A vorGanden und C = o, {0 iff m immer negativ, wie aud
B i i i . ]
T b befchaffen fein nags die Gleidung qibt alfo bdie Hyperbel,

i

neberf,




e e g R e e i e

—

e rrp— e

e,

192 —

Dies it die ALfciffe des Puntts E, Fig. 75, wo ble ge:
fushte Gurve die Are AB ber x fhneidet. ie geht dann
: e TN
unter diefelbe Binab, weil y negativ iff, renn x > 5 wird.
el f
Sl ==iosvaliy =
E an, (n weldhem bdie Curve die Are A

, und diefer IWerth geigt den Punkt
C ber y frifft.

2Auf die negative Seite der Apre der x Ubergehend, fahue
die Orbinate y fort ju vmi)fcn, weil der Nenner x ~- d
bureh die @ubtraction von x abnimme und Null ird, wenn
bas negative x=d iff. Sn diefemn Fall geigt ber unendliche
Werth, den man flr y evhalt, an, daf die Curve nidhe die
®erabe SS' erveichen Fann, telche man Gber der Abfclffe
AG = —d fenfrecht errichtet.

Wenn x, neqatiy bleibend, Gber d Hinaus wadfE, fo
anbdert 'y das Seichen, Iff aber
fo grofie Linie. Tian fiebt alfo, dbaf man unterbalb AB
auf der andern @eite von SS' einen Iwelg KT, abnlich
bem vorigen KT, angunchmen bat, der {ich jedoch nach ent:
gegengefeter Richtung evfiveden muf, indbem er fich der AB
in dbem Mafe nabert, wie

£ a An&G - : .
anfangs grofier, als febe noch

o

ble negative Abfciffe mwadhft.

&g ift nur noch Gbrig, ju unterfuchen, was aug y wird,
wenn das pofifive ober negative x unaufhbrlich zunimme.
Ru diefem Ende bividive ich den Jabler und bden Nenner des
Ausbruds fir y dureh x und erhalte fo

£
Nl

b o
y d’
14+ —
X

ein HRefultat, welches fich, wie man fieht, mit den wachfen-
ben x ohne Ende dem Ierth — e ndhere. ieht man dabher
in einer Entfernung AH = e unterhalb AB cine Gerade
S“S% pavallel mit dlefer 2re, fo Hat man cine Grdnge, der

fic




193

fich bie Bwelge Lk und T'k' unpufhbrlich nabern, und es er-
bellet, daf bdie Theile KTk und KI'k' bder gefuchten Curve
nicht tber bdie Scheiteltvinfel SOS“ und S0 S binaus-
gehn Ebnnen.

Dies genligt, um die Analogie darsutbun, bdie gwifchen
ber fo eben betrachteten Curve und der, welhe man Yz
pevbel nennt, {latt findef; e8 whrde felbff leicht fein, bdle
Gleichung der Ilebtern in die vorgelegte su vermwandeln, wenn
man fiir die Are bder Goordinaten die § 118 angebeuteten
Afymptoten nibme. b werbe mich hiebet nicht auffalten,
emeineres Verfabren auf diefen ®egens
fland guridfommen muf (§ r2g). Gir jeBt befthranfe fcb
mich davauf, ju geigen, daf, wenn man in unferer Sigur bdie

ba ich dburdh ein al

Goordinaten vom Punft O an vedhnet, in welchem fich dle
Afpmptoten SS* und S“S“ fhneiden, indem man
x =t — d und y=u—e
fest, die vorgelegte Gleichung in
at=f-I- de
ubergeht, aus welcher Form fogleich erhellet, Daf die beiden
Sweige eingnder ahnlich find.

§ 121,

Jede diefer Gleichungen {dheint auf die einfachife Form
aebracht ju feing allein die Soordinaten find niche auf einan-
der fenfrecht, role bei bden Gleichungen bder geraben Linie
und des RKreifes, von bdenen ich Dbigher Gebraud gemache
Dabe. *)  Sndeffen iff die Lage der Ordinaten mit der bder

*)  DNur wenn

o

d Vg + b2 R
wer h=o¢ iff, alfo in dev alfaemeinen Gleichung
¥2 4 bxy 4 ex2 4 dy + ex = f
oad sieite Gilied fehlE, ift dey Coovdinatemvinel ein vechiter, Dann qibt
aber die Gleichung den Kreid, Ueberf,
Trigonometrie, <N




Abfciffen durdh die Wedingung verbunden, bdaf jene mit der
Gheraden, tvelche die Curve im Endpuntt des Durdhmeffers
berlibre, pavallel faufen. Um fich bievon u tibergeugen,
broucht man blof in Crivagung su jichn, dbaf Ddie Puntte
M und MY, Fig. 40, 41 und 42, fich in I ju einem einjic
gen wereinigen, weldher Umftand den twoefentlichen Ehavakfer
der Berfifrungspunfte ausmadt (vergl. § 107). Sn ber
That wird die Summe der Deiben Ordinaten ober der Ab:
ffand der -‘]_\un{n M und MY weliher bei der Ellipfe bdurd

. 2 bf Lk
-_]_J. [ a® — uZ, bei der Hyperbel durdh Ty 1/ u? — a’?,

und bei der Parvabel durd o]/ e ii mtsq\‘brfuff iff, im Punft
1 gleich <N ull, wo man bei den erfien Deiden Curven u = af
und bei dber dritfen u=o bat.
®a bdie Gleichung der Ellipfe in Rickficht auf die bei:
den unbeftimmten t und u {ymmetrifch iff, dergefialt daf ber
orugdrud der u in t bdiefelbe Fovm bat, wie der der £ in u,
fo Eonnte man audh die t fi die Abfeiffen und die u fliw
oie Orbinaten nehmen, und wirde finden, daf der Durdhmef:
(er I, Fig. 40, auch feinerfeits der durch den Punfe L
gelegten Tangente pavallel iff. Da alfo die Duvdhmeffer
11 und LI cinerlei Gigenfchaften Haben, fo werden fie aug
biefem Grunde comjugivte ober verbundene Durchmefjer
genannt. *J - €3 {if offenbar, baf im Sn‘ifc bie conjugirten
Qurchmeffer auf einander fenfrecht fein miffen, weil bdie
durch den Endpunkt eines jeden X Durchmefjers gctrgtr Fan:
gente auf demfelben fentredht iff. Die Anzabhl der mit diefer
Cigenfchaft bebafteten Durchmefjer ift flir den .Smm unenb:

*)  oian fagt, dev eine fei dem anberm suageovduet, Aufer ven

Beiden conjnaivten Duvdhmefiern, AUF it uNg bie Bishevige Unalyfe geleitet
fat, ifi iede anvere burd) ven Mittelpuntt dev Gllipfe gesoaene Linie ein
Durdniefer, dem fvaend ein andever sugeovdnet iff, wic unten evhellen witd,
Wei dber Huperbel findet ehwas analoges fiatk,

ebevf
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lich.  Gang anders verhalt ez fich mit der Ellipfe; indeffen Hat
diefe Curve, von der uns bie obige Analyfe nur jwei einan:
der fchief fchneibende Durchmeffer fennen gelebrt hat, bdeffen
ungeachtef soei, welche fich unter einem vechten IWinkel fhnei-
den, wie man toeiter unten fehn wird.

Bergleicht man die bisherigen Vetvachtungen fiber die
allgemeine Gleichung der jweiten Ordnung mit dem, was
§ 87 und 94 von der Geraden und ber Krelslinic gefage
worden iff, fo wird man fich leicht Gberjeugen, daf die Glei:
dhung einer und derfelben Linie nach der Lage der Coordina:
fen, auf bie man fie begieht, febr ver{thiedbene Formen an:
nimmt. s fann daber niislich fein, ju wiffen, wie man
die @oordinaten umjurvandeln haf, um ju denen gelangen ju
onnen, teldhe flir bdie wvorgelegte Gleichung dle einfachfte
Sovm geben. e werde demnach die allgemeinen Formeln
entroicfeln, durch welche fich die Coordinaten einer Curve in
anbere yerwandeln laffen, welche forwohl zu den erffen als
unter einanber jedbe beliebige Lage baben.

§ 122.

Die grofite Aenderung, die man in dag Syftem der
Coorbinaten bringen fann, ohne daf man auffdrt, fie gerade
und gt jroef beffimmten Linfen pavallel ju nebhmen, beffeht
davin, ibnen einen newen Anfanggpunft und andere Richtun:
gen ju geben. Sch werde gleich diefen allgemeinen Fall be:
trachten, und annebmen, o3 terde verlangt, die Coordinaten
AP =x, PM =y, Fig. 43, welde fich auf die Aren AB
und AC begiehn, durch zwei andere Coordinaten A% P4 =t,
PYM = u, mit BDejug auf die Aren A“B4 und A“C* qug:
sudbrlicfen, deven Lage gegen bdie erffen beFannt fein foll.

Nachdem ich durch den neuen Anfangspunfe A“ die
Geraden A“B’ und A“CH mit AB und AC parallel gego-
gen Babe, werben bdie AbMinde AA! und A‘A“ der Bors

N
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augfeung nach gegeben fein, und wenn man fie durch « und
3 begeichnet, fo wird man Haben
AP = A'P -+ AA = AP + g,
IPM = PPM-+4 AlA" = P'M - f§
Rteht man dann durd) den Punft PY der neuen Ordinate
P4M bdie Cinien P“Q und PR, fene mit AB, biefe mi
AC pavallel, fo ift flav, daf man, da bdle Lag
A“B4 und A“CH fn Rudficht ouf AB und AC gegeben
{ff, nothwendig alle Winfel der Dreiecfe APYR, PYNMQ

e der Aren

fennen mufi, ober, was einerlei i|?, bie BVerbaltniffe ibrer hHo-

mologen @eiten.  ©eft man bdabe

Am R 'I)u“_ Pu ..r_‘} M (\,

AT T e TP AT At payp S B Ty
{o ird man Haben

ARl =o' AN Pl it PUR = n . AUPl= n¥t,

PHOM=SpRiEOMIS S QIR — g SWECVN =G
woraus man zieht
AUPl = AR + PYQ = mt + pu,
PM = P'R 4+ QM = nt 4 qu,
und endlich
AP = AP+ ¢ = mt+ pu + &,
Y PM=PM 4 :"'T =nt 4 qu -+ f.

Dies find die allgemeinffen Werthe, welhe die Coorbdina-
fen x und y, die unter einander frgend einen IWinkel ein{chlic
fien, annebmen €onnen, tvenn man fie durdh andere Coordi
naten von eben der Ave und von belichiger Lage ausdridt.
Wir wollen nun fehn, toie fie fich flu die verfchiedenen be:
fonbern Falle, bie Hier vorfommen Ednnen, modificiven.

1) 9Benn moan bdie neuen Coordinaten den erffen pa-
vallel fet und bLlof die Lage des Anfangspunfis andert, fo
terden die Linfen A% G und A% CY, {o wie AB“und A“B!
sufammenfallen, und man wird Haben

=l e niera St e=R0oSaInd - g =1,




tooraus folaf
t=t+e, y=u+f,
was leicht a priort eingufehn iff, wefl dann A“P“ ynd A% p
o fvfe PYM und P'M, nur eine Linie bilben.
@eit man a ober f gleih o, fo Dbleibt entmweder bdie
Are A G ober die Are AB an ibrer Seelle.
¢) SBollte man Dlof bdie Ridhtung bder Apren AB unbd
AC qndern, und liefe den Anfangspunft in A, {o twilrde
man, da die Linfen AB’ und A% C’ dann auf AB und AC
fallen, 3ugleich bHaben
= oD $ii=lo;
woraus fich erqeben wirde
x =mt -+ pu, y=nt-+ qu
9Nan fieht, daf, wenn man m = 1 und n = o {eit,
woraus x = t 4 pu und y = qu folgen wirbe, die N,
nic A“BY auf A“B! fallt, und daf folglich blof bdie NRich-
tung der Ordinaten geanbert iff; man fonnte eben o 3eigens
baf x = mt und y = nt 4 u die IWerthe von x und y
find, welche efner blofen Aenderung der NRihtung der Abfif:
fen entfprechen. *)

§ 123.

&3 fff gu bemerfen, daf jwifchen ben Grdfen m, n, p
und ¢, telhe von der Nichtung der Coorvdinaten abhingen,
cine nothtoendige Begiehung angutreffen iff, {o daf man nidht
alle vier nach BDelicben toahlen fann. Denn tvenn man den

Winkel ber urfpringlishen Aren AYB! und A“C’ fennt

*)  Man fann audh noch dew Fall fesen, dafi der Unfamaspuntt dev
Goovbinaten und entvebey blof Die Nidhtung der Ovdinaten obder blof bie
ber Abfciffen gednbert wird, Im evften Sall cehilt man

x=t14+putu, y=qu-+f,
un sueiten

x=mt+4ea, y=nt+ ui g
tebers,
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und fich die IWinkel BYA“B’ und CYA“B“ gibt, fo fft die
Cage ber neuen Aren A“BY und A“CY durd) diefe drei
Dinge vollig beffimmet. Wenn man alfo dle Srofen m, n
unb p fennt, fo conffruivt men leicht die Aren Dder beiden
Soordinatenfvfteme. Man gieht namlidy juerft eine beliebige
Linie alg die Are A“BY, nimmt auf derfelben einen willfubr:
lichen Theil A“R an, und jeichnet dag Drefec AR P bef:
fen @eiten A“R, P“R und AP fich wie m, n und 1 ju
einander werhalten; die Geite PYR mird der Apre A“C pavallel
fein und bie Seite AP die Are ABY geben. ieht man
bann durdh einen Beliebigen Punft P’ der Are A“B’ eine
Linic M P’ von unbeftimmter Linge der P“R parallel, fo
nur noch die ju A“C* pavallele Coordinate P“M ju beftim:
men, telches daburch gefchieht, daf man PY“Q mit A“B
pavallel legt und P“Q ju P*M in bas Verhilenif p : x
bringt. St fo die Gerabe P“M gefunden, fo vollendet man
pag Dreied PYQ M, beffen Seite PYM ber Are AMGY. Bos
vallel fein wird, und dag Verbaltnif der Seiten P“ M und
Q\f aibt de Grife q-

9Benn man von einem befannten Coovdinatenfyfiem ju
cinem andern gleichfolls beFannten Gbergebt, o werben bdie
®rdfen m, n, p und q, den gegebenen Definitionen gemap
bevechnet, 3u cinander die Degiehung Haben, von weldher eben
gerebet worben ift; allein es folgt aus dem Gefagten, daf
man, wenn ber Anfangspunft der neuen Coordinaten ge:
geben iff, dle Ridhtung ihrer Aren nicht dergeffalt Dbeffims
men Eann, baf fie mehr alg soei verfthiedenen Bebingungen
ein Glenfige thun,*) und daf in den Ausbdricten

x =mt +pu—+ ¢ y=nt-+ qu-+f
ble ®rofen x und y, t und u nicht die Coordinaten von
cinerlei Punft mit Vejug auf jwei verfhicdene Syfteme

*)  Qamlich ben beiden, welde von den Winfeln BYAWD und
CaAWBY phey C/AWCH qbliingia find, weberf,
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geraber und pavalleler @oordinaten fein fénnen, wenn m, n,
p und g nach Welieben gerwablt werden. Hier {ff eln elnfa
ches Mittel die Vegiehung gu finden, weldye jwifchen biefen
Gjvbfen Deftehn muf.

Benn man durd) den Punft M bie Seradben MG und
M H auf A“B* und A“Be fenfrecht ieht, und bie Winfel
MPB! = C'A“B' und MP“B“ = CYA"B“ qlg befannt
annimmt, fo wird man bas Yerhaltnif wvon P!M ju P'G
und das von PUM ju PYH Baben. Dejeichnet man dag
cuffe durch g und das jweite durch h, fo bat mon

PG =PMxg und P/H = P“M X h;
3iebt man dann A“M und bejeichnet AP und P/M durdh
< und ', fo toerden bdie fchiefrvointligen Dreiecke AlPIM
und AYPYM geben

AYM? = AYP? 4 P'M? + c A¥P! X P'G

= x? 4 yJ"’ + 2gx'y’,
AUMNE = AWP"2 4 PYM* + 2 A"PY x P"H
= t2 4 u® + chtu.
@eist man diefe Ausdriife von A“ME? einander gleich, fo
wird man erhalten
X2y 4 ogxy' = t* 4~ u® + 2htu,
und fubffituivt man nun fir < und y* ihre Werthe mt+pu
und nt 4 qu, fo wird man Haben
(m? + n® 4 ggmn) t° + (p® + q* + 2gpq) u?
+ 2[mp + nq + gp + mq)] tu
= t2 4+ u? 4+ ehtu,
®a diefe Gleichung fTatt Haben muf, weldhes aud) die Lage
des Punfts M {ein mag, {o muf fie fich aud) immer unabs
hangig von t und u beffatigen, cine Dedingung, weldhe fol:
genbe brei Gleichungen gibe:
m? +n? -t epgmn =1, p°i qg® + 2gpq = 1,
mp + nq + gnp + mq) = h,

@dafft man aus bden Dbeiden erfen g weg, o wird bas
Nefultat
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(m® + n®) pqg — (p® + q*)mn =pg — mn
die Dedingung ausdruen, roelcher die Srbfen m, n, p und q
gentigen miffen.

§ 124.

Man nimmeé om Haufiglten an, daf fich die neuen
Goordinaten w und t, eben o wie die urfpriinglichen, unfer
cinem vechten Winfel fhneiden; in diefems Fall werden fich bdie
obigen Gleichungen febr vereinfachen. Da die IRinfel M P B!
und MP“B” vedhte werden, fo Yer{chwinden P'G ober gy’
und P“H ober huj; man hat alfo Blof

m® 4 n® = 1

P+ q° = 1
mp -+ nqg= o,
worausg man folgert
m? =1 — n% p?=1— q?,
m?p? =1 — n? — g% 4 n®qg?%;
und bp mp = — nq, {o fommt

n? 4iq? = 1.

Bergleicht man diefes NRefultat mit der Gleihung m® 4 n? =1

v

fo findet man q = m, worgus p = — n folgt; man
bat alfo endlich
i i

X =mt—nu, y =nt-+ mu,
mobef ju ermwdgen iff, daf die Grifen m und n vermdge
der Gleidhung m* + n® = x yon cingnbder abhdangen.

Die 44fte Figur, welhe fir bdiefen Fall conffruive ifF,
seigt, daf m der Cofinus des IWinfels BYAYB’ und n bder
@inug dlefes IWinfeld {ff, und baf man hHat

AP = AR — P4 Q =mt — nu,
PM = PR + QM = nt 4 mu,

toie ich es eben gefunden habe. *)

*)  Dichts witede Teicheer fein, afd die BVeweidhnunaen dSurdh die Vudhs
ftaben m, n, p und q nicht allein in dicfem Sall, fonbern auch in Ao,




Um in diefemn Fall jugleich den Anfangspunte der Soor:
dinaten und die I Aren ju vevanbdernm, muf man

x=mt—nu-+e& y=nt-+mu-f (§re2) nehmen.

Sndem man dabei die Bedingungsgleichung

Sit

wad borhevgenht, in di
s

vintaten enthaltenen

15 und Cofinus dev 3 en Den Yren ber Goors
it verwandeln, und man wide bann bie in

-

mehreven nach der anntmadyung dev friihern Ausgaben diefed

fchienenen BViichern vorfommenden For

meln exhaltens allein die von miv an’
fe ab und ifF der analytifchen Eles
ift aud) ofne Jweifel der Grund, wavunt die
Hevven Lagrange und Monge e allen tmformimacen der. Goovdinaten,
e enthalten, bie Veseichnungen duvd
nometvijehen Qinien wovgesogen Daben, twceldhe fibrvigens Guler {don feit
1748 in diefe Nednungen eingefithrt Hatte,

aenommene Ve

aany anaemefiency. Di

vie ihre Sehr

Budhtaben den trigos

Da bie gegenfeitige, £ ber vier ven, welde fid im Punit A"

N o 3

fdineiben, duvdh drei ber Winfel beftinmmt wirdb, bdie je swel unter einanber
bilden, o fann man die Data der Nufaabe anf mehe ald eine vt wahlen,

Solgende fheint miv gans einfacd,
I fese, Fige 43,
JANB =@, GCANC!I =y, CAWB=a,

C/ANBH = gy — @ CVYAMB = w — .

at man nun, daf fraft bed Pavallelismus dev Gevaden P/R, QM und

Gupnlement
CHAMB, PY

122

von G/A% B/, bie Winfel AYPYR und CrAVDBY, NPYQ und
MQ und CrAMGH einander aleich find, fo. Hat man nad

AVR
m = e

i

0 —

e

Sin W

PR JET Sin (P
o= —— == — - — = — ’
Arpn sere G/ AV B! SLn (0
PiQ sin G A CH sin 1y

PIM T sin CTAWEBI

QM

g = ——= —
PN Sin o
Hickausd folgt, daf
sirt (g — @ SITL i
AP = xl — .___.__’_) t =L
Sin w sin o
sin sin(m—1)
PM =y = — 4 T 4+ — Sy u
S @ S

it @8 ift nidyt nbihia, cine Vedinaunadaleichung sn Hevicticdhtiatn, d& i




m? 4 n®= 1
berlifichtiat, fieht man, daf man nuv brei ®rdfen, nimlich
e, f und eine der Grdfen m und n nad) Delicben anne:

men darf.

§ 125.

Seh will nun unterfuchen, was flir Verelnfachungen
man vermittelff der Umformung ber €oorbinaten mit der all:
gemeinen ®leichung

Ay® +Bxy+ Cx* +Dy +Ex=F .... (§ 1)
vornehmen fann, ofune daf bder Coordinatenwinfel aufhore,
ein vechter gu Dleiben.

©@ept man in diefe Gleichung

x=mt —nu + ¢, y=nt- mu- f
fo toird dag NRefultat der Subffitution ¢ben {o eine vollfian:
dige ®leichung bes jweiten Srades zwifchen t und u fein,
wie die gegebene jwifehen y und x5 da man aber bdref will:
Fihrliche Grdfen einflibre, fo Eann man eben fo viele Bebdin:
gungen ftellen, wobdurch dies Nefultat vercinfacht wird, 3. B.
die Coefficienten von ut, t und u gleich Nuil {eken, wm die

der Redinung nuy (o viel Grofen vorfomnien, ol gy Befimmung dexy
Gufteme von Coovdinaten eviorbevlidh find,
Madit man den AWinfel C/AYB! der urfvrimglichen Apen su eiment
pechten, fo ift sin w =1 und Hat man blog
=1t cosq 4 u siny,
Y =t sin @ 4 n cos .

Nan fieht, daf
buveh o — (p + v
hat man 19 — @
cos w = cos ¢ (§ 23), folalich

dev Winkel CHAWDBY per weuen Aven im Allgemeinen
-\
)

augaedrvitett ift, ©olt ev ebenfalls ein vedyter fein, fo

y==1g, alfo Y= — @ und sinay = — sin @y

X' =t corp— u sin @,

Y= tsing +4 u cos ¢,
wie e8 ummittelbar aus Fig, 44 folat, Wwo dic Are A CY auf ber andern
Seite ber Are AMC! mit Vejug auf die Yrve AW B! falt, welder WUmiEand
duvd) die Aenderung ves Jeidens dved Ldinkels 1y angedeutet it Werr
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damit bebaftefen Glicder fovtjufhaffen. Man wird dann
cine Glefthung von ber Form
A2  Clu® = B!

erbalten, welche den beiden evften des xooften §3 Ahnlich
ift. ") Diefe Fovm iff merfrolrdig 1) dadurch daf, indem
bie Dbeiden Berthe won t einanbder gleich und blof in den
Reichen verfchicden find, fich evgibt, daf bdie Are der neuen
Abfeiffen u ein Durchmeffer it (§ rr1); <o) dadurd) daf,
bp jeber
diefelben IBerthe flr t gibt, der Anfangspunft ber w, in
ber INitte des Durchmeffers Dbefindlich, bder IMittelpunte der
Curve fein mup. (§ 114).

Die Rechnung wird einfacher, tvenn man, {fatt vermit:

Werth von u, forobl pofitiv ald negativ genommen,

telff obiger Ausdride flr x und y jugleich den Anfangs:
punft und die Richtung der Toordinaten ju Anbdern, juvdr:
berff die Aren parvallel zu einander nimme. ekt mon ju
vem Enbde in die Gleichung (1)

*) Die Subfiitution gibt:
(n2A 4+ mnB 4 m2C) 12
+ (2mnA 4+ m?B —n?B —omn C) tu
+ (m2A — maB 4 n?C) n?
- "\;‘I'}n;\ 4+ «nbB 4 IJ’luB -+ 2¢mC <+ nD 4 an.:) t
+(2 ;",’ mA 4 agmB — ;')‘n B—2a¢nC -4 mD—nL)u
=F — ($?A — afSiB — a¢?C — D — ¢E,

A, B, C, D, E, F find geaebene Grofen, e, § und m willfithuliche. Die
lestevny fann man (o annehmen, daf die Gilieder mit tu, t und u verfhvin:
Su diefem Enbe wiivbe man

gmnA 4+ m?*B — n2p —2mnC =o,

2fnA 4 anB +fmB+42¢mC4 nD 4+ mE=o0,
2fmA4 ¢gmB — SuB —2¢nC 4+ mD — nE =o
fesen, fitv n feinen SBerth) /1 — m= fubfituiven und aus vem drei Ve
dingungsgleichungen die Werthe fitv e, F und m entwickeln mitfen. Subs
ftitwivie man dann biefe %WBerthe in bdie obige Gleichung, fo wilcben bie ges
vacdhten Gfieder verfchwvinden, und man evhiclte cine Gleichung von bdev
Form

e,

%)

A2 4 Clu2 = T,
Die BVeftimmung vor &, F und m i mihfam, D dad im Tert anges
acbene WBevrahren wind fie evleichtevt, Heberf.




B

=
A

Y= i ey y = _!," -+ .n"}l,

fo vermanbelt fie fich in bie folaende:

;\'\"I + Bx'y' Cx? ]
(@A +Be+ D)y (Ce+ B+ E)x‘} ... (2)
- B (r..'} 4+ Ce®* +Df+Ee =F

Da die Grofien e und willEabrlich find, fo Edhnnen
fie bergeftalt getoahlt werben, daf die Glieder y’ und x’' yers
fehwinden, indem man die Gleichungen
2Af+Be+ D =0, 2Cea -+ 'lip’ - HE=0... )
anfegf, woraus man erhalt

A e R R R
4AC—B2' 4AC — B®
Hiernach bleiben in der Gleichung (2) nur nody bie mit
y 5, x'y* und x* bebafteten und bdie won den Goordingten
x und y’ unabbangigen Glicder #brig. Die lehtern laffen
fich] vermittelft der Gleichungen (a) reduciven; denn multl
plicirt man bdie erfte mit §, die jweite mit &, und 3ieht ibre
Gumme von bder Gleichung (2) ab, {o erbalt mon mit TWeg:
Iaffung der @lieder, welche verfthwinden mibiffen,

3

Ay'? Bx'y' 4+ Cx' 2 — Ap® — Bafi — Ca®* =F...(3).

3 gebe nun den Aren ber Coorbinaten eine neue Richs
tung, dodh {o, baf der Soordinatenivinkel ein vedhter bleibe,
inbem i) npd) dem vorigen §

¥ = mt — nu,
y'=nt 4+ mu
fese. Dureh die Subftitution diefer Werthe geht die Gilei-
hung (3) in folgende Giber:
(An® 4+ Bmn + Cm®)t*
+ [2(A — C)mn + B(m® —n?)] ut
+ (Am® — Bmn -4 Cn?) u®

— Ap* —Bef—Ce* =F

o (s

Da bie beiben Grdfen m und n  der Gleichung

m? 4+ n% = x genligen miffenr, alfo nur die ecine willEhhr:



lich angenommen toerben bavf, fo werde fdy fie fo befitmmen,
baf das Produft ut verfdhwindet, und zu dem Ende bie
Gleichung

2c(A—€Cmn—+4+B(m* —n®)=o0...@m)
anfesen.  Mache ich nun, um abjublivzen

An? 4+~ Bmn 4 Cm? = A/,
Am?2 — Bmn+4+ Cn? = ¢,
Af? 4+ Beff + Ce® +~ F = F/

r

fo nimmt die Gleic

mithin die verlangte, toobei fjedoch vorausgefest mwird, daf

man veelle 9Berehe flir die Grdffen m und n finden EHnne,

mwelche bursh Gleichungen deg sweiten Grades geqeben find. *
7 v 7 - u

Diefe Werthe werden durch die Combination der Glei-
chungen
2(A—C)mn~+4 Bm® —n*)=o,
m? 4 n®* =1

=) Dan fieht alfo, daf bdie algemeine Sovm der Gleichumacn vom

sloeiten Girade

F
ourdh Wevanderung ded Anfanadpunftd und dev Richtung der auf eimanber
vedhtivinlich bleibenden Goorbinaten auf die Sorm

Alt2 4 Clu? = F

Ay? 4 Bxy + Cx® 4 Dy 4 Ex

aebradbt wevden fann, deven AUbhangigkeit von dev nvfprimglichen Sovm ditvch
vie Gleichungen
A’ = An® 4 Bmn 4 Cm3,
C = Am? — Bmn -+ Cn?
F''= Af? 4 Befi + Co® 4 F,
und buvd die WVedbingungsaleichunagen
2Af 4 Be 4 D = o,
2Cg + Bf + E = o,
e i |
2(A—C)mn +4 B(m?® —n?) = o

beftimme wicd, teberfs
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gefunden. Die erfie gibt
miI = ]:Q-F(L:;A _‘]:)2’
B
SC—5
jum Quadrat und eliminive n® vermittelft der Gleichung
m® 4 n? = 1, fo wird Fommen

{eBE man nun = 7, erhebt den Certh von mn

o -
4 o 7

m®* —m® = — =

14 477

r

woraus man gieht

iVJ BSOS ANy S T TR B R
4 P "L — !
-4 e]/1+ 47

und bierndehit

2
m- =

W=

@elt man nun fiatt 7 bdie damit begeichnete Grbfe jurhict
und fubftituive die Werthe von m* und n* in dem Ausdrud
flr mn, fo findbet man, wenn man blof die obern Seichen
der SBurgelgrbfien berudfichtigt,

Die Werthe von in und n, die man ausd denen von
m? und n? jieht, werden dag doppelte [eichen == erhalten;
man erfieht aber aus dem Ausdrud fir mn, daf diefe Bei
chen fo getable werben miifen, daf-das Produft mit B von
gleichem Beichen fei. *)

*)  2Wenn mam, wie in dev YAnmefung su § 124, BYAYMB'= ¢ {el,
fo echalt man
m = cof @, n = §in @,




@ubftituivt man dle Werthe von m*, n® und mn in
dle Ausdride fir A/ und C4 und bringt dle Glicder mit
gleichem Qenner jufammen, fo wird man bet einiger Auf
merEfameeit fehn, daf der 3dhler duvdh /(G —A)F - B” |
theilbar fein toird, und bdaf man evbalt '
A'=L(C+ A)+ 1]/(C— B +B?,
C'=1(C+A)— L/ (C—A?*+B.
®ie Unterfudhung diefer Ausdrice gibt folgende NRe:
fultate:
1) ©ie Grofen A’ und C! find immer reell.
o) wenn A und C Dbeide pofitiy oder Dbeide negativ
find (den [eBtern Fall Eann man immer auf bden erffen ju-
plidflibren, tenn man in der Gleichung (1) § 125 alle Zei
hen umEehre), fo wird A’ immer pofitiv und €' 8 nur dann

{ein, tvenn

C+ A= C=8TFB,
ober (C 4+ A)? > (C — A) 4+ B2,
ober egAC > —2AC ]33,
ober 4AC > B?,

ober endlich 4 A C — B*? pofitiy ift.

z) wenn A und C verfthicdene Seichen BHaben, oder
wenn A pofitiv ober doch pofitiv gemadht und C negativ iff,
fo erbalt man

A=1(A—C)+ 11)/(C+ A +B"
¢'=1(A —O— }AC+ A +B%;

und hHievaus

mn = &in @ cosp = Lsinggp,
m? — n? = cos @ — sin g2 = cos2Q (5 11),

mithin

s en 2@ Y i mn B

i = g lg-L2@q = ki P ——

cos 2 m< — n? 2{‘{. —_ ;\)

B

odey g 20p = roE=mTY

weldie Gormel foaleidh den TWinfel gibt, dem die Uve der t mit dex dev x
bilbet, Bery,
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pann iff A’ pofitiv und C' negafiv, unbd da jugleich 4AC
negativ iff, fo wird 4 AC — B? negativ, toraus folgt,
dafi bag Beichen wor: C! immer von dem ZJeichen der Grofe
4AC— B? abh

4)

wiirdiger Umftand, niche blof, teil bie um

Sft endblich 4AC = B? o ift C'= o, ein merf:

eformee Glei-

dung At + C'u® =F fich dann auf A‘t* =TF' redu-
wung

civt, fondern auch, weil die Ausdrlicfe fir ¢ und f (§ 125)

dpann unendlich toerden; man fann alfo in diefem Fall niche

sugleich die mit y* und x‘ bebafteten Glieder qus der Gleiz

dung (2) verfshivinden laffen.

§ 127.
Um diefer ©chroievigheit ausjumeichen, toill ich in bie

Gileichung (1) unmittelbagr x=mt—nu und y=nt4mu
; y

fegen, twas geben wird
(An® 4-Bmn 4 Cm?)t*
+ [2(A — C)mn + B (m® — n®)]ut ] 2
+ (Am? — Bmn + Cn?®) n® (6)
4+ @On+Em)t+ Dm —En)u= 1},
Seb madhe nun toieder
o(A — Cmn+ B(m? —n®) =o0....(m)

am dag Droduft ut wegiufthaffen. Die LWerthe von m und

n, fo tie die der Coefficientelr/T® und u® werden bdiefelben
{ein, toie im vovigen §, und bdie umgeformte Gileichung if
A2 - Cu? +-DOn+Em)t 4+ Om— En)u=F (6).
Um bdie Vereinfachung ju vollenben, iff noch der An:
fangspuntt der Coordinaten ju anbern. b fese demnach
t=t 4+ ¢, u=n1u 4 [
woburd) entfeht
A2 4 C'u"? + (A +~Dn -+ Em)t!
=4 (eC'f 4+-Dm— En)u’
G Ale® - (."ﬁ"’ 4+ (Dn+ Em)e' 4 (D —En) i 0
&g
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Es ift Elar, daf unter biefer Form das Glied mit u' nicht
verfthwinben fann, wenn C'= o iff; denn die Gleichung

2C'f+ Dm — En = o,
die man {n diefem Fall anfegen mifite, wirde fliv f* einen
unendlichen TWerth geben. Fh will alfo die willthbrlichen
®rofen ¢ und f o nebmen, daf das Glied mit t und die-
jenigen, welche von den Coordinaten u' und ¢ unabhingig
find, wegfallen. Bu dem Enbde fehe ich

2A’e¢’ 4+ Dn + Em = o,
Ad? 4+ Cf%*+ DOn+Em)e'+ (Dm—E n)f'=F =o.
Madhe {sh dann, um abjuElvien,

eC'P 4+ Dm — En =— E!

fo erbalte ich die Gleichung
A't? 4 C'u? — Ev' = o0.%)

¥) Fig. 76 wid bag hier Gefagte dbem Anfinger anfdantich madei.
@8 feien AB und AC bie Aven, auf weldie ficdh die vedhtwintligen Goorbi:
naten x und y in bey uvfpriinglichen Gleichung

Ay* 4+ Bxy 4+ Cx® 4+ Dy 4 Ex = F,
besiebn, und AP — x, MP — ¥y. Gt man x = mt — nu yud
Yy = nt -4 mu und madt
2(A—C)mn 4 B(m?® — n?) = o,
1o evhalt man
A2 + Cu? 4+ (Dn +Em)t 4+ (Dm — En)u = F,
cine Glefdhuna  awifhen den vedhbvinligen Coordbinaten AP — t ynd
MP/ = u, in bder A’und G/ ifjve int Vovigen & entwickelten TWevthe behalten,
Sest man ferner t=1t 4 o' wnd u=uw' 4 5 o entfeht
Alr'2 4 Clui2 4+ (aA'¢/ + Dn 4 Em) v/
4+ (2G5 Dm —En) v/

+ Aot 4- €52 4 (Dn 4 Em) ¢! 4 (Dm —E n)3l=F,
eine Gleichung svifhen den  vedtvintligen Goordinmaten AYPY — v und
MP/ = o/, bderen 2Aren AVBY und A“GCHY von gleicher Qage mit den vovks
aen AB/ und ACY, {idh i dbem Punft AY {dynmeiden, dev duvth A A = o
e AYAY = 7 betimmt ift. Diefe Gleichung endlich evhilt die Sovm

Atp2 4+ G2 — E'o'= o,
Wein 2A'w' 4+ Dn 4+ Em = o,
2C/5 4- Dm — En = — FE’

und Al 4 G52 4+ (Dn 4 Em) ¢! 4 (Dm — En)3—F =0
aefest wird, Mebery,

Trigonometvie, 0
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9 Um alle F&lle, meldhe bdiefe Umformung in fich bBegreift,
fid su erfennen, mufte man unferfucher, wann &' und B durd)
{ die beiden erffen unter den vorfiehenden Gleichungen beftimmt

‘ yerden Eonnen; es iff aber flir den gegenwdrtigen Jtvek
Binveichend; ben cimzigen: Fall gu betrachten, wo C'=o0 ift,
poburdy die gioeite diefer Gleithungen auf

A2 Dn+Em)e'+-ODm —E n)f —F = o,
und die in £ und uw' umgeformte auf
At% = E'n
gebracht wird.

SRan vereinfacht noch die gedbachten @leichungen, twenn
man won ber erfien, nachdem man fie mit o' mulfipliciv
Bat, bie sweite abyieht, und berddfichtigt, daf

— B/ = Dm — En
mwird, wenn C = o ift. Nan erhalt dann
oA +~Dn 4+ Em = 03

| o SR - PP G

| A® 4+ B f+ F = :)5

fibiios Die Vorausferung endlich, daf C'= o ift, elche dem

i &all 4AC = B* entfpricht, vertoanbdelt die Nefultate des vo-

‘ rigen §s in

A= C 4 A,
= C N2 A |./x\ C
¥ ne e ———— B e o tr G g B — e
, e G GUpAY BT C+A
? gGennt Dm — En = o iff, fo iff eudh BE‘= o, und

i

da danu bdie Gleichungen (a’) nur nodh bdie unbefannte c
= o . o o
i enthalten, {o Ednnen fie gang ver{thiedene NRefultate geben;
‘
i P e A
I i
| |r g *) . Qnbem alle ibrigen Galle i ver Gileidhuna
A2 4+ Cn? = F

bearifien find, welche (ich feicht auf bdie Jorm
A2 4+ Clu? — E‘n' = o

; 3 : g
brinaen [aft, Wwenn Moan u = v’ % i/ = uny == 2 VOF = E {eit,

Berf,




allein unter biefer Worausfesung, verbunden mit der, daf
C'= o ift, nimmt die Gleichung (6) dle Form

At* +- D't = F
an, weldhe blof noch die Soordinpte t enthalt.

§ 128.
@ammtliche Falle der allgemeinen Gleichung
Ay® + Bxy + Cx? 4 Dy 4- Ex = F
find alfo fn den drei umgeformten
A't? 4 C'a® = F/,
Al'? = Rig,
A't? + D't = F
enthalten, von denen bdie beiben leftern Bblof dem Fall an-
gehbren, wo 4A C =B2 iff, bie erffe aber allen fibrigen.

Die drei im 120ften § aufgeffellten Formen finden fich
in ben Deiden crffen Gleichungen ticder, mit dem eingigen
Unterfchicde, daf die Coordinaten jelt auf einander fenfrecht
find, aus weldhem Grunde man die Durdymeffer, auf bdie fich|
nun bdie durch diefe Gleichungen dargeffellten Curven besiehn,
Apen nennt.  Jch will bier die vornehmften Umftinde diefer
Gleichungen wieder in Erinnerung bringen.

1) IRenn bdie Grdfen A und C' beide pofitis find,
was dann der Fall iff, wenn 4AC — B in der allgemei=
nen Gleidhung pofitiv iff, fo gebbre die umgeformte

Alt?2 4 C'u? = B

b £ /= O
T Al

gibf, einer Blipfe an (§ 120).

Man findet die beiden Halbaren OI und OL, Fig. 45,
tenn man ben LWerth von u flir £ = o und den won t i
u = o fuht. Diernacdh erhalt man

- 400 : - i)
[ I () W A
C i/ el i

D 2

toelche
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und begeichnet man diefe belden Linfen mit a und b, fo hat
man

G = ﬂ]f@ L= T
j O F!
und ;thg....A‘=b,_,,

mithin

t'.: 2 : h - LLe

BE ~+ 3—‘;;- = 1 und Bieraus t == — ]/a*—u",

I a” a
el Nefultat, welhes dem bes xigten §8 abnlich iff und
eben fo confruive wird.

D©er gegenwartioe Fall begreift auch die Gleichung bdes

Hreifes unter fich, die man erhale, wenn C'= A’ ift, el
die umgeformte dann

At +u?) =F ober t%2 4 u®= Y
£
pird und bdie Soordinaten fish rehewinklig durdhfchnelden.

Der HalbmejJer ift i IN

Die Glelchung At® 4 C'u® = F' wird ungereimt,
wenn E* negatly ift, wabrend A’ und C’ beide pofitiv find.
@ie ftellt fich indeffen als rvichtig dbar, wenn E' = o iff, und
t=o und u==o gefeht wird, 1o fie dbann blof dben Anfangs:
punft der Coordinaten gibt. Dles iff die auf ibren Mittelpuntt
vebucivte Ellipfe (§ 216). @kt man in den Ausdrud fir
' (§ 125) bie DWerthe von @ und £, o wird man durch
die Coeffictenten der Gleichung (1) !L:rf;t bie Dedingung aug:
driifen, der die Grbfe E gentigen muf, um bedeutfam ju
fein.

o) MWenn A’ und C' verfthiederie Seichen Haben, was
bann figtt finbet, wenn 4A C — B* negativ iff, fo nimm¢
die Gleichung swifchen ¢ und u nothwendig eine von biefen
Formen an:

At? — C'a? = F/
At — Cu? =—




—_ 213 —

und fest man wie vorhin flir A’ und C ibre durd) a und b
auggedriicfe Terthe, fo erhalt man nach den Meductionen

i u® b S
— — — =1 und hleraus t = &= — [/ u®  a?,
e a*® a

£* u®

b S d iy Sl
——— ——e— T L, .. ... = — u* — a®,
b* a“ a b

Dicefe beiden Glelchungen geboven Spperbeln an (§ 120),
von Denen Die erffe ble Are der t, nicht die der wu burd):
{chnefbet, toeil t davin nicht Null twerden Eann; von der
jwoeiten gilt bas Gegentheil.

Obgleich der Werth + = 1/— bZ, ben man in der jwei-
ten Gleichung flir u = o erhalt, imagingr wird, fo Hinbdevt
bies dboch nicht, daf -man im Mittelpunfe O, Fig. 47, eine
@entredhte OL = /b® = b errichtet und nach der Analo:
gie der Ellipfe die Linte L LY, bdas Doppelfe von OL, bdie
sweite Aye nennt; allein man unterfcheidet durch den Na:
men der Fwerchape die Linfe IT, welhe der Curve begeg:
net, wag von LI nicht gilt. *)

Gft G’ = AY, fo werben belbe Aren élnander gleich,
und die Hyperbel wird gleichfeitig genannt.

Man fieht, dbaf wenn F' = o iff, dle Gleidhungen ber
Hyperbel {ich auf

! g4 /C!
At — C'u®=o0 ober t=:ztn i
Al

*)  GBivd in dev evfien Gileidhung u = o gefest, fo eehAlt Man t =
b = OL, und wird in dev seiten t=o genommen, fo iffu=a=01.
LWerben alfo die Ubfciffen auf dev Ave II' = 2a gevedinet, {o aibt bie
erfte Gleichung die Curve, weldbe duvdy L und LY und bdie pweite die, weldhe
bued) I umd I/ geht, it Hinfidt auf bdie lestere Cuvve fHeift II7 bie
[werdare unv LL! bie gweite odev amdlh die sugeovdnetes nit
Hinfiht auf die eviie vevtaufdhen beide Urven ibre Venennungen, Die Iwerdy
aye fann grofier, Eleiner oder eben fo grof ald die sugeovdnete fein. Wi
ver Eltipfe bescichnet man alemafbl die ardfeve Ave mit dem Namen der
evften oder avofien, die Eleincye mit demy Oamen der Fweiten oder
fleinen, weberf,




vebuciven und dann nur noth ziwei gevade finfen davfiellen
(§ 118).
5) Hat man 4AC = B?, fo gehbrt die umgeformee
Alt® = E'n' ober t' == J];—: u!
ciner Parabel an, twelche frer Are IB, Iig. 48, im An:
fangspuntt der Coordinaten t und w’ begegnet.

Renn E/ = o iff, und bdie Glelhungen (a’') &. 210
fibereinftimmen, fo erbdlt man A't'® = o, ein Refultat, el
dhes, dba e zweimal t'= o gibt, bie ’{u IB barftelle, mit
der fidh dle Sroeige Der Parabel ju vereinigen fiveben, tenn

! abnimmt. *)
Die lepte umgeformte, namlich
A‘t? 4 D't = F,
welche flir ¢t gtoei beftimmete SWerthe gibt, deutet groei der Are
der u parallel lpufende gevade Linien an.

Endlich iff noch 3u bemerfen, daf die Gleichung

At? o C'u® — BE'u' = o (§ 127
der Ellipfe, Huyperbel und Parabel gemeinfchaftlich angehort.
Die erfte erhilt man, wenn A’ und C’ gleiche Jeichen Haben
die jweite, wenn A’ und C’ von verfthiedenem Jeichen {ind,
bie britte, wenn C!' = o ifft. **)

) Die Gleidung v === E/ AT u' eigt, baff fiie fvgend eine
V.
Abfeiffe n’ bie jugehdrigen Geiden Ovdinaten unt fo Fleiner find, je Eleiner B
wird, und daf mit dem [chwindenden E/ bie Ovbinaten aliey Abfeifjen QRull
werden, mithin die Vavabel fich in eine gevabe Linie verwanoelt, Uebevy.
=)  Haben A/ und C einevlei Jeichen, fo ife

(Elu! — {"u‘
== A
:\‘

und Gaben A’ und C! vevjehiebene ?uciun, 10 ift

i === By L
Gonftenivt man diefe Gleichunaen, {o itbersenat man fich Teicht, daff die crfie
vie Elipfe, die poeite bdie Hyperbel gibf, fite Ubfifen vom Sdiitel ges
richnet. Nebery.
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@er Puntt der Curve, in welthem fich der Anfang der
@pordinaten Defindet, tvenn man denfelben in elnem der En:
den der Are annimmt, wird der Scheitel genannt. Sn bet
Ellipfe und Huyperbel gibt ¢ wei Seheitel, welghe in Fig. 45
und 47 dureh T und I’ angedeutet find; bie Parabel Hinge:
gen, Fig. 48, bot nur cinen @cheitel, mithin feinen SRittel-
punkt, wefhalb auch ihre Gleichung nicht dle Form

A‘t? 4 C'n®* = F

annehmen Eann.

§ 129.

GRenn man vermittelft der Disher entroidfelten Forieln
erfannt Bat, auf welhe Avt von Linien fich jeber Deliebige
Gall der allgemeinen Gleichung begieht, fo muf man, um
diefe Linfe geichnen ju Eonmen, die Coorbinatenayen der um:
geformten Gleichung in ibrem vidtigen Verbaltnif zu Dden
urfpringlichen Apen darfiellen und die Grdfen A, CY B
oder E' confiruiven. icbei fann der Lefer feine Schtvierige
Feit finden, fo bald er nur einige Uebung erlangt bat, allges
meine Gormeln auf cinen befondern Fall anzuroenden. S¢h
halte es daber auch nicht flir nbehig, sum Vehuf von Ope
rationen, die nicht Haufig vorFommen, viele Negeln ju geben,
die ohnedies Dem Gedichtnif entfhrounden ju fein pflegen,
wenn man einmahl Gebraudy davon maden will.  Das fol:
genbe Deifpiel, fo einfach e audy ift, wird hinlinglich fein,
die Srweclofiaeit etner ausfubrlicheren Antveifung darzuthun.

Man Habe die Gleichung
xy. -+ Dy -+ Bix ='F.
Hilt man fie gegen die Gleichung (1), {0 fiebt wan, taf

A =10,"B = 1,/"0="0,

AANG =ieR BN
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ift, und da Bier 4 AC nicht gleich B? {ft, fo gehbrt diefer
Fall flr die umgeformee
ANK - Cln? = B
MMan findet nun, daf (&. 204 und 205)
c=—D, ﬁ:-—wE, F'=F 4+ DE.
Ferner (ff (&. 207)

folglich DHat man
It? — 1 =F 4+ DE ober t° — u?=eo(F + DE).
Die gefuchte Curve ft mithin cine Hyperbel, welche von ber
Ape der t gefchnitten wird und deren beide Halbaren den erth
12 (E +DE) faben (§128). Geht man auf die Unnwand:
lungen juriic, die vermittelff der TWerthe
x=x 4 e, y =y + f§,
x=mt— nu, y=nt-4 mu

DewerEftelligt werden, fo fieht man guvdrberft, daf fich dev
Anfang der t und u in dem Punft befindet, fir den x =
und y = £ ifi. Madhyt man alfo, Fig. 77, AN =—D,
AAM=—E, fo wird A diefer Anfangspunft fein. Be:
vechnet mon dann ben TWerth von m oder vom Gofinus bed
IWinfels, bden bdie Are der t mif ber der x Dildef, fo finbet
man T/l_g’ und diefer IWerth entfpricht dem Cofinus von
o’,5. Macht man alfo den Winfel BYAY A" = of, 5 und
ervichtet A CY fenfrecht auf A BY fo hat -man die Aren dev
tund u. Nimmt man endlich A“I = A“T'=]/2(F + DE),
fo ergeben fich die @cheitel T und L' der Hyperbel, tvelche
ber Ot ber vorgelegten Gleichung iff.

Ein dhnlicher Gang toird in jedem andern Fall jum
Biel flibren. S¢h habe tbrigens dlefes {shon § 120 Dbeban:
pelte Deifpiel geroablf, um ju zeigen, dbaf die Eurve, die dove
burch ihre Afymptoten angedeutet wurde, twivElich elne Hy:
perbel {ff, und um ihre Apen ju finden.
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Oefters unterfucht man, weldes die Curve {ff, der cine
gewiffe Eigenfehafe jufommt, von welher man nodh nicht weif,
ob fie einer fchon Defannten Qurve angehbrt; in folchem Fall
16ft fich die Gleichung, bdie diefe Eigenfhoft ausdrlicde, auf
eine der fhon unterfuchten Gleichungen Juriicfihren. Dies
werden bdle folgenden Aufgaben zeigen.

§ 130.

Die Gleichung einer Curve von Oder Eigenfchaft
3u finden, daf die Summe der Entfernungen ME und
ME’ eines jeden ibrver Punkte M, Fiz. 45, von swei
feften Punkten F und F’ einer gegebenen Linie gleich fei.

Degeichnet man die gegebene Linie mit 2a, den Abftand
EE! der feflen Punfie dburd) 2c, nimme man fermer bden
in der Mitte von FE’ befindlichen Punft O flir den An:
fanggpuntt der Coordinaten, fo daf OF = OF = c ff,
und fegt OP =x, PM =y, {0 wird man finden

BPR ¢~ x, 'HP —ctrty
Da bdie in P rehtwinbligen Dreiee PMFE, PME’ geben
MF = /FP? - PM?, .MF' =]/FP? - PM?,
fo wird man finben
MF =1/(c —x)* +y°, MF =1/(c+ x)° + y-.
@eht man aber MF = z, fo erhilt man MF' = ca — gz,
weil man nach der Voraus{esung Gberall in der Curve
MF 4+ MF' = ¢2a
hat; man wird demnady evhalten
z =1/ (c—x)°+y5, ca—z=]/(c+ x)° + y2.
Nimmt man die Quadrate, um die Wurgelgrofie wegsufthaf:
fen, {o entfieht
22 =¢? — 2cx + x° 4 y*,
4a® —g4az +z2° = c® + 2cx+4-x* + y?,
und gieht man die weite diefer Gleichungen von der evfien
ab, fo bleibt
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| —4.'1:+4:u.=—4t-x_,
TH woraus folgt

| g =———rX

i z = — ;

fubftituirt man endlich diefen $erth in dem erffen Ausdruc
fliv z®, fo gelangt man juv gefuchten Gleichung, weldye
nach den eductionen
a* 4 c?x? = a%¢c? 4 a® (x* +y*)
fein foird.
Dicfe Gleichung zeigt ung, da fie vom jveiten Grade
iff, baf die gefuchte Curve nur zu einer von Ddenen gehoren
| fann, welhe im Borhergehenden unterfucht find; und um
(118 ju finden, ju welder Ave fie gebdre, gebe idy ihrer Glei:
chung die Form
a’y? 4'(a® —c?)x* =a’ —a’c
M- Dergleicht man fie nun mit dev Sormel A't® 4+ C'u® =F,
fo erbalt man , nachdem wan in der [ektern y und x [fatt

o

' t und u gefest bat,
A= a? C'=a’®—c" F'= =a®* — a%®c¢? =a’(a® — c),
woraus man fdliefen wird, daf fie die Gleichung einer €l

i lipfe iff, weil c Eleiner als a, mithin bie Grofen A, C! und
wefentlich pmltm find (§ 128). ©ebt man gur AbElrsung

a? — ¢ =Db? {o mtml)t

: aty® 4-'b?x> =a*b"%,

il woraus moen jieht

I Die Halben Apen OL und OL diefer Ellipfe find a
1 und b, und da b2 =a®—c?, {o jieht man Dievaus

1 ¢ =a? —b% c= l/"u": — b*,

woraus man erfiche, daf, wenn man nur die Aren LI und
LY ciner Ellipfe Eennt, auf der grofen Are die Punkte
Found ¥4, fur welde man MF 4+ MFE' =11’ hat, gefun:
en Ebnnen, wenn wan aus dem Punft L, als aus

den erd
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einem IMittelpuntt, mit einem Halbmeffer, welcher der Halfte
der grofien Hpe LI gleich ift, einen SKreisbogen Dbefchreibe s
denn in den Durchfchnittepuntten T und I diefes Dogens
mit der Are I Hat man
OF = OF =]/FLT —OL® =]/a* —b".

Die hier aufgeldfie Aufgabe qibt alfo eine allen Elipfen ges
meinfchaftliche Eigenfthaft ju erfenuen, namlich die, daff die
Summe Oder Linien MF und MFE, die man Leit=
ftrablen (radii vectores) nennt, 3u den in dDer grofien
Ape befindlichen Punften F und FY, den fogenannten
Brennpuntten, gesogen, immer Oer grofien Are
gleich ift

§ 151.

Diefe Eigenfchaft bietef ein febr einfaches IMittel bdar,
fo viele Punfte der Ellipfe, als man will, ju finden, oder
felbft fie duvch cine ftetige Detvequng ju befthreiben. Denn,
wenn man eine beliebige Rirfelerdffnung FM nimme, wels
¢he grdfer als FI_-iff, mit bdiefer Oef
ous einem SMittelpunft einen Kveisbogen Defchreibt, und
Bierauf aus ¥, alé aus ecinem neuen Mittelpunte, mit einem
Halbmeffer F'M, toelcher bdem Unterfthicde pwifchen der Ape
LT und dem ervjfen Halbmeffer FM gleich iff, cinen zwei:
ten Kreisbogen zieht, fo wird Dderfelbe den erffen in jwei
Punbten M und M’ {hneiden, toeldhe zur Elipfe gehdren.
Wiederhohlt woan dies Werfabren mit fmmer andern Oeffs
nungen des Jivfels, {o wird man immer andere Punfte bder
gefuchten Cllipfe erbalten, und wenn mehreve folcher Punkee
gefunben find, {o fann man fie durd) einen freien Zug mit
einander verbinden, bder die Gurve bdeffo vichtiger bdarffellen
wird, je grdfer die Angabl diefer Puntte iff.

9Benn bdie Ellipfe {ebr grof tverden foll, fo bejchreibt
man fie burch eine ftetige Dewequng, indewy man in den
Dunteen F und F! die Enden ecines Fabdens Dbefeffiaf, befjen

ng aus ¥ alg




Qange ber Are TT! gleich ift; bdiefen Faben fpannt man ver:
mittelft cines @Stiftes M aug, twelhen man [angs deffelben
umbergleiten [3ft, Dis er roiecder an den QPunfet Eommt,
von toelchem er ausgegangen {ft; er wird algbann bie ver:
langte Gllipfe befhrieben Haben.

Der Abftand c ecines BDrennpunfts vom Aittelpunti
wird die Eecentricitat der Ellipfe genannt.

: b :
Die Sleichung y = == —z 1/a* —x% bictet auch cine

@onftruction durdh Puntte dar, weldhe in der Aushibung febr
bequemn {ff. achbem man namlich aus dem IMittelpuntt O
ber gefuchten Ellipfe, Fig. 40, el Hatbfreife, den einen
{iber der grofien, bden andern fber der Eleinen Are ald Uber
swei Durchmeffern befchrieben, und eine grofe Anzabl Halb:
meffer ON, ON‘ . . . gejogen Dat, laffe man auf die dye
LI bie @enfrechten PN, PN . . . Derab, unbd lege durd
bie Punfte B, R’.. ., in denen die Halbmeffer ON, ON'...
den Eleinern der beiden Kreife fchneiden, die Geraden B M,
B/M’. .. porallel ju IT‘; bdie Punfte M, M'. . ., welhe
diefe Pavallelen auf den Sentrechten PN, PN, . . beffim:
men, werbent jur gefuchten Ellipfe gebbren. Dureh diefe Ope:
ration erhalt man nur die eine Halfte der Ellipfe; wenn
man aber biefelbe unter der Ape LI’ wiederhoble, {o toird
man fie gang baben.

Um die Richtigleit diefer Sonftruction eingufehn, ermige
man, daf man vermbge bes Parallelismus der Geraden R M
und L1 Haben muf

ON: OR = PN : PM,
und da
ON =d, QR =bh; «OP =ix?

fo folgt

PN =]/ON?—0OP:=]/a* — x*,

und

a:hb =l//_l“‘_—:— = 3 PM,




mithin ift

§ 132.

Seb will nun dle im 13often § aufgelbffe Aufagabe mo:
dificiven und {egen, man habe, Fig. 47, MF' —MF =11'=2a
fiatt MF' 4+ MF = 2a, b.D. es fei der lUinterfchied der
Leitftrablen von einer conflanten Grofe. Ierden bdie
in dbem gedachten § gebraudhten Bejeichnungen beibehalten,
fo wird man haben

ME =1/PF° +PM? = 2z =1lc—x)°+ vy,
ME' =1/ PF 3 PM  =2a+2z2=]"(c+ x)° + y5,

woraus man erhalt

-

2 =¢" —gox+x* + y?,
/|:_1": + 4az -+ 2?2 = ¢® |- 2 ex - x° _\'Q;
3icht man bie erfte biefer Gleishungen von der sweiten ab,
fo Dbat man
o cX— av
4a%* 4 faz = 4ex ober 2 =—u-——,
a
und durch diefen Terth von z wird man ur Gleidhung

CXi— AN o 2 2
( — P e L G, i R ok T
a
gelangen, welche fich nach der Entwidelung auf
(¢? —a%)x* —a’y® =a’(c® — a?)
reducivt. Sm gegenwartigen Foll, wo ¢ > a iff, muf man
b? = % —a® nebmen, welches geben wird
bt —las val—ras br,

elne Gleichung, bdie der Hyperbel angehbet. Diefe Curve
hat mithin die Eigenfthaft, daf dev Unter{chied ibvev Leit:

*)  altan erhalt affo aug den Orvbinaten bes Kveifes, bev iber der gros
fien Ave Gefchrichen ift, bdie Ovdinaten dev EMivfe, wenn Man jene nady dom
Werhdrtnifi a 3 b verkitvse, weberf.
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ftrablen MF und MF’ der Swevchare L1 gleich ift, auf
welcher fich die Brennpunkte ¥ und ¥’ befinden.

Seb babe fchon oben (§ 128) Dbemerfe, daf die Hyper-
bel efgentlich nuv eine Are Hot, baf man aber, um bdie Ana=
logie mit der CElipfe beigubebalten, ecine sweite durch den
Punft O auf die erfie fenfreche geogene Are LI annimmt.
Die Lhnge OL der HAlfte diefer Are drict b aus, und die
Gleichung b? = ¥ — a®, weldhe c =1 a* + b* gibt, eigt,
daf man, um bdie Puntfte FundF* ju finden, die Abftande O F
und O B gleich der Hupotenufe des mit den beiden halben Aren
O T und O L conftruivten rechtrvinEligen Dreleds nehmen muf.*)

§ 133.
Die Eigenfchaft der Drennpunfte ¥ und ¥ fann jur
Gonfiv
Enve befthreibt man aus F, als aus einem Mittelpunte, mit

ction: Der Hyperbel durch Punfte dienen. Zu bdem

cinem Halbmeffer FM, weldher soar nach Delieben, aber
doch nicht Fleiner als FI genommen wmerden darf, einen
Kreisbogen, und einen jweiten aus F* mit einem Halbmeffer
T M, der-um IT entweder aréfier obdet Eleiner alg der vo-
vige ift; Deide Dogen werden fich fn el zui Hyperbel ge:
hbrigen Punften M und M’ fthneiden. **)

Um ein beliebiges @tid der Hyperbel durh eine ftetige

*) 9Bitd bef der Gllipfe a = Db, (o witd ¢ = o und die Clliyfe

fiber. Q3ei der Hyperbel Eonmen a und b in  jedbem be:

aehit in ben K

Berhaltnif su einander frehn, Jff a = b, {o nennt man die H.

liebigen B
verbel aleichfeitig. Die aleichfeitioe Huyverbel ifE fite die Hypevbeln iiberhatpt,

wad bder freld fur die Elivien i nn bie aleidhfe
einer 2re 2a befdhricben wdve, {o wivde man aud ihren Ordinaten bie i
ney icben anbern duvd) viefelben Scheitel gehenden Hyverbel hevieiten, wenn
man fie nach dem Werhdltnif von a ;b verlingerte obey vevfilvste. Ueberf,

ge Hyverbel iiber

«)  9m bequemfien nimmt moan auf bdev evieitevten 2Are bom Sdjeis
tel auf jenfeitd Ded Wrennvunfts belicbige Punfte Q, Q7. .. an, und bes
fehreibt mit IQ und TQ, mit 1Q/ und Q... forwoll aus F als aug K
Qogen dtber wnd unter dev Yre; die Duvehfchnitte bdevjelben geben dann ie
viev Puntte dev Hypevbel, Nebervf,
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Bewegung 1 befchreiben, richte man cin Lineal fo ein, daf
es fich um den Punfet F' dreben [aft, befeftige Danp in bem
Entpunft R deffelbenn und in dem Drennpunte F einen Faden,
deffen Cange um TT' Eleiner ift als F'R, und bewege das Lineal
um F° wibrend man einen @tift M dergeftalt an demfelben
ingleiten 13ft, daf der Faben RME mabhrend der Detve:
qung immer gefpannt bleib. Auf Dbiefe LWeife wird bder
@tift einen Vogen Dbefhreiben, welther zu der Hyperbel ge-
Hort, deren Ape LT und deren Drennpuntte ¥ und F* find.*)
§ 134.

S¢ch frelle ‘miv nun noch folgende Aufgabe: eine Cutve
vor der Befchaffenbeit 3u finden, 0aff jeder ihrer Puntte
von einer der Lage nach geaebenen geraden Linie AC, .
Fiz. 48, eben fo weit entfernt fei, als vomn einem ge:
aebenen Puntt b

Nimmt man auf der durch den Puntt F fentrecht auf
AC gejogenen Glevaden AB einen in der INitfe des Abftan=
bes AT [iegenden Puntt I gn, fo muf derfelbe nothtoendig
sur gefushten Curve gehdven, weil ev von der Geraden A C
eben fo toeit, als von bem Punft F enifernt iff. ©ekt
man nun

RS A el S TIB =ty P B VG — vy
fo twird flir irgend einen Punft M der Abftand
QM = AP = AT + IP = ¢'4 x
feim, und bas rechtwintlige Drefed ¥ PM toivd geben
MFE =1/PFZ+ PM® = /(¢ — )7 +y7°,
weil P = IF — IP iff. Nad) gehoriger Entwidelung
| wird man finben
MF = l/i?E — 20X X2 3-'2;

2

+)  Wevlangt man bdie aleichfeitige Hypevbel, in der ¢ = 2a?, aljo
IV =c /2 ift, fo muf bdic Lange ded Fadens bemt gemdd genonumen
werden, ueberf,
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und da der Bebingung der Aufgabe gemaf QM =MT (in
mufi, fo wird folgen
¢+ x= L/L:,: —_ o' - X% 4~ ).-2’

woraus man gieht
golx=—2c'x+y2 oder y2=4¢'x

vie ®leichung der Pavabel (§ 128).

§ 135.

Um die Curve nach der Eigenfihaft, weldhe {h o eben
sur Grforfchung ihrer Gleichung angewendet habe, ju con:
{fruiven, muf man mit einem nach Delieben genommenen
Halbmeffer FM, bder jeboch guifer als IF fein muff, ei
nen Kreigbogen befthreiben, AP = FM nebmen, und durd
pen Punft P mit der Linle AC eine Gerade PM parallel
giehens der Punét M, fn welchem diefe Cerade den Dogen
{chneidet, wird guv gefuchten Parabel gebbren; denn es {ff
offenbar die Linie QM, twelhe ber AP gleich und pavallel
iff, auch der F M gleich.

Diefelbe Eigenfhaft gibt auch ein Mittel an die Hand,
die Gurve dburdh eine fietige Dewegung gu befchreiben. Man
Tege ju dem Ende [Angs der Linie AC ein Lineal, an wel
¢hem man einen Winkelhaten forefthiebt, deffen eine Geite
die Gevade QB vorffellt, Defeffige bierauf im Duntt I das
GEnde eines Fadens, deffen Lange der QE gleich iff und defz
fen anberes Ende im Punkt B haftet, unbd britce wahrend
der Dewegung des TWinfelhafens diefen Faben mit einem
@tift dergefalt an bie Seite QE, daf er fmmer gefpannt
bleibt; der @tift tird fo einen pavabolifthen Dogen be:
{hreiben.

§ 136.

Die Aufgabe, telche o eben gur Gleichung der Parabel
gefibrt Hat, fann dergeflalt mobificive werden, daf fie alle
dret Gurven bes jtociten Grades in fich begreift. Sie braudhe
in
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in diefer Hinficht nur folgendermafien gefaft ju twerden: die
Gleichung einer Curve 3U finden, i welcher der Ab-
{tand ivgend eines Puntts M von einem fefterr Punktt
¥, Fig. 49, su dem Ubftande M Q cben diefes Punkts
M von einer der Lage nach gegebenen geraden Linfe
AC ein beftandiges YVerhaltnif habe.

S3ft 2 2 n biefes Verhaltnif und wird vom Punee B
auf AC bdie @entrechte AB gejogen, fo muf die Curve of:
fenbar diefe Gerade im Punfe I dergeffalt f{chneiden, daf

IF : Al=1:n
iff, fo dbaf, wenn man IF durdy o bejeichnet,
Al=ne!
fein toird. @eht man nun IP = x, PM = y, fo erbalf
man vermittelft des rechtwinfligen Dreiects PMF, ¢ben {o

wie oben,
MF=1"(c

QM = AP = Al - IP = n¢' 4 x
ift, fo wird man Haben

V(e —x*+y?:nc'+x=1:n,
woraus man ieht

nci—-x = n 1/(‘—,—-—:3521—_-)—:,
erbebt man jum Quabrat, fo erhdlt man endlich
n?y? 4+ (m? —1)x* — 2 (n 4+ 1) ne'x = o.

Diefe Gleichung, welhe mie der Gleichung A’t'2 4 Cin'2
— BEu'=o0 (§ 128) eine gany dbnliche Form Hat, wird jur
€llipfe, gur Hyperbel oder jur Pavabel gehbren, je nachdem
n>1 n<<1 ober n=1 iff; fie jeigt folglich, bdaf bdie
Eigenfchaft, weldhe den Gegenfland der vorgelegten Aufgabe
ausmacht, allen drei Curven vom jrveiten GSrade gemein ift,
in Nidfiche auf welche die gerade Lnle AC die Leitlinie
(Directriz) genpnnt wird. *)

———

Y
und ba

Die hier boviefene allgemeine Cigenfchaft der Cuvben bdet wveiten
Trigonomstuie, A
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Form

®ibt man bder obigen Gleichung bie §

\-2714(1-— L;\ﬁ-—;(l o ) X =0,
4 05

g AT, ¢ I 1 = 22}
und etwagt, baf die Brivche — und — um {o flemer toer:
- n~* 11

, je grbfier n oird , {0 wird man fich ubergeugen, daf fie
ﬂd\, wenn n unenblich {ff, auf
veducirt, welches die Gleichung des Kreifes far den Halb:
meffer ¢ iff, wenn der Anfang
der Enbpuntte des Durchmefjers angenommen wird (§ 94).7)

pun€e der Abfeiffen in einem

§ “]JBT.
Sm 1egften § iff geseigt worben, daf die Ellipfe, Hu=
perbel und Parabel bdurd) cine eingige ®leichung davgefielit

werden fonnen. Diefe @leichung Lafit fich audh unmittelba

qus jeber der Gleichungen
b s B 2 G
e S AE) v =— T —a?),
7 a:= B

Berleiten, die, ba fie fich auf den Sittelpuntt begichn, Dblop

gemeinfdaftiidhen GrEaviing devfels
) in ciney Gbene devaeftalt beweat, daf dad

1: ¢in ]Jnmr 31, ver fid
mifi feiner Entfeenung Vo einemt i devfeiben Chene befindlichen
Punt Fau feiner Entfernung  von ciper in iy ber Lage nadh geaehenen
acvadben Sipie A G conftant bleibt, befdhreibt entwoeder cimne Gllipfe, ober
Pavabel, ober eie Huyperbel, jo nadhvem jenc Entrernung entioeder Elener,

e

¢ben fo avofi odey avbfer ald dicfe iff. Uebetf.

*)  aBird die Greentricitdt der Glipfe mit ¢ und ifre avofe Ave mit
oa begeidinet, fo iff, wenn ifre Sdeitel T und I/ find, A I =mn(a—c und
TA = n(a 4 c). Hievaus foigt n(a —c) = n@ = ¢) — 2a, mithin

n

c = —,
It ¢ = o, wie beim Kreife, (o iri n unendlich avofi. e Heiner n bei
unvevdnbertemt a wird, wm fo avdfier wivd e, alfo wnm fo ercentvifdher die
Yt n=1, {0 ift ¢ = a, Gilv ein endliched a ift dann IF =0

n < 1, wie bei der

und fite ein endliched IF it a unendlich gqvos,

Hyverbel, (o it ¢ > a, Nebery,




per Ellipfe und Hoperbel anzugebbren fcheinen. Bu diefem
Ende hat man nur den Anfangspuntt der Coordinaten in
einen der Siheitel der dburch fie vorgeftellten Curven ju wer:
fegen. Macht man in den Figuren 45 und 47 IP=x', fo
hat man in der erfien

x ober OP = Ol —IP = a — x/,
und in der jweifen|

x ober OP = OT 4 IP = a + x/,
Die Gubftitution bdiefer Werthe vermanbdelt obige Gleichun:
gen in folgenbe:

2 b? b

y?=—x'——x? yl=—x4 —x?
: a a2 a a2
toelche die Form
5 Disiidh jo BL o
y2 mpxliass—r?, gyt prih s 2
2a j 2a
o 2
annehmen, wenn man —— = p febt. Veide unterfheiden
d

fich nur durch das Jeichen von aj auch peigt Fig. 47, daf,
wenn LP pofitiy genommen wivd, die Are L1! negatiy iff. *)
@et man fiir b? ben TWerth, den diefe Srdfe forohl

in der Ellipfe als in der Hyperbel Hat, fo erhalt man
o(a2—c? 5(“:—“:)

injenerp=— 77——--—) (130), in diefer p= =

(152).

#)  Qimmt man die pofitiven ALfifen an dev Seite ded Seeitels I,
nady welder fich die Curbe Fuimmt, fo i bei dev Glipfe, die Feine ans
bere Ab aulafit, die ye pofitiv, bei der Hypevbel neaativ, BVehdle
man iibvigens, die Abfcifen vom Scdheitel vedmend, in den Gleidungen bei:
ver Gurven die Yren bei, fo erhalt man fite die Elipfe

y2

y2 = — (2ax —x?),
und fuy die Hyperbel
b=
j2 = — (x* =+ gax).
b a2 ( I )

Sn bew Tegtevn gilt dad Minusseichen obev dbas Plusseichen, fe nachbent man
bie Ubfcifenr entweder nad) dev RNichtima dev Jwerdhave ober nacd) der entges
aengefelten ninnt, - mebevs,

lpg




Fhbre man Blev ftatt c oder OF bden Abftand IE ein, und

begeichnet ihn mit ¢, {o bat man
enfroeber ¢ =a — ¢’ ober ¢ =a + ¢,

alfo
4ac! — 2c? fac'+g2c?

enfroeber p = 2 — . pher p= L Ihi =
a a

r

je nachdem won ber Ellipfe oder Huperbel die Nebe iff, und
dlefe Ausdride unterfheiden fish aush nur dursh das Jeichen
von a.

Beide in der Formel

’a
ol L W e
fdac o 2« 2«
pe=—r—r = A oy
a a

yereinigt, Haben jur Gringe

- 4 c!,
wenn man a unendlich nimmt.  Sn diefem Sall aehn aber
die Gleichungen

2= px'5 i x'2
y T
in y2 = px' cober y?= 4o'x

{iber, melthes die Gleichung der Pavabel iff (§ 134).
Dip Gleichung
y? = px' —i- X2
2a

fellt alfo alle Linien der aweiten Orbdntng dar; fie gehovt
der Ellipfe an, wenn a pofitiv, und jwar dem Kreife, wenn
p = 2a, ber Huyperbel, toenn a negativ, und der Parabel,
wenn a unendlidh {fi. )

A 3 hao — 2cf? > g
-) Doy Yusveut p = R T weldier fih anf die Eripfe
pesicht, wilvde eitten neaativen anerth anmehmen, wenn man ¢ > aa feiie

) . - »
und bie Gleidung y* = pm’—i-{-i x'2, pie fich bann
o B
g R X2
Y= Pl X
pertvanbelte, Wwitvbe dew Hyvevbel anaehbven; aber c' ittt nun den Abfand des

S cheitels o dem entfernteften Brennpunft oder 1T Fig. 47, ous, Bevf,—




§ 138.
Die Grife p tofrd der Parameter genanunt. Sie {ft
in der Elipfe und Hoperbel bdie dritte Proportionallinie ju
pert beiben Aren, weil ihr LWerth
gb? b

B —
I a ca

die Proportion gibf

y ga : eb =2b : p

Sn allen brei Curven ber weiten Ordnung briife der Pa-
rameter den SBerth der boppelten durdh den Drennpunkt ge:
Hendben Orbdinate aus. Nimme man namlich

xl —_ LJ
fo bat man
, n(2ac' 5=c2)
2—pnelx="—c?= I
: PoA 24a 2a 4
woraus man folgert
= ac o2 - .
4}-"=1l4 — =p* DI 2y=p, )

a

Die Gleidhung y? = px/ — QL x/2 enthatt sugleid) den Uefprung der Vo
a

nennunaen @Ilipfe und Hypevbel, wovon jene einen Mangel, diefe
cinen Weber(chuf Geseichnet, Man muf namiich dbas Quadrat der Orbinate

- - P .
ber Pavabel, nantlich px’, um P g entiveder vevmindern ober vermehren,
2a

wenn es fite diefelbe Abfciffe st Suadrat der Ordinate entweder in der
Glipfe ober in bev Hypevbel werben {olf, ieber(.
) Der Saly, dbaf der Galbe Pavameter diec Ovdbinate im Brennpunkt
iff, evgibt fih audh fehr cinfach aud den Gleibungen y= — /a2 — =7,
a

1] —— -
y= — /x*—a® und y? = 4¢'x ber Ellivfe, Hyperbel und Pavabel,

. K|
Sest nan gambich in den beiden evfien x =c und in der lestan x= c/4

: b2

fo exhalt man aus jener y = o = Lpund aus bev fetern y=gc!=1Ip,
Bei der Elipfe und Hyperbel aibe e} fiing confrante Linien, a, b, ¢, ¢/ und p,
weldie durd) folaende Gleichungen mit einander verbunden find: c2 =
a? — b2 und ¢’ = a —c fiiv die Glivje, 2 = a2 4- b2 umd ¢/ = c—a

fiiv bie Hyperbel, —— =p fite beide Cuvben, Daw fieht, dafje svei die
d
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Dl Gleichungen

[

y* =pxisE = x 2

a

10

unter die Form

Vi B (zax' —x?), y?*= P;(J.‘l_\"-}-x':)
a 2.

gebracht, geben die folgenden
I il y %
\"(;l:ljiﬁ Tea’ x'(ea- ;_.) ~ oa’
aus denen man erfieht, dbaf das Quabdrat der Orbinate PM
in cinem conftantenn Verhaltnif jum Produft der Linien IP
und I'P fieht, welche flir die €llipfex’ und 2 a —x', Fig. 45,
und fhr die Hyperbel x' und 2a + x4, Fig. 47, find.”)
Yennt man bdiefe Abfande des Enbdpunfts P der Ordinate
von den beiden Sdheiteln bder Curve 2Abfeiffern, fo verbal:
ten fich in der Ellipfe und Ayperbel die Quadrate der
Orbinaten, wie die Produfte der sugebdrigen Abfciffen.

-

P

SRenn man namlich eine von x‘ verfchiedene Ab(ciffe,
bie aber noch immer von demfelbent Seheitel gerechnet wird,
mit X! begeichnet und bie entfprechende Ordinate mit Y, fo
hat man die Gleihungen

V2 = r—'_-l (eaX!'—X'%),

2

Y2 = :p—i(z aX! 4 X'?),

€

K

woraus fich ergibt fur die Ellipfe
y? 1 Y2 =x/(2a—x) ! X'(2a — X)),

fey Qinien bie buei itbrigen Geftimmen, fo bafi fowohl bie Ellivfe ald bie
Huypevbel volFommen beflimmt find, o Hald man von den funf confianten
Qinien 3wei fennt. §m SKveife if a=Db, c=o0, ¢=a und p =2a,
Sn ber Vavabel Hat man nuy e confiante Qinien ¢ und p, von benen
die pweite vievmahl o avof ald bdie cvfte iff. Diefe Curbe wivd alfo, eben
fo wie der Kreid, buveh eine einjige Linie begimmt, mebers,

+)  Weim Kreife it p = 2a, alfp aud ¥y = x'(2a — x'), 1vie
fdhon die Glementavgeometrie [ehit, nebevf,
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und flr bie Hyperbel
yi 3 Y% =2 (2arkx) s X(aa 1XY),
indemn man in dem leBtern Verbaltnif elner jeden Dropor-

2 s ) & ) &b
tion den gemeinfthaftlichen Fattor —}— tweglafit.
Sa

Die Gleichung der Pavabel gibt, mwenn fie auf gleiche
IBeife behandelt wird, blof
Vi Y S e
woraus erbellet, dafi in der Parabel die Quadrate dev
Ordinaten fich wie Oie 3jugeborvigen 2Abfcifien wver:
balten.

§ 140.
Aug der Wergleichung der § 120 und 128 beigebrach:

1 Gormeln evgibt fich, bap Dbei jeber Curve vom seiten
Grabe wenigfiens jwei @yffeme von Eoordinaten vorhanden
find, in welhen fich die Gleichung Dbiefer Curve unter der
cinfachffen Form bdarftellt; das eine iff das der Ayen, und
et conjugivten Durdhmeffer.  Jch rerde

nun jeigen, daf es eine unendliche Unzahl folcher Coordinas
tenfyfteme aibt. Bu bdiefem Enbde werde ich die Umformung
per @oordinaten auf die Gleichungen anwenden, mwelhe fich

or

das andere bag

auf die Aren bejiehn.
Seh nehme juerft die Gleichung der Ellipfe

e o i
y: = £t ~(a~ x ) ober a® \"‘ + b* = a®*b*

wor, und bemerfe juudrderft, daf fein Grund vorbanden iff,
den Anfangspunft der Qm\rbnmmt aus dem Mittelpunte ju
werlegen.  On alfo nur noch die Ridhtung der Aren. ju vers
anbern iff, fo fege ich blof

x=mt -+ pu, y=mnt-+ qu (§ 122).
S laffe ben TWinfel ber neuen Coordinaten, peffen Eofinus
oben (§ 123) mit h bejeichnet roorden iff, unbeftimme und

bevlicfichtige folglich die Gleichung
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mp 4 nqg -+ (up = B nlq)g = h

gar nidht.  ©ang andbers verbalt es fich mit den Gleichungen
m? 4 n® 4 ggmn = 1, PB o (f +2gpq = 13
benn da die Coordinaten x und y auf einander {entrecht {ind,
fo ift g = o, woraug fich ergibt
m?9-n*=rx, p¥4-q®=1.
Won ben vier Grofen m, n, p und g bleiben demnach nur
awei gu mbalicher belicbigen Annahme {brig. Sebt mon
nun bdie Werthe von x und y in die Gleidhing
a?y? 4 b2x? = a%h?,

fo wird man erhalien

(a*n®4-b*m*)t*+eo(a’ng+b mp)tut(a®q*+b’p*u=a’b?,

und um diefe leRtere gu vereinfachen, will ich
a® nqg -+ 'h"'m]; = 0
femen, wodurd fie fich auf
(2 n® +b*m®)t? + (a® g* +b?p?)u® =a%b?
rebucivt.  Uhm diefe Gleichung mit
aft? - bfn® —=a®b?
su vergleichen, ™) bringe man beide unter folgende Form:
|“ n? 4 bh?m? $8l a® q® + b®p?

ac be Bl £
h= u’ ;
B aF

fie fonnen dann unabbingig von t und u nur identifdh wer-
den unfer der Borausfehung

1 afn® L h®m?® I a*q® 4+ b? p®
b a®bh® Pl g2 a*b2
ober
o a%b? i a®b?
h.-:_.';__'_a_-‘-s_.';-y a el e P T R T T TR 1 L]
a? n? 4 b%*m* a®q* + b®p*

<) 9nit anbdewm Worten, um bdie Gleidimg (a?n? 4 b2 m2) *
4 (a2 q* 4- b?p?)u? == a?b? beraeftalt gu vevindern, daf die Goefficiem
ten von t2 unb w? ald die Fakftoven des befannten Giliedes evidieinen,
Heberf,




2.9
s 2\.}0 -

Um fich von der MbglichEeit bdiefer Umformung su verfi-
chern, muf man febn, ob die Deffimmung der Grifen m, n,
p und q Feiner Ausnabme unterworfen iff. Die Gleithung

a*ng + b’mp = o,
unter dbie Form
n q b
11 1‘1 1_?
gebracht, wird immer bas BVerbaltnif von p ju q ober das
vor m ju n ju evfennen geben. Wenn man daraus

q &b b® m
D D aRun
sicht, und jur AbEhrjung
b* m
Tatm
feRt, fo erbdlt man
([ = 1'! T,

@ubftituirt man diefen Werth in p* 4 g* =1, o wird
man daraus Derleifen
Pi(L +1%) = 3,
woraus fich ergibt
1 T

e ) e e
11 4x* |ZE =S
weldhe Ausdrelice immer reell Bleiben, wwie auch r befthaffen
fein mag. Da die Gleichung m? 4+ n? = 1 nur eine ber
beiben ®rdfen m und n beftimmen Eanm, fo Dleibt das Vo=

].J

]

G L5 " b
haltnif mr felhes in den Ausdriden flir p und g vorfonme,

unbeftimmt, welche Grdfen aus bdiefer Urfache einer unendli:
chen Anzabl verfchiedener FWerthe fihig find. g gibt alfo
wivflich eine unendbliche 2Anzabl von Coordinatenfyftemen, in
denen bdie Gleichung der Ellipfe dle Form

a?t? 4-b'2u2 — a2}
bat, welche der der Gleichung fiir die Aren

a’y? 4 b%x? = aZ p*
durdhaug abnlich iff.



§ 144.

SRenn man die Gleichung der Hyperbel

o= ]: (x® —a®) ober a’y? — b?x? = — a®*b®
auf eben diefe vt bebandelt, fo wird man Haben
Hx”——-bﬂn”)f-—#i(;x"’iu]_—EJL:J[||1}Iu—]—(u"Ll"—i)':p“)u_"r—-.J“h"’_,
a*ng—b*mp = o,
A ;L:II:_-Th:.._li-Izz__ &

azbz

or

ie legtere Gleichung mit
T2 u? i

b'2 a2

wergleicht man

fo wird man finben

a*b? i a=h=

b2 =

T SR T 5 s
a?n? — b*m?* a?g?* — b2 p2

T

®ie Ausdride fir p und q werden {n diefem Fall vou bder

felben Form, wie in dem worbergebenden fein, folglich nach
sy : Tt :
ber verfchiedenen 2Annabme von — eine unendliche Menge
111

gon SWerthen geben. Man ift alfo berechtigt, bei der Hypers

bel einen abnlichen ©hluf ju madhen, wie bei der Ellipfe.

§ 142.

S gebe nun gur Parabel fort.  IJbhre Gleichung
2 — 4o (Bt fich nicht durch die Formeln

b Y y

x = mt + pu, y = nt -+ qu
in eine anbere ibr abnliche umaeftalten; denn man erhalt
durch die @ubfiitution
n2t? 4 engtu -+ q?u? = 4¢'(mt 4 pu),

aus welcher man die Glieder, die mit t3, tu und u behaf
et find, verfchwinden [laffen mufite, was gefchehn irde,
venn man n = o und p = o f{ekte; dbavaus tiirde aber
m=1,qg=1x=*%t, v =mu folgen, fo dbaf bie Coordi:

taten unverdndert blicben. Dies wird . aber nicht der Fall
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feir, wenn man jugleidh den Anfangspuntt der Coordinaten
verfest. @ubftituive man flir x und y ibre allgemeinfien
AWerthe

mt 4 pu + ¢, nt-4 qgu- f (§ 120),
fo wird man erhalten

n’t® 4 anqgtu 4 q° u?

+2f(nt+ qu) — 4¢'(mt 4 pu) p = o.

+ fi* — 4 ac!

©a man nun wegen der beiben neuen unbeffimmefen ¢ und f
Gber wier ®rbfien fhalten Eann, {0 [offe man bie mit tu
und u bebaftefenn, und die von t und u unabbhangigen Glie:
ber perfthwinben, indbem man
eng =0, 2fq — 4¢'p =0, fi*— 4ac'=o0

fert. Der erfen bdiefer Gleichungen fann auf jweierlei Ave
ein Genfige gefthebn, entweder durd) n = o -pder durdh
q = o; allein die lebtere Vorausfesung gibt in der jrweiter
Gleihung p = o, was mit der Gleihung p* + g = 1
nicht Dbefiehn fann. Nimmt men n = o, o verfdhroinbet
bas Glied n? %, und eg bleibf nur nod

gha =L cimt,

ober, enn man, wie bisher, die Orbinaten mif & begeichnet,
gD Y 2 4c'mu
gt =gcmu odepdt =2 —— .
tl—
cine Gleichung, toelche der auf die Ure der Curve fich Degie:
benden dbnlich iff. Die Annabme n = o in die Gleichung
m? 4 n? = eingeflibrt, gibe

l’.l:];

ous 2fiq—4¢'p = o jieht man

i_]‘ s oc!
ps BEgW

und bdiefe Gleichung mit p* -+ q* = 1 combinivt, beffimme
p und q. Die Gleichung ° — feac’ = o gibt nodh «,
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enn £ Defannt ift; bie lentere Grdfe bleibt aber jedes
Berths fabig. *)

§ 143.

®ie vorffehenden Vetrachtungen fhhren auf folgende
Aufgabe: es ift ivgend ein Durchmeffer gegeben, man
foll die Lage des jugeordmeten finden. Dtan wird fie
quflbfen, wenn man erwdgt, daf, wenn Fig. 43 (§ 122)
per Winkel CAB der urfpringlichen Coordinaten x undy ein
vechter ff, die Dreiede PYA“R und PYMQ rechtwintlig
werden, dag eine in R, dbas anberve in Q, woraug folgt, daf

"

ANE Tl it i AP
m = s ber Cofinug des Iinfels PYA“R obder BYAYB!

P b & ¢ P“Q
A pa der @inus beffelben ift; daf p = SiM
den Gofinus des Winkels MPYQ. ober CYA¥“B’, und

_Qum
.2 By PYNM

und n =

den Sinus bdeffelben ausdrldt,

Macht man nun die Anwendung bievon auf die 50
und 5ifte Figur, indem man LI fiir die Are der x, OF flir
die der t und OH fiir die der u nimmt, {o erhalt man

—_—

%) ©ie Are dev u in den Hier (§ 140 — 142) fiiv die Ellipfe, Hypew
bel upd Pavabel enhwicfelten Gleichungen

al? 12 + L2 u? = ai? h;?r
a212 — b2 u2 =—a2 b2,
e 4:"::] u
tF = —
q-

aelt Bei Den evien Beiden Guvven duvch den Mittelpuntt unbd Bei dev lektevn
duvch ivaend eimen ihver Punfte dber Are parallel, Die Form aller drei
Gleichungen seigt auf den evfren Biick, bdaf diefe Abfeiffenave allemahl cin
Duvrdhmeffer fein mitfe, in dem Sinm, rwic diefes LWort § 111 evflave
worben ift. Dafjelbe gilt von der Ave der Drbinaten in den beiden eviten
Gileichungen, wie ntan foaleid) fieht, wenn man die u in r ausdvickt, Die
Ofven ber u und t find mithin bei dey EGllipfe und Hypevbel alfemabhl cons
jngivte Durdmeffer (§ 113). weberf,




L e o
m cos FOL
q _ sin HOI = e HOT
P cos HOI
und da die Gleichungen
a*nqg + b?mp = o,
a*nqg — b*mp = o,

welche fich § 140 und r41 ergeben Haben, unter die Form

n g b
ST R Mol T
m p a

gebracht terden €onnen, fo entfteht

b2

2

a

wo fich das obere Beichen auf die Ellipfe, dbas untere auf
bie Hvperbel bejieht; man wird alfo leiht den ecinen der
Winfel FOIL und HOTL beflimmen, wenn der anbdere be:
Fannt iff. )

te FOI tg HOI ==

§ 144,
3n ber Cllipfe, Fig. 50, fann man an die Stelle der
Winfel FOI und HOT bdie Coordinafen der Punfte F und
H fegen; denn bejeichnet man
OE mit ¢, EF mit ¢,
OG mit ¢!, GH mit f,
fo bat man

*)  Gie die Ellipfe ift
b2
tg HOI =— — oot FOI,
oz

um fich fich bad Minusseichen su evfldven, mufi nan bebenfert, daf ef eis
aentlic) dev Winfel H OI ifF, dem q und p al8 Sinud tind Cofinug anges
Dioven, wie bdie Wevaleldung der 43 und sofien Figur seigt, . 2us dem i
dhen evaibt fich, daf diefer Winfel bei dber Ellipfe ftumef ift.  Nimmt man
Danir, wie es hicr aefdheln iff, den foiken Winfel HOIL, fo i feine Tans
gente gleichfalts neantiv, Wweil s einem negativen Vogen eine fegative Tans
Gente gehorts Hebervf,
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woraus folaf
a’ff+ bPac! = o

¢ine Gleichung, die werbunden mit der der Ellipfe
a® % 4+ b2a?=a’h?, a®f®- b° a2 =a’b?

entiveder @ und [ ober &’ und [ gibt, b. i. einen Dder Punkte

F und H, wenn man den andern fennt. )

Qn der Hyverbel, Fig. 51, geboren o und [

nicht
mebr einem Punte der Curve am, weil der Durchme|jer O H
fie nicht {chneidet; da es aber Bier nur auf feine Nichtung
anfommt, fo fantt man fiatt des Punfis I den Punft R
nehmen, bder Der Abfeiffe O entfpricht, und dem gemap
{eken

¢! =01l=a, (=IR,

welches geben 10ird

04 0 o o

b 5 P b=

tg HOL = — und  — v 2 i
a q W ;i

woraus folgt

agp — b2 = o.
Weftimmt man hier 4 fo erbale man den Puntt B; man
muf aber diefe Gleichung mit der Gleichung

a“ ("J‘: — b%2g?2=—a’b?

—eees

x) @8 findet fich

25
w = —-—“--'l(__——- und 4=

Vb2 2 1 aZ @ Vb? o +
nue e b, i den Punft G au befimmen und aud dem:

b? e

Man Hat ibrigens
felben bie Senbredite GH n evvichten, um den Punkt I su exhalten,
teberf,
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ber Hypevbel combiniven, wenn ed der Punkt F iff, den man
fucht.
§ 145.
Jn der Parabel bat man n = o; bieraus folgt, b
dbig Are OF der w, Fig. 52, der der x parallel iff, und daf
ihre Lage blof vom Punft O abbangt, in welhem fie bdie

Gurve trifit.  Diefer Punfe wird dursh die Grife ¢ = -

beflimmt, welche bdie Abfeiffe IE vorfellt, bdie auf bder
LB dem Punft der Curve entfpricht, fir welhen man us
gleich t = o undb u = o bhat, Die Gleichung :f ==

L}
gibe Ddie frigonometrifche Tangente des swifchen den Aren der
u und t eingefchlofjenen ABinkels.

Sch bemerfe bier beildufig, daf, twenn man bdie Lage
ded Durchmeffers gefunden bat, bder einem gegebenen jus
geordnet iff, man jugleich die Lage der Tangente flir den
Punke der Curve bat, in weldhem fie von bdem gegebenen
Durdhmeffer gefhnitten wird; und wivklich if forobl in
der Ellipfe als in der Hyperbel, Fig. 50 und 51, der Durch:-
meffer OH ber Tangente FT parallel (vergl. § 121), und
in dev Parabel, Fig. 52, iff diefer Durdymeffer felbfE die
Zangente der Curve im Punkt O. 7)

Kann man umgefebre durdh jeden Beliebigen Puntt der
Curve die Tangente legen, fo Dat man fogleich die Lage bes
Durchmeffers, der dem jum Derlibrungspunfs gejogenen jus
geordnet iff.

*) Die Tongente T der Pavabel ift dibviaens nidt ald ein Durdy
meffey su betvadhten, da ihr bie dyavatteviftifhe Gigenfhaft eined folchen
{Ffr;ilfll, die Giltichung der Vara:

bel fily Goovdinaten auf dem Duvdimefier O F (5 142), Binfidhtlich auf u

~ a = 2 - oy 5 o
auf, fo eehalt man uw = ;l--—l—--- i Gleichung der Vavabel file Eooxdinaten
it. in

(5 111) abaeft. Denn 16 man 12 =




Sn ben Gleichungen

]

a4+ b%u? =a?th’% alt? —b2ul =—a°bh’?,

von bdenen die erfte der Ellipfe, bie zweite der Hyperbel an:
gehore (§ 140 und 141), fiellen die Duchfiaben a’ und b’
die Halben mit ecinander verbunbdenen Durchmeffer vor; denn
wenn t = o, {0 it
u=a' pber OF = a’ (Fig. 50 und 51),

und wenn u = o, o ift

tf =b'2, ober | it%e= 212,
welches flr die Huperbel fo wie flr die Ellipfe OH = b’
aibt. *)

SDean fieht leichf, dbaf die Grbfen m, n, p, q vermit:
telft der Gleihungen m® 4+ n? = 1, p* + q° = 1 und
wermittelff der Yusbride flir a'® und b'® qus ber Vedin:
gungggleichung, welche die gegenfeitige Yage der conjugivten
Durdymeffer beftimme, eliminice werden fonnen, und daf fich
fo eine NRelation pwifchen bdiefen Linien und bden Apen erges
ben muf. Die NRedhnung wird auf folgende LWeife gany ein=
fach geftibrt.

Man erhalt guerft aus den Ausdriden fir a® und b'®
in der Elipfe (§ 140) die Gleichungen
a'2a’q® 4 a'*b%p? = a’h?, b%a®n? 4+ b?b’m? =a’b?,

Yer:

auf der Tangente. Man fieht, daf hier swar fiir fedbed pofitiv und negativ

genommene toein gleich avofies u, aber immer nuy ein vofitives aehovt,

Gonjugirte Duvdimefer gibt ¢5 daher nur in dev Clipfe und Huperbel,
Uebery,

*) Die Gleidung 1* = — b2 gder t=7/—b? Gei der Hopevbel
seigt am, Daf e8 in ihv eigentlich gov Feinen duved die Curve felbft begrangs
ten ugeorbneten Duvdimefier gibt.  Man nennt indefen, der Analogie mit
der Gflipfe wegen, bdic Doppelovdinate, welde in der Clivfe der UBfeife
u = o angehirt, auch bei der DHyverbel denm jugeerdneten Duvdymefir,
Bevgl, § 128, eberf,




verbinbet man Biermit
qz—i—-p": L, n? 4+ m?* = Xis

fo bat man gwei Gpfteme von Gleichungen, das elne mit g?

und p* bdag andere mit n? und m2, Das erfle @nftem

gibt fogleich

ke ¢ b2 (a2 — a'?)
= g Rl
g a2 : a2 (a2 — b3’

a?(a’? — b2)
T ar@r —po)
Um n? und m? ju erbalten, Hat man in diefen SWerthen
nur a’ in b’ ju verwanbdeln, und es ergibt fich
b2 (a? — b'3)
= b — b5
a2 (b'? — bh2)

b2 (a® — b2)’

n?

m?* =

Wenn man nun die Bedingungsgleichung (§ 140)
a*ng+b?*mp=o0 oder a*nq=— b?mp
jum Quabdrat erhebt, {o erhdlt man
a*n?q? = b4m3p?,

und fubfiituive man in diefe Gleichung die TWerthe von nz,
m?, gq* und p?, {o findet fich nach Wealaffung der gleichent
Jenner

(a* —a'?) (a? —b'?) = (a'? — b2) (b2 —b2),
woraus nadh geboriger Entwidelung, Rebduftion und Serles
gung in Factoren entfteht

(a® + b?) (a? — b?) = (a? — b3) (a'2 + b2y,
und [aft man noch den gemeinfchaftlichen Gabtor a® — b2
weg, {o bat man endlich
a’? b2 = a2 b2 oder OF2 4~ 0OHZ2=01]2 + O 1.2,
Da bdie Ausdriice flir a2 und b2 in der Hyperbel (§ 141)
auf die Gleichungen
a'?a?q®—a'?b?p?=— a?b?, b'2a?n? —b'2b2m? =a?h3
flihren, und die Dedingungdgleichung

Lrigonometrie,
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aing—b?mp = o0

ift, fo fieht man, daf es Dinveichend iff, b2 und b'2 in der
vorfiehenden Rechnung negatiy ju nehmen, wm fie ber Hy-
perbel anjupaffen, und daf man folglich in diefer Curve Hat
a2 b2 — a2 b3, odep OF2— OH? = O3 — 0 L35
es ift daber bei der Elipfe Ote Summe der Quadrate
ber halben conjugirten Durchmeffer und bei der By:
perbel der Unter{chied derfelben der Summe dev Quas
brate der Dalben 2Apen oder ibhrem Unterfchiede gleich,

§ 147,
* ¢ - -~ ~ . p
SRenn man die Augdride flir a2 und b'2 bei der €l

lipfe in einanbder multiplicivt, {o wird man erhalten
a4 b
d )

ta

-
o)

2

{5 ;T‘*W:_—!——FIETZV p*=+ a*b?m 2q% + b*m ;|-
quadrive man aber bie Gleihung a?nqg + b?mp=o0, {0
entffeht

atn2q?® + ca?*b*mnpqg -+ bt m2p? =o
ober

a*n®qg* + h4m?=2 [12 =—2a%b?mn P,
und vermittelft diefes IBerth EFann man das erffe und lehte
Glicd des Nenners im Augdbrud fliir a2 b2 wegfhaffen, wel:
cher werden rird
ath*

s
a'eh='= —L st

a?b?n?p*—ea*b?*m npqg-+a*b?m?qg*

a?b?
(np— 1uq):’
nimmt man auf beiden Seiten die Quadratwurgel, o wird
man haben
ab
abl=———— ober a'b/(np—mq) = ah,
il]l = L) {[
Die Grdfe np — mq iff hier nichts anders, als der @inus
beg FWinfele, den die conjugirten Durchmeffer OF und O H,

Fig. 50, mit cinander einfchlicfens benn da n und m der
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@inus und Cofinus des IWinfels FOI, q und p der Sinus
und Cofinus des Winkels HOT find, fo muf die Formel
sin FOH = sin (FOI 4- HOT)
= sin FOI cos HOTI + cos FOI sin HOT (§11)

geben
sin FOH = n P — mg,
wenn man {n Erwagung 3iebt, daf der TWinfel HOT, indem
er unterbalb der Are IL liegt, einen negativen Sinus,
hzmp

q = — ——, baben muf, den man in diefer Formel po-
a“nn

fitis 3u machen und daher — q ftatt 4 q ju nebmen bat;
man jird alfo erhalten
a'b’ sin FOH = ab,

€3 ift leicht eimjufebn, daf man, wenn vont Punft F

auf OH bdie Gentrechte FQ bHerabgelaffen mwird, baben muf
PO = FO sn. FOH — a’ sin FOH,
und baf folglich die Flache des Parallelogranms
FH = OH x FQ = a'b! sin FOH

fein tverde; man Fann alfo aug bdem Borhergehenden  {chlie-
Ben, daf das Nechte aus den Halben Aren a und b oder OI
und OL bdem qus den Deiden Halften OF und O H der
conjugivten DurdymefTer gebilbeten Parallelogramm gleich ift.

Man iberseugt fich, dap eben diefe Eigenfehaft beil deor
Huperbel fiatt findet, indem man eben fo bas Produkt a’2h'=
bildet; nur muf man in €rwdgung ziehn, daf in Lig. 51
der Binkel

FOH =HOI1 < FOT

iff.  Man leitet Dieraus bdie mrerEolirdige Eigenfchaft Her,
Oafi die 1ber conjugivten Durchmeffern befchriebenen
Parvallefogramme in der Ellipfe fo wie in der Bypers
bel fammtlich dem Rechteck aus den beidenr 2Apen
gleich find, weil diefe Parvallelogramme, wic aus den Figu=
ven ju erfehn iff, aus wvier gleichen Pavallelogrammen ju=

D o
Al
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fammiengefest find, deren jedes dem vierten Theil des burch
4a2b? ausgebricten Reheeds der Apen gleldy iff. *)

§ 148.
SBenn man den @inug des Winfels FOH mit s be-
seichnet, fo erhalt man die Gleichung
g bisi—=iab
welshe man mit
a2 b?2 =a% 4 b2
in der Ellipfe, und mit
a? — b2 = a2 — b2
in der Hyperbel vergleichen muf, um die halben Aren a und
b ju finden, wenn man nur zwei Halbe conjugivte Durdh:
meffer und den von ibnen eingefthloffencn SBintel fennt.
Hat man die Aren gefunden, {o gelanat man leicht ju ben
SGinfeln, welche fie mit ben conjugirten Durchmeffern bilden,
wenn man fich der im 146ften § flr q2, p? n* und m?
beigebrachten Fovmeln bedient. Diefe Ausdrice geben
GRS (s a'?) n?2 b2 (a2 — h'3)

p? T at(@?® —b3)' m? a?(®m’® —b3)’
und 3ieht man die Wurgel aus, fo Hat man die Tangenten
der SRinfel HOTI und FOI,

Eine Demerfung, die fich Bier leicht darbietet und die
ich nicht ubergebn barf, ift, daf es in jeder Ellipfe el eine
anber gleiche conjugivte Durdhmeffer gibt.  LWenn man nam:-
lich in den Gleichungen

a2 4b?= a2} b2, a'b's = ab,
a’ und b’ gleich {est, fo Dat man die Gleichungen
’ a% -~ b2 i faib

a2 = : g =

2ab
% e = Ty
2 a* a2-4-b?

—————

*) @il die Crivfe 166t fich biefer Sal anch fo anddriicten: dad
Parvaltelogramn, weldhes die dupeh dbie Enopunfre yweiey conjtgivien Duveh
mefier geleaten Vevithrumasiinier cinfehlichen, it vou conffanter Grofe, Aud
pic Axen find als awel conjugivte Duvehmefier s betvadten, Uebetf,




welhe die Grdfe diefer Durchmeffer und den Winkel, bden
fie einfchliefien, gu evfennen geben. Die Vorausfefung a’= b
in den LWevthen vou g2, p?, n? und m? macht bden erften
und britten, o tvie den gwweiten und vierfen, einander gleich;
man bat alfo alles, was nithig {f, um mit DBegug auf die
Apren die Lage diefer Durdmeffer ju befilmmen. )

==

Fur gwei einander gleiche conjuglrte Durdhmeffer der El-
lipfe ift
t2 4 u? = a2,
Dicfe Gleichung iff der bdes Kreifes abnlich; der eingige
Untevfchied Dbefteht bdarin, baf bdie Goordinaten t und u
nicht auf einander fenfrecht find. Man Fann baber eine
folche Ellipfe leicht conftruiven, wenn man. die: Ordinaten
beg Kreifes unter dem IBinkel gegen einander neigt, den die
Durdhmeffer mit einander bilden. Hieraus ergibe fich eine
leichte Diethode, eine Ellipfe duvdh Punfee 3u befchreiben, wenn
man {hre gleichen conjugivten Durchineffer und den von ih=
nen eingefchloffenen Winkel Fennt. =)

——

n
"‘) Man Hhat — = {’L oder fg FOI = te HO13: bip avofe e
m

balbivk alfo den

niel, ben bdie beiden aleichen Durdymeffer einfchliefien,

e in bev gleichfeitigen Hyverbel gibt e§ suei einander gleiche cotiiugivte

Durdinefier s denn da bei der! Hyperbel a — b2 =42/ b2 i, fo fann

a' nuy dann von gleidier Grofe mit b’ fein, wenn a = b ift. 3In diefer Upt

ton puyperbel find aber jede swei comjugivte Duvdimeser cinander gleid).
1 : s 3 - PR TI Y e a?

Der Sinus ves jedesmaligen Winkels, den fie einfdliefen, i et AR

arz

**)  Aud den Gleichimgen a’?s = ab ynd 2a’2 = 2 + b2 folat,

bafi febe swei afeidhe Durchmefer unter jedem Winker geaen einander g

neigt die Glivfe geben. Je naher biefer B

Fel Dont  vediten fommt, fe
mehr nahevt fih die Elipfe dem Kreis.  Ueberhaupt wird bdie Eltivfe durch
jebe glwei  unter einem geaebenen SWinfel fich fchucivende Duvchmeer Bes
fimmt, Die Gleichung a’? t* 4= b2 u2 = a2 b2 gipt iy jebed u wiey
LDuntte der Eflipfe, twenn der Goovdinatemvinfel odber bey Winfel swifdion
ben Duvihnteffern Gefannt 1R, Audh findet man vermittel dev befben @i
diigen a’2 - b = a® + b2 und a'b’s = ab bie Apeh, wid Fenns




Sy Gberlaffe es dem Lefer, die Confructionen ber bis:
Ber vorgefommenen Ausdriide ju vervichten. Bas ich dars
Uber gefagt Dabe, {eheint mir dem Swed ju genfigen, den ih
mir vorgefeRt batte, namlich ju zeigen, wie man die wor:
nebmfien Eigenfchaften der Linien des ztoeiten Grades vers
mittelft einer gani analytifchen Methode unabhangiy von den
geomefrifchen Conftructionen berleiten £0nne.

§ 149.

Niche blof, wie bisher immer, durdy Bezichung auf elne
Abfeiffenare vermittelft paralleler Ordinaten laffen fich die
Curven durdy Gleichungen darfellen; ein jedes Spffem von
Linien, toeldhes aeeignet iff, die werfchicdenen Punfre einer
Qurve ju Dbeffimmen, fann eine dhavafteriffifthe Gleichung
flir fie an die Hand geben.

A3 eine folshe Fann man flr die Ellipfe die § 150 er:
baltene Gleichung

jwifchen dem Leitfirahl FM = =z, Fie. 45, und ber Ib-
fciffe ‘OP ='x betrachten. Man leitet davaus eine fehr
cinfache Confiruction diefer Curve her; denn wenn man x be-

CX

liebig fest, fo evbalt man

dpurdy Proportionallinien, und
2

gieht man diefe Grdfe von a ab, fo Fat man z oder FM,
und befchreibt man eus I, als Mittelpunft, mit dem Halbe
meffer DM einen Dogen, fo wird diefer die Senfredhte P M
in dem gur Elinfe gebdrigen Punft M fchneiden. TBenn die

! o st Bl BBaucs e
man diefe, fo Hot manm? = ———————<, mithin bie Sage bder Aven,
b2 (a2 — b2)

e b CYWE Pt
und, die Elipfe 1GHE i vermittelft dor Gleidung y = = a2 — x2 cot

fremiven.  Aehnliche Letvachtungen finden bei der Hyperbel ftatt, eberf.




Abfciffe tn den Theil OX' der Are fiele, fo whrde man, da

CX
x negatiy wird, z = a - = erhalten.

Diefe ®leichung unterfheidet fich von bden bigherigen
daburch, daf die Ordinate, ftatt immer einer und eben derfelben
Ape pavallel ju fein, beffindig fhre Richtung dndert, und nur
ber Dedingung unterroorfen iff, daf fie durch einen gegebenen
Punft geht; auch gehort die Gleichung 2 =a—%—, obgleich
vom erfien Grabe, nicht mehr der geraden Linie an, wie (n
vem Fall, wo ihre Toordinaten feften Aren pavallel [aufen.

Sn bem @yftem, tvelches ich jeBt Detrachte, it es am
naturlichfien, den Anfang der Abfciffen in den Punft F u
verfeBen, von weldem bdie neuen Ovdinaten ober die Qeitz
ftrablen auggebn, und dem jufolge OP = x mit FP = &
gu vertaufchen, welches gibt

 oder OP=O0OF — FP = ¢ — =,
mithin
clc—x') af—cfpcox! b2 cw
Z =  =— — e -E N T re L ;
L § Q a

Am gerodhnlichften flibre man ben Winfel TE M ffatt
ber Abfciffe x' ein, indbem man in dem vechtwinfligen Dreied
IFMP
FP=FM cos PEM obder x'=— 3 cos IFM bat (§ 23);
beseichnet man alfo den IBinfel IF M mit g, fo erbalt man

b* — ¢z cos ¢ h*®

2= —— 1 oder z=

a & - ¢ cos l;

Diefe lestere Gleichung iff von grofiem NuBen in der
Anwendung ber Analyfis auf bdie Afironomie; man nennt fie
Polargleichung, fo wie alle diejenigen, bderen Orbinaten von
einerlei Punkt, den man den Pol der Curve nennt, ug:
gebn. *)

—————

*)  @tenit die Glipfe die Bann cines Panetew, F den St der Sonite,
b2

I die Sonnennabe und I die Gonnenferne vor, o Iff r= —

a2 c cos o
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Wird die Gleichung 2 = ‘_.LT{-"_, welche fich auf bie

Hyperbel begieht (§ 232), abnlichen Umformungen unfertor:
fen, fo erbdlt man

¢ —a? — oy b2 — cx'
2 = —m— . =
r
a a
b? 4-cz cos he
und 2 = —— ober 2 = ———. %)
i a=—<uc (ui<'|'

Jn der Parabel Hat man, wenn man FM =2 fest, Fig. 48,
z=c¢ 4+ x, weil FM = QM it (§ 154). Macht man
FP = x fo erhalt man
x=IF — FP = ¢' — %
und bieraus
zZ = Q¢ ——x
ac’

% = 2¢'—2z 605 p ober z = ——- .
1 4~ cos g

§ 150.

Die drel Polavglelchungen, die hier entwidelt worden
find, Ednnen in eine jufammengeffelit werden, toenn man in
die beiden erffen {tatt ber jweiten 2Are den Parameter einz
fibre, alfo Zap fiatt b2 fchreibt (6 137). Da fich durdh

/

biefe Subftitution die Gleichung der Elipfe in
-,,E ap ;_ )

a-c¢ cos @ C
1~f— cos @
a

wo entweder bad cber? ober das unteve Jeichen alit, je nachdem ¢ ben Ub:
fiond bed Plancten von  der Sennenndlie, ober bden von ber Sonnenferne
beseichnet,  G& verfieht fidh, bdaf jedes Refben in dad entoeqengefeste iibeys
aeht, wenn g jum (fumpfen 9Binkel wivd, Ueberf,

*) @ wird hier, wie e bei dev Ellivfe gefheln i, an der vom Mit:
telpunft abgawandten Seite genonten; nad) dew entacgenaeiesten eehalt man

b2
i —, q0enn in bev fehtern Jovmel ¢ fiumpi wicd, fo -Hat
a4 ccos :

b2 a
man wieder 7 = ——————_ K dann eor ¢ =, fvo iff zunendlid,
a=—ccos c

tteber diefe ®ranse Hinaus wird = negativ, b. i, ber Qeittvant trifft, fiber
Dot Breuwdunty binaus veclanacel, bad andeve Stitel dee Hovevbel. weberf
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vermandelf, fo geht fie in bie ber Hyperbel fiber, wenn a ne-
gativ und c > a ift, und in bie der Pavabel , wenn man
c = a und Delbe Grifen unendlich {et, in welhem Foll
p = 4¢' wird (§ 157).

@elt mon 2= fo iff, wie man leldht fTehe,
d

ip = a(1 —e?),
mithin
a(r — e?
L ali—e

und bringt man in diefe Fovmel ftatt a bie Entfernung des
©cheitels vom Brennpunkt, {o Hot man c=a — ¢, alfo

G a— ¢! !

i C 7
— = = -. Dieraus folgt a = ) und wird
: a —

=

biefer I0erth fubftituirt, fo erbalt man

(1 +e)
cine Formel, toelche entweder der Ellipfe, der Hyperbel oder
der Pavabel angehdet, je noddem e < 1, e > 1 oder

e =1 l'|'f.

§ 451.

Die Haupteigenfihaft der Ellipfe, der Hyperbel und der
Parvabel, telche im 139ften § dargethan worden iff, und fos
wobl in Ridfiche auf die Aven ald auf die Durhmeffer ftatt
bat, *) finbet fich in den werfchiedenen Curven toieder, welche
aus dem Durdfchnite einer conifthen- Flache mit ivaend einer
Chene entffehn.  Hier find dle fyntbetifthen Beweife.

€s fel ASB, Fig. 53, irgend ein Kegel von freisforz
miger Grundflache, d. . ein Korper, der durch bdie Fliche
e

*)  Won ben Durdimefern i bie Gigenfdart im Obigen nicht aue:
britcflich Gewiefen wordens fie folat aber aud bdev voltfomnten fibeveinfiimz

nligen Govme dev Gileichung fite ofe Axen und conjugivten  Durdneier,
Bevgl, § 140 und 141, Webeuy,
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Begrangt tvivd; twelche entffeht, wenn fich um den Kreis
A CBD cine gerade Linie bergefalt bewegt, daf fie in jeder
ibrer Lagen ourch. den Punft S geht.  Juerft iff. offenbar,
daf man, twenn durch die Spige S biefes Kegels cine Ehene
CSD gelegt wird, swei gerade Linien erhalten miiffe, weldhe
pen Deiden fagen bder erjeugenden Glerabden entfprechen, bdie
fic in den Punften Cund D annimmt, wo die Ebene CSD
den fKreis ACBD triffe.  Bweitend, wenn bdie {cdhneidenbde
Ghene A'C/B'DY der Grundflache ACBD pavallel i, fo
wird der Durchfchnitt ein Hreis fein, wovon man fich leicht
fiberseugen Eann, tenn man fich durch die Are SO bes Ke-
gele irgend groei Cbenen ASB, GSD gelegt vorfielt, welche
ACBD und A/C'B‘D/_in AB und A'BY, CD und C'D’
fchneidben; denn man hat alsdann bdie abnlichen D
OS5, OO

reiece

twelche geben
GO MNMETD =TS () S50
und die ahnlichen Dreiecte
AOS, A0S,
toelche geben
A0 e AL =S suS0ON
woraus folgt
AD T AYO = "CO TEYON;
und da nadh der Vorausfegung AO =CO iff, fo wird man
baben
A0 = C'O,
woraus erfellef, daf alle von O' nadh) dem Umfange des
@chnitts A'C/'B/D’ gejogene Geraden einander gleic) find,
der @dhnitt mithin efn Kreis iff.

Es muf bemerfe merden, daf fich die Flache deg Kegels
foroobl unterhalb der Grundflache AGCBD alg oberbalb der
@pise S ing Unendliche erftredt, weil nichts verbanden iff,
toas die Cange Dder erjeugenden Linie begranjte, und man
fieht leicht, daf ber Rbeil Sb ber Verlangerung der Gera:




251

den SB einen teiten Kegel befdhreibt, twelcher in Bergleich
mit dem vorigen eine umgefefrte Lage Hat.

§ 152.

Dies vorausgefest, wollen toir annchmen, bder Regel
ASB, Fig. 54, werde von eciner Ghene gefchnitten, die ber
Grundfliche nidht mebr parallel iff, fondern ibr nach der
Richtung der Geraden G H begegnet. Auf diefe Linie fille
ich vom Mittelpunft aus die Senfrechte O G, bureh welche
ich vas Dreied ASB lege. Gz ift flar, bdaf, wenn bdie
fchneidende Ebene gugleich die beiden Seitenlinien SA und
SB bes Kegels trifft, mithin nicht in den obern Kegel aSh
ubergeht, der @Sehnitt IMIm ¢ine gefthloffene Gurwe fein
werbe.

Sch lege nun pavallel mit ACBD stoei Ehenen EMFE m
und EMUE ', weldhe jugleich die {chneidende Ehene TM I'm
treffen. Die Durchfchnittslinien Mm und M’ der Beiden
erffen Ebenen mit der dritten werden G H parallel, folglich
auf EF und EF fenfrecht fein, die ibrevfeits pavallel find, alg
die Duvchfchnitte der Ehenen EMFm und E'MF'm’ mit
der Ebene ASB. ©a nun die Curven EMFm, E'M‘Fn’
nach dem vorhergehenden § Kreislinien find, fo wird man
haben

PM2 =EP x FP, P'M? = E'P'x E'P.

Allein die Linie IX, die Durchfchnittslinie der Ehenen ASB
und IMI'm, bildet mit den finien EF, E‘F/ und den
@eitenlinien des Kegels die Abnlichen Dreiece EIP, K/ 1P
und die ebenfalls dhnlichen Dreiece FLI'P, E‘T'P!s die Deiz
den erften geben

O B e R B g
und die beiden anbern

ERRelvip! & FPis Tipry
multiplicict man nun diefe Proportionen Glied flir Glied,
{o wird man exhalten




EP.SaER BB X ERA= TR o TP s IR st TP
und fubffituirt man ftatt EP X FP undb E'P x P/ fhre
SGerthe PM? und P'M2, fo entfleht

PM2:PM2=1IP x I'P : IP/'x I'P/,
elne Proportion, welhe dle § 159 aufgefielite havakteviftifche
Gigenfchaft der Ellipfe ausdrude.*)

¢ 153.

@z |t noch u Dbemerfen, dafi, wenn dag Dreied STIv
dem Dreled SAB dbulich ware, obne dbaf die Linie T4 pa=
vallel ju AB ift, welches ftatf finden tirbe, twenn bder TWin=
fol SIT dem TWinfel SAB, alfo ouch der IWinfel ST'I
sem IWinfel SBA gleich ware, bie Dreiee EPT und FI'P
cben fo wie Ddie vorhergehenden einander @bnlich fein und
geben iirden

EP : TP'=TP : FP pder EP X FP = IP X I'P;

und dba man im Kreife EMFm Dhat

PM? = EP x FP,
fo whrde man auch Haben

PM2 =1IP x I'P.
Qer @ehnitt ITMI'm pare alfo (o biefemr Fall felbfE ein
Kreig, wenn bdie Orbinaten PM auf dem Durchmeffer I1/
fentrecht fidnben. Damit aber biefe lebrere Dedingung er-
fitllt roerde, muf der gemeinfthaftliche Durchfthnitt GH ber
{chneidenden Ghene mit der Grundflache des Kegels jugleich
ouf den Geraden GA und GL fentrecht fein, Ddas beifit ev
muf auf dem burch bie Are gelegten Dreied SAB fenfreche
ftehn, folglich muf auch diefes Teitere felbft auf der Ebene
per Grundflache des Kegels und jugleich auf der {dhneidens

¥ ©ie Linie I iff nadmlid ein Durdmefer dev Curbe, weil fie,
wie man leidit fiehh, die Duedyidnittlinienn Mm, M/ m/ fanuntiid Halbivt,
Die 2 with fie v in dem Fall fein, daf fic HG fentrecht {chneidet,
eberf,
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den fenfreht fein. *) SCenn alle diefe Umfidnde jufammen:

treffen, fo wird die {thneidende Chbene elne jur Grrundfliche

antivavallele genannt, und es folgt bievaus, daf in cinem

SKegel von Ereisflrmiger Grundflashe der derfelben antiparalz

lele @chnitt, eben {o toie der pavallele, einen Kreis gibe. **)
§ 154.

Benn bie {chneidbende €bene in Anfebung ber Geiten
bes RKegels eine Loge hatte, wie fie Fig. 55 bavflellt, bas
heifit, daf fie ualeich Dbeide entgegengefelite Kegel freffen
tonnte, fo tolirde fie in jedem Kegel ecine unbegrinite Curve
bilden, weil fie, einmabl in den Kegel tbergegangen, ihn niche
wieber verlaffen wirde. Da die beiden entgegengefehten Koz
gel cigentlich nuv eine eingige Flache ausmachen, fo miiffen
auch bdie beiden Qurven K1k und K/I'k’ fo Dbetradytet mwers
ben, al¢ wenn fie nur eine eingige bilbeten. Wan 1ird
hievin {chon [leicht cine 2nalogie jwifchen bdiefer Curve und
ber Hyperbel roabrnebmens; um aber ibre Sdencitat darju-
thun, muf man in der erfien eine der dharafteriftifchen Ei=
genfchaften Dder gweiten nachweifen. DNimmt man an, man
babe bdie Ebene ASB wie in § 152 beffimme, die Ehene
EMEFm ber ACBD pavallel gelegt und bdie Gevaden 119
Mm und M'm’ gejogen, tvelche die Durchfchnitte der {dhneiz
denden Ebene mit Dden bdrei Ebenen ASB, EMFm und
ACBD find, {o wird man bdie beiben Paar einander abnli:
hen Dreiefe EIP, ATP und FI'P, BI'P’ mit einander

*) Die gedadhte Sage fHat dad Drefect SAB nuv dann, twemn s
buvdh ben Neigunaswinfel der YAre qeht, ober wemn SA und SB bie avoften
und Eleinfien Seitenfinien ved febicfen Keacls {ind, neberf.

) Wenn I und AB pavallel wdven, fo wiivbe SUI = SAEB und
SIV = SBA {ein; bei der antipavalielen £ade dagegen iF SI'I = SBA
md SIT = SAB., Sfeibnik DHat diefe im gegemvdvtigen Sall bequeme
Benennng suerft qebvaucit, Aete Frud, 1691 pag. 279, DBegveiflider:
Weife Tann dew antipavaliele Sdmitt nue im fchiefen Keael vorfommen,
Ueberf.



vergleichen Ebnnen, welche geben twerden
BEP & AP =il Bris LB
P BB = d4R e sB4s
multiplicive man bdiefe Proportionen Slied fir Glied in ein:
ander, fo erbalt man
EPxFP:AP'XBP' =IPxI'P: 1P/ : T'P.,
Da aber die Echnitte EMFm und ACBD Kreife find,
peren Durchmeffer EF und AB der Confiruction gemdf auf
Mm und M‘m’ fenErecht find, fo wivd man haben
EP X FP = PM?, AP'x BP' = P'M'?,
folglich
TlVi= splaVia SCSUTPS seby e DR PSS pe
eine Proportion, in weldher die im 139ften § bewiefene cha-
vafteriftifthe Eigenfehaft der BAyperbel ausgedriickt ift.

§ 155,

@s bleibt nody bder Fall Gbrig, o die {hneidende Ehene,

ie in Fig. 56, einer der Ceiten des Kegels pavallel iff.

@ie tann in biefemn Fall nur einen von den beiden entge:

gengefesten Kegeln fchneiden, allein aus demfelben nicht bhin:

auggehn, fo daf der @chnitt M'Im’ eine offene unbd unbe-

grangte Gurve fein wird, wie die Pavabel, mit der fie puch

wivflich {ventifh ift. Wenn namlich die Ebenen ASB,

EMFm, ACBD bdie oben gedachte Sage haben, fo gibt der
Pavalelismus der Linien IP! und SB
ED = BPH

andeverfeits folgt aus dev Aehnlichfeit der Dreiede ETP, AT P!

1 Ot R 7 i B
Multiplicie man nun das eine Gleid des erffen Werbdltnif:
fes dburch FP, und dbas andere durch BPY, {o wird man er-
balten
| S R 0 2 N B £ R 2 L
D¢ man aber in den Kreifen EMFm und ACBD pat

———
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PM2 = EP % FP, P'M'?2 = AP' x BP/,
fo ift
PM2: PPM2 = 1P : 1P,
eine Propovtion, weldhe der Ausdrud der in § 150 aufge:
ftellten chavabeeviftifchen Eigenfchaft der Pavabel iff.

§ 156.

Die Umftande, unter welchen die Linfen bder weiten
Ovdnung ibre Natur andern, laffen fich oud) im Kegel tvahr=
nehmen.  Sn der That, gebt die {thneibende Ebene durd) die
@pike, aber nicht in den Kegel uber, fo veducivt fich der
©chnitt auf einen Dunfe, der dem entfpricht, von weldem
§ 116 bie Mede gemwefen {ff.

SWBenn die fchneidende Ebene, immer durch bdie Spige
gelegt, in den Regel fibergeht, fo evhalt man el gerade i
nien, und entfernt man fie dann von der &pike des Kegels,
inbem man  fie pavallel mit fich felbft fovefehiebt, fo evgibe
fich eine Neibe Hyperbeln, deven Afymptoten die eben ge:
vachten, durch) Cenfrechte auf diefe Ebene projiciven gerpben
Linien find (§ 728 und 128).

St die fchneidende Ebene der Seitenlinie des RKegels pa-
vallel; fo ber@ibre fie, wenn fie jugleich durch die Spike gebt,
ben Kegel in einer geraden Linie, Die man aber alg eine
poppelte su betrachten Dat, toeil fie die BVeveinigung bder bei-
ben. Seige der Parvabel ifF, die fich unaufhdrlich einander
nabern bei der Vevengung, weldhe die Curve erleidet, {o wie
die fchneidende Ebene ihrer Verlihrung mit dem Regel im=
mer naber fommt (§ 119, 128).

Se weiter man bdagegen die {chneibende Ebene von der
©@pige des Kegels feiner Seitenlinie parallel entfernt, um
fo mehr Hffnet fich die Pavabel in der Gegend ibres Schei:
tels, und um fo mebr ndbern fich mithin ihre Sweige dev
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@entrechten, die man n dlefern Puntt Gber ihrer Ape er:
rvichtet. *)

/

257.

Seb werde nun die Eigenfehaften der dle Curven Yom
stoeiten Grade fohneibenden und berlihrenden Geraden unter:
fuchen. Um die Methode, die ich oben (§ 105) auf bden
Kreis angerwendet hHabe, hier weiter ju verfolgen, will ich die
Gleichung

y — f=AKx—0a
der Geraden befrachten, bdie dureh einen Punft geht, deffen
Qoordinaten « und # find, und mit der Are der Abfciffen
cinen 2Winfel bildet, beffen trigonometrifthe Tangente A ift
(§ 88). Jeb fielle fie mit dber Gleichung y* = mx - nx?
sufammen, die fich auf die Form A2 - C'n'? —Eu'=o0
A dpaan i (§ 128)

) Die Umidnde, unter demen die Kegelfdinitte (fo mennt man
gowdhnlich die Qinien bed jwoeiten Guaded, die DHier fammtlich im Kegel

nachgeiviefen wovden find) aebildet wevden, Iafien fich folaendermafen Furs
sufammenfaffen.  Segt man buvd) bie FPonifhe Tlade eined Seaeld von
freisformiger Grundfiddhe nach der Nichtung dev Uve ecinen Sdinitt, o evs
HAlt man den von goei Seitenlinien SA und SB, Fig. 54, aebilveten Bins
fel ASDB, Duuch ivgend einen Punét I din dem einen Selentel deffelben

Tege man einen ©dnitt IMI bevgeftalt, dafi deffen Ghene die Geundflide
4

ves Kegels i einer aeaen AB fentredit gevichteten Linie (dineivet, St nun

Der Winfel AT, ben die Duvdfihnittstinie I'L dev Ghenent ASB und I'MI
mit dev Seitenlinie AS bilbet, gubfier al8 ASB, (0 tvift der Sdnitt
I/MI die Geitenlinte S B difjeits der Spige und die Figur deffelben ift cime
€llipfe, bie 3um Kreis wid, wenn bdev Schnitt entweder der Grund:
fliche des Kegeld pavallel i, ober su ihr die antivavallele Laae Hat (5155).
St AUL= ASB, fo entficft dic Pavabel It endlid) AL < ASB,
fo trifft dber Sdinitt ble Linic SB jenfeits dey Gpi

e und aeht sugleich duvdy
den aweiten Seael, den finimtliche iiber die Spike Hinaus vevidngerte Geir
tenlinien 9ed gegebenen Gilden, Die Sednitte fn beiden Kegeln siijammenges
fommen geben dann die Hypevbel, und wenn man bdiejulbe auf die pas
vallel mit by duvch die Spite des Keaeld gelegte Ehene projicive, fo find
vie Guitenlinien, in vweldhen bdiefe Ghene die fonifdie Slache fhueidet, bdie
Afpmptoten bder Hyperbel, Fallt I in S, fo with die Gltipfe sum Punet,
vie Pavabel suv geraden Linie, die Hyperbel su Dem Winkel, den bie Afympto:
ten einfclicken, webevf,
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(§ 128) bringen (3ft, mithin alle drei Curven des gweiten
Grades in fich begreift.*) Sebt man, wie § 105,
/& —e)*+ (Y"—ﬁ)_z =y

fo wird man BHaben

z Az
X =&t ————y yi=f 4 ==
/T + AZ /2 + A2
und macht man gur AbEhryung V—_ ';T‘ = A o wird
 § £

fommen
x=e¢+ Az, y=0+4 AAz
Gubftituirt man diefe Werthe in bdie Gleichung

-

y? = mx - nx?
{o erbdlt man die umgeformte
f%+ 2fAAz 4 A2A252

=me+mA‘z +ne? - encA‘z 4+~ nA'2,2
DBringt man alle Glieder auf die eine Seite deg Gileichheits=
jeichens und orvbdnet fie nadh z, fo wird man finden
(A2 —n)A"? 224 (A — fm —na)2A% + (*—mae— ne2=op,
ober

Im — na) f?—me — ne2
= —2 2 —_— =
— n) A’ (A% —n)A"=

Jn diefer Gleichung fiellt die unbefannte z den Abffand EM,
Fig. 58, bdes gegebenen Punbts B von einem der Durdh-
fehnittspuntte M und M’ ber Geraden EM mit der Curse
AC vor; von dem Berthe beffelben Fann man leicht gu benen
der Coordinaten diefes Durdy{chnitts gelangen,
e

*) Man Eann fie aud) geradesn mit der Form
px?
2a
bevgleichen, weldie afle bduef Gurven ded aweiten Grades in fich Beaueift
(5 157) und fiehr, daf m den Pavametey beseichnet und n bel ver Gltivfe

¥y2 = px —

ben LWerth — £ hat, ber el Dev Hyperbel fein Jeidien dndevt und vei
2a
der Yavabel o ift, Hebery,

Tvigonometvie,

xR
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Aug der Vefthaffenheit der cben entrvidelten Gleichung
erbellet, dafi eine gerade Linie eine rl:mm. Des 3weiten
Grades in nicht mebr als swei Puntten (chneiven
Eann,

§ 158.

@chlicft man Dier eben fo, wie beim Kreife (§ 107),
fo wird man leicht einfebn, baf bdie beiden Werthe von =z
einanber gleich tverden mitffen, wenn die wvorgelegte Gerade
dbie Gurpe, wie fm Punft N, nur bertibre, weil fich bie
Punfte M und M’ um o mebr na
EM der EN fommt. Da die Differeng der beiden 2Werthe

bern, je naber die Qinie

von z, welche in ber Formel

[-.’_‘\-— m—ne
g (A* — n) AT

,-"'_-{T: A __) "_ '_).. —mo— 1N«
== i/ ; (A* — n) A! (A% — n),'\"i
begriffen find, burd}

LT m_T-_n c(.) i .."; e R e
E/ ( (AT — n) A’ TAT = m)AR

auggedrlic®t iff, und immer die Lange der @ehne MM’ dar:
ftellt, fo wird fie Jtull, tvenn die Punfte M und M’ aquf
cinander fallen; fie gibt felg[ifi) fir den Derhbrungspunte N
die Gleichung

fA—1% m—-utc\: f* — ma—ne?

T U e s sy vl b )

SRenn man fie entwicelt, fo wird A2, alg ein allen Slie=
dern gemeinfehaftlicher Theiler, verfchwinden, und die hHieraus
entfpringende Gleichung wird A geben, folglich bdie £age ber
Geradben EN beftimmen, toelche durdh den Punkt B Dderge:
ffalt gelegt iff, daf fie die Curve AC berlihre.

Um nur die cinfachften Falle ju betrachten, will ich an:
nehmen, der Punft B lege auf dev Are AP der Abfriffen,
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Fiz. 59. €3 oird dann f = o, und man erhilt die Glei-
chung
Im 4+ na)® me + nae®
B 0 7 A s B
welche fich nach der Entwidelung auf
Im? +~meA® +nefAZ=o
vebucivt und
Vi 3 m 7
/—me — ne®
gibt.  Diefer Ausdruk fiellt fich unter einer fmagindven
Form dar; allein er fann vermittelft der befondern Werthe,

welche die Grofen m, n und « erbalten, veell werbenr, und
dies wird tberall der Fall fein, wo bie Lage bdes Punfts E
und bdie Natur der Curve geftatten, eine Tangente an diefen
Punft ju legen. )
§ 159.

€8 gibt noch einen Foll, in welchem fich die BDebdingung
ber Devtibrung febr vereinfache, namlich den, mwo bder gez
gebene Punke, indem er auf der Curve {elbfE liegt, mit dem
Berlibrungspunfe identifch wird. Denn nimme man an, daf
ber Puntt B, Fig. 58, in M Gbergeht, fo findet joifthen
a und 3 bdiefelbe Begiehung fate, wie gwifchen x und y auf
ver Gurve AC, d. h. man wird haben

2

- a &
f"=meae+ ne” oder f* — me —ne? = o

wobureh die Gleichung (1) auf folgende gebracht wird:
fA—Im —ne=o,

*) Die Gleichuna (1), die i einfacher o davfFelten iRt
(5

-

—zm — ne)? = (A2 — n) (f2 — ma — ng?),

6 die Aufgabe: von eimem auferhald ciner Gurve bHes soeiten Graded
befinblidhen Punkt cine Tanaente an fie i feqen, i gibt die trigonome:
teifehe Tangente bes Winfels

p ben die BVevuhrungdlinie mit der Ave her Ibe

feiffert bildet, ity den

Salt, daf diefer Wunkt in der Abeifenare felbit licgt,
vevemfadit fich die Gleichung in

(me 4 npn?)A? 4- Im?2 = o. webery,
R o
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welthe gibt
Im-+ne
A=,
B

Dies ift der Ausbrud fliir die Tangente des Winkels, roelchen
die Gerade T M mit der Are der Abfcilfen madhen mup, wm
bie Curse AC ju berlihren.
. Die Lage bdiefer Gevabden wiwde auf eine bequemere
' SBeife gegeben fein, wenn man nod) einen jveiten Punke

berfelben fennte, und der, roeldher fich am natlrlichfien Hiegu
darbietef, iff der Puntt T, wo fie die Apre der Abfuiffen
: trifft, und fir den man in der Gleihung y— f=Ax—«)
| (§ 85) y = o bhat. Es wird hieraus folgen
E 6
| —(3: ;\(\:‘——U) und x— =—-i\
Da bie Groffe x— « ber Unterfihied bder Abfciffen bder
Punkte M und T {ff, fo begeichnet fie den Theil PT ber
Are AB; fest man alfo fir A feinen TWerth, fo wird man
baben

| PR
J

Im -+ ne’

| Die Linte PT wird die Subtangente genaunt, und
wenn fie conftruive iff, findet man bie Tangente, indem man
ben Puntt T mit bem Punft M bdurd) eine gerade Linie
verbinbet. **)

it *)  Sn ober Gigur fff PT bie Smmme dey Qinien AT und AP, yweil
il die Ubfciffe AT des Vunted T in Nitcliche auf die bfeiffe AP deg Vunkts
’ i M neaatid ift. Berf,

A | Im-r

**)  Die Fovmeln =——F— aeben bie aualntifde

uflbfung bey HUufanbe: durd) einen gegebenen Punft eimer Curve ded pweis
tenn Graded eine Ta

Tangente des TQinleld

tte §u Die evfte dritefe die tvigonontctrifcde

ug, oen vie BVeriihrunablinie mit der Apre dev Abs

{ciffen Bildef, bie gweite dbic Subtangente,

ebery,
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¢ 160.

Um den Ausdrud ber Gubfangente In jeder der Cur-
gen vom aweiten Grade insbefondere zu erbalten, braudhe
man blof die Gleichungen

o ) o o D a o
Y =pX— iy, ¥o=pxt szI: x*, 'y = px,

i

nach cinander mif y* = mx + nx® ju vergleichen. Gr-
wagt man, fo wie oben, daf e und f, indem fie die Coorbi:
naten des auf der Curwve legenben Berthrungspunfts auss
driifenn, gu cinander dicfelbe Bejichung Daben miffen, wie
x ond y, und fubftituivt man baber fir £° feinen TWerth,
fo findet man aus der erfien jur Elipfe gehorigen Sleichung
‘!l
m=7p, n=-——,

S g
2a

und daber

(2a—a)e
s

PT = —— L — SN

]-{;t—u) a— G
aus ber gweiten gur Hyperbel gehorigen

II
m=p, n=-—,

2a
und baber
PT 2a l.’?: o0 (a4 @),
iy p(a—+4 @) ad-a

aus der dritten ur Parabel geborigen endlich
m=p, n=o,
und daber
o ) O LS
P

Diefer leste Ausdrud, der einfachife von allen dreiem, jeiaf,
baf die Subtangente in der Parvabel der doppelten 2Ab:
fcifie aleich ift. Das Minusjeichen, womit er, {o wie die
ubrigen, bebaftet iff, gibt ju erfennen, baf bdie @ubtangente
auf ber Are AB vom Punkt P aug nach der Seite hin, o
bie negativen x genomimen twerden, getrpgen fwerden mufs o
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aber die ®eftalt der Curve Hinlinglich zeigf, aufweldhe Seite
i t J die Subtangente fallt, fo werde ich von nun an das Seichen
vor ihrem usdrud gang auffer Acht laffen.

i Die Tonfiruction der beiben erfen Ausdriide hat Eeine
@dwierigkeit. Man hat far die Ellipfe

a ¢:fa—Qg=uo: ——=PT

fir die Hyperbel

! caw 4 a?
| a-talcado=0 ! —

= PT; |

a-4c ; |
l e veducivt fich alfo alles dbarveuf, vierte Proportionallinien
‘L su finben.
|

/ €s ift febr bemerFenstoerth, daf die jweite Are b nidht
‘ in biefen Ausdriicfen vorfomme; es folat Bierauz, daf fiir
| biefelbe Abfciffe die Gubtangente in allen Ellipfen, welche
{ einevlei grofie Are baben, bdiefelbe bleibt, und daf eben dies
;\ auch bei ten Hyperbeln fiatt findet. Da fidh bie Ellipfe in
i einen Kreis verwandbelt, wenn b = a iff, fo Fann man bdie
I Tangente ber erffen diefer Curven vermittelff der der jweiten
giehn; denn wenn man bie Ordinate pm, Fig. 46, verlan:
gert, bis fie ben auf der grofien Ayre befchricbenen RKreis friffe,
und die Gerpbe n'T ol Tangente diefes lektern im Punfe
n zieht, fo wird, nadhy dem Worhergehenben, die Subtangente
pT auch jum Punft m der Ellipfe gehoren, deffen Tangente
| , folglich gefunden wird, wenn man bdie Punfte m und T yer:
binbet. Man toirde eine Abnliche Tonffruction fir jede bes
_ liebige Hyperbel erhalten, tvenn man von den Subfangenten
i der gleichieitigen Hyperbel ausginge (§ 120).

| § 161.

9Benn man die @ubtangente hat, fo ift es leicht, daraus
bie Ausdriide fliv die Tangente, die Subnorntale und bdie
Lrormale DHevguleiten. Dies find die Namen, toelche man

den Linien TM, PR und MR, Fig. 58, gibt. Die erfte
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ift der Rbeil ber Tangente, welcher jwvifchen dem Berdil:
rungspuntt und ber Hye der Abfciffen liegt; Ddie jweite dev
Theil der Are der Abfeiffen, welcher jwvifchen bem Endpunte
P der Orbinate und bem Punkt B liegt, oo eine aus dem
Punft M Gber der Tangente errichtete @enfrechte diefe Are
trifft; die dritte endlich ift diefe Senfrechte felbft, vom Puntt
M Big gur 2pe der Abfciffen gereshnet.

1) Aus dem in P rechtwinligen Dreied TMP bat
man

MT = 1/1 M2 5 P L=,

2) ®ie Dreiee PMT, PMR, welche einanber abhn:
lich find, weil fie durch die won der Spike M Des rechten
IRinkels im Dreied TMR gejogene Senfrehte P M gebilz
bef toerden, geben

: 1"\‘
PT : PM =PM : PR unbd Hieraus PR = e
Il
3) €8 folgt aus dem in P vechtwinfligen Oreie MP R
MR = /PM® 4 PR®,

@3 ift offenbar, daf diefe Formeln allen Curven ange:
hoven, und daf man, um fie 3. B. auf die €llipfe anjuwen:
dben, in die erfte und jweite ffatt PM und P'T ihre Ddiefer
Gurve jufommenden LBerthe fefen, und hiernichft vermit:
telft des SiGerths, ben man fir PR und PM erbalt, ben
yon MR bilden muf. 2Auf eben diefe 2Beife muf man mit
Hinficht auf die Hyperbel und Parabel verfabren. S¢h De-
fthranfe mich bavauf, bdie Ergebniffe diefer @ubfiitutionen
berjufesen, toeldhe Feiner ©ehroierigbeit unterworfen find.
Thr die Ellipfe find fie

€

oan— l ] T “o
PT==- a%¥ i MT= g/ i_,— :acz—:.::::)—i—(
a—«o a”

_‘ ==

—ﬁ-(.#a),wm ﬁ/ (A.dt.d—-ut)—!-——(l---u),
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far bie Huyperbel

1*T=“"“+“‘ . MT= !/’

—_—

flir die Darabel
Ph=09o¢, MTF= |/pa + 4ca°
I’J:i—-‘p, MR = ]/11{.?:-411 4%

Slr die beiden erften Curyen erbalt man etroag einfachere
Jefultate, wenn man die Abfiffen vom Mittelpuntt aug rechnet,
was bei ber britten nicht angebt, weil fie Feinen Mittelpuntt
bat (§ 228). Um ju bdiefen Aefultaten ju gelangen, braucht
man blof = a—e' in der Gllipfe und e = &' — a in
der Dyperbel gu fesen (§ 137); « wird dann die newe Ab:
feiffe vom SMittelpunit aus genommen fein.  Nachdem biefe
©@ubftitutionen und bdie davaus entfpringenden Sebuctionen
!‘i‘l'l'itf;ft'f 1'ciu twerben, wird man finden fiir die G‘Ilip{c

T iy =N
PT= ~—;~— \IT_E/ Y )+( )

b2 ¥
PR:-’% ¢, MR= ﬁ

und flr dle Hyperbel

. MT = i/—(a Lge )+(—g 2 Y

b | % b*
PB"—‘;‘,‘G", MR = E/—)T(a* —a? )+—ha
3 "

PTza‘—.x

*) Giix den weid it MR = JV2ag —¢° + (8 — w)2=a
und fite die gleicdfeitige Syperbel = 1/a% - Gae + 2. In der Paras
bel ift bie Gubnovmale eine conftante Qinie: fie ift file jeden ihrev Punfte
bent Dafbers Pavameter oder dev doppeiten Cntfernung des Vrennpunfid vom
ESdbeitel gleid), Ueberf,




§ 162.

@o clegant auch die ethode, tvelche Dier jur e
Hung der Tangenten fur die Curven wvom weiten Grabe
angervandt mworden iff, erfcheinen mag, {o alaube ich doch
bie fynthetifchen Aufldfungen, welche bdie Alten von biefer
Aufgabe gegeben Baben, nicht mit Still{hroeigen ubergehn
qu miffen, und will fie dbaber fury aus einander fesen.

1) Nach dem in der Ellipfe, Fig. 45, willtihrlich an-
genommenen Punft M ziehe man die beiben Leitfirahlen FM
und E‘M; man verlangere den einen, 3. B. F'M, um eine
Grife MG, weldhe ber EM gleich if, und jiehe FG, fo
toird die Gerade MH, weldhe auf FG ]'cnt‘:"‘hr: fiebt, bie
Sangenfe dbes Punfes M fein, *) toeil fie nur diefen Punke
mit der Curve gemein Bat; und wivklich, went man auf bdie-
fer ®eraden irgend einen anbern Punfé N nimme und bie
Geraden FN und F/N zieht, fo wird man

FN 4+ NG > F'G
Daben, ober, mag einerlei iff,
FN4+F¥FN=>FM+FM > 1T,
weil nach der Confiruction MG =MF und NG=NF {f;
ba man fich nun leiche ft{‘cr-‘cuqf, daf Dei jedem innerhalb

ber Ellipfe liegenden Punft die Summe feiner Abffande von
den Deiben Drennpunteen Eleiner als die grofie Are ifE, o
folgt, daf der Punft N aufferhald der Ellipfe liegen miffe,

weil die Summe diefer Abfande flir Hn ardfer alg IT iff.
Diefe Confiruction geigt jugleich, daf die Winfel FMH und
F'MN, oelche die Leitftrablen mit der Tangente bilben, ein:
onbder gleich find, unbd baf bdie Normale ME bden IBinfel
EME holbivt.

*) i der Ausiibung bedarr 8 Blof bev Halbivung ded IBinfels
GMF, ben der cine Leitftvabl mit dev BVerldngering de8 andern bildet.
Ueberf
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o) Wenn ber gegebene Punft M fich in bder Huyperbel,

Fig. 47, befinbet, fo muf man den fleinern Leitfirabl FM
auf den grofern F'M, und nicht ouf deffen Berldngerung
tragen; fubrt man die Confiruction toie oben oug, {o wird
man Dhaben

F'N<FG -+ NG < F'G 4 FN,
woraus folgt

FIN—FN <TG <FM—FM.
Man fieht, dafi der Punft N nicht in der Hyperbel iff; er
fann quch nicht innerhalb bderfelben liegen, toeil dann bder
Unterfchied feiner Abftande von den BDrennpunkten die Swerch:
are Ubertreffen mifite; denn zieht man F'm, {o bat man

F'm — Fm =Fm 4+ Mm — FM,
und da F'm + Mm = F'M iff, fo folgt

Fimn — Fm > F'M F M.

@3 bleibt mithin nichts anders Gbrig, als daf N aufferhalb
der Gurve liegt.

Aus der Conflruction ergibt fih auch die Gleichheit der
SWinfel FMH und FFMH oder RMN,

5)  Wenn der Punft M in bder Parvabel, Fiz. 48, be:
findlich ift, fo gibt es8 nur einen Leitfirahl; allein der anbdere
wird durch bdie jur Are IB parallele QM erfest, und der
Punft Q vertritt bdie ©telle des Punfts G, weil man
QM = FM bat. Detradhtet man nun irgend einen Punkt
ber finie NH auffer M, 3. B. N, o hat man jugleich QN
und FN = ONj; der Punft mup alfo aufferbald der Curye
liegen.

Aus dlefer Confiruction folgt die Gleichheit der Tinfel
FMH und QMH, von denen bder lehtere toieder dem
Winfel NME gleich iff, ben die Tangente und bdie dber Are
LB pavallele Gerade ME mit einanber bilden.

Wendete man auf diefe Conflructionen die Nechnung




an, fo wirde man bdie im vorigen § erbaltenen Nefultate
findben. *)

§ 163.

Die BVetrachtung der Tangenten der Hyperbel fibrt auf
cinen febr mevfwolirdigen Umffand, aus weldhem evhellet,
dafi, ob fich gleich ibr Lauf ins Unendliche erfirectt, dennoch
ein jeber ihrer Sweige jwifchen den @chenfeln eines getviffen
SWinfels cingefchloffen bleibt, obne fie je erreichen u Ednnen,
wie ed Iig. 57 jeigt. Diefer Umftand, der fich § 118 auf
eine anbere Weife dargeftellt hat, gibt fich gleichfalls ju erfen=
nen, wenn man auf den Fortgang der Subtangente PT aufz
merffam iff, wabrend der Beruhrungspuntt M auf der Curve
forteqcft und fich vom Punft I entfernt, cber, was einerled
ift, toabrend bdie Abfciffe OP junimmt. Dejeichuet man

2 a

OP mit x, fo bat man (§ 161) PT = ——:-—_j-'—, und ba
OT = OP —PT, {o entffeht
O e b N Sl
X x

*)  1m bies an einem Weifviel st seigen, (e die Subnovmale R P ber
45, duvd) Dtechnung su fmden. Da FMR = F'MR, nwie

Gllipfe, Frg
fich aud der Conftruction evgeben Hiat, o iF nacdh einem befannten aeonte:

tifhen Sat FM : F'M = FR : F'R, &est man FM = z, fo hat
man z ; 2a—z =FRi2c—FR, alfp 2¢z— z.FR =(Ra—2z)FR,
woeraus
cz
FR = —.
a

A Y a
Subftituivt man fite = (einen BWerth

§130), fo cvaibt fidy

= —— = — x, e obel,
a2

2Ans der Subpormale (affen fidh dann weiter die Novimale, Subtangente ind
Tanaente Hevieiten, Hebevf,
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Hieraus erhellet, daf n dem Macf, wie x wadE, OT
abnimmt, der Punft T fich alfo dem Punkt O nabert, ohne
ibn je erveichen ju Eonnen, weil ein Brud) fo lange nikht

vollig Null werden Eann, als fein Sabler noch einen o Serth

hat. Der Punft O muf mithin als die Grange befrachtet
werden, bder fich ber Punft T mit der wachfenden Abfiffe
ohne Enbde nabert.

@3 fragt fich nun, weldhe Aenderunaen der TWinfe
. 3
M TP erleidet, der bie Loge der Tangente in Veraleich ung

mit der Abfciffenare beftimme. Die frigonometrife Tan:
gente blefes IBinfels Hot jum Ausdruc
M P bx x
o = ————— (§ 30),
al/x* — a®

unb da fie, wenn man Sabler und Nenner durdh x dividive,

: b : . &
bie Form ——— annimme, o nabert fie fich offens

bar der ®rdfe — in dem Maafe, toie — Flelner oder x gré-

fier woird. &8 gibt alfo fir den Winfel MTP eine ®range,
namlid) den TWinfel EOT, bdeffen trigenometrifthe Tangente

a

o) G i : : .
— iff, und man fieht, daf dle Hyperbel nie die gerade Line
d

E O bertibren Eann, fo weit man auch eide verlingern mag.
Um bden Winfel EOT 3u confiruiven, muf man auf

der Are IT' cine beliebige Abfciffe nebmen, 7. 9. bdie halbe
Are OT, und da das rechtwintlige Dreied EO I

EI = OI tg EOI
gibt, fo wird man haben

EI = O1I x% = b,
weil OI = a iff. Crricdhtet man alfo aug dem Punft I
dbie @enfrechte EI = b, fo wird die Gerade OE, welche
bie Puntte O und E verbindet, die Grange aller Tangenten
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bes Reiges TK der Hyperbel feln. Jcb Habe bereits gefage,
daf diefe Grange die Afymptote genannt wird. *) Es i
offenbar, daf es eine gweite Afymptote Oe unterbalb der
Ure TT* geben mufi, welihe mit diefer Are denfelben TBinkel,
wie die erffe madht, und als die Grange der Tangenten bdes
Siweiges Lk dient.

§ 164.

Die Glefchung der Hyperbel wird vereinfadht, wenn man
bie Afymptoten fiir bie Apen der Soordinaten nimme. Man
siche ju dem Ende bdurch den Punft M parallel mit ber
Afgmptote O e eine neue Orbdinate QM und fege QO = ¢,
QM = u. Der von QO, der Ape der t, und von IT,
ber Are der x, cingefchloffene IWinkel EOL hat offenbar jum

Ol IE

Cofinus —— jum Ginusg -
Qofinus 53 und um ©inug OF

Ol = a, IE=b, OE=]/0I* +TE* =]/ a® - b%
bat, fo wird man erhalten (§ 122

- und da man

a b
MBS e Ik ey
/% + b 1/a* + b*

Detrachtet man ferner Oe, bie Are devr u, o wird man
finben

; O Ie
Q= sin e0I = -
o Oe’ Oe’

und b Oe = OE, Ie =— IE, {o wird man Haben

*)  han Eann fagen, daf bie Ufympioten bie Tangenten der Hupevbel
fity Werhihrungspunite find, bdie unendlich weit von den Sdjeiteln entfernt
licget.  Dak die Gevade, weldie O und E vevbinbet, von der Hypevbel nie
evreicht werden Foune, evhellee auch fo: ¢d iff OL 3 IE = OP ; PR poer
b b el
a:b=x;PR=—x et PM =y = — V'x?—a? undbda

i a

posmtmin ] b i sy b
V/XZ — a2 jmmer Eeiner al@ x i, fo iff = Px3 —a% < — x opber
a

PM < PR, wie gvof audh x fein maq, tebevs,




5
i) — —— o —

==
|/ a* + b*
und vermittelft der allgemeinen Formeln

x=mt- pu, y=nt- qu
wird fich ergeben

a(t—+ u) _-b(t—mu)

l/,l'::-?; h":' 2 /'1"4—-|1'].
@elt mon diefe the in die Gleichung

b2x2 i 3%¢2 — g2hH2

o r

vermwandeln. *)

Diefe legtere Gleichung, die der umgeformeen von &. 193
abnlich ift, fest die Cigenfchaft der Afymptoten ing Belfte
Licht; dbenn man gieht daraus

¥) Man Finnte die Gleidiung der Huperbel swifden den Afymptoten
unmittelbar aud dev aligemeinen Gleichung dev Qinien dey weiten Drdniing
Devleiten, indem man bie vedytwinfligen Goordinaten in anbeve umformte,
beven 0infel unbedimme blicbe, Man wilvde dann vier willkiihelice Gro:
fien einfithren, die man aebraudien fonnte, um die mit 12, v?, uNd u
Hefafteten Glieder fovtsufchafen, wobuvd) bdie aftaemeine Gleichung aur

Die
Sovm Blut = F gebracht werden wiivde. Nan wiivde aber finden, daf

pie Grofien m und p nuv in dem Fall veelle TGevthe Haben, daf 4AC—B*

negativ i, .1, DIOF in bder Hyperbel, Verf, —
Goordinatenmwintel ein vedifer iff, o fat man r

ver urfoviingliche

4 n%2 =31 umd
P* + g9* = 1 (vevgl. § 140), G5 lafen fich alfo nur dic vier Girbfien
m, p, ¢ und G Willtihelich einfithrer, weldie eben fo viclen Bedinaunaen
genitgen werben,  Jn der umgeformten Gleidiung evhdlt man, da die Glies
der mit t* und u?® verchwinden follen, die Bevingunasaleichungen

An? 4 Bmn 4+ Cm? = o,

Aq® 4 Bpq 4 €Cp? = o,
und entiwickelt man aus ihnen mit Riickicht auf jene Vedi aungsaleichumgen
m und p, fo evaeben fich Ausovicke, in denen B2 — A4 AC vovEommt,
Yusbritcfe alfo, die nur dann veelle Werthe haben, wenn B2 — 4 A C pofic
tiv, oder 4AC — B? megativ iff. Man fehe S. 212. Ueberf,




L(q% bh* LOE®
u="‘i(—?—-——), ober QM = (\)U 2
moraus ju erfebn i, daf bie Orbinate QM Ddefio Eleiner
wird, je mebr fich der Punft Q vom Mittelpuntt O ent:

fernt, chne jedoch je Jull werden ju Eonnen.
IBenn die Hyperbel gleichfeitiy it (§ 128), {o wird fih

b o 5
die dburh — ausgedriifte Tangente bdes Winkels EOTL auf
a

1 vebuciven; jede Afymptote bildet alsdbann mit der Ape LI
einen SWinfel von o75, beidbe Afpmptoten {chliefen mithin ei:
nen vechten ein. Die Gleichung tu = L(a® +1b®), telde
in biefem §all tu = La® wird, jeigt, daf das Prodbufe der
@oordinaten t und u bder Halfte deg Quadratd der Halben
5[11‘-111;..,].:;“ O1 g[\‘{([) lrl'

&g iff ju bemerfen, daf, wenn man durdy den Punke
I die Geraden ID und Id ju Oe und OE parvallel zicht,
ein Nhombus gebildet wird, bdeffen Seiten ID und Id mit
Bezug auf die Afymptoten die Coordingten des in der 2
befindlichen Punfts I fein werben; man hat folglich

ID x Id = ID®* = Z(a®+ b%),

worpus maen jieht

Ape

ID = 1]/a% + b5,
und im 2([gemeinen
QO x QM = IDZ,
Sm Fall dbie Huperbel gleichfeitig ifF, twird der NRbom:
bug Dd ein Quadrat, weil der Binfel DO d ein rechter iff.
Dag Quadrat ID?,  weldhes dem vierfen Theil bder
©@umme der Quabrate der beiden Halben Aren der Hyperbel
gleich iff, Daben bdie alten Gleometer mit dem amen der
Potens ber Hyperbel belegt. *)

*) egeichnet man bdie Potens der Hyverbel mit q2, fo Hat man

q- : -
1= ) Worals man evfieht, daf jede Ordinate QM bdie britte Proportios

natlinie su dev 3uaehoviaen Nbfife O Q und bep conftanten Qinie DI .
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§ 165.

€s ift offenbar, baf, wenn man PM unb P M/, bie auf
bie Are TI fich beziehenden Ordinaten, fo weit verlingers,
bis fie die Afpmptoten OE und Oe erreichen, die jwifdhen
jebem Sroeige und der dagu gebbrigen Afymptote enthaltenen
Kheile MEB und MR’ einanber gleich fein mwerben. Die:
felbe Eigenfchaft finbet auch bel einer jeden durch irgend ei:
nen ‘Punte der Huyperbel gelegten geraden Linie {taft. IWenn
man g H. MN’ zieht, fo wird man haben GM = G'N/,
was flir cine Lage auch MN’ haben mag. Um fich hievon ;
su ubergeugen, 3iche man juvbrderft in Erwigung, dafh ‘

- bx
PR = PR/ = ——

r
d

4 ; i L e L
MR = PR — PM = — (x — /% — a?%),

a
it : 1 3 Jung it
MR‘= PR + PM = — (x + [/xF —a?),

folglich VIR S5 VTR == jys

iff. Hievauf jiebe man durdh den Punft N’ die Gerade

S8 parallel mit MM, Die ahnlichen Dreiedfe RMG und
SN'G geben
GM : GN' = MR ; N'S;
ferner die abnlichen Dreiece G'N'S' und G'MR!
G'M 2 'G'N = MR' : N'S.,
Multiplicict man diefe beiden Proportionen Glicd fir Glied
in einanber, fo erhbalt man
GM x G'M: GN'x G'N'=MR xMR' : N‘S x N'S,
und da man nad dbem Borhergehenden
MR x MB’ = b*, NS x NS = b*
bat,

Dtan fieht, daf 8 aufjer demt Ammptotenvinkel nur eined einjigen Punfts
oer Gurbe bedavf, um die Poreny der Huperbel auw findem. LWie man BHicy:
nady eine Hypevbel swifhen ihven AUfymproten confivnivt, Wwenn einer ihrer
Punfte aegeben ifft, tallt in die Yugem Heberf
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Bat, fo wird man daraus {Hlicfen, daff
GM x GM =GN x GN
fein werde. et man ffatt G'M und GN! ihre TWerthe
G'N' + MN, GM + MN/, und macht die NReductionen,
die fich nach verrichteter Multiplication darbieten, fo findet
man endlich
GM X MN' = G'N' x MN/, ober GM = G'N/,

Mit Hilfe ber eben bewiefenen Egenfehaft ber Hys
perbel fann man auf eine febr einfache Ave dle Hoperbel
durch Punfte befthreiben, wenn man dle Afymptoten und
cinen eingigen Punfe M hat. Man zleht durd) bdiefen Punfe
eine grofe 2nzabl gevader Linien, wie GG, nimmt den jwvi:
{chen dem Punft M und der nachiten Afymptote enthaltes
nen Theil GM, um ihn von G' nach N’ ju tragem, und er:
balt fo einen neuen Punft N* der gefushten Curve.

Wenn man die Afymptoten bat, fo findet man dle Rich-
tung ber Are LI, wenn man den von ibnen cingefchloffencn
SRinfel Halbirt, und da die Tangente des Winfels EOT das
LVerhaltnif der Halben Aren a und b gibt (§ 163), fo ift es
leicht, diefe Grdfen ju beftimmen, fo bald man einen Punft
der Huperbel fennt; denn die Sleichung

bg 3 o
PM® = — (OB —a?)

gibt
. A’x0P®—PM?
— A2 2

d

; Ak :
wenn man die Grbfe = bureh A begeichnet. *)

*) e man den Seeitel T, alfo a und b, duvdy Gonfteuction findet,
wenn ivaend ein Punke dev Hyvevbel swifdhen den Afymptoten gegeben iff, ber
darf fite den aufmerEfamen Sefer Feiney Amveifung. eberf,

Trigonometvie, @
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§ 167.

Auffer der Hyperbel, deren Sweige KTk und K Ik find,
{thliefen die Linien OS und O 8’ noch eine anbere Hyperbel
HLh und H'L'W' ein, Jtoelche in den beiden andern Bin-
feln, bie biefe Gleraden bilden, bdevgeffalt befchrieben ift, daf
die Bmerchare IT der ervffen die iveite Are der zweiten iff,
welche lektere jur Swerchare L LA die gweite 2Are der erfien
hat. Die Degichung, twelche bdiefe Surven gu ecinander ha-
ben, bat veranlafit, fie conjugivte 3yperbeln ju nennen;
fie Baben einerlei Potens, folglich einerlei Gleichung swifchen
den Afymptoten; blof bie Winkel bdiefer Yinien ober ber Coor:
dinaten {ind von einanber verfchieden. *)

§ 168.

Man hat fich oben (§ 04) aus der Form der Gleichung
des Kreifes Gbergeugt, daf “brei Puntte ndthig find, um ihn
ju Gefiimmen.  Diefelbe Detvachtung [afe fich auf jede an:
dere Gurve anwenden, und es iff offenbar, daf im Allgemei:
nen o viele Puntte ecforderlich find, als bdie Gleichung ju
beftimmende Coefficienten: entbalt.  Die allgemeine Gleichung
per @uryen jiveiter Ordnung

r'\'v'" + Bxy —+ Cx24D y + Ex = F
enthalf, unter der Form
y? 4+ bxy + cex®* + dy + ex =

angefest, nur die finf Coefficienten b, ¢, d, e, f; e8 werden
daber flnf Puntte hinveichen, um die Curve vom jweiten
Girabe, welche fie davfiellt, su beffimmen; und wirklich wird
man, wenn bdie jufammengehdrigen Coordinaten

*) Die beiven confugivien Hyverbeln Haben L(a? 4 b2) = q* mit
einanber gemein. @8 muf aljo, wenn die au einevfel Abfciffe t fite beide
Hypevbeln gehovigen Ordinaten mit v und o’ Geseidhnet werden, 1 =-—=u’
fei, fo baf alle swifden den beiden conjugivten Huyperbeln vavallel mit dey

einen AMmmptote gezoaene Linien von der andern Halbivt werden,
meberf,
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o } a' } ot ot } it }
ﬁ r ﬁ‘ r ﬁu 4 ﬁul X (-))UH
find, folgende finf Gleichungen bilden:

Bt + bef + ce® +dfsHex =1
B + Db +ce® +dff + e =1

4+ ba'f" 4 ce’? +~dp" + ea = f
B 4+ ba it 4 ca? 4+ df¥ 4 eat = T
B4+ bl 4 et 4= A 4 e = f,

Da ich nur gum Swed Habe, die IMOglicheeit der WDeftim:
mung bder BDuchffaben b, ¢, d, e; £ und die Anzabl der daju
nbthigen Bedingungen ju geigen, fo will ich mich nicht dabei
aufbalten, bie Medhnungen ausjufibren, die diefe Operation
erforderny mohrde. Man fann ju diefem Ende bas &. 172
citivte SBerf bes Hrn. Puiffant wergleichen, worin man
uber diefen Gegenffand und bdeffen Anwendungen die 1wich=
tigften Grbrterungen findet.  Fch will mich auf bdie Bemer=
fung cinfchranten, daf diefe Gleichungen in gewiffen Fallen
tiderfprechend toerben Ednnen. Wenn fich 3. B. drel der
gegebenen Punfte in gerader Linie befanden, fo wirde ¢
nicht modglich fein, durch fie eine Curve vom jweiten Grade
ju [egen, ‘poeil Feine Qurve bdiefes Grades mebr als jwel
Puntte mit einer geraden Linie gemein Haben fann (§ 157).

Man ficht leiht ein, daf, wenn die Curve der Gat:
tung und Lage nach gegeben iff, weniger Bebdingungen ju ih:
ver Beffimmung erfordert werden. LWenn man 3. B. cine
&llipfe beftimmen twill, deven Mittelpunft und grofe Ape
der fage nach gegeben find, fo wird man nur el Punffe
ndthig Daben; benn man Fann dann bdiefen Mittelpunke flr
ben AUnfangspunft der Coordinaten und bdie grofe Are fiir
die Abfciffenlinie nehmen, und bie Gleihung a®y* + b2 x?
= a®*b?, bie fich auf diefen Fall begieht, enthalt rur e
Coefficienten a, b, weldhe fich aus den Gleichungen
@ 2
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a®$? 4+ b%e®? = a®b%,
a"ﬁ”" 4 b¥a'?= a®b*
ergeben. *)

§ 169.

S babe § 75 gegelgt, dafi dle Gleichung bes gweiten
Sradbes vermittelff einer Kreislinle und einer Geraben con:
firuivt werben fann, und § xos, baf die beiden LWurjeln
dburd) die beiden Punfte, wovin fich diefe Linien fhneiden
Ednnen, gegeben find, fo dbaf man die vorgelegte Gleichung
alg bdag NRefultat bder Elimination einer unbefannten aus
goel Glefchungen mit e unbeffimmeen Detradhten fann,
bon Denen bdie eine jur Geraden und bdie andere jum Kreife
gehore.  Wenn man diefen Gefichtspunfe erweitert, fo wird
man ein SNittel Haben, die Gleichungen von jebem beliehigen
Grade ju confiruiven. **)

*)  Man ehife

c"f‘ *-r(

—

o = |/

WSEE :"'ﬁ AL ﬁ'*
u“ — o2 :

Buy Veftimnumg dev Pavabel, von bdev Scheiter und Nichtung dev Ave aeaws
ben find, bedavy ef nuv cineé Punfed. Gben fo uy Gonfivuction einey His
yerbel, deven Aymprotemvintel geacben it Weberf,

#¥)  E5 Fommt davauf am, den Geift diefer Methode veeit Har anfi:
fafien.  Jcb bemerfe daviiber folgended, wag fich ein jeder duvch Veiviele
mit nunmevifden €oefficienten icht evlautern Wivd, Cind Hoei @leichunaen
A und B omit swei umbeftinumten x und y aegebenr, fo leitet man davang
durdy Subiftitution eime britte Gleidiung C mit ciner unbefanntenw x fer,
Gieht man die x unbd y, bdie fHicvbei in bHeiden Gleichunaen  fite identifel)
aelten, af§ vechtwinflige Coordinaten an, o find bdie Wurseln von C die
Abfeifer Dev Punkte, in denen fich die duvdh A und B Gefiimmten Linien
fchmeiven, weil fie in diefen Vuntten eineriei Goovrdbinaten baben, X wmge:
fehut eine Gleichung C mit einer unbeEannten aeaeben, o muf man, um
ifre LBurseln su conftvuiven, jwei Gleidungen A und B swifdhent awei un:
befannten x und ¥ fucdhen, aus benen durch Subftitution die G entfieht, Da
o6 unendlic) viele Paave foldhey. Gleidungen gibt, fo fest man die eine A
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Hat man 3. B. die Gleichung

¢ — b%x® 4+ ¢’x — d* = o, ;
welche jede Gleichung bes vierten @rabes, woraus man bas
stoeite Glied weggefchafft Hat, darfiellen Fann, fo ift e8 evz
Taubt, fie fo gu betrachten, als fei fie durd) die Elimination
einer unbefannten y aus jwei Gleichungen vom gweiten Grade
entffanden, weldhe gugleich < und y enthalten, folglich gu jwei
Guroen gebbren. Diefe Gleichungen ju finden, iff eine un:
beftimmte Aufgabe, toeil e8 eine unendliche Dienge Syffeme

. . EET e iz g
von Gleichungen gibt, welche jur vorgelegten fubren fonnen;
: . et : > :
man wahlt daber bdie cine willkuhrlich, Es fol x* = py,
fo wird man haben
elisisele
o S

unbd fet man dle Werthe von x* und x* {n dle vorgelegte
Glidung, o erhilt man
WwiltHihelich, moatichit einfach, an, und leitet duvd) Combination devfelben
mit G die yweite B Her, indem man dem FWevth von x aus A devaefalt in |
C fubftitwivt, vaf bavaud cine Gleichuna mit swei unbeftimmeen entiteht.
Gonfteuive man danm bdie Linden, welche durd) A und B davgeftelt {ind, fo
find bdie ALfcifen dev Duvdifchnittsvuntee beider die Wurseln von G, Die
[Fahl der Duvchfchnitte Lefrimmt die der veellen Wuyseln, {o daf, Wenn gav
feine Duvdyidmitte ftatt finden, auch Feine mogliche TWuvsieln vorhanden finb,
Die Gonfivuction ber Gleihungen bded pweiten Grabded lieke fich durd) bie
gerave Linie und ivaend einen SKeaelfchnitt bewevfielliaen, wenn man nide
basn den RKreid auf die § 73 angegebene AWeife benugen wolite, Die Gleis
chunaen ded dritten und vievten Graded lafen fich duvd) swei Kegelfchnitte,
am cinfachitenn duvd) awei Pavabeln, confivuiver,  Einevled Pavabel Eann
fiiy alle Gleidhunaen diefer vt dienen, wenn nidt, wie bei der HUufaabe
im folgenden §, bejonbere Wmiftanbe eintveten, welde die TVahl eined beftimm:
ten Pavamerers Gedingen, Une nod) Hioheve Gleichungen su conftvuiven, muf
man bie Gurven bded Ddritten ober cines nod) Hivbern Graded su Hiilfe neh:
men.  Seve Gileichung ded mten Graded (AL fidh entweder duvd) eine ge:
vabe Linie und eine Curbe des nten Gurabed, ober duvdh) poei Curven con:
ftemiven, berem Gvade in einanver multiplicivt n geben. S ber Grad der
@leichung ungevade, o Eann man fie duvd) Multivlication mit x 1w cinen
Grad evhidhen, wo dann eine ihrer LWurseln = o gerunden Wwerden wird,
@o Fann man, wenn eine fubifhe Gleiduna conffeuivt wevben [oll, bafie
eine biguabvatifche fehveiben, welde jedod) Wefentlich cine fubifche bleibt,
aljo nue brei Wuvseln Haben Eapn, tebexf.
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@entrechte DI ervichtet Bat, toivd der Punkt 1

I b* 4 4d* .
i x den Werth -—/—-#a erbalt.  an muf daber
] tc
| ) 7 {i
A5 R
4c¢

€8 ift leiht eingufehn, daf diefe Gleichung einer Parabel
angebbrt (§ 128), und um fie unter der einfachffen Form
dbarjufellen, gentigt e, das mit y bebaftete ®lied weajus

I
fchaffen, mas gefhieht, wenn man y = y’/ + -':_1’ fent.

welches Refultat folgendermafen gefchricben werden Eann:

und zu erfennen gibt, daf bu Parabel, ju der es gehdre, die
| ®rbfe i jum Parameter Hot, und bdaf die vom Scheitel
Hit an gm’ed;nctm Abfeiffen x' dem Unterfchicbe jwifchen der
Parabel

x? = py gleich find. Sn bder Tbat wird, twenn man auf
bie Are AB ber Abfciffen, Fig. 6o, an ber Seite bder pofiti:

: ] = b ¢ ;
ven Ordinaten einen Abffand AA/ = T tragt, die ju AB
pavallel gelegte A‘B’ bie Are {ein, von weldher aus die y*
genommen terden miffen. Der @cheitel der Parabel, von
welcher y’ die Ordinate begeichnet, corvefpondirt mit dem
A Punkf, in welchem man y' = o hat, was der Fall iff, wenn

fegent, und nachdem man aus dem Punft D auf AB eine
ver Eeitel
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Der teiten Pavabel GIH fein, vou teldher dann LA die
Ape ift; und dba man ibren Pavameter Fennt, fo ift nihez
leichter, al8 fie nach § 135 bdurch Punfte zu conficuiven.
9Ras bie evffe durcdh bie Gleihung x* = py gegebene Pa-
vabel EAF betriffe, fo Bat fle offenbar ibren Echeitel im
UAnfangspunfe der Coordinaten A und AC jur Apeder y.
MNachdem fie conffruivt fein wird, werben die Abfeiffen ber
Punfte M, MY, MY, M“, in denen fie: der andern Pavabel
begegnet, gleich den Burgeln der vorgelegten Gleichung fein,
weil die TWerthe von x in diefen Punkten gugleich den beiden
Gileichungen
x* = PYs
p’y’— b?py + ¢’x—d" = o,

aug oelhen die vorgelegte entfieht, ein Genlige. Leiften.

Die Girdfe p, welhe durd). dle Gleihung. -der evffen
Parabel eingefiibre wird, fann, da fie unbeftimms bleibt, jur
Nereinfachung der: Conftruction jeden IBerth annchmen, den
man ibr beilegen mag, Null ausgenommen.

tm den allgemeinften Fall darsuffellen, BHabe Idh bie
Gileichung fo gewabit, baf bdie beiden Curven fich in vier
Punften fdhnitten. Diefer Umftand Fann aber nur in fo
fern ftatt finden, als alle Wurgeln ber yorgelegten &lei:
dung veell find. Wenn 3 B. bdie Are AL ber Parabel
GIH unterhaldb AB fiele, welches gefchehn wiirde, twenn
bas Glied b*py dag Jeichen + hatte, weil man alsdbann
y=y — ]’]_Iu‘ fesen mifite, fo wurde es BHochftens jivel
Durchfchnittspuntte geben, toeil dann offenbar bder BueigTH
die Pavabel EAF nicht mehr freffen wirde. Die Curve
STH wird fich fogar unter gewiffen Umfidnden ganjlich une
terbalb IEAFE Defindben, und dann werden die GRurjeln dev

-

porgelegten Gleichung imaginar fein.
Man erfieht Hbrigens aus diefer Conftruction, fo wie
aus der Theorie der Gleichungen, daf die Sleishung vom




vierfen Grade nur eine gerade Angabl reeller TWurgeln ho-
ben fann, weil fich die beiden Parabeln EAF und GIH
nur entweder nn wei ober in vier Puntten fhueiden Eonnen,

§ 170.

Audh folgt Hieraus, baf der RKrels und die gerabe Linle,
ndem fie fish nur fn grei Punften fehneiden fonnen, nur
folche Aufgaben aufjulbfen wermbgen, welshe fich auf Glei:
chungen vom gweiten Grade bringen laffen, und baf fie folgs
lich nicht gur Aufldfung berjenigen ju gebraudyen find, welde
biefen &rad {berfteigen, 3. B. die tm Alterthum fo bertihm-
ten Aufgaben von ber Verdoppelung des YWiicfels und
der Dreitheilung des YWinkels.

Del bder erffen fomme es darauf an, ble Seite eines
sWBilirfels ju finden, deffen Volumen doppelt fo grof fel, alg
das eines gegebenen IWhrfels. Wenn a die Seife deg leR-
tern und x dle des erffen iff, fo hat man diefe Gleichung::

x? = 2a% "pher ''x®'— pp? ~ o,

Um fie mit der obigen jufammenguftellen, muf man
fie auf ben vierten Grabd bringen, indbem man fie burd) x
multiplicivt, und man wird Haben

x* —ga’x = o;
vergleicht man fie nun mit x* — b%x% - ®x — 3% = o
fo wird fich ergeben

b=o, c®=—2a? d=o.

Die Sleichungen der zu conffruivenden SParabeln  werden
bemnach fein

r

3
x* =py, ¥ =Tlf‘ X,
und nimmt man p = a, fo werden fie fich In folgende wer-
wandeln:

x* = ay, y® = gax,

fo dafi alfo der Parameter der gtoeiten Curve doppelt fo qrof
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ift, ol bder der evften. Diefe Curven werden beide duvch
ben Anfangspunft gebr; Fig. 61, weil in Deiden jugleich
x = o unb y = o ift; fie werden fich in bdiefem Puntt
{chneiden, und diefer Durdyfchnitt wird x = o geben, elne
Wurgel, welche von dem Faftor Herrdibrt, den man eingefihre
Hat, um bie ju conffruivende Gleichung auf den wvierten Srad
su bringen. Die Flgur zeigt, daf man nur nody eine ein:
sige veelle Wurgel erbalten Eann, und wirklich lehre die Al
gebra, daf die Gleishung x® — 2a® = o nidyt mehr als
eine eingige haben £ann. *)

g 171.
Die Aufgabe von der Dreitheilung des Yintels hat
sum Broecd, ecinen IBinkel oder Bogen in drei gleiche Theile
au theilen, was fish leicht vervichten liefe, tvenn man qus

*)  DNach diefer Methode Formmt ed affo Bei der Auflifung der Aup
aabe von ber Verboppelung ded THiivfel davauf an, swei Vavabeln 3u conz
fteiiven, wovon bdie e¢ine EAF, Frg. 61, die cinfache und die anvere GAH
Dic boppelte Geite bed geatbenen Witvreld sum Vavameter bhat, €8 ifE
panit AP, bie Abfife ded Duvchfchnittspunfts M, bdie Seite ded dovvelten
aitefels, inbem fich bei Wovaudfesung gleidher TWerthe von y in den Gleis
dhungen x2 = ay und y? = 2ax fiiv x3 der Werth 2a’ finbet, Aus
bdiefer Gleichung folgt x = a 13/2 Da nin n'l}z bie cvfte dev beiden
mittlevenr Proportionallinien jwijden a und 2a i o fieht man, bafi fidh
bie Uufaabe, denm AWiivel su verdopeln, eigentlich auf dbie veducivt: wifden
awei geqebenen Sinien swei mittleve Proportionallinien sut finben, Man hHat
diefe Aufaabe im Alterthum fo wie in neneen Jeiten auf manniafache Weife
au (ofen vevrfudt, wefhald ) auf bag gefehirte QBerf ded Hn, Reimer
De cubi duplicatione sive de inveniendis duabus medifs econtinuo
proportionalibus inter duas datas ((@Gbttingen 1708, 8) vevweife,
Sy Bemevfe nuy nod), daf viefes Problem aewohulich das Delifdie ges
nanut wivd, weil nad) cinem Sdwveiben bed Eratofthenesd am Pioles
maug Guevaetes, bdas und Eutocing aufbelwalet hHat, dag Orakel u
Delod einmahl befohfen Haben f{off, ben Altar bed Avollo, der ein TWiivfel
war, ohine Vevdnderung feiner Gefalt i Vevdboppeln, wefhalb man fich an
Plato wandte. Aber (chon frither DHat fich Hivpvocrates aud GChios,
ver durd) ben Sak vonr den Monden befanut ifF, mit diefer Anurgabe bes
{dagtiat, mwebetfs




gabe iff nur ein befonderer Fall von der Theorie der BViel-
theilung ber Winfel, bdie ich Bier nicht auseinander fegen
fFann, deren Girundiiige man aber in der Einleitung u mei:
nem Lebrbegriff dev Diffeventials und Sntegral
recdhnung entwidelt findet. Gie Fann vermittelft. der For:
meln bdes 1aten§s in eine Glefthung gebradht werbden, welche
geben
g 4 cos A® ;_r] B2 cos r\. Y

R
Detracdhtet man nun cos 5A alg gegeben und nimmt cos A
¢

fur: die unbefannte, fo wird man, wenn man cos 3A=a und
cos A =x {efit, diefe Gleichung. erhalten:

cos

o>

x? —3R*x—1IR%a = o,
toelche, tenn man fie mit x multiplicive und mit der Glei-
chung
x — b2 X 4+ c®x — d* = o
vergleiche,
bzz-?;ﬁs, ("“=—-_!+.[1“’.-1 d’
geben wird.

Man wird auch bier einen Durchfchnitt {m Punfe A
erbalten, telcher mie der Wurgel x = o correfpondire, unbd
bie bref andern Durchfthnittspuntee werden die brei Wurjeln
der Gleichung

geben.
*)  Diefe Fovmel folgt foaleid) aug ber § 11 geachbenen

A cos A cos 2A — sin A sin oA
cos s oy —— — L —;
3 R
i i ; cos A2 — sin A2
wehn man fiur cor 2A und sin 2 A ifre Werthe e Y
L

2 cos A sin A 2 fLagts i L PR ,
b Bt und R2 — cos A2 ity sin A2 (dreibt, Uebevy,
'Y

der @ebne ober dem Sinug eines Dogens dle Sebne oder
ben @inusg feines: dritten Theils erbalten fonnte. Diefe Auf:

T
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Auf den erfien BIick fcheint es, daf man nur eine reelle
SBurgel erhalten, folglich nur auf eine eingige Art elnen Bo-
aen in brei- gleiche Theile theilen fonne.  Wenn man aber
{iber bie Sache aufmerffam nachdentt, fo fieht man, daf es
brei Dogen gibt, twelche der vorgelegten Aufgabe genligen
miiffen; denn die Vogen 3A, 2w+ 34, 47+ 34, rwelde
einerlei Cofinus haben (§ 23), geben, durch 3 dividire, die
SBerthe

x=cos A, x=cos(Zw+A), x=cos(}n-+4A),

welche tefentlich verfchieden find.*) Mehr als diefe drei
fann man nicht erbalten, da ' bdie BVogen 67 + 3A,
g7 4 5A ... welche gleichfalls einerled Cofinug  mit
3 A baben, durch 3 dividict, auf bie Dogen 2w 4 A,

e 4 2m + A ... fubren und cos (2@ A) = cos A,
cos (em + 2w 4 A) = cos 37+ A) ... dift

§ 172.

Ehe die Approrimationsmethoden den Grad von Boll=
fommenbeit evlangt Hatten, auf den fie gegenwartig gebradhe
find, befchaftigten fich die Geometer viel mit der Conffruction
per Gleichungen, und boten alle ibre RKrafte auf, bdiefelbe
burch die einfachffen und am leichteffen ju befchreibenden Cur:
ven ju bewerffelligen. ©o gab Halley eine Methode, die
®leichungen vom dritten und vierten Srade vermittel[t des

*) Obige Gleichung gehort audy wirklich fiie den iveedbucibeln Fall, wovit:
Ber man mein Complément des Elémens d' Algdbre nadfehn fanm BVevr.
— nter dem casus irreductbilis yevfielt man den Fall, Wo i dev auf
vie Sorm x? 4 px 4 q = o acbrachten fubifhen Gleidyung p negativ
und zualeich 5 p? > £q? iff, weil dann die Cavda nifde Sormel un:
ter einer ummbglichen Sovm evfcheint, ob fie aleich gevade dann brei miglide
Tauvieln Gat, wie im dew Algebra gelehut wird, Dafi fich aber die vovaelegte
Gleiding x3 — 2R2x — LR%a = o witkid) in diefem Sall befinvet, i

flav; e8 it namlih p = — 2R2 umd q = — 17 a, aljp e pd =
— RS umy Lq? = & R%a?, folglid) 55 p3 > 5497, weil a als Cofis

nug immer Eleiner ols R M, Ueberf.
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Kreifes und der Pavabel gu confiruiven, und diefe Methode
bat vor der § 169 gegebenen bavin einigen Borjug, daf der
Rreis, welcher die Stelle der einen Pavabel vertrite, fich
leicht durdy eine fietige Bewequng befchreiben 13¢5 allein der
feltene Gebrauch, den man jebt von den Conffructionen mache,
Uiberhebt mich einer genauern Auseinanderfesung derfelben ;
ich werde daber bier nuvr ibren Geiff andeuten.

J¢h fese bie Gleichung der Pavabel unter bder Form
x® =my, und de allgemeine Gleichung des Kreifes unter
ber Form

G—p) +(y — @ =2% (§ 94)
an.  Cntwidelt man bdie lektere und fshafft y fort vermit:

telft feines TWevths %, ben man gug der erfien jieht, fo er:
halt man die Gleichung
x'—m(eq—m)x®—om® px— (—p®— g m%= o,
toelche der gu conffruirenden

x* —bx? fcPx— d* =0
abnlich iff, und men Bat jur Deftimmung der vier unbe:
tannten Srdfen m, p, g und r die drei Gleichungen

b? =m(eq — m),
c? = 2m?® p,

d* =@ — p®— g*)m?®.

€s fann daber bie eine diefer Grbfen willElbrlich gefert
werden.  Madht man 3. B. m = b, {o ergibt fich

ot & d e e
g=b,p= T e e s

toelhe Werthe fich leicht conftruiven laffen und die Lage und
ben Dalbmeffer des Kreifes geben, bder in Berbinbung mit
ber burdy bie Oleichung x* = by beffimmeen Parabel u
Gefchreiben iff.  Jch will nicht in die Erbrterung der Falle
eingebn, telhe eine andere IWabhl des der einen unbefann:
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fen Deigulegenden SWerihs erforbern mochtenr, *) und dlefes
Lehrbuch mit der Entwidelung eciner Methode fehliefen, wels
he mit dem Vorthell ihrer Anwendbarfeit auf die Sleichun=
gen cined jeden Grades denn verbindef, daf fie die Nefultate,
ble man auf enalytifchern Wege vermittel{f der Theorie bder
Rufammenfesung der Sleichungen erhilt, dem Auge gleichfam
vormalt,

§ 173.
Um die Sbdeen gu firiven, nehme ich an, die ju confiruiz
vende Gleichung fei blof a 4+ bx 4+ cx® 4+ dx’ =0, und

feke
y = a -+ bx + cx® - dx”.

g man in ben Punkten, in weldhen die durcdh bdie letere
Gleihung ausgedritfte Curve bdie Are der Abfciffen {dhneidet,
y = o Dat, fo folgt, daf die Abfciffen diefer Puntee die Wur-
aeln der worgelegten Gleichung fein toerden. Die Aufgabe
rebucivt fich alfo darauf, diefe Curve ju conftruiven, und bies
fann leicht gefchebn, nachdem man die Gleichung derfelben
fomogen gemacht Hat, indem man in fie die Potengen der
Cinbeit einfubre (§ 71). Don wird fo erbalten

bx bx?

gt dx?
y._“ I

3 !

1]..: IL
ein Mefultat, wovin fich jedes eingelne Glied durdy Propor:
tionallinien confiruiven [afe.  IBir tollen indeffen bier ein
Mittel angeben, diefe verfchicdenen Opervationen mit cinander
3u combiniven.

Es fei, Fig. 63, AB bdie Are der Abfciffen. Jn dem
Anfangspuntt A errichte man fiber biefer Are die Gerade

vy Die geometrifthe Auflofung dev Gleichungen, Lefonders vever, el
die ben vievten Givad fibevfteigen, it fdiwicriger ald bdie avithmetifdye, weil
bie Gonfviction dev Gurvenm, weldie den sweiten Guad fibeviteigen , mithiam
i, Audy gewdlet die eviie Unflofung lange nicht die Genquigkeit, die man
duvd) die pweite 3w crveiden vermag, Hebevr,
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AC fenfredht, welche die Are der v fein wird, und nachdem
man auf der erfien AD = n genommen und DE parallel
gt AC gejogen hat, trage man auf: diefe lestere Linie die
Lheile
AF=a, FG=b, GH=1¢c, HI = 4.

Man giehe dann TK parallel ju AB, yerbinde bdie Puntee
H und K durd) eine gerade Linie, welche die auf der
Abfeiffe AP ==x errichtete Senfrechte PR in L fchneiden
wird, und giehe ML parallel ju AB, um auf DE ben Puntt
M ju beftimmen, den man mit G ju werbinben bat. " Durdh
pen Punfe N, in weldem M G die PR {chneidet, jfebe man
ferner ON pavallel ju AB, und wenn man die Punfte O
und E werbindet, fo wird die Gerade OF auf PR einen
Punte Q geben, in welhem PQ =y fein wird.

WMan hat namlich durch die Abnlichen Dreiece TKH
und H'LH folgenbe Propovtion

IK(n) : H'L(x) = HI(d) : HH' = 9%

11

woraus folgt
GH = GH + HH' = o .. 9%

].I.‘ ¥
Hug den Dreiecten H'MG und G'NG ergibt fich
H'M(n): G'NE = Guf((‘+,df) reae Sy i
n n n;

folalich
FG'=FG + GG = b 4 54 91X

n n®
Endlich folgt aug den Dreieden G'OF und FQF
G'O(m) : FO (x)
= FG' (Ih —{—‘%: -+ di:) S — ]2_’_":‘_):':: fiﬁ

n® n n* n’

r

mworaus fich eragibe
- N -3
PQ=AF =AF 4+ FF = a bi\_|_(_\_ +L-|L

n n* n’

Wean wird dies Verfahren leicht auf jede belicbige 2Angabl
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Gilieder ausbehuen, weldhe bie Gleidhung Haken mag,*) und
wenn man eine hinlingliche Menge den Lauf der Curve be:
seichnender Puntte gefunbden haben wird, fo fieht man, wie
yieler veellen Wurzeln die Gleichung fabig ift.

¢ 174.

SBenn der Lauf der Curve von der Avt iff, toie ihn bdie
$inle XEGILY, Fig. 62, barftellt, {o wird fie die Are
ver Abfeiffen flhnfmahl fhneiden und folglich anjeigen, bdaf
bie Gleichung, aus der fie entfprungen iff, eine gleiche Anzabl
veeller Wurgeln bat. Diefe Gleichung Eann von EFeinem nie:
prigerem Grade als vom flnfeen fein. Die vorgelegte Gleiz
¢hung mwird alfo

a4+ bxtcx?4+de® +ex*FEfxP ... =0
und bie der ju confiruivendben Curve

y=a- bx +4 cx? L A Il s A
fein.

&3 ift offenbar, daf die Rablenwerthe der Ordinate y
nichts anbers ald die Nefultate find, welche mon aus der
vorgeleaten Gleichung erhalt, wenn man der x bie den wer:
fchiebenen oillEubrlich gerwablten Abfciffen correfpondivenden
Werthe gibt. Die Curve XEGILY vertritt alfo geriffer:
mafien die @telle eines Bergeichnifjes diefer numerifthen NRe:
fultate, nur mit dem BVorgug, daf vermige des Sefehes ber
@tetigteit, weldhes man an den Linfen beffer als an den
Bablen wabrnimme, die Jntervale jwifdhen jwei auf ¢inan:

*)  9n der Jeichnung ift -::— ein aditer Breudy, It bageaen x grofer ald
n, fo fann bie Gonftruction unbequem werdem, indem y ober bder Terth der
Gleichung eine betvachtlide © ¢ evhalten Fann. ud) i die gange Mes
thove befifald nicht tequem, weil man das NedtecE ALEKD mehimtald seich:
nen muf, um unter dem vielen Linien Feinen MifaviF su thun, Leichter
und fichever findet man ity jeden angenommenen LWerth der ALGfife = den
sugehovigen SGexth dev Ordinate ¥ duvch Medhnung, wo man dann beide fiw
cine belicbig geroablte lineavifdie @inheit aupsutvagen hat, Ueberf.
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ber folgenden @ubftitutionen fich mit der grbfiten Leichtigkeit
ausflllen laffer. MNachdem man 3. B. die einander febr nabe
liegendenr Ordinaten PP, Q'Q, R/R berechnet unbd ihre
Endpuntte mit moglichter Veobachtung der alimdligen Kriim:
mung durdy einen freien Sug verbunden hat, fo Hat man
giemlich genau die jwifchen liegenden Orbdinaten.

Man muf bemerfen, 1) bdaf, da bdie Gleichung bder
Gurve nur gange und pofitive Potenjen von x enthilt, jeder
QWerth bdiefer unbeffimmeen nur einen eingigen flr y geben
Fann, weldher endlich und begrangt fein wird, fo lange o8
ber von x ift, daf aber y einer unbegrangten Sunabme fibia
ift, wenn x dergleichen erhale,” und daf fich folglich die Surve
XEGILY an jedber @eite der Are AC der y ing Unend:
liche evfirecfen muf.*)

2) Der blofe Anblick der Figur seigt, daf die Curve
XEGILY nidyt von einer ©eite der Are AB quf die an:
dere Ubergebn Eann, ofne biefe Ape ju fchuciden, obder anas

Intifch

*) Wei einer Fubifden und {ibevhaupt bef einer ieden Gileichiung cis
ned ungevaden Gvaded evftveckt fich die Curve mit swei Jwefgen auf vers
fdhicbenen Geiten ber AbTifenare ind Unendliche, reil dbag Hidfe
Glich bder Gleichung, bas von einenmt gewvifen Tevth an grofier ifF als die
algebraifdie Summe alfer iibvigen Glieder, sulest immer gleiches Jeichen mit
der Abfeife Hat, & fonnen fo vicle Duvdifchnitte ftatt fimden, als der Grpos
nent deg Grades Ginfeiten enthilt, ‘aber aud nur ein eingtaer, in weldiem
Jall die Abfeiffentinie obevs oder unterhalb afler Viegungen der Curve liegts
ober aud) die Curbe gar Feine TWendunaSpunfte Hat. Bei einer biquadratis
fchen und fiberhauvt bei einer Gleidhung von einem gevaden Grabde aelt bie
Gurve mit jwei Jweigen an eineviei Seite der ALGfifentinie ing Un:
endliche fort, weil dag Hdchfie Glied der Gleichung eben fo gut fite die nes
aativen 2Abfciffen wie fitv die Pofitiven Pofitiy uNd von einem gewiffen Werth
an altein fdon avdfer ift, al§ alle negativen Gilicher sufammengenonmen,
St daber die Ovdinate im Anfangspunkt neaativ , o hat die Gleidung we:
nigiteng awei mogliche TWurgelm, S fie Hinaegen Vofitiv, (o ift b moalidh, daf
fie gav feine veelten TWuvseln Hat, in weldem Fall die Abfcifenlinie unteu:
Dalb alter moglichen Viegungen liegt, Die Jahl der miglichen Wurgeln i
allemahl cine gevade und Eanm nie den Grponenten ded Grades itberfteigen.
Ueberf,




Intifch zu vederm, daf die Ordinate y niht ihr Jeichen dn:
dern fann, obme dburch Null zu gebn,*) woraus folge, bdap,
wenn swei in der vorvgelegten Gleichung gemachte
Subftitutionen 3wet Aefultate mit entgegengefenten
Zeichenr geben, swifchen den beiden dabei gebrauchten
Werthen von x nothwendig eine veelle YDursel Tliegen
muf.

5)  TCenn man auf derfelben Curve el auf einerlei
@eite ber Are AB liegende Punfee nimme, fo wird {mmer
gwifthen ihnen eine gerabe Anzabl Durchfchnitte der Curye
mit der Are liegen. Man fieht audh wivklich zwei gwifchen
E und T, vier gwifthen B und Y ober jwifthen X und L
ober ¢s gibt gar feinen, wie dies jwifchen P und T der Fall
iff. Jm Gegentheil wird man immer cine ungerade AUngabl
Durdhfehnitte Haben, wenn die verglichenen Punkte auf yer-
{chiebenen Seiten der Ape liegen, twie X und E, X und i
X und Y. Hieraus folgt der analvtifthe Sab, daf swis
{chen 3wei YWerthen von x, welche durch ibre Subftis
tution in der vorgelegten Gleichung swei Refultate
von gleichen Jeichen geben, nur eine gerade Ansahl
veeller YDurseln liegen Fann, daf bingegen die Jabl
derfelben ungevade ift, wenn bie Refultate verfchies
dene Beichen baben,

4) Enblich tragt es fich guweilen su, daf sufolge der
Deziebung, in der die Coefficienten a, b, ¢, d, e, £... 3t ein:
anber ftehn Eonnen, jwwei auf einander folgende Durch{chnitte,
wie K undM, fich ecingnder nabernd jufammenfallen, und baf

*) Died ift in bem vorlicaenden Falle vichtiy, well der Auddrnct fite

s o @ a . v
Y ofne enner ifr. Hatte man aber y = = fo iirdbe die Folae bder

Werthe x =4 1, x=o0, x =—1 aehen y=+a, y:i ober
: i ol K (o]
unendlich und y = — a. 2Auf diefe TWeife {tehen die Jeige der pvifdhen
ihven Afymptoten Getvacditeten HyPerbel nit einander in Berbindung (§ 120),

Berr,
Tvigonometie,
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der Theil IKL MY ber Curve, indem er die Form deg punt:
tivten Ruges IL'Y annimme, bie Are AB blof berihrt.
Sn biefem Fall werben die beiden durd) AK und AM qug:
gedritfen TRuvjeln einander und der Abfiffe ALY gleich
fein.  Wan fieht leicht, daf wenn die vorgelegte Gleichung
feine veellen SWBurjeln weiter Datte, bdie davaus Bergeleitete
Gurye ihre Are nirgends fchneiden riirbe und daf man folglich
durdh Feine Subftitution das Beichen bdes erften Theils diefer
Gleichung andern fonnte. Daffelbe wiirbe aber nicht face
finden, tenn fich drei Durvdhfthnitte vereinigten; die Curve
wiirde bann wenigfiens einmabl, fei es vor cder nachher, bdie
Are fehneiden. Um fich Hiervon ju ubergeugen, braucdht man
nur ju febn, was von bdiefer Curve fibrig bleiben rfirde,
wenn bdie drei Punfte H, K und M oder ¥, H und K ju-
fammenfielen. Berfolgt man bdiefe BVetrachtungen, fo wird
man finden, daf durch bie Vereinigung einer geraden Anjabl
Durdhfchnittspunte die aus der vovgelegten Gleichung Bers
geleitete Guryve fich ganglich auf derfelben Seite bder Are be:
finben fann, baf aber bdiefer Umftand nie ftatt bat, roenn
die Angabl bder «in ecinem eingigen Punft zufammentreffenden
Durchfhnitte ungerade {{f; und man toird hieraus {chliefen,
bafi, wenn eine Gleichung ju reellen LWurgeln nur ¢ine gerade
Babl gleicher Wurgeln Hat, es unmbglich ift, die Erifteny der:
felben durch irgend cine @ubftitution ju erfennen.

Oft reicht die Anficht einer Eleinen Angabl Punfte der
Qurye hin, um bdie Stelle, wo fie fich der Are der Abfciffen
am meiften ndbert, ju crfennen; wenn man dann in diefer
Gegend die Jabl ber beffimmeen Punfte vermehre, o er:
fapre man mit Deffimmebeit, ob eine Berlibrung obder ein
Durchfchnitt ftatt findet, ob folglich bdie vorgelegte Gleiz
chung wollfommen gleiche ober nur menig von einanber
verfibiedene Wurgeln hat.  Sn diefem Fall fann die Con:
fruction der Curye eben fo febr baju bdienen, die numerifche
Auflofung gu erleichtern, als ihren Gang aufyuflaven.

s ——




Anbhang,

bie erffen ®rinde ber Anmwendung der Algebra
auf die Erummen Flachen und auf die Curven
von dboppelter Keammung enthaltend.*)

Gleichung der Ehene und der gevaben Linie.
Wik RS
@iv bequemfte Ave, die Lage ifrgend eines Punfts M im
Naum, Fig. 64, su beftimmen, ift die, ibn juvbrdert auf eine
der Cage nach gegebene Ebene BAC ju projiciven, indem
man auf bdiefe Ehbene die Genfrechte MM’ berablafe, und
dbann die Projection M’ auf zwel auf einander fenfrechte
Aren AB und A C vermittelf der Coorbinaten AP und
PM' ju bejiehn. Dies Deift, den Punft {elbff auf die
drei auf einander fenfrechte Ehenen BAC, BAD und DAC
bejiehn; dean die Coorbinaten AP und PM/, eldye in der
Cbene BAC liegen, ffellen bdie Entfernungen M M™ unbd
MM“ bes worgelegten Punfts M von berr beiden andern
Gbenen DAC und BAD wor., Die Geraden AB, AC,
AD, worin fich je zei der coordinirten €benen BAC, BAD,
DAC fchneiden, find bdie Aren der Soorbinaten, und man

*) b glaube oden in biefer vt von Vetradhtungen wenig aeiibten
Sefevn Gemerfen s witfen, daf fie in meinem Compleément des Elémens
de Géométrie ‘die sum Vevftandnif ded Tolgenden nnentbehlichen Grunbe
beaviffe entwoictelt finben werben, Berfa

o
<~ 2




et e

unterfheldet fie burch den jebesmaligen Duchftaben, welcher
die”ihnen pavallele Coordinate begeichnet. ekt man alfo
AP =x, PM'=y, MM =1z, {o woitb AB bdie Are der
x, AC bdie der y und AD bdie der z fein.

Die coordinivten Ebenen felbft erbalten Abnliche Benen:
nungen. Die Ebene BA C wird die der x, y genannt, toeil
fie die Goorbinaten x und y enthalt. Da die Projection
M“ deg Punfts M auf bdie Ebene BAD vermittelff ber
Goordinaten AP =x und PM¥ = M'M = z qauf die beiden
Aren AB und AD bejogen wird, fo bejeichnet man biefe
Gbene mit dem Namen ber Ebene der x, z. Endlich da
man bdie Projection M peg Punfes M auf die Ebene DAC
permittelf der Coorbinaten AQ = PM' =y undb QM"
=NMM =z quf die Aren AC und AD beieht, o Delegt
man diefe Ebene mit dem Namen der Ebene ber y, 2.

&s It su bemerfen, 1) daf die Coorbinaten y und =
fir alle Punfee der Aye AB der x u gleicher Beit Hull
find, und daf bies ebenfalls von x und z mit BVejug auf
AC, bie Are der y, und von x und y mit Dejug auf AD,
die Are der z gilt.

g) Daf flr alle Punfte der Ebene BAC bie Coor-
dinate z Null iff, und daf fie flr alle in irgend einer bdiefer
erften pavallel gelegten Ebene Dbefindliche Punfte einen be-
ftandigen Werth Hat, fo daf die Gleichung z = ¢, wenn fie
allein vorbanben iff nnd man in Hinfidt auf die beiden an-
dern Coorbinaten x unb y Feine anberweitige Beffimmung
bat, fo angefebn toerben muf, alg Dejeichne fie die Punfre
einer Gbene, welche der BAC in der Entfernung c parallel
iff. an wird eben o febn, daf y flr alle Punfte der
Ebene BAD Null ift, und daf die Gleichung der Ebene,
welche man diefer erffen in einer Entfernung b pavallel legte,
y = b fein wirbe.

$Benn man bdie beiben Gleichungen z=c und y =>H
wereinigt ober annimmt, daf fie ju gleicher Beit faft finben,
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fo werden fie efne gerabe jur Apre ber x pavallele und durdy
den Puntt dev Ebene ber y, z, beffen Goordinaten ¢ und b
find, gelegte Linie begeichnen; denn s ift leicht einzufebn, baf
diefe Gevade als ber Duvchfchnitt sweier Ebenent Dbefradhtet
werden Eann, weldhe den Ebenen BAC und BAD parals
lel find.

Sn ber Ebene DAC enbdlich ift bie Goorbinate x Im:
mer ull und x = a iff die Gleichung bder Ehene, die in
cinem Abftande a jur evften pavallel gelegt woird. Die brei
Gleidhungen z = ¢, y =b, x = a vereinigt, werden nur nod
zu dem Punft gehdren fonnen, weldher fich im Durdhfchnite
ber bret den Coordinatenchenen BAC, BAD und DA C pa:
vallel gelegten Ebenen befinbdet.

§ 176.

Seh will nun unterfuchen, roas eine cingige Gleichung
gifthen groel der orei unbeffimmeen Grdfen x, y und z be:
seichnet, und 3 B, z= Ax fegen. Man ficht juvdrder(t,
dafi diefe Gleichung der in der Ebene BAD ber x,z Fig.65;
gejogenen ®eraden AN angebbrt (§ 87); allein fie iff in
cinem noch weitern @Ginne ju nehmen; denn wenn man fich
gorffellt, daf die Linie AN" fich langs A C, der Are dev ¥,
parallel ju fich felbff fortbervegt, in melcher Lage fie aud
aum @tillffand Fommen mag, fo wird die Ordinate z ober
M‘m, dbie man in irgend cinem auf der ju AC parallelen
Geraden PM’ Befindlichen Punft M’ annimmt, der Ordinate
Pm* gleich fein, toelche in der Gbene BAD bder ADfciffe
AP = QM corvefpondivt. Die Linie AN“ befchreibt durch
dbie ibr Dier beigelegte Wewegung die burch bdie Seraden
AN“ und AC gehende Ebene N“AC; man wird alfo fle
alle Puntte diefer Ehene z= Ax haben. *)

*) @2 i mithin == Ax die Gleidhung einer Ehene, Weldye bie Chene

ber x, y in ber Upre der y (dhneidet, und anf der Cbene der x, z i ANY
fenteedht (reht, tleberf

S

o
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Aehnliche Folgerungen tofivde man flir die andern coor-

i \ dinivten Ebenen zichn Ebnnen, wenn man jwifthen den Unbe:

| flimmten, weldhe fie enthalten, Gleichungen bildete; ich twill

w aber licber fogleich ju einem allgemeineren Gall {ibergehn, und
bie Gleichung z = Ax + By betrachten.

@et man davin y=o, {o Hat manz= Ax, und wird
baraus fchliefen, daf die in biefer lebtern Gleichung begrif:
fene Gerade AN alle Puntte enthdlt, welche die burch die

| Oleihung z =Ax + By ausgedriicfte Flache mit der coors
; dinivten E€bene BAD, auf weldher v immer ull iff, ge=
‘ mein bat, und bdaf folglich die Gerade AN“ der Durchfchnitt
| diefer Ebene mit der vorgelegten Flache iff.

@et man x= o, fo erhalt man z=By, eine Gilei:
. chung, welche su der durch den Anfangspunft A in der Ehene
: D A C gelegten Geraden AN gehdre, und welche der Durch:
{chnite diefer [eftern Ebene mit der durdh bdie Gleichung
z=Ax-+ By ausgedbriicften Fldche ift.

ICenn man fich nun vorftellt, daf bdie Qinfe AN# fich
lings der Linie AN“ parallel ju fich felbft bervegt, o tird
fie die €bene N“AN befchreiben, und wenn fie ju ivgend
einer Lage m“M gelangt fein wird, fo wird der Theil Mm
ber Ordinate MM gleich und pavallel Qm* fein, und man
wird folglich baben

MM=Pm'"+Qm“=Ax4 B V=7
Al woraus folgt, daf dle Ebene N“ANY yelche durdh die Linien
AN und AN“ gebt, beren ®leichungen
zi=Ax; N = By
I find, felbf sur Gleichung bat
|i '1,:1'\.\4—}5:,',

Wenn die wvorgelegte Ebene, flatt durch den Anfangs:
punft A gu gebn, fich in einer Lage G'E G* befdnde, wel:
’ e durch bdie den Geraben AN“ und AN parallelen E G
und EG“ beftimmt iff, fo wide fie der N“AN“ parailel
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feiny und wenn man bie Orbdinate der lektern Ebene (o toeit
yerlangert, bis fie die erjfe evveicht, fo hat man
ML=MM+ML =MM+ AE,
Begeichnet man nun den Abftand AE mit D und bdie Ovdi:
nate ML mit z, {o wird nach dem Bovhevgehenden {ein
z = Ax 4= B}' -+ D,

®ieg iff die Sleichung einer fn irgend einer Lnge be:
findlichen Ebene.  Man wird fich leicht Giberjeugen, baf fie
die allemeine Gleichung vom erften Grade mit brei unbes
{timmten Grbfen davfiellt; denn Ddiefe lehfere Eann nur von
ber Form

ex+ fy +yz+0=0

fein, und bdividire man fie durch 7, fo rebucict fie fich auf

die ¢rffe, toenn man

S ke R i o T BT
v 7 7

feit.

Man fieht alfo, daf der Coefficient » jur BVerallgemei:
nerung der @leidhung niches beitragt; i) tverde ihn indef:
fen beibehalten, um ben Formeln mebhr ©ymmetrie ju geben,
und daber die @leichung irgend einer Ebene burd

Ax + By + Cz +D = o
darftellen. ) Man muf fich aber evinnern, daf nian in al:

#) Ut bie Ghene, welche diefe Gleidiung andentet, s confrruiven,
mufi man bie Glechung evft anf dic Fovm

A B D
e e e e s —_——
C C G
b 2z = — Alx — B'y — D!
bringen, dann in ber Ehene der x, # eine Qinie sfehn, die sur Gleidung
v = — A’x Dat, ferner in der Gbene ver y, z eine Linie, deven Gilefchung
7 = — By ift, dann durch dicfe beiven Qinfen eine Gbene leaem, und

endlich buvd) den Vumft der Ave =, der dburdh den AbfFand — D’ vont Ane
fangspunte beftimmic wicd, eine pveite Eoene der vovigen vavallel Die {ege
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len Refultaten eine der beftindigen Grbfien der Einbeit gleich
{eBen ober aqus befondern Debingungen beftimmen Fann.

§ 177.

@elt man n der Gleichung diefer Ehene nach einander
X,y und z gleich Null, fo wird man finden, daf fie die der
Y, 2z in ciner Linie {chneidbet, beren ®leichung By 4 Cz
+ D = o0, bie ber x, z in einer Linie, deren Gleichung
Ax+ Cz+ D =o0, und endlich die ber x, y fn einer Linie,
deren Gleichung Ax + By + D = o iff.

Da die Ebenen von unbegrinjter Ausbehnung find, fo
muf man fich vorfiellen, daf die Ehene G“E G binter bie
coordinivten Ebenen BAD, DAC erweitert fei; fle toird
alsbann die Cbene BAC treffen und unter fie Hinabgehn.
Alle diefe Umftande fann man aus ibrer Gleichung abnelh:
mem, wenn man erwdgt, daf jedbe der unbeffimmten x, ¥ 2
pofitiv und negativ genommen werben muf, und baf, wenn
bie Theile AB, AC undp AD, Fig. 64, der Aren der Coor:
dinafen mit den pofitiven LWerthen diefer Grdfen dbereine
ftimmen, bdie entgegengefeften Theile Ab, Ac und Ad ben
negativen entfprechen. Dies I8F¢ fich unmittelbar aus dem
Jortgange der in den Ebenen BAC, BAD und DAGC [ies
genben Linien beweifen; man wirde aber eben dabin gelansz
gen, wenn man jebe Ddiefer Ebenen bdergeffalt Fu fich felbft
parallel fortfchobe, daf die davauf fenfrecheen negativen Orz
dinaten pofitiv wilrden, und man Fonnte dann abnliche Be:
trachtungen wie bei ben Linien anflellen (§ 76).

Hievaus folgt, daf man vermittelft der Seichen, womit die

teve wivd die verlangte fein, Gben fo aut Fanm man die voraeleate Gifels
dung auf ¢ine der Sormen

A C D

y:-—--l-;-: .UT F

B C D

nber 3<=""1:{“"_‘K'3 X

Bemgen,

ebery.
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Goordinaten bebaftet find, allemabl unterftheiden fann, in wel:
chem der ache Edrperlichen dBinkel, woelche die coordinivten Ebenen
um A bilben, ein gegebener Punkt ju finden ift; man braudye
au dem Enbde blof in Crivagung su siehn, daf, wenn man
+ z in dbem Winfel ABCD nimmt, man hat
— z in bem TWinfel ABCd,

~+ z in bem Winfel ABDc,

4 z in dem Winfel ACDD,

— z in bdem Winkel ABcd,

] i G
“+ x -
-+ x —
e
o e
—x —y + 2z in bem Winfel ADbc,
— x 4+ y — 2 in dbem Winfel ACbd,
—x — y — 2 in bem Winkel Abcd.

<Y

o

§ 178.

@ine gerabe Linie ift gegeben, wenn man jwei Ebenen
fennt, in denen fie fich ugleish Defindet odber deren Durch:
{hnitt fie iff, reil die Coordinaten ibver Puntte den Glei:
chungen bdiefer Ebenen gemein find. €8 {eien alfo

Ax4+ By +Cz+ D =o0...(1)

Ax+ B'y+ C'z+ D'=0 ... (2)
bie Gleichungen ber gegebenen Ebenens fieht man nun bdie
Unbeftimmten x, y und z o an, al8 Dbatten fie in beiden
Gleichungen einerlei Werth, {o wird nur cine {brig bleiben,
die man willEibrlich annehmen fann, und die beiden anbdern,
dem geroablten TWerth gemaf berechnet, twerben die Lage
per verfthiedenen Punfre der vorgelegten Linie zu erfennen
geben. ]

Die Gleichungen (1) und (2) find nicht die eingigen,
welche die vovaelegte gerade Linie darftellen Ednnen; denn fie
befindet fich in unendlich vielen verfchiedenen Ebenen. SJn:
deffen wablt man gewdbnlich unter allen Gleichungen, die fie
hoben Eann, bdiejenigen, toelhe nur zoel der Soorvdinaten
x, y und z enthalten.

Eliminirt man nagh cinander x, y und z qus den Glei:
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chungen (1) und (2), fo wird man felgende drei Gleichun=
gen erhalten:
(AB’— A'B)y— (CA'— C'A)z + AD'— A'D = o
(BC!—B'C)z— (AB'— A'‘B)x 4 BD'—B'D =0
(CA'— C'A)x— (BC' — B'C)y + CD'— C'D = o
welche fich in
;)——ﬁf*kl): O Lifin (”})
€z —=lyx H= § =10 Juh {4)
fx—ey+L=o0...(5)
vermandeln, wenn man jur AbFarjung
AB'— A'B=y, CA'— C'A = f, BC/—B'C=gq,
AD'—A'D=9, BD'—B'D=¢, CD'— C'D =
fest. e gwei biefer Gleichungen find binveichend, die Stelle
der Gleichungen (1) unbd (2) ju vertreten, und fchliefien ju=
gleich bie bdritte in fich; und wirElich wird man, wenn man
bie Gleichung (3) burch «, bdie Gleichung (4) burdy £,
die Gleichung (5) durdh » multiplicive und bdie PDrodukte
abbirt,
ad + fe 4 L= o
erbalten, ein NRefultat, das durch bie Subfitution ber Derthe
a, B, 7, 0, € und L identifch werden, ober bdie Bedingung
augdricfen wird, tvelche diefe Grifien erflillen mbffen, wenn
bie a priori gefeften Gleihungen (3), (4) und (5) gugleich
verfelben gerabden Linie angebdven follen.

Die Gleichung (3), welche die Begiehung angibe, in der
bie Goordinaten y und z flir fammtliche Puntee der vorges
legten Gevaden gu cinanbder fiehn miffen, gebbrt den Pro-
jectionen aller biefer Punfte auf die Ehene der Vo 2T o,
und ift folglich die Gleichung der Projection der yorgeleg:
ten. Geraden auf bdiefe Ehene, (Complément des Elémens
de Géométrie § 4). Eben fo fieht man, baf die Gleichung
(4) bie der Projection diefer Gleraden auf die Ebene der x, z,
und die Gleichung (5) die ihrer Projection auf die Ehene der
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x, y iff. Wenn alfo frgend jwei biefer Projectionen gegeben
find, fo ift die Gerade vdllig beffimme, was aus obiger Ana:
Iyfe und auch bdavaus erhellet, daf Ddie vorgelegte Gerade
nichts anders alg der Durdfchnite ivgend jtoeier der projiciz
venden Ebenen ift (Complément § 5), beren Gleichung mie
der der Projection, Gber welher fie errichtet find, ubereins
flimmt (§ 176).%)
§ 179.

Da bdie allgemeine Gleichung der Ebene nur bdrei noth:
wendige Conftanten enthalt (§ 176), fo iff audh eine gleiche
Angahl Dedingungen hinveichend, fie einem befondern Fall gn=
supaffen. Seh werbe hier diejenigen unter diefen Dedingungen
angeben, welche am biufigien vorfommen und ugleich von
ben anplogen fich auf bdie geraben Linien begiehenden Aufga:
ben handeln.

SBenn man eine Ebene bdurdh drei Puntte legen foll,
deren Coordinaten

Xy w8 axt vy 2l LR
find, fo fest man in die allgemeine ®leichung der Ebene
;Z\:L-f-_ij—l- Cz+ D=o

A i

r Z

nadh einanber
- o sidye et To o o oS
yh ¥ vy ftatt v,
gt 22U (inte =,

———————

*)  SGenn alfo die duvdy die Glefhungen (1) und (2) beftinunte ges
vave Linfe confivuive werben foll, fo Ddritcke man ivgend vei Yon den drei
vavin enthaltenen unbefiimmeten duvd die dritte aus, 5 B, y und z duvch x,
Aian witd fo zwei  Gilcichungen evhalten, die eine swifdhen x und y, bdie
andeve gpwoifchen x und z.  Jene i die Gleidung ber Projection der Geras
ven auf die Gbhenme bev x, y, viefe die ifrer Vrojection auf die Ehene dev
X % Man echait alfo fie einen belichigen Terth der Ubfeife x in feber
Projection einen beftimmien TWevt) fite die Ovdinate,  Confrvuivt man damt
aug beiden Ovdinaten ein Mechreet, fo evhalt man einen Punft dey vovges
featen Gievaden, Gbhen {0 finder man cinen  soeiten und verbindet man
beive, [0 Dat man i Sage dev Gevaden befimmt, Hebery,
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tnd es werben folgendbe drei Gleichungen entfiehn
Ax + By’ 4+ Cz! +D = o,
Ax¥ By'" 4+ Cz" +D = o,
Ax“4 By 4 Cz+4 D = o,

5 s
vermittelt beren man bdie Grbfen i-), -;3, :) beftimmen
fann. Man wird erbalten

A 7 (y" —y") — 2 (y' — y") + 2% (y' — 3"

D T X (g — gy — < (g — i) o Cy i — iy
B x'(z"— 2'") — x"(z' — .r“‘) + x"'(z' — 2")

D T T — y ) — (i — y ) i ()
C y'(\”—-\'” — ”(\ “')-{ r (= — \“

‘)_ g (\ Mgt — s “) \“(\ T yiz') -x (y'at — 3 ‘ “/.)‘

&g ift Icid)t eingufebn, daf man, tenn man bie Gleis
chungen der Projectionen einer Geradben, die durch gwel ges
gebene Puntte gebt, beftimmen wollte, auf eine ganj ahnliche
SWeife dagu gelangen wiirde, indem man in die aligemeinen
Gleichungen

x=az+ ¢, y=DbzJf

bie Coordinaten diefer Punfee febte. €8 tird fich ergeben

§ 180.

Um ju evfennen, ob joef gegebene Geraden einanbder
fcpneiden, alfo in Einer Ebene liegen, mufi man unterfuchen,
ob bie unbefiimmten x, y und z bden vier ®leihungen der
Projectionen biefer Geraden gemein fein Edbnnen (Complé-
ment § 19). Nun iff offenbar, daf, wenn man x, y und z
eliminivt, eine Gleichung bleiben wird, weldhe die Bedingung
ausdriidt, obne welhe die & [eichungen dev vorgelegten e:
vaden nicht flr denfelben Punft ftatt Haben Ednnen. Es
feien




x= az - « x = a'zs 4 o)
y = bz - (32 y=b’z—|—f)’*§
dle Gleichungen bdiefer Seraden, o hat man
az 4+ ¢ = a'z + &/, bz + ff = bz + [,
und wenn man z eliminivt, {o entffeht
(¢ — @) (b —Db) — (f'—f) (a’—a) = o0.")

§ 181.

Bon gwei einander parallelen Ebenen find die Durdh-
fchnitte mit jeber der coordinivten Ebenen pavallel ju einan:
der. IWenn aber
Ax+By+Cz+D = o, Alx - B'y+Cz+D'=o0
bie Gleichungen diefer Dbeidben Ebenen find, o werben ibre
gemeinfchaftlichen Durchfchnitte mit ber Ebene der x, z und
ber y, z ju ®leihungen haben

Ax + Cz 4+ D =0, A'x 4 C'z + D! = o,

By + Cz +D = o0, B'y+ Cz+ D' =o,
und es werben je zwel derfelben nur dann pavallel fein,
wenn man haben wird,

Al ] o ¥
? = (\, i— = I—;,(ﬁ 89)-
Richt man aug diefen lebtern Sleichungen die IWerthe von
A und BY, {o wird man jur Gleichung der der erften parval:
lelen Ebene Haben

@
c (Ax 4+ By + Cz2) + D! = o.

*)  TSennt bie geachenen Gevaden einanbder fdhneiden, fo vwerden natity
lich anch ihre Projectionen fowoll in der Gbene der x, = alf in dev Ehene
der y, z einanber {dmeiden. &8 milfien daher x und z in den Gleichungen

X = a7 + &, X = a'z -+ ¢
fo Wwie y und z in den Gleichunaen
y=bz4 8, y=0bz4 g
oer Purojectionen identifch fein (6 105); man evhalt mithin
(o —a) B —Db) — (f'— @) (W — a) =0
ald Bedingungsaleidhung fiie den Fall deg Duvebicdhnites, Meberf.

e

L,
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Sn diefem Nefultat bleibt noch D gu beftimmen. Nimmt
man nun an, daf bdie gefuchte Curve durcdh einen Punkt
gebn foll, deffen Coordinaten =, y' und 2' find, {o wird maen
haben

.

C’
C (AxX'4+By'+ Cz') +-D' =0,

und icht man bdiefe Gleichung von der vorhergehenden ab,
fo tird D’ gerfthwinden, und wenn man dann burh L—
pividirt, fo wird man evbalten

Ax—x)+B(y—y)+Cl—2) =0."

@s iff bier ju bemerfen, daf, wenn man A, B und C
als Deliebige Grdfen betrachtet, die vorfiehende Gleichung al=
len Ebenen, toelche duvch einen gegebenen Punte gebn, ges
mein fein wird.

-

Da jwei gerabde Linien ju einander parvallel Taufen, wenn
ibre Projectionen auf jede der coordinivten Ebenen parvallel
find, fo werden ibrg Gleichungen in Ddiefem Fal von der

Sorm
x = az + « x = az 4 o'
y = [J?,—f—f'}} y = bz + ff‘
fein.

SBenn die jtoeite durdy einen Puntt gehn foll, beffen
@oordinaten =, y* und z' find, fo wird man jur Beftimmung
von ¢' und (' die Gleichungen haben

¥ = az' 4+ o und y' = bz' + f,
tooraus man jiebt, wenn man wie fo eben verfabre,

x—x=a(z—2z'), y—y=b(z—z)

*) Died ift alfo bie Gleidiung einer Ebene, welcdhe duvd) einen Punkt,
deifen Goordinaten x4 y' und =z’ {ind, mit einey Ghene yavallel aelegt wivd,
vie duvd) die Gleichung

Ax +- By 4 Gz 4+ D = o
geacten fff. Ueberf,
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§ 182.

Um die Gleichung ciner Ebene ju finden, weldhe auf ei-
ner gegebenen Geraden {enfrecht iff, mufi man fih evinnern,
dafi die gemeinfchaftlichen Durchfchnitte diefer Ehene mit je-
ber der cocrdinivten Ebenen auf den Projectionen der geges
benen Geraden fenfredht find (Complément § 52). €3 feien

x=az—+ ¢« y=bz+ f§
bi¢ Gleichungen bdiefer Geraden und

Ax + By + Cz 4+ D = o
bie ber gefuchten Ebene; bdie gemeinfthaftlichen Durdhfhnitee
per lestern mit der &bene ber x, z und der y, z yerden
dburdh

= Cxz D

Ax +Cz-+ D =0 oot x =— _.'\{__-\—'
Cz D
By + Cz-+ D = o ober Y = — ,P.f iy ]—‘
» 3

ausgedriict fein, und damit diefe Geraden auf den Projecs
tionen der gegebenen Geraden f{enfreche werben, muf man
baben
a = J:T, D= IL' (§ 9o).
@ubftituivt man die aus bdiefen Gleichungen gejogenen TWers
the von A unbd B in die der gefuchten Ghbene, {o wird man
haben
C(ax 4+ by + 2) + D = o,
und wenn bdiefe Ebene duvch einen Punft gebn foll, deffen
Coordinaten x, y* und z' find, fo wird ifre Gleichung
werden
a(x—x') +b(y—y') +z—2z' = o.

dBenn die Sleichung der Ehene gegeben ware und man
bie der auf ibr fenfrechten Geraden fudhte, o muf man ftatt
a und b ibve obigen Werthe fesen, und man wirde er:
balten
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fir die ®leichungen der Geraden, welhe auf der durch
Ax + By +4 Cz + D = o gusgedriicften Ebene fenfrecht
ift und durch den Puntt gebn {oll, deffen Coordinaten x, y*

und z' finbd.

§ 183.

Der Abftand des Punfts M, Fig. 64, deffen Soorbina-
ten x, y und z find, vom Anfangspunft A, bat jum Auge
brud
wovon man fich leiche durdh die Anficht dev Figur fberjeugt.

©er Abftand jweier beliebigen Punfte M und m wird
gefunden, wenn man PO =pm’ und M'N = m‘m nimm¢,
und die Dreiede m'O M/ und m NM betrachtet, welche beide
vechtwinElig find, das eine in O, das anbdere in N, mithin
geben

w'M?2 =m'0% 4+ M'0%, mM?=mN? 4 MN2,
Beseichnet man nun die Coordinaten des Punkts m mit x',
vh zheo C‘T.‘f}&'l[t man m'0 = x — x, MO = y — Y,
MN = z — 2z, und da mN = m'M/, fo ergibt fich

mM =]/ (x — i‘)zg—i—_(}‘ — ) 4+ (z —z')%)

§ 184,

Dies fubrt auf die Gleichung der Kugel; denn da alle
Punkte ihrer Oberflache vom Mittelpunke gleich weit ent:
fernt fein miffen, {o wird, wenn man guerft den Wittelpunte

felbft

¥) @8 mive vielteicht, fehon que leichtern Weraleidiung biefer und
anbever Hicr entwickelten Sormeln mit den analogen des GOfenm und dey
folaenben 66 Dbeffer acwefen, Wenn die Coovbinaten bder gegebenen Puntte
M und m omit o, §, y wd o @ beseichnet worder waven; fd) fabe
inbeffen nichtd dnbern mogen, Uebery,




{elbft flr den Unfangspuntt der Coordinaten nimme und bden
Halbmeffer mit r bejeichnet, die Gleichung

x? + y¥' 4 2% = r°
flir alle Puntre derfelben gelten, und wenn die Coordinaten
bes Mittelpuntes x, y', z* find, fo wird man Haben
E—x) -+ (y— y)* + (z2— 2')% = 1),

§ 185.

Dag Vorhergehende flhrt gang einfach auf den Hus:
brud fir den Cofinus des IWinfels, welshen tvei gegebene
Seradben mit einanber bilden. Es feien

x—x'= a(z—z') Xx—x'= a'(z — 2')

Yy—y = b(@—2') y—y' = bl(e — z
die Gleichungen der Projectionen diefer Seraden, welde fich
in einem Puntte {thneiben, deffen Soordinaten x, y' und 2
find (§ 88). @tellt man fich nun yor, daf fie fich parallel
gu fich felbft bewegen, big ihr Durdhfhnittspunte in den An-
fangspunft fallt, fo wivd fich iHr LWinkel night dndern, und
die obigen Gleichungen werden fich auf

.\Z:H'f.} x ='a'z
Y — b v :b‘z}

Dentt man fich ferner eine Kugel, dle bden Anfangs-
punft bder Abfeiffen jum Mittelpuntt Hat unbd deren Halb-
meffer dureh x ausgedbedacdt iff, fo wird der Abftand der
Puntte, worin ibre Oberflache jeben Schenfel des gefuchten
Winfels {chneidet, offenbar dic Sehne bdiefes IWinfels feir,
Man wird die Coordinaten des Duvchfthnites der erffen Ses
vaden mit der Kugellache finden, wenn man vermittel(t der

reduciven.

D e ——

*) Man fieht foaleich, wie foldhe Gleichunaen st nehmen find. Da
fie brei unbeftimmte Gréfen x, y und z enthalten, fo aeben fie fiir jeve
derfelben muv danm efnen Gefiimmten T@evth, wenn die TWevthe bder beiden
anderni befiebig geferit find, Ueberf,

u

Trigonometrie,
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Gleichung diefer Gleraden und bder der Kugel x, y und =z
beftimme. ©o ergibt fich

ar br r
X — == —— y=

—,
[/1-—{—;1‘—i—[1"

- i — e

T ———! o ——— e e
|/ 1+a* +b* l/14a* 4 b*®

Beseichnet man die Soorbinaten des Durchfehnitts der gweis
ten Gleraben mif der Kugelflache dureh o, y! z4 o wird
man eben {o Haben

a'r b'r T

AL L e M AL

)

Wy ]./L_—l—":a"‘—i—i»"' et Vi+a 4 52’ i Vida’+b*®
Der Ausdbrud fliir dbas Quadrat des Abffandes diefes Puntts
vom yorigen mird fein

(x—x) + (y—y) 4+ (z—2)* (§ 183);
fest man darin ffatt

x—x vy—y, z—2'

ibre SWerthe, fo wird man nach den NReductivnen finden
2 o(r +aa’' 4+ bb')
Vax+a*+b%) 1+a*+b 7y |
Bejeichnet man aber den gefuchten infel mit V, fo wird

{feine @chne
/aRF —sR cos V.

fein (§ 13), wo B den Halbmeffer ausbricdt. ©ebt man
nun diefen Halbmeffer = 1, fo erhalt man jum Quabrat
ber @ehne 2 (1 — cos V), und vergleicht man bdiefen IWerth
mit dem obengefundenen, worin man ebenfalls r= 1 nimmt,
fo wird man Haben

sl 1 - aa’ +7!1'h‘ -

VA +a+b%) (1+a+b?)

Hieraus leltet man leicht Der

-ﬂ'n ‘V= 3 STt 7::_77_. o
1/ (t +a* +b*) (L +a®+b")

S@enn bie Geiden worgelegten ®eraden auf einander fenkredht
fein follen, mufi cosV =o, mithin 14 aa’ -+ bb'=o fein.




§ 186.

€s iff Bier der Ort, von den NRelationen der TWinkel ju
forechen, weldhe irgend eine gerade Linie*) mit ben Aren
der Coordinaten bildet, weil man diefelben mit vielem Erfolg
in bdie Mechanif eingeflibre bat und teil fie ben Gleichungen
diefer Geraden mehr Symmetrie geben.

Um vermittelt der Ausdride des vorigen g babin ju
gelangen, nehme ich an, die giweite finie fei eine der Aren,
3 D. die der x. Dann wird flir diefe Linie y= o fein,
mithin fir jeden Werth von = auch b'=o0. Erndgt man
nun, daf a’ in der ®leihung x = a‘z bie Tangente des
SWinkels Dbejeichnet, den die Projection der jedesmaligen Qinje
mit der Are der z bildet (§ 86), fo wird, da diefer TWinkel
ein rechter iff, wenn die Linie mit der Are der x

gufammen:
fallt, a’ unendlich feln (§ 24). Die Voraugfesung b’ = o
bringt juvbrderft den Ausdrud fir cos V auf

1 +aa’

e

dividict man Zabler und Nenner durch a, fo erbalt man

und fet man nun a’ unendlich, fo entfteht

a

171+ a* b=

Dies ift der Ausdrud flr den Cofinus bes Winfels, den die
erfie Gerade mit der Are der x bilbet,

€ben fo wird man fir die Are der y, in Beug auf
weldhe a'=o0 und b’ unendlich fF, finden
SR PN

*) Die man fidh pavaltel mit fich ferbi fortgefdioben denten niuf,
Bis fie duvdh dew Unfaraspuner ver Goordinaten aehe. Hebery.

Uz
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/1 + a* + b*
Guar dle Are der z, ricdfichelich auf weldhe a’=o und b’ =o
iff, wivd man erbalfen
b 4

11 + a% + b*
Begeichnet man dle drei IWinkel, deren Cofinug I bier an:
gegeben Dabe, mit «, 4, 7 fo wird man Haben

.

a b
cos @@= s /i libos =,
1 + a* b*® |7t +a® + b’
1
cos )y =

1/t 4 a® + b?

Quadrive man bdiefe drei Gleichungen und addirt fie, fo
entfteht

2 2 ab <+ 1 :'r —4= 1

cos a® 4 cos 37 4 cos yF = — e 2 N
14 a“ -4 b*"
§ 187.

Da der Ausdrud fir cos y

e 1

Vid-a®+ B s

gibt, foroird man, wenn man diefen Werth in die Augdride
flir cos w und cos @ feist, erbalten

cos
freeond

r '
cos 7 cos y

Cos &

und bie Gleichungen der erften Geraben werden folgende Ge-
ftalt anuebmen:

x— x')cos y = (z — 2') cos &,

(y—y') cosy = (z — 2') cos f.
@ubftituivt man die Werthe von a und b In die Glei:
dhung der Ebene, weldhe auf bdiefer Gevaden fenfrecht ftebt,
namlich in
a(x—x) 4+ by —y') 4 (z—2z) = o (§ 182),
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o mitd man bdlefed febr fommefrifche Nefultat erbalten,
(x—x)cosa+(y—y')cos p+(z— z') cos y = o.

Begeichnet man endlich mit af 4 7 die Binkel, bdie -eine
aoeite Gerade mit ben Aren der Coordinaten bildet, was ges
ben wird

! cos ¢!

b cos ﬁ'

&= s T cosy!
fo wird der Ausdrud fir den Cofinus bdes Winkels, den bdiefe
jweite Gerabe mif der erften bilbet (§ 285), fich in

cos V = cos & cos &' 4 cos 3 cos i 4 cos y cos p!
vermwanbdeln, toenn man bebenft, daf
cos &* 4 cos i* 4 cos y* =1, cos&® 4 cosf'* 4 cos y' =1

ift.

§ 188.
Die NuBlichEIt diefer Formeln fann ein directes Ver-
fabren, fle ju erbalten, winfenswerth machen. 2Auf ein
folches flibren folgendbe geometrifthe Detrachtungen.

1) Nimme man an, dbaf die gegebene Gevabde fich felbft
parallel bleibend in bden Anfangspunft der Coordinafen ver:
fest und durch AM, Fig. 73, vorgefellf wird, {o toird das
Dreiec APM in P vechtwinflig fein, weil die Ehene MP M
auf ber Ape AB fenfrecht {tebt. TMan wird Hievaus {hlicen
AP x 5

= BA N e S ol RhE A=
cos PAM = AN

Ve Fy +2 Vitaib?

indem man AM = 1/x* + y% 2% (§ 183) und flir x und
y ihre Werthe az und bz fekt. *)

3

*)  ADMY ynd AMY find, wie man fieht, bie Wrojectionen der Dinie
ADM qui bie Ghenen BAD und CA D, alfo a und b die Tangenten bdev
Sinfel MYAD und MYAD in den Gleidungen x = az und y = bz
diefer Puojectioner. Ueberf,



Eben fo ergibt fich

AQ r i
€os QAI\’I = — k — ,__,_,_.-"___.:___ — -'_'_ﬂ_'.'.'?_'__"_
AM /x* + y% +z° /1 + a® + b®
cos BAM = il_l phe ) el bR . e L

Ay 2 i+ al+ bt
wedurd) man fogleich zu der Relation gelangt
cos PAM? 4 cos QAM?2 + cos RAM? = 1.

2) Die Dreiede APM und ARM geben AP
=AM cos PAM und AR = AM cos RAM, und da AR
= PM" iff, {o entffeht

AP cos PAM x cos o

PM" =~ cos BAM O 7 T cosz
wenn man mit « und y die Iinkel begeichnet, mwelche N’
Gerade AM mit den Aren der x unbd ber z bildet. Eben fo
wird man erhalten

. [
_V_ ¥y (‘u_\'_ ‘f

& Cos ,‘r',
oo (3 ben SWinfel andeutet, den die worgelegte Gerade mit
ber Are der y einfchlicht.

3) Man beflimmt  jurocilen ecine Gerade wie MA
burdy den Binfel MAM/, bden fie mit ihrev Projection auf
die Ebene der x, vy bilbet, und burch den UWinfel MAP,
ben diefe Projection mit der Are der x macht. Sft nun §
der erffe und @ bder gweite diefer Winkel, fo wird man
haben

MM = AM sin MAM' gder 2 =AM sin b,
AM/'=AM cos MAM’ ober AM’ = AM cos §,
PM!' = AM sin M'AP ober y =AM cos § sin q,
AP =AM’ cos M'AP opbder x = AM cos § cos .

Bringt man die lektern Ausdbrade fliv x, y, z in Vere
bindung mit denen, welche aus den Gleichungen

x CoS @& v cos

cos y' =z cos y




Berorgehn, uad evivagt, daff y oder RAM bag Somplement
porn M A M’ ober § iff, o wird man erbalten

cosy = sinb, cosfl = cos§ sing, cosa = cos § cosq.
Quadrie man die lestern Gleichungen und addive fie, fo
finbet man wie oben

cos y° - cos i* 4= cos ¢© = 1.

§ 189.

Der Gofinus bes IWinkels, den frgend jwel Ebenen it
cinander einfhliefen, [afe fich unmittelbor aus § 185 ber:
{eiten: benn diefer SRinfel ift dem glefch, twelchen grvei ber
beiven Ghenen aus irgend einem Puntt {hres gemeinfehaftli-
hen Durdhfchnitts ervichtete Gentrechte mit einanber bilden.
$Benn bdiefe Ebenen burch die Gleichungen
Ax4+By+ Cz + D=o, Ax+B'y+Cz4+D'=o0
bavgeffellt find, und man fich vorftellt, daf fie pavallel ju fich
felbft fortgefchoben toerden, bis fie durdh bden Anfangspuntt
per Eoordinaten gehn, fo mwird ibr Winkel unverandert bleis
ben, und ifre Gleichungen werbden fich auf

Ax4+By+ Cz = o, Ax+4+ By +Cz=o0
rebuciven, und bie der Geraden, welhe man auf jede bderfels
ben bureh diefen Punt fenfrecht zieht, werden fein (§ 182)

A 31
F LT i EniRT g
B B!

>

y:-(l—.,, ¥ =5 ,(! Zie

@ubftituirt man in den Ausdrud fliiv cos V ftatt a und b,

a’ und b, bdie TWerthe, welche diefe Gleichungen geben, {o
wird man haben

AA'+"BB'4+ CC!

cos V=————— i

/(AT +BY+C¥) (A" +B* +C7)

Wenn eine der wovgelegten €benen, die jweite 3. B., die

der x, v wdre, fir twelhe man immer z = o haf, fo wer:
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den offenbar bel bdiefer Annahme A’ und B! Null werden,
und cos V. wird fich auf

rebuciven. Man wird eben {o finden, daf der Cofinus des
Winkels, den bie erffe vorgelegte Ebene mit der ber x, z, flir
welhe man y = o, A’ = o, C' = o Bat, einfehlicft,

B

/AR BT+ C* ‘

unb der Cofinug des IWinkels bderfelben Ehene mit der bder
¥» % fir weldhe man x = o, B' = o, C'=o hat,

A

AT B* 1 CF

fein wirb.

Jn dem Fall, wo beide worgelegte Ehenen auf einander
fenfrecht {ind, wird man cos V= o, folglith AA’ 4 BB
4+ CC’ = o haben.

Bon dben Fladjen des sweiten Grades.
§ 190.

Die Flachen merden cben fo mie bie Linien nach bem
Grade ihrer Gleichungen abgetheilt. Die Ebene iff die &4
che der erften Ordnung, weil ihre ®leichung nur vom erften
Grade iff. Die Flachen von bder zweiten Orbdbnung find alle
in folgender Gleichung begriffen :

Ax®* 4+ By® + Cz® 4 2Dxy 42 Exz+ eFyz T
+ 2Gx + ¢eHy 4. 2Kz TR
toelche die allgemeinfte 4, die man vom jweiten Grade mit
ben brei unbeffimmien Gudfen x, y und z bilden fann.

TWenn man diefe Gleihung mit Bejug auf einen Buch:
fiaben, 3. D, z aufldff, fo wird man finden




B8 =

O ey et

Ex+ Fy 4+ K
C

s : 1/{(1{94_ CL)+2(BK—CG)x+ 2 (FK—CH)y
+ (B2 —AC)x* + 2(EF — CD)xy + (F* — BQ)y* %
Diefes Nefultat jeigt, daf cinem und Ddemfelben Punfe
der Ebene ber x, y swoel Punffe der vorgelegten Fldche
entfprechen, und daf folglich jeber durdh bie Subfitution
aller moglichen LWerthe von x, y entfpringende TWerth von z
einen Xheil der Fliche bildet, welcher in RAdfche auf die
gange Flache cben das iff, was die Smweige einer Curve in
Rudficht auf die Curve find. Man uennt einen folchen
Kheil der Flache Niantel (Nappe).

Buvbrderft fieht man, daf der rationale Theil des Werths
von z bie Ordinate einer Gbene ausdrlde, dergeffalt baf,
wenn man von derfelben die Ordinaten der Fliche anvedhnet,
indbem man

sl il 2 e
C
fest, die unbeftimmee u el gleiche IWerthe hat, einen pofi-
tiven und einen negativen. Diefe Ebene ift alfo in Vetreff
ber Gldchen vom sweiten Grade eben bas, was ber Durch-
meffer fir die Curven von diefern Grabe ift.

Man wirde fich nur fhwer ecinen BVegriff von der Ge:
ftalt machen, die einer Flahe, von bder man die Gleichung
bat, gufommt, wenn man nur abgefonbderte Punfee betrach=
tete; allein man ftellt fich ftatt bderen eine Wenge Schnitte
vor, welthe (n dlefer Fliche duvch Ebenen gebildet rerdem,
die moan ju grbfierer Cinfachheit einer bder coorbinirten Ehe:
nen parvallel legt. Das Gefels, nach telhem diefe verfchie:
benen @dhnitte ober Curven fort{chreiten, gibt dann die e
ftalt der vorgelegten Flache ju evfennen.

Da alle Puntte einer jur Ebene der x, y in einer
bureh a bejeichneten Eotfernung parallel gelegten Chene in

~———

i
b



ber Gleichung =z = a begriffen find, fo vertvandelt fich bie
allgemeine Gleichung der Flachen vom jweiten Srade, twenn
man davin diefen IWerth {ubftituivet, in

Ax? +]3'\“'+211x_\} LT b i
+;':(F.a—{—-G)x—i—:(l“:-x—l—]_])y; - : gl

Diefe Gleichung drhict die Vezichung aug, welche die Coor:
binaten der Ghene der x, y fir alle in einer Entfernung a
voi diefer Ghene befindliche Punkte der wvorgelegten Flache
ju einander Daben, und gebort folglich auf ber Ebene bder
x, ¥ jur Projection der Curve, in toelcher die Ebene, beren
Gleichung z = a iff, der Flache vom weiten Srade begegnet;
und da biefe Ebene der der x, y parallel iff, {o wird offen:
bar der auf ber Flache felbft aemachte @dhnitt ven feiner
Projection auf die Ehene der x, y nicht verfchicden fein.

Nimmt man far a verfchicdene TWerthe, fo erhilt man
wer{hicdene ber Ebene der x, y parallele Sehnitte; und {eRE
man a = o, {o wird die bieraus entfpringende Gleichung

Ax? +By*® —|—::.])\_\_,‘1_ I

4+2eGx+ eHy §
die Curve vom jrociten Grade geben, in Dder bie vorgelegfe
Slache der Ehene der x, y begegnet. SRan wiirde eben fo
die Gleichungen fur die der Ebene ber x, z, und flr bie der

Ghene der y, z parallelen Sehnitte finden.

Man begreift leicht, und Hat andh {hon ein Deifpiel
bavon Dei der Kugel gefebn (§ 184), daf die Flichen, je
nachdem fie auf eine mehr ober weniger fhmmetrifche LWeife
gegen die Aven der Coordbinaten gelegt find, auch mebr oder
weniger einfache Gleichungen Haben, und daf man folglich,
un die verfchiedenen Arten von Flachen zu analyfiven, toeldhe
die allgemeine Gleichung der Flachen vom grweiten Srabde dars
ftellen Eann, fie juvdrderff von bden Gliedern befreien muf,
bie nur von der Dbefondern Lage ber Apen ber Coordinaten
abbangen, was gefthehn Eann, entweber inbem man {iber die




315

Wurgelardfe abnliche Detvadhtungen anfiellt, wie 8 § 111
— 120 Dei ben Linfen des jweiten Grades gefthebn iff, oder
inbem man allgemeine Formeln jur Umformung der Goordi-
naten tm Raum Dbildet, und cben folche auf die Lage der
Aren fich begiehende Grifen wie § 125 — 127 in Rech-
nung bringt, um bie allgemeine Gleichung fo viel mdglich 3u
vereinfachen. Man Eann Gber diefe Gegenflinde, weldhe auf:
fer ben @®ranjen eines Elementarbudhs liegen, bden erfien
DBand imeines Lebhrbegriffs der Differengialz und
Jntegralvedhnung nachfebn.

§ 191,

e will bier blof bemevfen, baf man aug § 185 die
Gleichung des geraden Kegels jiehn Fann, *) welche Lage der:
felbe auch in Radficht auf bdie coordinivten Ebenen Ba-
ben mag.

Denn bda der gerade Kegel durch die ewegung einer
geraben Linte erjeugt wird, tweldhe fich um eine andere, mit
der fie efnen Deffindigen Winkel madht, umberbewegt, fo er:
balt man, wenn man die Coordinaten der @pike durch e,
(7 7 Degeichnet, flr die feffe Gerade oder flir bie Are bdes
Kegels die Gleichungen

x—ee = a(z—p),
y—f=b@E—2,
und flir die bewegliche Glerade oder flir bie Geite des Ko
gels bie @leichungen
x— e = a'(z —7),
y— [ = bi(z— 7).

€s iff alfo der Cefinug des IWinfels diefer beiden Geraden

*)  @igentlich die Gleidhung dev fonifden Flade fiiv einen folchen
Kegel, do1, cine Glerchung wifchen x, y und =z, welche. fity jede TWerthe, die
nman giveien diefer UnbefFimmnten beileat, cinen Vunft tn diejer Slache grot.
Uebevf,
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14 aa'4 bk

VG 4at+b*) (0 + aZ b5y’

da er beftandig fein mufi, fo Dbejelhne man ibn durdy

Dann eriwage man, daf a und b, der Ape bes Kegeld an:

achirig, ebenfalls beftandige Grdfen find, und def man hat
X =il

al= ——, b’
% — 7

Gubftituivt man bdiefe I8erthe, {o wird man die Sleichung

R i )+1 (v—r-})

}/ (l+¢ +b {14.(_,__) _f_/\'—u)

bilben, toelche fich leicht auf folgende vebucirts:
L(\——[()”i—b(\'"—i)—f Z= ,) s
1/ x— @)+ y—B)° +(/-—;')

wean man jur AbEirjung 11+ a® +b¥ =m fkt.
Bringt man den Seheitel des Kegels in den Anfangs:
puntt der Coordinaten, fo witd man haben ¢ = o0, f = o,

y = o, und

ax-+ by -+ z

m ]/ -—-i;--}'”—i— z°

]

*) Man fieht Teicht, daf, wenn man in diefer Glefdiung z = o felite,
da Nefultat, welches dann dem Duvehidmitt des Keaeld von der Chene der
=, y angefivie, bie Sovnt der allgemeinen Gleidiung bded weiten Givaves
Wit swei Unbefannten annefmen witrde, und vaf fich auf biefe Weife bie
Sventitit der Curven des sweiten Grabes mit den Ednitten eined gevaben fes
qels von einer Gbene algebraifd nachweifen {iefes altein diefer Weg wiivpe
piel vevwictelter und doch Wweniger altgentein fein, als dber vonm § 151 big
:Jl) cingefchiagene, weil dajelbft nidt blof bew gerade, fondern ein beliehis
gev Segel betvachtet worden iff. Die Nednung fitr einen fhiefen Kegel mit
Freigformiger Grunddade findet fich itbrigens fdhon in bem Appendiz de
superficiebus an @diuf des ameiten, 1743 cvfdhienenen, Bandes von € us
levé Introductio in Analysin infinitorum, Berf,




Q4ft man bdie Are des Kegels mit ber Ape der z jue
fammenfallen, fo Bat mon a= o0, b=o0, m = 1, il
auf dlefer Are x = o, y = o {ff, welchen LWerth man auch
fir =z onnchmen mag, und Ddie obige Gleichung reducire
fich auf

Z

o e e e My
l/x"! Ei y! T Z'.!
aug welher mon durch Erhebung jum Quabdrat
ZL’ (! Aty C-::) e (_‘-: (l_ﬂ - }'3)’
alebt.  Macht man in dbiefer ®leichung z = n, {o tird fie
n?(x —c?) = of &* -+ v?%),
eine ®leichung, welthe ju einem Kreife gehbre, deffen Mit-
telpunft in Dder Ape der z liegt, und beffen Halbmeffer
nl]/1 = 2 # 3
TV - g, Hieraus folgt, daf alle Sehnitte des ge:
C
raden Regels von einer Ebene, weldhe der der x, y parallel
liegt, Kreife find, wie ¢8 Ddie Natur deg Kegels mit fich
bringt
Aus obiger Gleichung zieht man

c - :

e Vo Sl Tt
/1 —c®

und man fieht leicht ein, daf ]/1 — c* Dber @inus bdes

SRinfels iff, den die Seitenlinic bes Kegels mit ber Are der

C . s '
—— bie Gotangente eben Die-

z einfchlicft, baf folglich
1 1 — G~
fes TWinfels, ober die Tangente besjenigen iff, tvelchen die:

felbe @erade mit der Ebene ber x, y einfhlieft.

SBennt man ben Scheitel des Kegels in irgend einen
Punft der Are der z verlegen, aber noch immer bdiefe Ayre
mit der des RKegels jufammenfollen laffen toollte, fo rivde
man
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o TRy o

1/1-——1

erbalten.,

@et man z = o, fo bat man dic Gleichung bder
Gurve, in welcher der Kegel der Ehene der x, y begegnet.
Diefe Gleichung twird fcz'u

—_— = — V\ _‘__}._

1/1—(

§2 (r — ¢
(cﬁ——-—-%\ +\ )

fic aehbrt ju einem Kreife, deffen Halbmeffer

ift.
Degeichnet man dlefen Halbmeffer mit r, fo Hat man
% A = (_‘.? or
TR i__(,_:._l und =,
. L/ T ——

Die Gleichung
.L“_;,=,_..:.,,___,__1/‘ 4__"'
]/ L=—C

toelche fich dann in
&3 —;1——' —*_"_._. ]/‘
/12— c? 1/1 — ;2
verwanbdelt, fann unter ber Form
M=ot =or = PR
angefeRt roerden. Jn dem Fall, wo ¢ =1 ift, veriwandelf
fie fich in

L

o o o

rf =x% - y2.

§ 192.
Diefe lepte Gleichung, weldhe nicht mebr ald groei von
den drei Soordinaten enthalf, gehdrt jur colindrifchen Flache,
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in telhe der Kegel fibergeht, wenn fein Scheitel fich unend-
lich weit entfernt; benn ba ¢ den Cefinug bdes Winfels be:
geichnet, toelcher von Dder ben Regel evjeugenden Geraden
und feiner 2Are gebildet wird, {0 bringt bdie Annabme ¢ = 1z
diefen TWinkel auf Jull, woraus bder Parallelismus beider
Geraden folgt. Die erffe befchreibt alfo, indem fie fich um

die anbere dreht, die Fladhe eines geraden auf der Ehene der
x, v fenfrechten Cylinders, weldher guf bdiefer Ebene ben
RKreis jur Grundfiache Hat, deffen Halbmeffer r iff, und d
fen Mittelpunft im Anfangspunfet der Coordbinaten [liegt.
Dies fubrt auf die BVemerfung, bdaf irgend eine Glei:
chung, toelche nur jwei der bdrei Coordinaten enthalt, und

1

eine @urve in bder Ebene biefer Coordinaten bejeichnet, im
Raum ju elner Fliche gehdrt, tweil die Eoordinate, welde
in diefer Gleichung feblt, als unabbinglg von den beiden
Ubrigen, fhr jeden Punft der gedachten Ebene ecine unend:
liche TMenge LWevehe hat; unbd diefe IWerthe entfprechen al:
len Punfeten der Geraden, bdie man aus dem jebesmaligen

. : . ik ; £l
Puntt der Curve uber der coordinivien €bene fenfredht er:
vichtet.

Die auf biefe TWeife durd) jeden Punft der Curve fenf-
recht gelegten Geraben Dilden jufammengenommen eine cy-
lindbrifche Flache, wenn man diefe Venennung in dem wei:
ten @inne nimmt, in welhem fie im Complément des Eleé-
mens de Géomeétrie genommen iff. *)

) Wenn fidh (Anagd eimer Frumimen Linie, fef e3 einer gefhloffenen
ober nidit aefchloffenenn, eine auf ihver Gbene fenfredhte Gevade pavaltel
fu fih feIbfE beweat, fo befhueibe fie eine eylindvifdhe Slade, deven
thavatreviftifche Cigenfdhaft ift, daf alle der Gurve vavallel geleate Sehnitte
ibe aleidy find. Nan echAlt auf diefe DWeife elliptifd: cnlinvrifde,
pavabolifdscenylindrvifdie u, f, W, Gladen, JE die Cuvve ein Kreis,
fo ift die Glache im cigentlichen Wevftande eine cylindbrifhe. Eine fonifde
Stdche entftehr, wenn die erzeugende gevade Linie wahrend ihrer BVewegung ims
mer duvdd einen feiten Punft qehr, Veb viefer Gelegenheit vevdienen nodh bie
Gleichungen ity dfe Shichen entwickelt ju werden, die dupch die Umdrehung
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b

Ron denn Curvent im Raum betvacdtes.
§ 193.

$Benn man bie Curven (m Raum betrachtet, {o entftehn
fie immer aus dem Durch{hnite jveier Flichen, {0 wie die
gerabe Cinie aus bdem Durdhfthnitt gweier Ebenen (§ 178)-
Man Fann 3. B. einen Kveid dadurch Legeichnen, daf man
die Kugel angibt, von welher er cinen Theil ausmacht, unbd
die Gbene, von bder fie gefchnitten wird. Nimmt man an,
der

einer Guibe ded gweitern Givadbes um ifve Ave entfteln, und fm Algemeinen
fonoidifdie genannt werben, G5 fei AK, Fig. 79, die Ebene der x, Y,
AB bie Jxe ber x, A ber Unfangspunit der Coovdinaten, CD die auf AK
fenfrecht ftehenbe 2Aye der z und jugleich die Ave der Curve DF, DM iramd
ein Punft dev fonvidifhen Flade, MN =z, NP =y, AP=x, AE =,
CE=/f, olfo CG=x—g ud NG=y — §. Man Dhat mithin
CN? =|(
Gllivfe, DG bie RNidhtung ihrer grofen Ure und O der ONittelpunft, fo

X — u:?“ 4 (y — I-'J')’. St nun DF juerft ¢in Bogen ciner

) s b " . h=
fat man, wenn CO mit p begeidinet witd, QM? = — (a? — 00Q32)
aZ ,
b2 e 4 e 5
—— [a2 — (z2— 2] Do nun QM2 = CN?, o i (x— )
a2

b2 ; _
+ G—F) =b*— @ —y)* Hieraus folgt

a?(x — o)? + a2 (y — f)° + b2 (=
oied it die Gleichung dev elliptifds fonoidifden Siidhe, S DC
vie Nidituna dev Fleinen YUve, fo muf man die Budfiaben a und b mit
einander vevtaufden, Dadht man a = b, o echilt man

;,-}9 = a?h2,

G—a)? 4+ G—F) +e—y)=2a
die fhon 6 184 vovacfomniene Gleidhung der Sugel fitr den Halbmefer a.

st DF ein Bogen einey Hyperbel, DG die Ridhtung ihrer Iwevdhare,

b:
O/ ifie Mittelpunkt und 0’'C =y, fo it QM2 = CN? = n—?(()JQ-‘ — a?)
he . e o b2 = L )
e e i e T bl A L

]

b2,
bie ®leidhung bder Hypevbolifdys Eonoivifchen Shade. S endlich
DF ein Bogen einer Pavabel und DCG=y, fo hat man Q M2 = CN?
= p (y — z); mithin

(s —im)? - (' — 8% 4 paic= 2,
bie Gleichung ber pavabolifchs fonoidifhen Slade.

b2z — )2 —a?(x — )2 — a2 (y — )’

Uebevf,




der INittelpuntt der Kugel befinde fich im Anfangspunft der
Goordinaten, fo wird bas Syffem bder Gleichungen
x? 4 y-.:_l_zc 132 (l.)
Ax+ By+ Cz= D (2)
dem Kreife angehbren, in telshem die Kugel und die vorge:
Tegte Ebene einanbder fihneiden, toeil diefed @yftem nur bden
Punfeen jufommen Fann, welde jugleich in beiden. Flachen
licgen.
Es {[f offenbar, daf man bdag @yftem der Gleichungen
(1) und (2) in ecine unzablige Menge andever Yon gleicher
Dedeutung umandeln Fann.  Sewdbnlich eliminive man
aber nach einanber eine jede bder unbeffimmten x, y unbd z,
und erhalt fo drei Gleichungen mit je jwei derfelben, welche
den Projectionen bder gefuchten Curve auf jede der coordinivs
ten Ebenen angehoren.
Sn obigem Heifpiel hat man

P & D, — Ax
P RELS ST (——

% 5 D — Ax — Ca2)\* i
x8ivp- 25 (i) nsief

5 ) D —By— Cz\? ‘
yi 4 2t + (—*a———— seghe

Sede ptoei diefer Gleichungen geben bdie britfe; fie gebdren
(§ 128) 3u Elipfen, welche die Projectionen des RKreifed auf
jede Der coordinivten Ebenen {ind (Compl. § 63). )

]

(]

*)  SNan begreift leicht, daf bdie Puojection cined Kveifed auf eine
Ghene, gegen die ev fdyief gevichtet ift, eine @Mipfe geben mirfies denn
ninmt man den Duvdhmefer , welder der Ebene pavallel wuek, sue AOfip
fenave, o vevkiurien fidh afie fenfrechte Ovbimaten i der Projection nach dem

WVerhaltnif des Halbmefeyd sum Cofinus

§ Neigungdwinfels, fo daff, twenn
Diefer Winfel mit o und ver Halbmefey mit r beseidnet wivd, bie Gifei:
hung
yeu SRy
T
bie Ovbinaten dee Vrojection aibt, Died it aber bdie Gleidhung ver Ellipye,

Trigonometrie, x



die Gleichungen ihrer Projectionen bargeffellt ift, muf man
ermodgen, dafi diefe Gleichungen eylindrifchen Flichen angeld-
ven, die auf den Projectionen fentrecht ffehn (§ 192), eben
fo wie bdie Gleichungen der Projectionen einer Geraben ju-

Um Elar eingufebn, auf roelche Avt eine Eurve duich

aleich die der projicivenden Ebenen find.

Hieraus folgt, daf die vorgelegte Surye der Durdhfchnitt
ver cylinbrifchen Slachen {ff, welde Gber gwel ihrer Projec:
tionen fenfrecht ervichtet find. (Compl. § 77).

¢ 194.

Su den meiften Sallen liegen bie Punfte des Durdh-
fehnitts sweier Brummen Slachen nicht alle in einer cingigen
Ebene, und der Durchfchnitt bildet dann eine Lurve von
doppelter Rriimmung,”) Bon biefer 2Ave iff 3 D. der
Durchfchnitt eines geraden Eylinders und einer Kugel, wenn
die Are des Cplinders nicht duveh den Mittelpunte der Kugel
qeht.

Nimmt man an, daf bder Mittelpuntt bder Kugel {ich
im Anfangspuntt der Eoordinaten befinbet, dbaf die Are desd
@ylinders der Ape der z pavallel lAuft, und daf feine Grund:
flache auf der Ebene der x, y ein Kreis ift, ber durch den
Unfangspunfe geht und jum Durchmefjer die Are der x bat,
fo werden die Gleichungen der Slahen, toelche die vorgelegre
Gurve enthalter,

unb man fieht, baf ihre avofie Ave dem Duvdhmeffer ded Kreifes, bie fleine

aber bent macdh demt Rdevhaltnif r:cos ¢ verbilvsten Duvdimeier aleich ift.
e : - : o LOF O - o e SN £ le R
e grifey e ift, defto Feiner ifE Sl befto mehy {chliekt fid) alfo die Ellivfe.

¥t =R, fo witd bie Vrofection sur gevaden. Linie, und it & = o,
mithin cos ¢ = 1, {0 bleibt fie cin Kreis, ueberf,

*)  Giaentlidh vevfteht mair unter einer Frummen fipie wvon
povpyelter Rvitmmung cine {olde, von der Fein TOE, o Eein er aued
fein mag, in eineviei Ghene liegt, tebeny,




x% + y? + 2%
gax — x* = y°

fein, und man wird flr die Projectionen in x, y und in
x, z haben

gax —x" =Yy,

b S0 S

Da fich der Mittelpunfe der Kugel auf der cylinbrifchen
Flache befindet, fo Fann man die vorliegende Curye Defchreiben,
indbem man die eine @pige des Civfels irgendwo puf biefer
Slache einfet, und bdie anbere auf derfelben mit einer bem
Dalbmeffer der Kugel gleichen Oeffnung hingleiten 1afe.

Um {o viele Puntte diefer Curve, als man nur will,
ju finden, muf man bdie Coordinaten y und = vermittelft dev
Abfeiffe x durch die Gleichungen der Projectionen beftimmen,
roelche geben

y =V ax—x°, 2=]/1% —¢

SDtan fieht, toie woeit fich die Turve erffredt, wenn man
unterfucht, in welchem Fall bdiefe Coordinaten imagindr wers
den; nun finbet man nur reelle Werthe flir v von x=o0 big

? x ;
x=2ga, und fiir z von x =o0 big x= oo uf der pofitiven

und von x = o bis ins Unendliche auf der negativen Seite.
&g ift aber offenbar, bafi man nur bden Theil der Abftiffe x
nehmen darf, welcher beiden Projectionen gemein iff, weil bdie
Curve ihre Grange erveicht Hat, fo bald bdie eine Coordinate
imaginar wird; fie wird fich alfo nur von x=o fo tweit er

' . F I"‘:
ftreden, Dig x Der Fleinffen der Deiben Grbfen 2a und s
gleich wird.

Die Detrachtung der Projectionen elbfE beftdtigt diefes
NRefultat.  Da die Gleichung in x, y jum Kreife AE e,
Fig. 66, welher bem Eylinder jur Grundfache dient, und
die, welhe x unbd z enthalt, gur Parebel HAT' h“ gehbrt,
X 2




deren Parameter =2a ift und deven Seheitel um AL = e

o =
=

=

von A entfernt liegt, fo fann man offenbar gur Defchrei:
bung ber vorgelegten Curve nur die Theile E'Ae’ und
HYT'h“ {hrer Projectionen antwendern, welhe dem Theil A 1!
der e AB correfpondiven.

§i1896%

Um fich endlich analptifch su verfichern, daf die vorge:
legte Gurve nicht in einer Ebene liegt, muf man unterfuchen,
ob fie nicht der Durdyfchnite eines der iber ihren Projectio:
nen errichteten Eylinder von ciner Ebene fein Eann.

Degeichnet man die Gleichung ivgend einer Ebene durch

Ax + By + Cz = D,
fo witd hr Durdfchnitt mit dem {iber der Parabel H*I'h”
evvichteten @ylinder durch die Gleichungen
At+By+(1._1)
cax -+ ! =S i""
dargeftellt fein. Die Projection diefes Durdhfchnitts wird
auf der Ebene der y, # gur Gleichung haben

A( )+by+(/=),

und in allen lbvcn Punften mit der Projection der vorge:
legten Gurve auf die Ebene ber y, z gufammenfallen mitffen,
deren Gleichung ift

2 e z Sl i
'y' — — — _— X
2a

Aus der vorhergehenden jieht man
eaD = Ar® — 2aCz + Az®
Jrmy 2aB ?

man muf alfo fir alle Werthe von z Haben

2;1D—J\l'2—2:1{fz+1\z2>2 ol N 2ieslint)E
= ——
( cab

Entwidelt man dies Refultat, fo Fann man eg auf die Form




Pzt +Q1N'+I{z: 4+ Sz T =o0

bringen, wo die Buchifaben P, Q, B, § und T Coefficienten
Deseichnen, die aus den Grdfen A, B, C, D gebildet find.
Damit fich diefe Gleichung unabhangig von z verificive, mup
man eingeln baben

und man wird fich durch die Elimination Gberjeugen, daf Eeine
diefer flinf Gleichungen unfer den Gbrigen begriffen ift, baf
man folglich die vier Coefficienten A, B, C, D nidhyt dergefalt
beftimmen fann, bafi fie allen jugleich ein Genfige thun. *)
&s gibt alfo feine Ehene, welche die vorgelegte Curve ent:
balten Ednnte, und twenn man z aus der obigen Gleichung
beftimmen wollte, fo rirde man Hochfiens nur vier TWerthe
erhalten, fo daf die vorgelegte Gurve von einer Ebene nicht
in mehr als vier Puntten gefthnitten werdben Eann.

h P=o, OQ=0, R=0, 8 =0, T =0,

+)  Man findet

P = A% 4- 12,
Q=—4aAC
S = Jar?AC— 8a2CD.
Sest man ni sheet Q = o, fo eehdlt man A = C =03 und werden

pann P und S = o gefenst, fo cvgibt fich audh D =D =o0. E§ finden
fidh mithin unter Sev gemadyien Vorvausjesung gav Feine Wevthe fiie die
Goefricienten A, B, G, D, Ueberf,
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Nadtrage

aus der fiebenten Auflage ber Ur{dhrife.

2 & 10 madit ber Hur. Weviafer die Anmevfung: ,,In dev viecten
Staur find dic BVoarn fo genonmmen worben, daf ihre Summe Fleiner afs
ein Quabvant qusfalit. &8 wicbe indefien nidt fdhwer fein, bdie Gonftrucs
tion auch den ibrigen Fallen anupafen, wo fidy dann in den § 11 ent:
wicelten Sormeln blof bie Jeichen den § 22 unbd 25 entwickelten Gefetsen gemif
anbern witcden, Damit jedod) in dief

Hinficht nichts zu wimfchen iibrig

bleibe, Will ich in ber Note A am &d

i bed Werfs ein WVerfa

wie man diefelben Sormeln auf eine von den UmfEdnben der Figur weniger
abhangige 28eife evhalten Eonne,”

Diefe Note lautet im Tefentlichen aljo:

S eflften Vande der Annales de Mathématiques pures et ap-
pligudes &, 523 Dat Hv. Gergonne folgendbed von Hrn. Savrud ges
aebene Bevrahren mitaetheilt, faft obne Gonflvuction au den Ausdriicfen fie

sin (a

b) unbd cos (a==b) su gelangen, welche sualeich mit der Melas
tion sin a? 4 cos a? =
teigonometvifchen Qin

2 (6 10) die Grundlage bev ganzen Theovie bew
fenn audmachen,

@8 feien AM =a und AN = b, Fig. 8o, ivgend swei Bogen. Dian
sielie bie Sefine des Vogend NOM = a — b, und wivd bann in dem bei
G reditwinfligen DreiecE NMG hHaben

NM2? =NG2? +-MG?=(CQ —CP)? 4 (PM — QN)?,
wad auch fo aefdvicben werden fann
[Ch. (a — b)]2 = (C:‘JJ b—cosa)? 4 (sina—sinbh)? , ...
Senst nan den Halbmefer der EGinfeit aleidh, fo Hat man

sin a2 4 cos a® =1, sin b2 4 cosb? =3,
und entiwickelt man nun bie sweite Halfte von (A), fo exhalt man

[Ch.(a—b)]2=2—2¢cos a cosb—2asina sinbh.
Madht man b = o, fo entiteht
(Ch.a)?=2—2 cos g,
cine Fovrmel, welche auf jeden Mogen yafit. Man hat mithin audy
[Ch. (a — bj]? = 2— 2¢cos (a— D).




©ebkt man dle Beiten Ausdvitcte fite [Ch. (a — W]? einanbder gleich, vie
pidict dbuvd) o und Andert die Jeichen, {0 erhalt man

cos (a — b) = cos a cos b4-sinasinb ... (D).
ofenbert man b in a — b, fo hat man die Gleichung

cosh = cosa cos(a—Db) + sin a sin(a —b},
und fubftitivt man fitv cos (a — b)) feinen FWerth aus (1), fo entiteht
cosb = cosa? cosb 4 cosa sina sinb - sin a sin(a— b),

ekt man hier fiiv cos a® feinen TWevth 1 — sin a?, fo erhalt man nad
gehbriger Dteduction

sin (a—b) = sin a cos b —sinb cosa...(II)
enbert man endlich in den Gileihungen (L) und (11) a in a 4 b, fo e
halt man die folgenden:

cosa = cos(a-4-b)cosh 4 sin(a 4+ b) sinb,

sin @ = sin(a -+ b) cos b —gsin b cos (a -+ l)),
weldhe durdy Glimination nach einanber die Werthe ‘von cos (a 4= b) und
sin (a - b) geben, wie fie § 11 entwicfelt Yorden find,

Senn die Punfte M und N nidht auf diefelbe Seite bed Duvdimefiors

BB’ fallen, {o amdert ein Gofinuf fein Jeicdhen, cin Sinus Hingegen, wenn
ber eine fibey, der anbeve unter bem Durdymeffer AAY Hegt.  Wollfihvt man
in diefon vevfchicdenen Faflen die Nedhnung, wad gav Feine Sdnvicvikeit
Dat, fo fieht man, daf fich die Sovmeln fo modificiven, wie e8 bie § 22

und 25 anaefeliten BVetvadtintgen mit fich bringen.

NMei dev &, 17 fiehendent Notiz vou bew bei den indifchen Afivoromen
aebraudididien Kreldeintheilung wird Hrn, Delambre’s Histoire de
U Astronomie ancienne Tom I. pag, 456 citive,

hat miv

&. 27 am Sdiuf bed 23ften § fteht die Unmevfung:
aeniigend gefchienen, Diev die Govvefpondens dev Feidhen der trigonometrifchen
Qinien mit ihrer jebedmaligen fage als eine fich aus ber Wetvadytung der
Sovmelu cvaebende TOatfacdie daviufelens man wird aber unten in dev An:
wendtng  der Ulgebra auf die Geometvie die Theovie diefer Covvefvonrdens
uid den Weweid finden, daf iede mit dem Seichen — Gehaftere Linie
einemt &ing aenomnien werden miife, der demjenigen entgegengefeist iff, ven
man ihe beilegt, wenn fie dad Jeiden 4 pat”

-

3 ver &, 4§ entwvictelten Fovmel

" P LI e
S -‘_" C = / o i T S
f / ab i
licfert dey Hr. Vevf, am Scyluf ded Werts unter B folacnden Naditvag.
n&tart ven Uusbruct fiie sin S C su fucdhen, Tomuce man fogleih den fiv
sen Gofindens denn man Hot
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} (a? 4- b2 — ¢2)2
inCl=1— cos Pl =1 v+ ———————
4 a?b?

2

(a?
4 a2 b2

(2ab 4 a? 4 b? — ¢?) (2ab

4a? b=

a2 — b2 4 ¢2)

i 4a%b?
__ a4 b2 — ¢2] [e2 — (a — b)?]
AT 0] 7Vﬁ‘i a2 b2 —aaial
__(a+b4o(afb—c) (cta—bc—adb
4 4a2b?

4{at+bc) (atb—c)(c+a—Db) (c—a4b)

2 a o -
% /
a% b2
Worang, wehn man (a4 b 4 c) =s fest, entf
sin C — 2V a) [_.,- s — b) .
ab

Da. bdiefe Sovmel vier Faftoven tnter dom T8uvselseichen enthdlt, fo ift fie
minder einfach, afd bdie im Tert gegebene; fiberdied hHat fie dag Unbequeme,
vaf fie nicht su ccfennen gibt, ob dev gefuchte Tinfel ig obev frumyf iff;
eil dey Sinug eines Toinkeld allemall mit dem feines Suvplementd itbevs
cinfommt (§ 22), dabingegen die Halfte des frumpfen Winkeld nothwendig
Heiner als 17 iF, man aljo ohne Sweidentigieit den TWevth des LWintels 5C
urh den feires Sinud cehilt,”

er eben gedachte timftand fommt Blof in bem Fall vor, wo ein
acvadliniges Dreiect duveh burei feiner Stucke, ungeachiet fid davunter eine
Geite befindet, nidit vollfommen Befimmet ifF, i meine den, wo man Fwei
Griten und den dev eimen geacnitberlieqenden TWinfel Fennt, 3 V. die Seiten
aundec und ven Winfel A, Fig.14; denn da alédann die Proportion a ) c
= sin A ; sin C (§ 54) nicht su evfennen gibt, ob der TWinfel C foif
ober ftumyf ift, fo vaffen die geacbenen Stinfe anf swei Dreiecle, bie fid
dadurd) untevfecheiden, daf tie von ber Spige B auf bie Seite b geflilite
Genfyedite bei dem einen innerfnld, Gei dem andern aufjerhalbd su liegen
fommt (Eldmens de Gdom. 55). Man fibevjeuat fic) iibrigend duveh die
Anficht der fitv bie Anfldfung der gevablinigen Dreiecke entiwiclelten Tovment
leicht, daf diefer Talt der cimyige iff, in weldiem cine Jweibeutigheit ftatt
finben Eann,?

»Die mathematifche Genanigfeit dev Tovmeln alfein i nodh nidt Hind
veichend, wenn e8 auf ihre Amwvendung anfommts man mup nod) die B
quemfichfeit Doy Rednung und die Sepdvfe der numevifhen Nefultate Devitcts
fidytigen.”

»an bev evfien DBesiehung mitfen, wie i fdhon § Fo und 37 bemevkt
hHabe, bie Uusbriicke fity die gefuchten Gurofen o viel mbalich duveh Muitis
plication und Divifion sufamumengefest fein, um die Logavithmen (it Lin
Amvendung bringen su Fonnen”

288 die Genauiafeit ded numevifchen Galenls betvifit, fo muf die

rh)
et




aefudite Grdfe
tionen fdhig fein,

jebeSmaligen Juftanbe ber avBitmdalidien BVavias
3 B, von einemr €inug bie Nede wive, fo mitkte
er nidht cinem b-.‘m yavanten fefr nabe ficaenden Bogen anaehvrens denn
da in diefer Lage die Sinud weit weniger alg die Vogen wadifen, fo wid
ein Gefler von einigen Cinbeiten im Loaavithmen ded Sinud, weldier burd
Gombination andever in ifver Endsiffer oft fehlevharten Logavithimen ents
franben ift, eien viel grofevn Jehler int Vogen sur Solge Haben, Wenn
matt alfo einent Ginug iy Vefrintmung eines Winfeld anwenden folt, fo
mufi biefer FWinkel nicht allzugrof fein, und and) voyu diefer Seite Hat dex
Ausdeuc i sin LG (§ 58) haufis Vorsiige vor dem fily sin C»

nEine gleidie Unbequemlichfeit wiivde fich bei Vefimmung cined fefu
tleinen Bogens vemittelF feines Cofinus evgeben, ~ 9t den Tangenten fHat
ed aber pine gani anbeve Bewandnif; denn diefe wadifen um fo fchnelter, fe
arofier fie werden.”

noud) made ih Dier noch die Vemevrtung, dafi die Gofinud und Tam:
aenten, welche ihr Reichen andern, fo bald der IWinFel fFumpf wird (§ 2% 24)
bor den Sumud , wenrt im BVerlaufe der Nednung die Jeidhen nady den Nes
aeln dev Ulgebra combinivt worden find, ben Vowsug Gaben, daf fie ju ew
Teinen aeben, ob bev Wintel, den man duvd) fie beimmen will, fois obey

frumpf ift, wad oft feinen grofen Nuten Hat. Dian Vevalewde § a7:"
w808 ih Oiev gefagt Dabe, gebt nur auf dben Gebraud dev frigono:
metvifchen Tafeln, E§ verdient aber auch noch Hemevet su toerben, bafi man
Gei der Auswahl dev acaebenen Givbien eine befonbdeve Worfidt ansmvenden
hat, von der oft die Genauigfeit der gravhifben Conftvnctionen abhingt.
Sdennt nian ndmlich einen Vuntt vermittelt bed Duvdifdnitts poeier Gevaden
befrimnien {olt, o muf man dabin fehn, daf fie fich nicht unter allsufpitsen
dRinfeln begeanen, weil damn diefer Durdyidinitt, ver in

pber alfsuffumpfen YBin
ber Husi

urg aftemalhl cine Eeine Slade i, um o groger auSFAlle, und ecin
ev in ber Ridhtung ber Geraden Geaangener Sehler eitien viel arifiern in
bem Ovte ded Durdidhnittd hevvorbringt. Wenn man alfp auf dem Terran
Dveiecte bilvet, um die gegenfeitige Cage mefrerer Vunfte 3u h.mmnmx
(5 4o), fo mitffen die T0infel devferben micht fehv Eein ober febe groff fein,”

,:

in bev Note &, 54 angefitheten Werfe Hed Hem, Puiffant
Hr. Vevf, nunmehr unter dem Ritel Traitds des Gloddsie
er de Topographie. Die volliiandigeren T

citivt

Titel diefer audgeseichneten Werte
finb: Traitd de Glodésie, ou Exposition des

Méthodes astro-

nomiqgues et N'P'”U‘!U!J'U:ﬁf‘ff[i.'c.i‘ appliguées soit & la mesure de la
Terre, soit a la Awy'uctuu du canevas des Cartes et des Ph;n:;
und Z'raite de Topographie, d’. drpentage et de Ni-
vellement, avec deux Supplémens contenant la thlorie de la
projection des cartes. WBeide in gto,
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S der Anmerfung su &, 64 citive bev Hr. Verf, nody Hum, J. L,
Hefernannd 1§20 juTBien evidhienenes Werk: Trigonometriae sphae-

ricae isr;c; et Formulae methodo mere analytica demonstratae,

olgenbe Unmerfung: ,,Die Ves
Gumme vey Tinfel bder

u § 50 &, 7o nadt der H. Bevf.
gibt die Gir

traditung  diefes Polardreie
fobivifden ©veiecte, welde nidit eben {0 wie
bie Gumme der AWintel eines beliebigen

Binfel dev geradlini:

aen Dreiecke, conftant i, Da namlid
iphavifhen Dreiectd und bev Seitent de
e Dtechte gibt, fo Wwiyd man, wenn
eyt absielt, bie immer fleiner a
alg pwei Medhte unbd weniger ald fedhs
ved evfren Oveiectd evhalten.”” I hHabe diefes ©
ciner Anmerfung ju S, 77 gedadt,

1
8 suaehorigen Polarbreiects allemalhl
1an bavon die Sumnie der Geitent

2q1),
tie Gumme vet LBinkel

e
ves

vier Redite it (Gdom, 2g1), mehr

genftandes auch fdhon in

)

qu § 63 &.103 madit der Hu. Verf. am Sk bed AVerfd folaende
mit C beseidinete YUnmerfuna.

,int fich von bem Princip, bdag iy im Unfange Ddiefes & aufgeftent

fiabe, Nechenfchaft au geben, mufi man erwdgen, Was

aefchehn yoitde, venn
san bie Ginfeit dnderte, auf weldhe man bdie bei einer UNfaabe aebrauchten
Qinicn besieht. GB i Fav, daf, wenn man eine Cinheit anmabme, die das
Doypelte, Dveifadie u.f. w, der juerf gefestern wave, die Zahlen, welde
die Qinien ausbriicfen, aweimadl, dreimabl u. f, w, Eleiney al$ auvoy
werden wilyden, und bdaf fie im Gegentheil aweis oder dreimahl grbier

be iten, wenn bie nene Einheit sweis oder dreimalhl Eeiner alé die

werben N
erite wave, Die Fladhenvaume und Volnming widen analoge Aer

exleiden, toeldie be jenen durd) das Duabdbvat und bei diefen durch den Cubus
bed Werhaltnifes bder beiden Lineaveinheiten beftimmt yoerden wirden”

Dies vovausgefest, wollen wiv ung, im bdie Jdeen Befjer u fiviven,

"

yorftelien, daf in der Aufaabe nur brei beFannte Givifen a, b, ¢ vborformmen,
3

wnd die unbefannte x duvch ven Vrudh o bavgeftelit wird, wo P und Q
<

ganse Ausoriicke i a, b und c find, welde fich duveh febickliche Neductionen

altemabl exbalten faffen; mit a’% b% o) x* vollen wiv die Jahlen beseichnen,

vie fich duveh bie YUendevungen der Ginbeit in dem Miafe der Linden evs
o7

acben. e Ausdruct fite die neue UnbeFannte witd x! = l:"- fein , wo P!

und Q‘ eben fo aud a’) b, ¢! aufammengefent {ein werden, wie P und Q
aué a, b, ¢, veil ber Wovausfeung nacdh die snevf als Sinheit genomniene
Qinie nicht s bem Datid des Puoblems gehort, aljo in dem algebraifchen
Galenl dev Unbefannten nicht vorfonumen Fann. S8enn das Devhaltnif dex
sweiten GinGeit any evften nound x eine Linie iff; o Witd man baben




a = b=nb% c="n'¢ x'="nx"

y g 1I o7 : X i 2
es muf mithin anch == o fein, Wad nicht flatt finden wiicvde, wenn
2, 2

nidht P ound Q Homogen wiven, und nidit P einen Saftor mehr aff Q
hiatte, weil dev Buchitabe n in diefe Grofien nur jugleid mit den BVuchiiaben
a, b, c fomumen Eann, und swav in einer Potens, bdeven Groonent von bev
Qnsahl ber Dimenfionen bder eingelnen Glieder abfhiinat.”

phat nan 3 B, den Ausdvned x = R—E_-:—j--l; (5 66), fo wird guvbrderft

a'b! -

= ———— fein, und die Uenderung von a und b i na’ und nb’ in

o’ 4 b!
dem Anddruct fily x geben

n? alb! a'b’

= n——— = nx.
a4 b

o &8 ifF Teidit, diefe Vetvadbtungen auf die Anusdvitcfe einer feden Linie
anjvenden, bie von einer beliebigen Angahl andever Linien abhinat. TWas
vie Ausdvicke fite dle Slachen und forperlichen Naume betvift, (o muf man

! P P! ;i
evwagen, baf man bei den erften 5= n? o und bei den andevn
P P B =
- ;:n’ 0’ baben miiffes in jedem Gall aber mitijen P unb Q fHomogene
q

. <

Grbfen fein, damit Eeine vevfhiedene Potenien von n in den vevfdicdenen
@licvern von P4 oumd Q7 evfcheinen, wenn nan fie aud P und Q ableitet.”
nod) verbanke biefe Vemerfunag Hin, Deflers>

@. 201 figt der Hr. Verf. 3u ben Worten dew Unmevbung: ,, G i}
nidit ndthia , eine Vebingunadaleihung su beviicffichtiaen, da in bdey Oted:

L voviomnien, ald juv Veffimmung der Syfteme

nung nue o viel Gd
von Goorbinaten evforderli

) find,” noch Golgendes Hingu: ,,Ueberdice licaen
bie Webingungsaleichungen jihon in dem BVegrif bed Sinus und Gofinus, da
sin a2 4 cora® = 1 ijt.”

At EHIuf von § 131 S, 221 findet fich folgende Unmerfitng :
»Diefe Confteuction gibt den TWevthen von x und y eine mevfwitedige Fovn,
Thenn man mit ¢ den Winkl NOP begpidnet, o if OP = a eos ('
und da PDM gleich der Sentrechten i, die man von R auf OP Devabfitiet,
fo exhalt man PM = b sin ¢, mithin if

x=a cosp, y=Db sin p;
nd fubftituivt moan diefe Werthe-in die Gleichung
X

ver @Ilivfe, fo vevificiven fie diefelbe nnabhinaia von dem Winkel p. Dicd ik
dev einfachite Sall eimer Wmforniing, wodurd Hv, Vvory bdie Autivfung




eined die Nttvaction bder Gphdavoiden Betvefenden oblems  fehr  evleic):

teet har,”

e Scitng gibt dev Hr. Werf, nod folgende mit D Beseichnete, fid)
anf § 176 obent &. 2()-‘] besichende AUnniecfung.
w30 feinem Examen des différentes methodes :'rr:pf.»_r:’cr pour
rdsoundre les ',,;-(.bh}mf_-: de Gdométrie (pag. 8g) hat Hu, Lam & bie
Gleidhung der Ehene unter einer fymmetvijden ur'.h‘ lwmmn-:cn Sovmt vavs
aefteltt, ofme einen iberflitfigen Coefficienten eingufithren; diefe Sovm ift
s i gy
a Biydiig
Die Grofien a, b, o nennt der BVevfafjer bie Pavametey der Ehene; fie
dritcEen die AbEdndbe des Anfanaspuntts der Goovdinaten von den YVunkten
aug in denen bie Gbene die Uven ber x, y und z fdhneivet.
onan bevsengt iy Hievvon [feidht, wenm man nach einander fe nvei
wo man dame den Asevth

er Drei Goovbinaten gleich Nuil fept (9 175)
v britten erhilt fity den Punft, in weldem bie vorvaeleate Ghene bie Aves
f ber Diefe Gopydinate genommen tird, {dncidet. et man & 8.

)
b
au

x — o uid y = o, fo geht die obige Gleidhung in =1 iibev; fie gibt
c

alfo bann z = ¢, @8 ift bies ber Abftand AE in dev Brften Fiaur, Die
anoerrs witde man davfellen, wenn man die Gievaben GYE  und

briven
AB, G/E und AC vertdngevre, bid fie atifammentedfeon, uud man wibe fo
¢ine Pyramide bilder, oererr Spige it A und deven Grundfiade in ber
jenfeits A verlangevien Ghene GYE G liae,
Bevgleidht man bdie neue Gileichung der Ehene mit dey Gleidhung
Ax 4+ By + Gz + D = o,
nadbem man diefelbe unter die Form

A B C
et Sy -.6 Y -_-ﬂ A |
gebradit Hat; (o eygibt ficd
D D D
a=— 5 b=_-Tj_' c=— i

und fo twivd man leiht die ouddyitcte int Tept in bie vevwandeln, welde
fidh anf die von Hui Qanmé gebraudite Sovm Desiehm,
Die acvade Linie Wird auf gine amaloge TBeife durch die Gleidung

x

Ll ol

a ]}
darvaefiellt, wo a unb b die AbfAnve ded Anfangspuntts der Coovdinaren vor
oen Punbren beseidnen, denent biefe Gievade die Aven der x und y fdineis
bet,  Sn bor poften Siguy iff 2 = Af, b = AD.
Eben dies gilt von den Gleidungen




%2 2

—— __}'_ =1y

a® b=

%2 3

Y T (5128),

weldie dev auf ihren Mittelpunfe Gesogenen Cilipfe und Hyperlhel angehdren,
und v Allgemeinen  von den Linden und Fladhen, welde in den Gieis
diungen

xft yt’f. '1“
i e
a b* ¥
beariffen find,

Hr. famé hat, indem ev diefe BVemerfung (S, 104 — 106 frines

WGerts) madt, evfannt, daf die Gileichung
¥ I
1'}. z
t =1
az b'u:
die Pavabel, und die Gleichung
x— 1 yic=d
W * freat e
a b
pber —_— 4 — =1
% Yy
bie Hupecbel ausoriickt,
Die Gleichung
x2 };ﬂ 72
=y e b2 =y
a“ > c*

begieht fid) aut bie Fladen des sweiten Grabed, von denen § 100 geredet

renticl et

worden iff. Man fehe itbrigens meinen Traitd dia Caleul diff.
du Calcul intégral, Tom, III, pag. 638 und 646.

Sufap des Ueberfesers.
Dafi die Gleidung

L 2

B
A+ L =13

aZ b=

der Pavabel angehove, evhellet fo: man evhebe fie sweimalbl sum Suadvat,
fo echalt man
a’y? — gabxy + b?x3 —2a2by — 2ab?x 4 a2bh? = o,
und vevaleicht man diefe Gileichung mit dev allaemeinen Sovm
Ay? 4 Bxy 4 Cx? 4 Dy 4 Ex 4+ F = q,




dey Gileichunaen ded sweiten Grabed, fo hat man y
A — a?, B = — gab, C = b3 |
mithin
4AC — B2 =0,

und died ift nadh § 128 bdie Wedingung, unter weldher eine Gleidjung des
sweiten Grades die Pavabel auddritett, Such fieht man feiht, daf bie
Gleichung 'Y
- R y b a b |
— + e 1 ober -+ .)'- =iy
: bx
ober xy — ay = bx oder entlid y = o

die Hyperbel swifchen ifven Apymptoten gibt, wwenn man fie nad) der Ana:
Ioaic bed § 120 vovacfommenen Gall confteuivt, weldier fich von dem vous
{iegenden Blofi daduvd) untevffeidet, dbaf, da f =0 ift, filt x = 0 aud)

o iff, bie Gurve alfo duvch ben Jnfangspuntt dev Coordinaten gebt.

Y=




Drudfehler.

. 25 3. 9 9. u, lied sin Lo =1,

WerFe . UbHandlungen.
©. 71 3..10 v, u, [, Fernev it HF 4 EL = HL 4 EF
16 1. bie nefmen f, dicienige,

+ 50 3. 13 1L
.
©. 137 3. 13 I, dem fi, den,
. 2
S, 17006 1h—
I/., + b=
Gb.  muff 8 in dev Note heifen

t=- L)/ p—2nqs — ‘r-l_l-f!-‘-‘- E

&. 208 3. 10 v, u, I bev Goefficienten Yo 12 md n2,
=
1

A 7 L Crcentvicitat,
? _\"J"‘ ")‘ 4
€. 238 3. 19. 1. = L ¢, £ £
&z a a e

.




Jbe (3. 2

Lacvoig (& ) Unfangsgrdande der Algebra.

Fetto (F. W) Lebtbuch deg Aufnebme

RNodfiroh (H.) bdie Logarithmen, erleic

immetrmann (€. &)

Jn demfelben Berlage ift erfchienen,
=

Bon Meier Hirv(d:
@amm[un_q vorr  Beifpielen, Forvmeln uny
der Budhfinbenvednung und Algebra.
1816. . : ' . . .
A Fovtiepuny bdiefes Vudid:
Gammlung von Aufaaben aug poy Theorie der algebraifchen
Gleichungen § . 1 Mthly. 16 Gy.
Gerner gehvt dagu s
Nufldfungen der in Meier Divids Sammlung von Bei-
foielen zc. enthaltenen

Gleichungen und NAufgabent; von
©. Sadys. Dritte Aufinge. 1821. 1 Nthle. 16 Gy.

b
Handbud) dev allgemeinen Avithmetif, befonders in Begie=
ielett 1. boir Mejoer

bung auf die ,,Sammlung von Beifp
gr. 8.

fivih.”  Bom P. N. €. Ggen. 2 Binde,
. . . . . A SRtbly.
@ammlung geometvifcher Aufaaben. 2 B

Aufgaberr qus
Dritte Yufinge
1 MEble. 8 Gr.

1820. i
Bande; mit Kupfern.
1807. 3. Miblv. 8 G,
egralformeln. 4.

Jntegtaltafeln, ober Gammlung von Snt
‘ H : : i - 3 Mthly.

1810.

Butrg (M) die geometvifche Seichmenfunit; oper voll
fldndige Mmweifung sum Cineavgeichnen, sum Eufchen und e
Cuonficuttion der Sehatten. 1522, ar. 8. IMit Kupfernt in folio.
Theil. L. Allgemeine geometrifche Seichnungs -Qebre. 9Mis

11 Kupf. { : . e . 5 MNthly.

ag Avtilleries Jeichnen. oMit 12 §pf. 4Nthly. 8.Gy.
008 archifectonifche Beichnen. (erfdeint fpiter)
‘(-_‘i’!.) ©vftem der reimen und atgemwandten Mecha-
nit feffer Kbrper 2 Theile at. 8. 1802. ; . 3 Mtblr.

~ IL
— 1II.

:JI:IL'I')
ber 12fem vermebhifen und verbefl. usgabe berfelt von S 0.
@rifon. gr. 8. 1821, . . . 1 Rthle. 8 G,
ng mit dem
flbfung trigometyi=
ifth = trigonometrifthe Tafeln.
1 Mible. 12 Gy.
htevt fitr den 1in-
fortomifche, iuviffifche

18 @
) Entwidelung analytifchet Grundfike
flie Dett evfien Untervicht in por Mathematif, befonders firy
Diejentigen, weldye fich ohne mimdliche nweifung belehren
wollent. gr. 8. 1805, . i i ; : 2 SRthlv.

Meftifch; nebff einer Ynleitung jur 9
icher Aufgaben, ohne logarithn
8. 4824, mit Kupf. :

terricht und in ihrey Anwendung auf §
u. f. w. Gegenfiande gr 8. 1315,
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