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Borrede des eberfesers.

s mag vielle Lacroiy's grofermt Werke 1tber
,Lmvl“lm- ) Jutegral 2 Rechnung \l{ auten Lo [\1 1
auf d i jondert fommen, bier cinen Elei

nen Theil | 3 23 i Q"tfur‘nmq .u.m.uh, in einex

Ueberfesung u,’nnumt ju_febens Dda indeffen Lll!\" Sheil
et vollfomnmen »mqqm!onumw Ganze bildet, und in der
Kitvge alles Dasjenige aus der Funttione -wfq'». en II L 0ag
Den Uebergang von der Clementarmathematit jur Ewiﬂ et
Analyfis bern lt"'*, fo glaubte ich um {o weniger Anit

i
uehmen ju Ddifen, genannte Ginfui‘-nno in einer L iu-
febung Devausyugeben, weil Der gemwdbhnlich Mm‘..,l, Der

t

G['\"i‘l\.‘;\il‘ll"L\llt_‘\fli\i[lr.-r Dent man 1'1" 'i‘l" Den “‘1'1\1'7’ (it
Gymnafien geftattet, diefe Kenntniffe dem Anfanger nicht
Davbietet, und lepsterer Daber vor 'P n Cintitte in au
Gebiet der Diffeventialz und Jntegral = Rechnu ng fich die=
f‘.l{.‘\u Llﬂ'\{) Das Cfl L ;L[n}hi.}_;‘.\' .:_".II\‘L ¢ E{l'-.',l L.’\'

rilehre h-u[}" m gujammen gu lefen g 'IILF"i!:C,*
vave,  Wollte man Dagegen \ull‘l.‘L‘H en, I3 et Ul‘, DI ]\
Wdeife aber volftm un,\r ausger ”m an's Werf ainge, o

-

il
.

Funktion

bemerfe ich, Daff ein dngfiliches reben nadh Vollftan=
digteit Des Wiffens in einem ;,n‘.‘:\;\ Der ;-.‘i"\'.[i‘u"ih‘fili",
bevor der Fo n.mmtr jum andern gewagt wird , forwobl
1-“"1‘“‘: pt, alg uul’uum'l beim "l‘\‘ku.p‘ sur hobern

I,

u‘

% E‘h{‘;‘a t iff, indem jene .,Lu.m..m\uu i3t
fiie m nod m !u mml)hm ift, fondern erft 1, weni

Dam
et Das gange Giebiet D ?Ti}i‘ﬁ‘i Nm;r mehr :ba weniger
iberfchaut, ‘“ﬁmu ﬂulllf‘\ ja nicht, daf bievmit Der Ober=

flaclichteit und Quidenbaftigheit Das “bm‘* gevedet fehs
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¢¢ ift meine fefte Ueber ryeugung, daf gerade beim Gtu=
Ditim Der ‘T..-‘ti ematif eine BVervoliftand [qimq upd foqez
naunte Abrundung des Wiffens  exft fpacer ausfibhrbar
ift, und Dder qhzfﬁ yer fann Daber gewijjer Mafien nidt
au febr zu Der _"""f‘mltm[. und Sutegral = Rechnung
eilen, $Hat er das Luulu]t[h Goftem der Gieometrie
horig ftudirt, und f{ich mit dDen ‘mu;\m[)u‘n Der Arich=
methit, Algebra, beider *uqn wmetrien nd der Kegelz
{chnitte nach Den bewabrten \)m theitungen Diefer Jweige,
unter weldyen namentlich Die Werfe von Lacroiy-amd
Legendre febr zu empfeblen {mb, befannt gemacdht, fo
wage ¢r obne Weitered Den Sdhritt jur Differentialz
und Jntegralz Redhmung, und Die gegenwartige Cinlei=
tung it jebr geeignet, ihn Dagu Den Weg gebovig Fu
babnen,
o viel jur Rechifevtigung dicfer Ueberfepung, Was
Die Jufase betvifft, o babe ich mich in Denfelben Haupt:
fadblich Denuibt, zur Wegrawmung Dder etwaigen Schivies
vigteitenr, die Dem Lejer” beim Studium in den Weg trez
fen fonuten, Das MWeinige Deigutragens in wie weit mix
Diejes gelungen, mogen Sadyverftandige entfdheiden, I
bemerfe noch, Daf ich mue febr felten vom Verfafjer ange=
Deutete Rechnungen ausgefubrt habes es ift diefes Sadye
Des Qefers, “m, jo wie tiberbaupt jedes matl -.'zm'lf‘fr[)c
Werk, fo aud) Das gegenwdrtige mit der Feder i dex
SHand fludiven muf,

MNeclinghaufen,
Den 3, Degember 1832,

Fund.
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S. S Lactoir’s Cinleitung in die Diffeventials
und Sntegrals Redhynung.

&s ift ber Swed bdiefer Einleiting, das Gange derjenigen Lheos
vien darzuftellen, die man enteder nuy r[)eilwqifc i_n ben (Sle-
menten oer Algebra findet, ober mcIL‘[)L“ porf nicht in der voll
frandigen Ausvehnung enfwicelt find, die ihnen gegeben werdett
muf, um in Besug auf die _'2[[[gcmgmbm ber @nrfmluug nichts
su winfdhen ju laffen.  In jenen GElementen .lml_ulicb Datte man
¢8 hauptfachlich damit ju thun, die Algebra in ihren Vesichun-
gen su der Auflofung von Gleichungen, weldhe aus Jabhlenpro:
blemen Dergeleitet waven, su betrachten; aber biefes ift ber un-
beveutenvere Fheil ihrer Amwendung. - Die der algebraifchen
Gyprache eigenthiumlide Fabigbeit, die Beytehungen, weldye die
Grofen unter fich haben, auszudviicfen, su verbinden und um-
suformen, hat bedeutende Refultate herbeigefithrt, deven Kenntnif
vieles Licht wtber ben eigentlichen Gegenfiand der Diffevential:
und Jnfegral: Rechnung verbreitet.  Bevor id) erfleve auseinans
der fetie, will id) efnige wefentliche Begriffe wiederholen, und
den Sinn ciniger Ausdritce auffldven, weldse dunfel wund felbft
faljch erfcheinen Eonmen, wenn man nidyt u ihven Urfprunge
gunitet gebt,

Allgemeirte Begriffe tiber Funftionent und Reiherr,

§. 1.

. Die alten Analyften begtifen im UAllgemeinenr tinter der Be-
seichnung Funbtion einer Grife alle Potenzen diefer Grife,
Sn der Folge hat man Ddie Bedeutung biefes Worted erweitert,
mdent man e8 auf die Refultate der verfchiedenen algebraifdhen
Dpevationen anwendete: und fo bat men denn Funbtion einer
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oder  mebrever Grdfen . jeden algebraifchen Auddrud genannt,
welcher Summen, Prodbufte, Duotienten, Dofenzen und Wur-
el auf frgend eine Yeife in fich enthalt. eue Joeen endlidy,
berbeigeflibrt durch die Fovtidhritte dev AUnalyfis, haben folgender
Grflarung der Funftionen RNaum gegeben :
jebe Groffe, dbeven Werth von einer oder mel:
teven andern abhangt, heifit Funftion diefer
Lefitern, mag man nun wiffen oder nidht, welde
Operationen ju durdhlaufen {ind, um von je:
nen leftern sum evfiern yu gelangen.

Die Wurgel einer Gleichung bdes Sten Grades 3. B., deven Yus:
pru man beim gegemvartigen Jujtande dev Algebra nidht an=
yugeben tweiff, ift nichts buﬁn weniger eine Funttion der Coef:
fiyienten der Gleichung, weil ihr “derth von denen bder Eoeffiz
senten abbangt. —

Man unterfcheivet die Funttionen nach vev Anzahl der Grifien,
wovon fie abhangens daber it ivgend eine bel licbige aber bes
fiimmte Poteny einer Guofie nur Funktion diefer einzigen (S\wf;c
Faft man bdie Sadye aus einem allgemeinen Gefichts Spuntte, in-
dem man auf einmal alle moglidyen Notenzen ciner Grofe, welde
Beliebiger Werthe fabig iff, in Betrachtung sieht, jo wird ber
allgemeine  Uusdruck diefer *))nfm,m etne Nnmmn jenex u]t
L‘m\},u und ved Erponenten feyn, da ja der einzelne Werth einex
jeden Diefer Potenzen von jenen beidenn (der Grundgrofe und
pem Grponenten) abhangig iff.

§. 2.

Die Betradhtung der unbeffimmien Sleichungen ift e, weldye
st Werallgemeinerung ded Sbemmw ber Funttion gefl l)tt hat.
SRollte man audbdriickert, daff eine Grofe nicht beftimmt angege:
ben werden fonnte, ul}nc vorfer andern Grofen bLﬁunmtc etn=
eine Werthe, ‘Dmcn fic einer unendlichen Menge bel ein und
t‘cucli\cn Unterfuchung fabig waren, zu geben, 10 bediente man
fich bes IBorted Suufrw n, wm diefe Abhangigfeit yu bezeichs
nen. G5 folgt bievaud, baf, wenn man z B. bie eine oder
die anbere der folgenden Gfeichungen hatte,

r—ax?*-}-bx -} ¢

y = axz - bx*-}-cz?,
bie Grofie v in der evftern eine Funftion von x, in der jweiten
eine Funffion von x und =z genaunt werden fonne. €5 ift
nothig su bemerfenr, dafi die Grofen a, b, ¢ hierbei nicht in
Betracht fmmmn, weil fie beffimmte fmb, 0. b in fo fern man
fie anfieht al3 Grofen, welche denfelben Wevth beibehalten mirf:
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fen in allen ben Unterfuchungen, beren jebe bder vorigen Gleis
chungen fapig iff. —

G3 fonnfen ftatt jener Gleichungen, dexen andere vorfommen,
in weldhen die unbefannten Grofen auf ecine Weife verEnipft
waven, daf fich der Werth Dder einen obder andern olhne einige
vorlaufige Oyperationen nicht Dbeflimmen liefe. Devartige Gleis
chungen waven

x3fyi—ax

x3 43 4 z° = axz - byz 4- cxy,
Sn diefem Falle wird die Unbefannte y immer eine Funktion
von x, fraft Der erften Gleichung, ober ecine Funftion von x
und z Feaff der yweiten feyns weil jene Unbefannte nicht be-
fiimmt werden fonnte, ohne vorber einyelne Lerthe der x in ber
einen Gleichung, ober der x und z i der andern Gleichung
evtheilt yu haben,

Benn man fichy vorfeste, in den Gleichungen diefes Bei:
fpield bed x in Folge eingelner gegebener Werthe bded y, ober
oe8 v unb z ju beftimmen, fo wirde man fagen, x fey in der
eviten eine Funftion von y, ober in ber zweiten eine Funftion
vort y und z.  Man fieht hievaud, daf in einer Gleichung,
welche mehreve Unbefannten enthalt, ecine jede diefer lehtern im:
mer eine Funftion von allen ibrigen ift; bdie Angabe irgend
einer Unterfuchung ift ¢8, wovaud man erfenmen fann, welde
der Unbefannten alé Funftion der itbrigen anjufehen ift.

Sm Borigen habe idy ywei Arten Beifpiele dem Lefer vor
Augen gehalten, welche zu einer bemerfenSwerthen Unterfchei-
oung WVeranlafjung geben.  Jn der erften exfennt man fogleich,
wie mit dem LWerthe von x, oder demen vYon x und z man jue
Bildung des Werthes von y gelangen Eonne; in der jweiten da=
gegen nutfte vorber eine algebraijthe Gleichung. in Beyug auf y
geloft werden, um diefe Grofe ju finden, in der Vovausfessung,
Daff man die Werthe von x oder von x und z fenne.  Cip
werben daher im erfen Falle fagen, y ift ecifie entwidelte
Sunftion von x (fonction explicite), obder oon x und =z
im jweifen dagegen eine unentwidelte Funttion (fonction implicite)
derjelben Grofen. . B

€3 ift nicht nothig, daf man eine Gleidiung rwifchen meh:
vernt Grdfen habe, um fagen ju fonnen, daf v’ eine derfelben
eine unentwidelte Funftion der andern fey.  E3ureicht bhin, ju
wiffen, dag der Werth jemer abhingig ift von Den einzelnen
LWerthen dicfer; fo ift in einem Kveife der sinus eine unentwit-
felte Funftion des Bogens, (obfchon die algebraifhe Unalyfis
Fein einjiges OMittel davbietet, die Beiehung jener beiven Grofen
auszubruicten) weil in der That die ecine diefer Grofen bejtimmt
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ift, fobald bie andere 8 iff, und umgefehut. Man unterlaffe
nicht 3u bemerfon, bdaff ich Feine “xmmd}t auf den Halbmefjer
genommen, (wenn fchon die Grofie bes sinus muh pon diefem
Glemente abbangig i) da ich nur einen cingigen Kreid vor
Augen hatte.

Man Dbegreift unfer der “mul\mmq alge nandu Funk:
tionen alle t‘u[miqhu, welche aud algebraifchen £ puanmmt
hervorgehen, ober in welhen die LWerbriipfung swifchen den un-
beftimmten Grofen, wovon pie Funftionen abbangen, bdbuvd) eine
algebraifthe Gleichung ausgeduuctt werden Tann.

Die algebraijthen Funftionen erhalten immer cine. begrente
Anzahl von Gliedern, wenn man fie in dev ibrien eigenthiims=
lidhen Form ausdvickt. Diefe Gingefchranttheit it wumllub'
penn wenn man durd) ein Aggregat von Monomen einen eigent=
lichen Wruch, dev einen binomifdyen ober polununu}mu Senner
hat, auddelicden mr’l, fo fomme man auf eine unendliche AReie.

Der Bruch —— 3 B. licfert, wenn er durd) die Divifion,
—N

£

ober auf fonft eine IWeife cntmuf [t witd, bic MNeibe:

—i— + + ‘Jr:r.

unb der Duotient wnb nie th‘»[lL‘;.l‘ Cben fo verhalt es fich
mit den Wurzeln der Polynome, mtlﬂ)\. feine vollfommene o=
fengen (Des AWuv cmm\mnrm) find, wenn man {ie vational aus:
oritcEenn will, oder durch eine ‘Mul)c von SMonomen.

@3 ift befannt, baf bdie Mewton'jche l.smm-.l s Gnfiide:
{nng per Potenzen eined WBinoms {ich nicht fhliefit, wenn bex

Syponent eine negative oder Brudhzabl ift.

Uber e qibt Funftionen, die man in Feinem Falle durd)
eine begrenste ARahl von Glicoern ausdricfen fann, bie eine
algebraifche S’nu{-)uﬁunﬂ{ haben: iL‘[LI)L jind 3 B. die Logarith-
men, weldhe o LR unmmmmqwmm Deftimmt werben  fonnen,
und von einer fmgnplichen Anzah! von Wurjelausyichungen abs
I)anqlq find; diesnus und cosinus, weldhe man nidt vermits
felft ihver Bogeteentwiceln fann, obne eine unendliche Anzah!
von algebraifdhen Operationen ju durdhlaufen: devavtigen Funt:
tionen gibt Man den Mamen tmn\, enbente, "mlmlgcn,
welche 1ch eben nabhmbajt gemacht habe, find nicht die eingigen
diefer vty Ddie gmndmttc, welthe bie lluutmm gemacht  hat,
haben beven nody viele anbere cingefithrt, und Ednnen ihrer un:
3&blig viele davbicten. Died iff der Urfprung dex JENI)LII. Db-
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gleich fie nur bann den genauen IWertl) ber Funttionen geben,
benen fie zugehoren, wenn fie {chliefen, oder wenn man die
Summe aller ihrer Glieder zu erbalten weiff, wie died ber Fall
ift bei den abnehmenden Quotientenprogreffionen (oder geometriz
fchen Progreffionen) 3 fo Ednmen fie dennoch alle, nach Avt der
jenigen, welche man aud den algebraifchen Funftionen Herleitet,
angefehen werden al$ bie Cntwidkelung dev unbefannten Funt:
tionen, aud weldhen fie entfianden find,

§. 4.

G3 ift hier der Ort, aufmerfiam su machen auf bag TWort
Gntwidelung, welched man hier gebraudht ftatt des Wortes
Werth; denn eine NRethe (iefert nicht immer ben LWerth Der
Funftion, au welcher fie gehort: fa e ift mandymal dev Fall,
daf die Nethe, anflatt fich dem Werthe ihrev zugehorigen Junt-
tion um fo mehr ju nabern, je mehr Glieder man nimmt, fid)
gon demfelben um fo mebr entfernt, wie man bemerfen fann

: a
an bem Brude Sy foenn v nach den Pofenzen von x ent:
toicfelt wird, Die Neibe

Se T x?
&l a i a? -i— a? St

bie davaus entfteht, @ibt nur dann demr wabhren Werthe fich
inmer mebr nabernde Nefultate, wenn x<Za: nur in diefem
Falle alfo ift es geftattet, durch Anndherung jenen walhven Werth
su beftimmen; aber indem der Ausdrud
X ik x3
=il chos g
a d ar
in bem Sinne genommen, daf man vom lefiten Glicbe abfira:
bivt, ©. h. von dex Seite angefehen, daf ev lauter Glicber von
berfelben Fovm enthalt, auf bte angegebene Weife mit dem Bruche

3
fi

] - L - 4 . » . -
= perfntipft ift, fo werben wir, wenn irgend ecine Unterfu:

Tl —
dhung uns zu der Neihe
5 x“.‘ -‘;3
14--4-= - ?
; :1+;a'1+ a3+ C.

~

hinflihet, fchliefen Dinfen, daf bdie gefuchte Funktion Feine an-

s a PRI . . ¢ A
Dere fey al8 ——3 ober enn wiy frgend eine Gigenthumlichfeit

a—

MO By = e X X x? 2

bei einer Neibhe devartige Glicber wie 14 = -+ = =, annebhmen,
= a=

fo Eonnen wiv behaupten, daf diefelbe (Eigenthiimlichfeit) dex




{Sunﬁtion;-i—x sugehdre.  Um bie Wabhrheit diefer Behauptung

eingufehen, ift e8 binveichend, zu bemerfen, daf die vegelmdfige
Gntwidelung einer Funftion, in-ihrer gangen Ausdehnung ge-
nommen, bie Gleihung, weldhe diefe Funbtion davabterifivt,

wabhr macht. Sehit man in dem gewabhlten Beifpicle ﬂ_a_—xzy,

fo folgt bavaus die Gleidhung
a— (a—x)y =0,
und wenn man flatt der Funtiion y ihve Entwidelung

- -2 3
14245+ 5+

fubftituivt, fo fieht man, baf, wie rweit man quch die Redhnung
treiben moge, die Glieder {idy fortwabhrend vemnichten. Man
begreift leidht, Dafi Daffelbe bei jedbem anbern Beifpiele der Fall
feyn wird, Deren Obrigens in ber Folge bei bder Differential:
und Jntegral - Rechnung eine grofe Anzahl vorfommen wird.

§. 5.

W alfo mit Sicherheit cine analpfifjthe Eniwictelung an-
wenbden u fonnen, hat man fich nur von bder Negelmapigteit
der Neihe, weidhe fie ausdrndt, su vergewiffern, o, h. dad Gefels
fefiyuftellen, nach welchem alle ihre Glieder fortichreiten, und
mit Sorgfalt die Convergeny der Sahlenveihen ju unterfuchen, um
paraud anndbernde TWerthe zu beFommen von Derjenigen Grofe,
pon welcher jene Neihen abgeleitet {indj indeffen darf man fjich
nur bann auf die Nichtigheit diefer Beftimmungen ganglich vers
laffen, wenn man im Stende iff, die Grenzen der Diffeveny
sut begeichnen , welche fich wifchen jenen und dem wabhren Wer:
the exgiebt. Damit bdie Annaherung pafjend und ficher fey, ift
¢3 nothiq, daf diefe Differeny um fo rajdher abnehme, je grofier
die Anzahl der Glieder iff, welche man nimmt, und daf fie
fleiner werden Ednne, al8 irgend eine jede gegebene nod) fo Eleine
Grofe.  ©5 ift einfenchtend, daf diefe Bedingungen nur dann
erfillt werden fonnen, wenn die Glieder der vorgegebenen JHeibe
rajch abnehmen, reil jedes Gliecd vad Mefultat nur um immer
Fleinere und Eleinere Differengen andern darf. Die Unterjuchung,
welche ich jetst, nach D Alembert's Vorgange, tiber die Conver:
geny ber Meihen beginnen will, die aud der Entwidelung der
Potenzen cined Binom3 entfiehen, wird die vorfiehenden Be-
merfungen Dhinveichend ind Licht fesen.

Bringt man ihren analytifhen Ausdrud unter die Fovm
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I I 11]_1 _1 I --—2
(1+x)m =1 _i_ 11" X +]_'(1 o } x4 m(ml__ 13(1:;.__) x3 + i 0
m(m—1)...(m—n+-2) m—1)... (-t Lo
+"_1:2...7,(n—.l.) 15248, on Xpicgt:
fo ift Flar, bdaf der Grponent bes Verhaltniffes swifchen irgend

: ; mesnel- el e
grei auf einander folgenden Gliedern — ——x ift; damit alfo

111(
XI\*L.{_ 2

diefe Glieder vafc) abnehmen, fo muf, abgefehen vom Beichen
der Rahlen m—n-4-1 und x,

111__11] -.l.__lx<1
feyn. @3 ift swedbdienlich, su bemerfen, baf die Bahl m bdies
felbe Dbleibt, fo weit auch immer Ddie Netbe fortgefithrt werben
mag, daf bingegen die Bahl n, welche nothwendig eine gange
ifi, von Glied u Glicd grofer wird, und fo gqeoff werben fanu,
als man will, wenn die Neibe fich nicht {chlieft, welches Lehteve
i) bier voraudfesie, da ih Hauptiachlich bdie Gntwidelung dey
negativen oder Bruchpotenzen tm Auge habe.

Die evite Schlufifolge, die fich davbietet, iff, dafi die Grofe

m—n-41 m-1

e T R
welche bad Berbaltnif der aufeinander folgenden Goeffizienten
ber Pofenzen von x auddvikt, fich) ohne Anfhoven dem AWerthe

’

. : m—-1 < ey
— 1 nabert, indem dex Bruch —j— , Deflen Sabler fonftant ift,

deffen Menner: aber immer grdfer wird, fortwahrend abnimmt.
G5 folgt bieraus, daf dad Werbdltnif der aufeinandey; folgen-
bent Glieder in vorfichender Neibe, fich dem Weythe —x im=
mer mebr nibect, und bdaf folglich diefe NReihe, welches audy
ihre erften Glieder feyn mogen, am Schluffe immer Divergent
werden muf, wenn der Werth von x die Ginbeit iberfteigt.
Man fann fich ihrer daher nur dann bedienen, wenn x <1 iff.

§. 6.
Betrachten wiv zuerft den Fall, wenn m  pofitiv iff, und

E: ; 1 F J :

feben wir x=-, a>1; dic Convergeny wird alddann nuv be:

d

ginnen, wenn, nachdem das Werhaltnifi zweier aufeinander fol=

qenden Glieder < 1 geworden, bdie Glieder eine abnehmende

Progreffion bilden roerben : diefed wird alfo der Fall feyn, wenn

g i l 1 [

m—n m-—n-
— T <doderd>— ——,

na na




cine MBebingung, weldhe fich nach und nach verwandelt in
na>m-—n--1, na4-n>m—-1, oder n(a+1)>m--1,
und endlidh

m--1
1y B
a41"’
Aber da im yweiten Glicde, n=1, fo wird die Convergeny vom
Unfange der Neihe an einfrefen, wenn a>m, indem alsdann

bie Jahl - _:_1 ein Brudh feyn wid,

Gs fu) ¥

m:‘:’, o= s
alfo a=A1l, mrvk 'H 5§53
a + L
bier beginmt bie Convergeny evft, mc:m n > . beim vicvten
Gliede.
. ¥ S AL 9 —n-1 ,

IWare m negativ, fo verwandelt fich die Grofe - nz+--- in
_-mm -k , 1D indem man vom Beidhen der [ahl —m—n-4-1
abftvahive, verwandelt {ich bdie yur Convergeny gehovige Bedin:
gung in '

>m—|—n , na>m-+4n—1,

B m—1
na—n>m—1, alfo n> P

Sn biefem Falle fann bdie Convergeny nur fehr fpat beginnen.
€3 fey 3 B m=2, x=L5%, o iff
a—"'2°, und n>99;
bie 100 erflen Glieder dev NMeihe werben alfo eine unchmendbe
Progreffion bilden,
R 7
Nachpemn man dad Glied gefunben hat, mit welchem bdie
Conuc13cn,5 der NReihe beginnt, — und vor biefem bdarf bie NReihe
nicht gefchloffen nsm.m, — algdann muf man die Grenzen dev
Annabherung fuchen : fie die vorliegenden Reihen gelangt man
bazu febr leicht, burd) ein Werfahren, welched O Alembert Fuerft
angerwendet hat,
b mache fit’s Grfte davauf aufmevffam, daf das BVerhalt=
nif poeier aufeinander folgender Glieder der vorliegenden NReibe,
m-—-n—|—-1x:(m:-1_—1)x=_( m-|-1 e Iﬁf

n

P Ton
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Da bdie beiden lehtern Ausdriice angeigen, daf diefed BVerhaltnif
bad Seichen dnbdert, wenn man ju dem Gliede gefommen iff,

. m--1 : " i 30
in weldhem ——j-_--<'1, fo werbe idh die Neibe nur von diefem

Gilicbe an betrachten, um nuy den Theil in die Unterfuchung
aufsunchmen, in weldyem dad Gefefs der Seidhen definitiv feliges
ftellt ifts ferner will ich annehmen, bdaf x negativ fey, damif,
wenn dad Werhdltnif der aufeinander folgenden Glicder das Jet=
den -} bat, alle Glieder dafjelbe Jeichen befilien. Sept man
Diefed feft, und beyetchnet mit N das lied
m(m—1) ..... (m—n--2)
TR0 ¢ e h ATy
weldhed dad nfe ift, {o wird die vorgegebene NReile folgende Fovm
erhalten
£ m--1 : n m--1 :
N+I\'(1A——+~)x—]—l\:(1+l + ).( —-—-t-)x-i-u. (S),
n n 11+].
in weldher offenbar alle Glieder, mit Ausnahme der beiden erfien,
grofer fepn werben, al8 die der Dutotientenprogrefjion

ey B (e

aber fleiner, mit Ausnahme Ded evfien, ald die dex Progreffion
N4 Nx+Nx, x4
Die Summe der Glicver der Reihe (S) wird alfo liegen swifthen
bert Summen oder vielmehy Grengen (Lacroix’s Elém. &’ Algebre)
biefer beiben Progreffionen; und da ey Grponent in dev evfen,
m--1 : ; ey ; o

(1—- —T)x, in dev aweiten, x iff, fo werden ihre vefpebiiven
Grengen feyns

xn—1

{4

N o N
1_( :24_71)“; Uno 14::)1.
n
Dicfed {ind nun audy die Grengen, itber, vefpeftive unter wels
chen Die verfthiedenen Unnaherungdwerthe liegen, welche Ddie
Reihe (S) darbietet; der Feler wicd folglich Fleiner feyn, ald
thve Diffeveny, welche ift
N(fl‘.'.'f-’-)x
11

SR SR T N .
o Ty

Man evbennt an der evfern Form bdicfed Uusdruds leicht, daf
et zu jedem Dbeliebigen Grabe von Kleinbeit gebradyt werden
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fann, inbem man n immer grofier und grofier nimmt; denn dev
Bapler fann ohne Ende Eleiner werden durd) das Abnehmen des
Faktors 2 j—l
jenen lehten éBlud) aufier Acht 1aft, nicht unter die Grofe
(1—x)2, — cine flr alle Glicder bder NReihe unveranderliche
Grofie — hevabfinfen,

MWendet man §. B. die Formel ded Binoms an jur Aussies
hung Der Quadratwurel der Jahl 2, ndem man letere unter

der Name aber fann, indem man in demfelben

folgende Form bringt: EL_J, fo bat man

Vo=tV 0 1=371—3 _...3(31__3_)
Rn diefem Falle ift m==L, und dba x fchon negativ vorausdge-
fest iff, fo braudt man blod 4 Ddafir ju fubftituiven. TRl
man nun bei dem Gliede ffehen bleiben, wo n==10 ift, fo witd
man erbalten:

11357911131017 1
N=576.8.10.12,14.16.18.20 9 — »000000000003;
die Grengen ded Nefted der NRethe, weldhe den Werth von (1— g)‘f
ausbriickt, werden aljo feyn:

und oer beqmtqmc Fehler wird Fleiner fepnn al3

TN 3.9N !

el —_——— () (

=D 0+ (E—0)3) ~ 8.163 0,00000000000006.
Man bat aljo nur nvd) diefe Babl mit 2 ju multipliziven, um
die Grenze ber Annaberung an den Jut{) oon 7 2 3u erbalten.

9Benn m negativ und > 1 wave, fo witde die Ordnung
der Grofe der beiden 5‘untu.ntcnpmqnninnm mit welchen ich
die NMeihe (S) verglichen habe, umqeﬁ[)rf feyns benn das Ver=
BHaltnif ded Glieded N zu bemijenigen, welches ihm folgt, wide,

1
ba ¢3 aldbann (———74—1) x ydre, badjenige, welches blos

ourdh x audqedrlict ift, fbertreffens aber die Reibe (S) witrde
immet §1vmhm vent Progreffionen liegen, und man fanbe die
Grengen auf diefelbe Weife wie vorhin.

§ 8.

Sch habe angenomumen,, baf alle Glicder der NReihe (S) bdafs
felbe Seichen Hattwr, weil diefed der einfachffe Fall ift; aber er
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m--1

hat nicht mehr Statt, wenn die Grofen ----—n—-—-i und x im

Falle, daf m ypofitiv ift, und die Grdfen -—(!1:1—{—1) und
x im Falle, baf m negativ iff, verfchicdene Beichen DHaben.
Unter beiden Unjtanden werden die Glieder der Reihe (S) ab-
wedyfemd pofitiv und negativ fepn.
Der A6Ehrsung wegen will ich die Reihe (S) fiv diefen Fall

folgendermafien audbricen :

N — Px -+ @x2— Rx?® 4 Sx* — Tx* 410
fie sevfallt in folgende beiben:

N 4 Qx4 Sx*+1w. =K

— (Px 4 Rx* 4+ Txs+u.) =L,
in weldhen alle Glieder daffelbe Seichen hHaben, und deren Gren:
zen man auf biefelbe TWeife finden wird, wie man Die Dex
RNeibe (S) gefunden hat, indem man flatt Ded LVerhaltnifjes
(1_3‘?.jf_")x bas Verhdltnif (1—‘“:‘1)32 fubftituict, weil
die Glieber hievr von ywei ju zwel genommen werden.
G8 feyen k nnd k' die Grenyen ber Reihe K, 1 und 1" bie

der Neihe L fo daf

K>k und <k', L>1und <V.
Bieht man von bder grofern Gvenge von K bdie Fleinere von L
ab3 fo wirtd man offenbar haben:

K—L<k —1;
und inbem man dad Umgebehrte vornimmt, findet man:

K—L>k—1I.

Sch will mich feinedwegd mit der Cntwidelung der Redhs
ning auffaltens aber i) mache darauf aufmerffam, daf man,
wenn die Gliecder einer Neibe theild pofitiv, theild mnegativ {ind,
aug  der Yergleichung der einem jeven Fheile entjprechendven
Grengen nichts fhliefen fanny ed wird ju nid)td dienen, daf
man hier weiff, daf k' >K und I'>L; benn, indbem man die
Grdfe der Ueberfchiiffe nicht fennt, fo wird man nidht wifjen,
ob k'—1 {iber ober unter K —L liegt.  Gnbdlich iff die vor:
geaebene Neihe, da fie in diefem Falle gleichbedeutend ift mit

N — (Px—Qx?) + (Rx*—Sx*) + 1c.)
und mit N— Px ((@x>—Rx3)+(5x"—Tx*) +1¢.),
offenbar >N und <N —Px, wenn f{ic fonvergent ift.




9enn man tiber die Grofie x nacdh) WillFihr verfligen daf,

fo ift 8 leicht eine eihe von der Form

A 4 Bx 4 Cx* D=3,

in welcher das VWerhaltnifi der auf einander folgenden Goeffi-
sienten A und B, B und € 1, nicht bis in’s Unendliche wad)-
fen fanm, wenn fdon Ddiefe Coeffiienten immer grofier werben,
fo fonvergent 3u madhen ald man will.  Dies exgiedt fich, wenn
man bdie vorgegebene JMeihe vergleicht mit einer Duotientenpro=
greffion, wie wir in ben vorigen Pavagraphen fchon gethan ha=
bens und man Uberseugt fich durch Diefes Mittel, baf immer
ein TWerth von x exiftict, der das erfle Glied grofer ald die
Gumme aller fbvigen ju maedhen im Stande .

Gefesst namlich, 8 fepen Nx»-Pxnt bicjenigen Glieder,
in weldhen bas Verhaltnif der aufeinander folgenden Coeffizien=
ten pen griften Werth hat; begeichnet man Diefes LBerhaltnifs
mit r, und bildet die Quotientenprogrefiion

A+ Arx | Ar?x? 4 Ardx3 4=, ,
fo werben alle Goeffisienten Ar, Ar?, Ar®, ac. Der Potemzen
von x die Goeffizienten B, G, D, 1. fibertveffen, weil r grofer
ift ald ? £.L .5 unb fegt man Dad erfte Glied A bei
Geite, fo wixd man finden, daff die Summe dev Glicder

Arx 4 Ar?x? - Acdx® 41
die ber Glieder

Bx - Cx2 - Dx3 -1,
bev vorgegebenen Neihe ubertreffen wird. MNun ift
_Al‘}:—i— Arx? + Ar3x3 _!_ 16, — I_r.‘_l}_ ;
Lo 12,

ein Ausdruct, deffen Werth man o Flein machen fann, ald
man will, indem man: fiix x einen paffenden Werth fefst; denn

: i .
nimmt man x= 1—, fo exhalt man

I'(

Arx - A

1—rx™ q—1’
cine Grdfic, die ohne Gnde abnimmt, je grofere Werthe man
q nacheinander evtheilf.

Die Summe aller Glicder der vorgegebenen NReihe, vom

A
;‘[r fD
flein werden, ald man will, und in ein jeded belicbige Berhalt:
nif jum evften, A, gebracht yoevden.

weitert an gevedhnet, fann alfo, da fie Fleiner ift al8

q
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Hatte man 3 B. die NReibe

')(10)"x+4(|('))4 x24-6(10)5x> 48 (10)% x*1c,,
mn Gefes davin befteht, daf zwei aufeinander folgende Glie:
ber allgemein Dezeichnet werden Eonnen mit

9n ({U)“n \11+ ) (Il—|—-1) (iu)mm* n-L-x
fo witrde man finden, daf dad Verhaltnif ‘Dm. Goeffizienten dies
fer Glieder warve

3‘_*_ (10)2;
fetst man nun muL einanber
1'.:.—_-[, 11:2, n_—=3, o ¥

S P o | .
fo wird die Grofe {!—— nad) einander
1

) 3 4
2, % 1603
! e
t{)L auofter TWerth ift af1u i?,. und fu[q[id) iﬁ 200 bas qlf'f,tc
LBerhaltnif, m[d\m swijchen zwei  aufeinander folgenven Glie:

dern epiftit.  Sept man r=200, X=yyl55, UNd beyeichnet
fortwalhrend mit A bas erfte @j[tcb, fo with bie Cl.l]ll]lL aller
A

libvigen Eleiner feyn ald = und folglich fleiner al8 Das exfte
Glied A, jobald man nur q=2, alfo x=1%7 feft.
90ie weit auch immerhin der Erfolg ded vovigen Verfal)-

rend, um HReihen Fonvergent yu machen, fich evftvecten mag, fo
qibt e8 mbts‘; hcﬁu weniger “utl)m, peren Divergeny wl) nicht
anbexn [afts died {ind {olche, i welthen dad Werbaltnifi bder
Goeffisienten fortwabhrend wadhft. Die NReihe

14-1.2x4+1.2.3x+1.2.3.4x>}-1c.
bietet ein WBeifpiel diefed Falles dar.
~ Der Audbdrud fit irgend et auf einander folgende Glieder
in Derfelben -ift

1.2.3....(a 1) xr+41,2,3. (n42) xnt1,
und ibr Verbaltnif, (n+2)x, wadft obne Aufhoren mit bder
Sabl n , weldhe letere Feine Grenge julagt: wie EHein alfo aud)
immer der Wertl) fepn moge, den man Dem x extheilt, fo wird
immerhin, da diefer LWerth devjelbe bleibt in der gangen Neibe,
bie Grdfe (n4-2)x endlich die Einbeit iiberfieigen, und ohne
Enbe mm‘hfm.

Diefes Beifpiel 1cid)t bin, um Deutlidh su madyen, bHaf
man fich nur mit vieley ‘:bouu{wt per Meihen bedtenen darf, wenn

m;m vermittelft devfelben annahernbe Werthe s exbalten beabs
fichtiget.
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Vot dert Grengen der Funftionen, und dem Begriffe
pes unendlich) Grofen und unendlicy Kleinen.

§. 10.

Aus den vorigen Rechnungen und der Summation der ab:
nehmenden Quotientenprogreffionen geht hervor, daf e8 Grofen
gibt, die, wenn fchon burd) Addition aud einer unbegrensten
Anzahl von Glicvern gebildet, fich dennoch nidt liber einen ge-
wiflen Grad von Grofe erheben Eonnen, und ywar bdedwegen,
weil bie Funftionen, von welchen fie die Entwidelung {ind,
feined Wachsthum3 ohne Grenzen fahig find: o8 ift leicht, dies
fen letern Umftand zu evfennen bei Funftionen, deven algebrais
fchen Ausdrud man hat.

Gefest man babe fir's Grfte die febr einfache Funktion

ax . payr R
i in weldyer x ypofitiv fey, und ohne Enbde zunehme; divi:

bivt man Sabler und Nenner Diefed Bruched bdburch x, fo zeigt
vas Nefultat
a

a
142

veutlich, baf bie Funftion immer EFleiner bleibt als a, daf fie
fich aber dem Werthe a ohne Uufhdven nabhert, weil der Sheil

U AL : :
= ihres Mennerd immer mehr und mehr abnimmt, und ju jedem

belicbigen Grade von Kleinheit gebracht werden Fann,  Die Diffe-
reny gwifchen a und bem vorgegebenen Brudhe, deren aligemei:
ner Ausvrud ift:
ax a?

T x+a x-a

wird um fo Fleiner, je grdfer x witd, und fann Eleiner
als jede gegebene Grofe werden, wie Elein aud) im:
mer diefe lefitere fep; fo daf aljo der vorgegebene
Brud) {ich dem Werthe a fo fehr nabern Eann, als
man will: der Werth a iff aljo die Grenge der Funttion

a

ax g . " .
= in Begiehung auf die unendliche Junahme, welche = ers

Halten Eann.
Die Kennyeichen, die ich eben auseinander gefetst Habe, {ind
dicjenigen, in welchen die wabhre Bedeutung des Wortes Grenje
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liegt, die bemfelben gcgcbc_n werbenn muf, wm alled basjenige
su erfaffen, was fid) davauf beziehen Fann.

Wenn man im vorigen Beifpiele die Bemerfung foft Hatt,
baf, wie weif man aud) die Junahme von x fretben mige,

2
man dennoch nie ven Brudh x—a+—q al3 Null anfehen fonne, fo
a

wittde man bierausd mit Redht {hliefen, daf die Funftion i?xa"
obgleich fie fich ohne Gnde der Grenze a nahern fonne, dennod)
nie diejelbe erveichen, und nodh viel weniger {ie tiberfreffen werbdes
aber ¢8 ware verfehrt, wenn man diefen Umftand in die allges
meine Definition ded Worted Grenge ald Bedingung aufreh:
men wollte: man wirde daburd) dbie Verhaltnifje verfchwinden-
der Grofien ausfchliefen — Werhaltniffe, deven Eriffeny unums
ftofilich ijf, und von denen eine grofe Anzabl in der Analyfis
vorfommt.

LS

LBergleicht man die Funftionen ax und ax--x?, {o finbet

man, dag ihr Verhalnif, auf den einfad)ften Ausdrud gebracht,
a . - + . .
offenbar —— ift, und daf diefed fidh um fo mehr der Ginheit
s x
nabert, je Eleiner x wivd. €3 wird genau 1, wenn =0
aber wie tonnen die Grofen ax und ax+x2, weldye aldbann
vollformmen MNull werden, ein beftimmtes Berhaltnif su cinan-
ber haben? Diefes {heint nicht leicht begreiflich ; und man vers
fhafit davon nur dadurch einen flaven Beariff, wenn man bdie
Grofe 1 als eine Grenge bejeichnet, welcher fich das Berhaltnif
der Funftionen ax und ax4x* fo fehr nabern fann, ald man
will, indem die Differeny
a a

n—f—xﬁ"a—|—x
Fleiner al$ jede gegebene noch fo Eleine Grdfie werden Fann.

i 2 e L o £l
Bon einer andern Seite faun dad Verhaltnif e ber
Grdfen ax und ax--x2* nicht allein die Ginbeit erreichen, wenn
man darin x=0 madt, fondern fie tbertreffen, wenn man x
i 2 Al b a ; AL
negaty annimmt, weil ¢3 alsbmml— - wird, eine Grofe, welde
a—x
ble G‘inl)cit_ uberfteigt, wenn x<<a.  Diefer Umftand fcheint miv
Die Idec einer Grenge Feinesiwegs su widerfprechen; dennt man
fann den Werth 1, weldyer x=0 entjpricht, als eine Grife
anjehen, weldyer dad Verhaltnif der Funftionen ax und ax—-x!
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um fo ndber au Fommen firebt, je Eleiner die Werthe von x
yerdert, mag man fie nun pofitiv ober negativ annehmen.

S der Folge werden die geomefrijhen Betradhtungen den
Swect diefer Bemerfung in nod helleved Licht fegen; aber ¢s ift
pon andberer Seite Flav, dafi die Einwinfe, welche man in die:
fer Bezichung vorbringen fonnte, feinen Grund haben, bdenn da
eine Definition von Wortern immer willkihlid) ift, o dinfen
lesteve Deiny Gebrauche allemal nuv in der ihnen beigelegten
SBedeutung angewendet werden: nun entfieht aber bie AUnyens
pung der Grenzen aus Sagen, deven Wabrheit blos bevubt auf
per MoglichBeit ju bewoeifen, Dafi eine peranderliche Grofe fich
ibrer Grenge fo fehr nabern fann ald man will,  Folgende {ind
bie Dedeutendften:

1. 3wei Grofien, welde die Grenzen der nam:
lihen Funttion find, find einander gleid.

Denn gejetst, diefed ware nicht ber Fall, fo miften diefe
Gudfen eine Differeny haben, und folglid) Eonnte Ddie vorgeges
bene Funftion fich zu gleicher Jeit Dder einen und der andern
biefer gegebenen Grofen nuv bis su einer gegebenen Grifie na-
pern, welched dev Definition der Grengen widerfpridht.

2, ®Dic Gremge ded Verhaltnifjes yweier Funbtionen ift dem
Qerbhdltniffe threr Grengen gleid).

@3 feyen p und q bie entfprechenden Grenzen der Fund:
tionen P und Q3 fo bat man allgemein

P=p+ea, Q=q-18,
wo « und B Grofen beseichnen, welche jufammen abnehmen,
und ju gleicher Jeit perfchiindens 8 wird alfo feyn:

. . Lty
BUE phaiie Soprte PR dusipy

Q ¢+ a8 a4 (gtdq’
ein Bruch, defen Nenner nicht Eleiner werden Ffann ald g2,
ahrend der Jabhler ohne Aufhoven um fo fleiner wird, je Fleiner
« und B werden, oder je mebr fid) die Funttionen P aund Q
: . . sy el TH A 1
ihven Grenzen nahern: es ift aljo (5. 10) 1(_1 bie Grenje von Q"
Sl
Folgenber feby allgemeiner Auddruct

Ax® +Bxf 4Cx¥ +....

A'x® £ B=F - Cx?' +....
umfaft eine unendliche Anzahl von Fallen, in welden bad BVers
paltnif sweiee Funftionen ~endlich oder angebbar bleiben Eanm,
obgleich eine jede fite fich Null odex unendlich fepn mag.
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Um bie Grenge deffelben zu finden fitv den Fall, bdaff x
immer tleiner und Fletner wird, mifjen die Glieder ded Jahlevsd
und Nennerd nach der eihenfolge ber Erpouenten von x fo
geordnet twerben, daf man mit bemjentgen Gliede beginnt, in
weldhem x den Eleinffen Erponenten hat; und alddann gebe man
ihm bdie Form

x% (A —[—T‘w R S M)
=¥ (N + BB L Ol = £ 000
Man unterfcheide nun drei Falle, namlich
>t — o= ol
In dem erften wird dad BVerhaltnif, auf den Firjeffen Ausdrud
gebradht, fL\iqcn“\“" feym s
A+ B £ O L,
— e 1
A'4-B’ \f‘""“ »—|—-Cr ""‘“—]—.....

und fein 3&hler allein verfchwindet, wenn x=0 wird; er nahevt
fich alfo dem Werthe Null wm fo mebr, je mehr = abnimme,

Nicht fo verhalt ed fich, wenn e=v’3 denn dann veran:
bevt fich der Ausdruc in

A £ Bxf—% 4 Cx7—% 4-.....
AL B L O

und wenn die Anzahl der Slicder ed8 3ahlerd und Nennerd
endlic) ift, oder wenn e$ mdglich iff, durch pajfende Werthe
pon x die Sunmme der Reiben

‘ra_“ + (‘\;)—ﬂ +. ¢t aaq
Bial 30 G =g o
immer Eeiner und Fleiner su madhen (§. 9.), fo witd obiges

[

(4

Tt e S O o i i i
Berhaltnif fich ohne Aufhdren dem beftimmten Brudhe 3 1 heen,
und dicfer ift feine Grene. €3 ift ju bemerfen, daf man un:
mittelbar ju diefer Grenge gelangt, wenn man x=0 madt,

Jm dritfen Falle, in weldhem o<’ ift, fhreibe man bdas
porgegebene Werhaltnif auf folgende s?ﬁmle

A4Bxf¢ fCxV % 4.....,

x—e(p' | B Ey—e Y

und dba jeht durch bie Unnahme x=0 bder Nenner verfchiwins
e, wabrend der 3ahler fich auf A vedusivt, fo witd ed unends
lich, und Hat alfo Eeine Grenge.

9
~~
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. 13.

on

Wenn man bie Grenzen der vovgegebenen Funition finden
will, flix ben Fall, baf x immer grofer und grifer wird,
fo muf man die Glieder derfelben {o ordnen, daf man mit
vem bhichiten Crponenten anfangt, und fie alfo folgenbermagen
{chreiben :

B 8 2
« | ¢ -
5 ("jl T _:,::..4;1_'—'._' «—y +. "')

/ 2t ~ 7 g |
F B G
RE(A ot b

";({ =t l —}

bringt man fie alédann auf den einfachften Ausdbrud, fo exhalt
man, wenn ¢ >,

X (APt - +)

}I‘E—-J’

B c’

L’ '

At i T
X 4 X

Grwagt man nun, def die Glicber von ber Form
B’ By

=g =yt ol

fmmer Eleiner werben, fe mehr x yunimmt, fo fieht man, bdof
bie vor gegebene Sunftion unendlich 3u werden firebf, weil ihe
NRNenner nicht fleiner werden fann als A, w.mun“ﬂ 11)1 3abler
ohne Endbe grofer witd, wegen ded mulor. x4 und der bes
flimmten Grope A,

Ware o=¢«¢/, fo wirden Bdbler und Nenner fich auf ibhre
etften Glieder A und A’ ju vedugiven ftreden, und die povgeges
A

AL

bene Funfrion hatte dann jur Grenze

Senn a <o’ ift, {o erhalt man

in bdiefem Falle hat der 3ahler allein cin Grense, namlich A,
wahrend der MNenner ohne Ende grofer wird; die vmjequcm
?,unftmn firedt aljo Diull ju wcm.t, und [mt folglich feine ans
gebbare Grenge.




ANe3 Worhergehende Gt fich in wenige LWorte ufammens
faffen, wenn man bemerft, dap bdie Grenge ber vorgegebenen
Sunftion nur von dem Verhaltniffe

Ax”®
Alxe?
ifrer evften Glieder abhangig ift, ein BVerhaltnif, weldesd
Axf!——a’ A A

T ober 27 oder Axe—a
wird, je nadbdem «>c', c=0d', e ijt.

G35 it alfo, wenn man nue diefed Verhaltnifi fucht, erlaubt,
ja fogar nothwendig, alle Ubvigen Glieder der vorgegebenen
Sunktion aufer Acht zu lafjen.

Man drict diefen Umftand auf eine abgefirzte Weife aud,
inbem man fich der Ausdriicke ded unendlich Grofen und
unenbdlich Kleinen bedient, und ald Grundjah aufftelt:
bafi jede Poteny einer unendlich grofen Grofe in
Wergleich mit einer Potens derfelben Grofe von
hohevem Grponenten verfdhwindet, und daf auf der
andern Seite jede Poteny einer unendlicdh) fleinen
Grofe in Vergleidh) mit ciner niedrvigern Voteny
dberjelben Grope verfchwindet,

IBendet man diefe Grundfage unmittelbar auf den Aushrud

Ax® L BxP4+CxV 4., ...

Ax¥ L BB L C/xY s
an, fo reduzivt man ihn fofort aunf

Ax®

wenn et fo geordnet ift, daf man mit dem hochften Crponenten
angefangen , fite die evite BVorausfesung namlich, daf x unends
li) grofi fey, odber mit bem niedrigiien, fir die yweite WVorauss
fesung, dap x unendlich Elein fey.

Diefer Sprachgebrauch, dev duvd) feine Kirze febr bequem,
und in feinem Fundamente febr eraft 1ft, Dhat einen Vorwand
su febr vielen Gimviiefen gegeben, weil ev eine wirkliche Criftensy
dem mathematifchen Unendlichen beizulegen fheint, weldyes doch
eigentlich nur eine negative Fdee ijt, weil man unendlidy grof
over unendlich Elein eine Grofe nennt, wenn jie ju dem hochften
®rave von ©rofie oder ju dem niedrigiten Grade von Kleinhei
gelangt 1Jt; und man begueift albann nidt, wie e5 mebrere

Q*




Ovbnungen ded unendlich Grofen ober unendlich Kleinen geben
Eonne, ja felbfi nicht, Daf eine Grofie je angefehen werden
Forne al8 wirflich unendlich qrof oder unendlich flein. Und in
ber Fhat, ¢8 gibt Feine gencuere Begeichnungen diefer Begriffe,
al$ bie in den folgenden Grundiihien entbaltenen, deven fich bdie
alten Geometer immer bedienten:

1. 9Bie grof aud) immerhin eine Grofe fey,
man Eann fid eine anbeve denfen, welde {ie ubews
trifft um fo viel man will.

2. Wie Flein quch immerhin eine Grofe fey,
man Fann jid) eine andbeve denfen, weldye Eleiner ifl

Wenn man yuweilen auf Ausbeitcfe fidft, welde bdiefen
Grundfaken enfgegen zu feyn fdheinen, fo wird ed hinveichen, fie
mit einiger Aufmertfameeit ju unterfuchen, um fidh) ju. fibereus
gen, Dbaf dad unendlich Grofie oder unendlich Kleine -in denfels
ben nie auf eine abfolute Weife betrachtet vorfommt, fonbdern
pag ed fidh in dev That inumer wn Verhaltniffe handelt, weldye
su gewiffen angebbaven Grenzen hinfivebenr, deven Grifteny leicht
Degreiflich ift; diefe Lemerfung wirtdh um fo einleuchtender eve
fcheinen, je mebr man in die Differential: und [ntegral - Redy=
nung felbft hinein fritt,

Cntwickeltmg der Funftionen in NReiben.
1, Bon den algebraifchen Funttionen,

OR10:

MWir wollen jebt 3u der Cnhwidelung der Funftionen in
Neihen tbergehen, und mit der Funftion (p4x)™ beginnen,
Obgleich fie fich tn faft allen Elementarwerfen befindet, fo ift
boch bie Art undb Weife, wie fie dovt hevgeleitet wird, in aller
Strenge nur amvendbar auf den Fall, wo m eine ganze und
pofitive 3abl iff, und twic glanben daber ihre Herleitung duvch
ein neues Werfahren voriehmen zu muffen, weldes diefer Ein:
{dhranfung nicht unterworfen iff.  Uebrigens weif man, wie
wenig man {id) auch tnuner in ber Analyis umgefehen hat, daf
per Ausdrud von (p--x)m, weldhenr man Newton verdankt, jue
Gntwidelung von faft allen Funftionen angewendet wird: s
ift alfo, da wic diefen Gegenfiand behandeln wollen, febicElich,
bamit su begimnen.




Die Jufammenjtellung der exften Potengen von (1 4 x),

namlich :

(14x) =1-+x

(14-x)2 =1+ 2x x? )

(1x)?=1+43x+3x*+-x*

(A4x)*=144x46x2+4x*+ x"g

0.

fubet im Algemeinen ju ber AUnnahme:

(14x)" =1+ Ax -} Bx? 4 Cx* -+ Dx*+-2.,
in weldher bdie Coeffizienten A, B, C, D c. Grofen {ind, bdie
pon x nidt abbangen, fo oaf fie aljo diefelben bletben, weldyen

Serth man aud) x beilegt 5 nun ift aber (p +x)mxpm(1+;—:)m:

o P X b
fefst man alfo tn ey worgegebenen Rethe 5 ftatt x, fo exhalt man

x!
‘“I"D]'", +c.),

i)

x? x3

(pHom= pm(1+Aif;+B Lo

und indem man die Multiplifation mit p= ausfubre, fo fommt

(P_l_x}m-_:pm_}_ APIH—-JX _]_ Bpxn—-Qxﬁ + Cpm—.‘. %3 + me—-i-xft
2. (1.)

eine Gleichung, telche wabr fepnr muf, unabbangig von jedem

eingemen Werthe von p und x, wenn bdie Coefjiyienten A, B, C,

D gehorig beftimmt twerden.

Gefesst nun, €3 verwandele fich x'in x~}u, o ehalt man
offenbax
(p+xtu)n=pm4 Ap™—1 (x-}u) 4 Bp™-2 (x4-u)? - Cpm—3
(xw)? 4 Dpm—t () 1. (2);3
diefe Gleidhung aber laft fich nod) unter einer andern Form dars
{fellen, indem man p+x=q feit: Ddann wWitd (pfx-+tun)m=—=
(q-+u)m, und indem man q fie p und u fie x in dev Gleis
chung (1.) fetst, fo fommt
({1—]—11)’";::11171+A(l‘ll—lu-{»];t.lm“?n’—}—Cq’"_sus-{-Df{‘“""*u"![‘.(ﬂ.}

. Da die zweiten Seiten der Gleichungen (2) und (5) Aus-
oriufe derfelben Grofe in gwel verfchicdenen Formen find, fo
fann' man fie gleidy fetien, und diefes gibt
Pm_f_‘,‘E Pm-—-‘r,_'.:{_}_q)_{_Bpm—’?(_\l_f_n'\'-" 5(1,11_‘;__Au,],nfl u—}-B:_!“‘ﬁ"-"u’

.._}_.(JPm—J(X__i_n}.3+Dl,m——+(x_Irﬂ_l)ﬂ | — +('I(Jm—--.‘;uJ_I_D(i:u-- 4t

e iy [ ‘! I
Um nun aber die beiden Seiten bdiefer lebtern Gleichung unter
fich 3u DCI'}_][CldJ‘CI‘[, muf man auf der erfien Seite bie Potensen
von (x-tu), die fich bort finden, entwideln: wendet man hier:




o 2D -

Bet eine &hnliche Wegeichnung wie bei der Gleidhung (1.) an,
fo fann offenbar angermommen ywerden

x4u =—x --a™u

(x4u)2=x+a xu 4 b u?

(x+11)-‘:x3+:1"‘x’ll+1)“‘ xu? - ¢ty

(x+u)*::_\'* -+ atvys u_}_hx‘-'x"tu'!_i_clv xud - dv u’r

L4 B

wo die Budftaben a, b, ¢, d, 1. Sablen begeichnen, welche
unabhangiy von x und u find, und bei weldyen dev Accent, Wos
mit fie bebaftet find, die Poteny beyeichnet, wozu fie gehoven.
Subfituirt man diefe Werthe, und ordnet fie fo, vaf alle & liea
ber, welche mit berfelben Poteny von u behaftet find, in eine

Neihe au ftehen Fommen, fo erhalt man:

Pm _f__qpm-— 141 —;—P:p”‘_:b” _}__CI.’meCrrI
+"\!1mw“‘: —f“].)l]'”'__:“”-‘( _f_CPm—RhIHx -|~Dp'“‘"c“"x
_i_ B[‘”‘ -2 x2 l\:+(_jpm —3q1irg? u_I_me—-ib:vx.: u._-_i_ . 'll;-[-'
+Cpm—3 x3 (+Dpm—tarvxd [ g, 2,
_}__{)Pm 447 4 _i__ C.
-= .

=qm 4 Aqe—to4 Bqmn—2u? - Cqm—3ud -, 4.

Da ber Werth von x in dber Gleihung (1) unbeftimmt
bleiben muf, fo fieht man leicht, baf daffelbe von x und von
u in ber Gleihung (4.) angemommen werden mufi, die nuyr
gine Folge ber erffen ift; nun fann aber Diefe Bevingung -nidt
erfitllt feyn, twenn nicht die Gleichung (4.) tdentifh wird unab:
hangig vor ug d. h. wenn nidht die Grofen, weldhe ein und
diefelbe Poteny von u auf beiven Seiten multipligiven, fich ges
genfettg verntdhfen.

Rergleidht man {in'8 Cufte die erfe Kolonne jeder Seife,
fo findet man

l"'“"(“*’.-“l‘m_! x-- P’I'm_ﬂ %2 + C]}’"_3 x3 + D],m.-.‘v x* - 16, — g,
ein Mefultat, weldhed fdon nach der Vorausfehung iventifdy ift,
Da ja g = (p4-x)=.

Geht man sur pveiten Kolonne ber, fo finbet man:
Apm- '!ni__]I__Bpln—~’.'ailx_}_CITII:—JﬂlIIx'.‘_i_..l'_)l]m-—'iﬂl\':\54_1(‘_:.‘,3'—{"1-—1'
eine Gleichung, welche jur Beftimmung der Coeffizienten A, B,
= Wi . A3t e i iy g
C, D, . binveiden wivd. GE3 iff namlid) gn—t' = - B

]
(px)ym a - . .
5 und febt man fatt (p4=)m feinen Werth, fo erbalt
."‘r‘_
man, nach Weafdaffung 0ed Nenners,
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(Apm'"lal_‘_npm-—lall x+(-:?‘.--.a“ul x:_:_ﬂt,m——‘ﬂw::*_:(_) (],_]_xu,
¢'.11]"“+:\)])"‘_lx+i1!.{13]"_"h?‘:—-‘\(—117’“__) 1;_}_,'_‘13-)11”1-. “’)i"+ €.,
und wenn man die angepeigte FMultiplifation ausfubrt , fo fommt
Apmal4-Bpm—iat) ~4-Cp™—latt) AT v
2 . X 0,
+-Apm—1 alf xJ‘—-B[,mf‘a“ § " - Eat T
e Ap® 4 Api—ix - ABpm—2x? + ACpm—3x¥ 4.

Man mufi bei diefer qanzen Mechnung nicht aud den Angen
verlieren, taff A, B, G, D, 2c. Sablen find, in welchen weoer
p nod) x, nod)y u vorfommen fann; man mufi aljo diefe Glet
chung wie die vorige behandeln, und indem man die Soeffiyien:
teu jeder Poteny von x auf beiven Seiten vergleicht, fo findet
man:

A Aat

-

— Aal
A(A—at)
A? — Balt —!—Aﬂ' i all
B(A—a')

®
l

AB — Cat!t 4-Ba't >uub pieraus rrl::‘x!tumnﬂc': ati
C (A —arr
AG = Darv--Cat pefle=r D)
a
1. €.
$
Die Avt und Weife, wie fich diefe Gletchungen bilben, ift

einleuchtend genug, um fie fo weit fortfesen au fénnen, als
man will; und man fieht leiht, Dafi, wwenn Ppm—uxn ynd
Qpm—n—Ixn+H nel qufeinanber folgende Gilieder dor Entwides
fung von (px™m porftellen , man erbalten wird

}‘11‘:__—Qn‘"----(‘1+l)_}_]"a*“----{”]" worausd fclg,t
:’\.—-—:‘t““""(“‘f\]
Q: ( :1‘”_-.’_' S(m1) 'r !
ein Ausdruct, in woelchem n Eeine Potens a Deseichnet, fore

dern die Anyabl der Accente, welche diefer 2

v litahe Al ¥ =
utave 1}\.“..‘311 Mg,

"

Sy bemerfe, Daf bie Goeffizienten B, G, D, alle be
ftimmt fepn werden, wemn man af, a', at, ., A fennte
aber Ddiefe (ebtern f{ind nichtd anderd ald bie Coeffizienten De
sweiten Glieded ber Potenjen oes Binoms, welhe jum Srypo
nenten bie Sahlen-d, 2, 3, w. m haben.

n U e

G3 folgt Dhievaud, daf man aus dem jweifen Gliede bes
Gntwidelung von (p+x)m alle ubrigen herleiten fann; denn da
A ber Goeffizient diefed yweiten Glieves iff, fo miifjen {ich dare
aus, gleidhfam wie eingelne Falle, die der zeiten ®lieder von
(p4x); (p=r, (p+3)% 1 ergeben.
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§. 16.

Man_ weiff fthon, bdafi die gweiten Glicder jemer erffern
Potenzen find: x, 2px, 3px, 6.4 ed feheint natiielich, daraus
nach) Analogie ju fchliefien, Daf dad sweite Glied von (p4x)m
fep: mpm—ix: ¢8 Dleibt und alfo blod Ddiefe Bebauptung zu
beweifen tibrig, wm im Stande ju feyn, alle Coeffizienten der
gejuchten Entwidelung angugeben.

Unter der grofien Anzabl von Mitteln, babin 3u gelangen,
wable ich das folgende, welched Guler in einem der finnreichiten
Beweife ded binomifchen Sases angewendet hat, und welches idh
fchon an andern Ovten vorgebracht habe. (Complém. des Elémens
d’Algcbre.)

LWelches auch immerhin der Goeffizient von x fm zweiten
Glicde der Cntwidelung von (1--x)m feyn moge, ev ift noth:
endig eine Funktion blod vom Gryponenten m, und ich begeichne
ihn daher mit f(m), wobei der Buchftabe £ eine Abkiresung bes
Wortes Funktion ift. Nad) diefer Uebereinfunft erhdalt man

(L x)=1 4-xf(m) + 1,

A4+ =1+4xf() 1.
Multiplizive man diefe beiden Gleichungen mit einanbder , fo exhalt

man

(1-x)m+r —1 ~-x (F(m) 4 £()) 2003
aber nady ber angefithrten Bemerfung hat man aud

()t =1 4 x f{(m~41) 4 1c.,
wo £(m-r) aus m-r auf diefelbe Weife befteht, wie £(m) und
£(r) beyliglich aud m und ry und indemt man die obigen Deiben
Cntwidelungen vergleidht, fo folgt

f(m -4 )= f(}n) - f(l').,
cine Gleichung, welhe dad dharaltevifiifhe Merfmal dev burd)
£ begetchneten Funktion ausdridt,
Bevwanbelt man r in v-Fs, fo wird die vorige Gleichung

f(mr—f-s)=F (m) 4 £(r-4-s)

piefelbe vorige Gleihung gibt aber aud
(t4s) =£()+ £(s),
mithin it £ (m--r4-5)="Fm)+ f(r)4-£(s).
Setst man st ftatt s, fo fommt
(Em-r-s-Ht) == £ (m) 4 £(r) + £(s) 4 £(t) und fo fort,
Nachdem diefed feftgefest i, fo erhalt man
1. wenn r==1 gefetst wicd
f(m—4-1)=f(mn)4- £(1), ober £ (m-41) = f(n) +1;

und eben fo




et SOER

penn ba r=1 ift, fo rcbmht fi\h [+x)f auf 14x, ober der
Goeffiyient von x ift 1, fo def aljo £(1)=1.
Gest man nun nach einander
"m—1, m=2, m=3, .
fo finbet man
F(=f() + 1=
f3)=F2) +1=3
ftm—1)=Ff(n—2) 1 =m—1
f(m)=f(m—1)+1=m:
bic]‘u g'It flir den Fall, in welchem m eine ganze Jabl iff.
2. G38 foy m=—=r=—s=—t; bda bdie Gleihung
fim4r4-s4-t) = £ (m) 4+ {(0) £ (s) 4 £(t)
fich nun verwanbelt in
f (4m)=4f(m)
fo folat Daraus
f (m) =1 f(4m) .
und Hieraus ergibt fich, daf, wenn 4m eine gange Sahl ift, die
iy mit i begeichne , man erhalt

1 :
f(dm) =i, und £ (1) —— 8L
mant wide auf diefelbe Weife in dem Falle {hliefen Fonnen, in
. . 1 e ¢ -
weldhem m frgend ein Brudh j; tave, und man wurde finden
:

1 1
f(1) =k

3. et man endlih m4r =0, ein Fall, in welchem
f(m4r) =0, und (1-4+x)°=1, fo folgt, Daf £(0) nothwendig
0 ift: man exhalt alddann alfo

f(m) 4 f(r)=0, ober (1) = —£(m);
aber ba m—+-r=0, {o folgt r=— m3 alfo
f(—m)=—f(m)——m

~ Man fann alfo die Behauptung aufftellen, daf, was aud
immer die durd) m vovgefellte Jahl fey, — wenn
fie vational ift, fo werden die beiden crfien Gilic:
ber bet Lntmlcfz[ung UM (14x)= feyn: 14-mx, ,,ﬁci?
werde in der Folge jeigen, Dap ulbl’f 111 bem Falle, wenn Ddex
Grponent m irvational o‘m gar tmaginar iff, die obige Behauy-
tung tmmer vidtig fepn wird.
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s e
MNimmt man die Gleichungen
A = Aar N
pLraCh En)
all
G- BcA —l- a'r)
a[ I
D_____C;Cﬂl_"ﬂ”) L
alv
L PA—amy
Q: u(ll"“l)_“
lc- J

soieder auf, und fehit bavin
alzl, air—DF all—Ju atv == 4, . A=m,

fo liefern fie

A=m
(m l) m{m—‘[)
R TR D)
C—B Ellu} __m(m T,D,,(m —2)
7 3 TR 9008 T
_cm—3 mm—1)(m—2)(m—3)
D__G“-'f a7 1.2 . 88"
_plm=n)
R=ten
2C.

Der Ausdrud von Q enthalt das allgemeine Gefets der Coeffiziens
tert, und aud ihm geht bervbor, wie ein jeder devfelben fich aus
bem vorhergehenven ergibt,
Subjtituivt man die eben gefundenen MWerthe, fo m'iu”:{t man
m m(m—1) m(m—1) (m—2

SEia s el

m (m—1)(m—2) (m—3
PR T 1 T‘#—:‘z Xt .,

e, e

(I—I"X:l'":

und jum allgemeinen Gliede, Defjen. Grponent von x, da
er unbeftinunt bleibt, duvch n begeichnet wird,

m\m\—I) (m—2), ....(m—-n-}—l)x“

1.213. o0




§. 1S,

gBir haben sur “‘*tfnmmmq er Goeffiienten A, B, C, D .
iy ‘\1"*:11‘1“11 (‘n ieder Der Gleihung (4.) u‘umucht welche mit
per erffen “Pofeny von u bebaffet ;nb- munm diifen wic
N\uc},m bafy die mbrigen in ;I.Ll'tn Giliede toentifch find; Denn
ware diefed nicht der (,Lh, fo folgten daraud neue Giluchunucn
penen unmdglich Gentige  gejtheben Fonnfe, Da bie Grofien 4,
B, R Dt S ihon befiimmt find, und ¢ mware alfo falfch,
wenn mml fagte, die Gnticelung von fl—}—\)‘“ fonne durd
cine Seibe von ver Form 1 - Ax 4 Bx* Cx3 416, , bie zu allen
9Rerthen von x pafit, vorgeftelit werden.

PWenn {chon diefed MNaifonnement pollEommen die MNidtigkeit
der erbaltenen Lntmuh.mm Al beweifen fdheint, fo wil uh, unt
nichtd s winfthen ju lafjen, bennody seigen, dafi bie nibrigen
Dlwbu ber Gleichung (3.) fich gegenfeitig vertilgen.

8u biejem BHehufe nehme ich Den Ausdruc

pm -J- A.Pm_'l (x _i_,, l.l) _i___ Bi}:u -2 (x _I_ u): 4+ Cpmﬁﬁ (= + 1])3 +
Dpm—(x+u)t 4.
ber Gl utumq wiederum auf, crm Gntwidelung die exte Seite
oer Gilet d*unq (&) bilbet, und ich bemerfe, baf man biefe Ents
widelung mr Hiilfe ded ‘bmlmn ausfithren lmm ba die LDLI—
fisienten A , G, D, . bejtimmt ]111\ Sudit man namlid
bicjenige (*)w :mt weldyer irgend eine Poteny u® derfelben
mitltiplizice fepn 1*1' 18, fo ift leiht ju exfeben, bafs man 3u un
nicht vor dem {\au“', welched mit r.x+n_, affizict ift, gelangen
Ednne, daf man aber von Ddiefem aus n{‘*c Noteny in allen
Gliedern findet, fo daf alfo, wenn man Die Votfenzen von
(x+u)", (x-4uyntt, gc. entwicelt, und mit u flatt mit x on:
fangt, welches einerfei ijt, un tm erflen Slicbe bet Der exfien
Gniwidelung, im gweiten Gliede bei der pweiten, u. {. w. vovs
Fommen wird.
Gefent alfo, dafi man in der vovgegebenen Jeihe folgende
Glieder habe:
P, Itl—llf\(__l_ Ll)”—l—()p“ 1—n—1 f\—l—u'}!!'—l_{_ T‘m—n-— C\_!__Hn]_._
__{...Spm ‘1_3(h+11)‘1“ 3 Wl
{o folgt Davaus fiir den Gncﬁi5ic11tcu gon un,

pm—] + (ljil ) Ql m—1i + @:L ‘)l/)L_!_ 1)1' SML 11—2 2

aber nach dem Gejesse, welchesd mim fliv bie Coeffisienten bev
Gntwidelung von (p—>x)™ gefunbden haben, muf man haben

;\1‘1+ ") Sl,mmn——'! 1+ it




m—n—q1 . (m—n)(m—n—1) 3

(Tl g L S 2
I n--2 (n-}—l)(n—f—ﬁ)
Bl o) G i D) - G
RS T (n4-1) (n+4-2) (n-}-3)
20 -

fubﬁimfrt man biefe MWerthe, und vollzieht die fich darbietenden
Neduftionen, o erbdlt man
(m-—n —n)(m—n—1 3
& (Pm““ g k[_) Pzt = )1 2 )Pm"“hzx‘ o
(m—n) (m —n—1) (m—n—2

S et DR

Man erfennt leicht, dag die Grdfe in der Paventhefe nichts anders
ift, al8 die Entwicelung von (p+x)m=ns ber Goeffiyient von un
wird alfo auf der erften Seite der Slerdhung (4.) P(p-x)ym— feyn 3
auf der zweiten ift er offenbar Pqu—=n=P(p4x)m—=; pie Ipen:
titat ift alfo bewiefen.

LWie'weitlaufig audy immrer diefe Rechnung feyn mag, fie vers
dient nichtd defto weniger eine fpeyielle Beachtung, weil fie auf
ben genaueften Deinzivien berubt, und weil fie, wie man bald
feben wird, su einer grofien Sabl von Jefultaten flibrt, die eben
{o bebeutend al$ elegant {ind.

§. 19.

Man fonnte von den vorigen Formeln jur Cntwidelung
won (a+-bx - c.\:"—deX“ Soss ) inach t\.ct’t 5;‘-;&'1131'11 oon x
Gebrawech machen, aber maen Fann dazu auf eine einfachere PWieife
gelangen, wie man fogleid) feben witd. Man darf namlich

offenbar annehmen: daf :

(a4-bx 4 Cx*-—!—r]x‘—{—.,.,,)”':

A+Bx +Cx24-Dx? 4- Ex*+ s
bennt bringt man bie crfte Seite diefer Gleidung auf die Form
eined Binoms (a+k)™, und enfwidelt biefed , fo wird dag Ne-
fultat, was aud) immerhin m feyn mbge, nur ganie und pofi-
tive Potenzen von k enthalten, von der erften: an einjchlieflich ;
und wenn man ftatt k wiederum feinen Werth feite, fo wiche
folglich biefe Subflitution nur gange und pofitive Votensen von
x einfubren.  Nachdem diefes feftgefesst ift, fo witd, wenn x
fich in xJ-u vermanbelte,




o ad e

(a+b(x4u)4-c(x{u)* + d(x4u)d fo0e)n=
A+4Bx—+u) 4 C(x+u)*+- D(-u)*4E (x+ w)?
0 I PR 1)

ba diefe Gleichung unabhingiq von jebem eingelnen Werthe von
x und u ftait finden muf, fo miffen in dev Entwidelung der
beiven Seiten, die Gliecder, welche einerle Potenzen von x und
u multipliziven, ibentifch feyn. Die Funftion

a-tb (x4u) 4 c(x+u)* 4 d(x-}-u)® 410
witd fiir's Grfte

abbx-4ox® +dx* ...,
= bu -} 2cxu{-3dx*u+ ... .. !
4+ cu? 4-3dxu?~4..... ?
=+ 0.
fest man ber Kurze wegen,
a-+bxtextt+dx34-..... ==

(b+42cx+ 3dx2 4-....)u
+(cu--3dxu ... Dul=—qu,
B [

fo verwandelt fich die erfie Seite dev Gleichung (1.) in

(pFqu)m=pm+mp™-1qu - - (;]:—)_i) P2 qiutd-ac.s
ba ¢3 aber nady §. 15. Dinveidht, blod die Glieder, weldhe mit
per erflen Poteny von u behaftet find, ju betvadhten, fo bes
fchranfen wiv und alfo auf pm+mp™—tqu. et man flatt qu
wieder feinen TWerth, jo fieht man, daf die yweite und die fols
genden 3eilen Deffelben ausgefchlofjen werden mufjen, weil jie
Glieder enthalten, die mit u® und noch hobern Potenzen von u
behaftet find: man erhalt alfo yum Endrefultat:

p mpa! (b42ex 4 3dx* 4, ... )w

Geht man nun wber zur yweiten Seite der Gleichung (1.),

fo exhalt man fofort
A+ Bx 4 Cx*+ Dx3+Ex* 41
+ (B 42Cx4-3Dx*4-41Ex3 --2¢.) u.
Die erfte Seile iff nichtd anderd ald der angenommene TWevth
fir (a4-bx4cx®4-..... yn pder pm; man erhalt alfo, indem
man bie Coeffizienten von u vergleidt,
mp®—!(b42cx+3dx* 4 ....)=DB420x+3 Dx?*+4Ex34-10.3

3 m
e ift aber pm"’L:lI—)—, und wenn man jtatt pm und p ihre Werthe
fet, fo findet man nach Wegichaffung der Nenne,




= S el

m (A4-Bx4-Cx2+-Dx3+Ext4a0,) (h4-20cxt3dx® f-4ex? 4. .. .)
= (B4 2Cx+- 3Dx? +-4Ex34ic.) (af-bxt-ox2-dx34-ext..) 2
fithrt man bie angezeigten Multiplifationen aus, fo ergibt fich
mhA-- mbB) :\+ IIIIJF) - mei - mbE)
+-2meA | “4-2meB; x2 4-2mcC s -+ Jmc]).
—I—deA.s +.'1mcl]l +5mdC ) x*4-1c.
~4meA -]—4111(_]_’1)

- 5mfA
aB-42aC) --3aD “+4aE = 5aF
+ bB +;=|J(;a +.;J,D‘ 4 4bE
x - B )x? +2¢C yx? +-3¢D yx* 4 1.
o dBf 424C
5 j } -+ er

Bevgleicht man die Coeffiyienten der homologen Potengen von x,
fo exhalt man

aB=mbA
2aC=(m—1)bB+- 2mcA
3aD—=(m—2)bC+4(2m—1)cB-4 3mdA
dal—=(m—3)bD-+-(2m—2)cC 4-(3m—1)dB-+ 4meA
SnF:(m—--i)hE—f—(?m~—3)CD-|-(3111—,’2)(|C+(4111—-1)0‘.[3)—{—5!211'11

w0,

Dad Gefes diefer Werthe ift leicht yu exfennen: alle Coeffiztenten
B G, D . werden beftimmt feyn, wenn A befannt ift; aber
man yubi, baf A Den Werth der Entwidelung fliir x=0 auss
brucit, und in diefem Falle redujivt flfl) die vorgegebene Funition

(a4-bx4ex?tdx34, ., )m
auf am: man hat alfo A —am,
Bevechnet man nach diefem Werthe bdie der ﬂSud‘nﬁnben B, C,
D, ., fo findet man leicht, daf der Ausdruct fiir die mfe %Jorcnc,
SJJuImmma a -+ hx 4 ex?® 4= dx3 |- ijt;

m(m—1)

a'"—]— " am—x +—— m'isz x2--
+ ?um—-xc s

Tﬁ(}_“___z) <m_t2) am—3h3 |x3 4
1.2:.3

m(m—l)

+ 1.1
m

EER am‘—'l d
¥ i

+

m—zbc
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m(m—1) (m—--'l) (i‘l-—*

3) am— & b* \'ﬂ"

1.2.3.4
iy )
R P S
190205
m(m—1)
o el I >
* 1.1
n‘-(“";l) m—3 o2
G g
+ = amie Y
1
m(m_l_) @E_g (!n— A) (m— 4) am—5 s xs..l_;g'
s e Buaid
m(m—1) (m—?) (m—3) am—4 B3
L ezl oy |
ety —2
fl(_“_l_]’._(_rl_‘-z am—3 had
1 L P |

m(m— 1) (m 7‘)

ai==31he2

6 B

m(n— 1) am—2ha
154

m( m——1) ;

am—=2 ¢d
.ll

ookl e

gt am——x f

§. 20,

Moivve, der zuerft diefe Entwidelung angegeben, hat audh
Jegeln jur fuccefjiven Biloung aller ()‘iim’r mitgetheilt; aber fie
find wentg bequem und bevuhen blod auf | Ine “‘ut[mn, ich werde
mid) babet nicht -:utrl)umn, weil idh in der Folge weit evgiebis
gere BerfabrungSavten audeinander |L1;e11 muf. S fann indef
diefen Gegenftand nidht verlaffen, obne feine WVerbindung mit
ber Enbwidelung der mten Poteny ded Binoms a+F+ -0+ .
deflen Glicder unabbangig find, nachywweifen.

Man gelangt obne Mihe duvch Newion's binnmifd)c Sﬁors
mel (fiehe Compl. des Eiém. 4" Alg., oder unfen §. 24.) 3
bem "5uw|L, pafi alle Gliever der Enfwidelung von (f'—}~ 3’-{—
=40 w)m fie CIJLLNI permittelft Ded Uusdruds
mim=—1) it (m—n -+1)

a
nd m—u‘n‘ xJs
o 3 yrdex.,

1.2 3...q>\1.-.d...r.—-\1 d...SX’C.
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inbem man fir q, r, s . alle gangen und ypofitiven Sahlen,
(O mit eingefchlofjen) fesst, welche der Gleichung
q+r+4s-41w.=n’
Geniige leiffen, und dem n” nady cinanbder die Werthe 0, 1, 2, 3, .
ertheilf. Sepst man nun
w—a, f=—=Dbx, y—cx?, J=dx3, 1.
fo witd dad ju entwidelnde Volynom
(a 4 bx - cx? - dx3 4-c.)ms
Der Ausdruct, welcher alle feine Glicder umfaft, wird feyn:
n’+1)

Mim=—1) AR P e
£ ( = il » dm-—u“b‘lcr(]au-. x A-+2r--58-t e

1.2.3.,4><1.2.3....15<1.2.3.0.5

w8 >0
Da man fich aber immer vorfest, die gefuchte Entwidelung nach
den Pofenzen von x ju ordnen, fo muf man unter bden ver:
fchievenen Glicdern, welthe der obige Uusbruct liefert, diejeni
gen gufammen nehmen, welche mit derfelben Poteny von x bes
haftet find; o, h. wenn der Crponent der Poteny, bdeven Coeffis
sient man haben will, n tff, o muff man, um die Glicver au
finden, wovaus er befteht, den Budhftaben q, x, s, . alle gan=
gen und pofitiven IWerthe geben, weldhe
q+H=2r-3s+41t.=—n
machert, und alsdann n’ durch die Gleichung
q+r+s+w=n
beftimmen.
Folgendes iff die Tabelle dicfer Werthe in den evften Gliedern:
fix n=0, finbet man q=0, r=0, s=0, 1. n'=0
r—0, s=0, —n'=—1

n—1 — — (i:l

! ’

4o fl==2 =) () —11':'.-;.
D=t e 1{1:-(, =1 5:(): —n'—=1
=29, =10, s=0, —n'=3

n—3, — —-?(1:]_’ I'Z_Ir s:U! —-nj.:'i?.
=0, 1=0, s=1, —n'=1

MWenn man die Crponenten der Budhftaben a, b, ¢, 1. fiir jebes
Glied Defiimmt hat, fo ergibt fich fofort der Bablencoeffizient,
womit fie multiplizivt werden mifjen, indem man bdarauf Acht
hat, n feinem Nenner, die Faktoven wegsulafjen, weldye fich be-
sieben auf dicjenigen der Budhftaben q, r, s, w0, weldhe Null
jind, oder vielmehr welde in diefes Glied nicht hineinfommen,
Wenn 3. B. n=23, o ethalt man die drei Glicder
m(m—1)(m—2) m(m—1)

4 .2 .3

3 m
am—3],3 a®~2bg, —am—d
(f ’ 1 '
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welche in der That (wie wir am Sdluffe von §. 49, gefehen)
x3 mu[rtpfa mn

Die Sdywierigleit befteht, wie man fieht, blod in der Bil-
pung aller Gombinationen von ganzen und pojitiven Sahlen,
welche der Gleichung

f|+‘£1'—|--'}s+3£.:n

nach ben verfchiedencn TWerthen von n Gentige
man Dhat ju diefem Behufe mehreve Lerfahrungsar
unter feby fmmml\ cxdacht, und ¢d ift diefes fyey
ftand ber fombinatovifchen Analyfid, bderen te L‘ ¢
Leibnip angehort, und die in Deutich [ul.'D viel beavbeitet wors
den ift; in den nbrigen Landern hat man fich weit weniger da:
mit Defthaftint, und dafic Methoben angewendet, welche mit
pen Fovmen der analytifdhen Rechnung bereinftimmender find.

eiffen fonnens
45

;1, und b

2, Bon den tvanfeendenten Funktionen,
Grponential:Funitionen.

§. 21,

Die einfadfte aller tranfeendenten Funttionen ift die, welde
man fennt unter dem Namen Erponential:Funftion, und
su weldher man gefubrt wurbe, indem man die e siehung be-
trachtete, twelche obwaltet awifchen frgend einem Giliede einer
S-,unriru'.‘enm'm;rtﬁwn, und der Stelle, die e8 emnimme.  Nennt
man das erjie Glied «, den Crpenenten a, das gefuchte Glied
y, und th AUngabl ber ()luu.r, welche um vorhergeben, x, fo
ift, wie befannt, y=rca>; und in diefer Gleichung, in weldher
e und a unveranderlidhe Grofien {ind fiie jede Progrefiion, ift
y eine Funftion von x, und umgefehrt x eine Funftion von
}'; aber diefe Funftionen {indo beide don einer Hohern Drbnung
ald die algebraifthen Funktionen; denn, um y ju ulmren, muf
eine unbeftimmee Anzabl ven ‘“Lu'ttp itationen und felbft Wuys
at‘Im'w,mmtn!m audgeflihrt werden, wenn man dem x Bruchs
werthe beilegt,  Die Gileichung y=wcax, weldhe fiir ieden Werth
von x t'hr-ct_l Girad {m‘m‘rr, nannte Jobann WBernoulli, bder fich
guerfr damit  bejchajtigte, eine fortlaufende Gleihung
(€quation percourante). I8as die Be ;Hnnnung pon x durd
y betvifit, fo fann biefe nur mit Hitlfe der ¢ Logarithmen ausdge:
fibet werven.

Sch will jest die Mittel jur Entwidelung der Funktion y
angebcn,_ und, ver Ginfadhheit wegen, a==1 fehen, woraus
y=2ax jolgt. Jch nehme an, a* fonne vorgeflelit werden Hurdh
Die JMeibe

3
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A, A x4+ Ax A x4,
in weldher A,, A,, A,, . die von x unabhangigen Coeffie
sienten find, und bdie unterhald ftehenden Ziffern 0, 1, 2, 2.
ben Grponenten detjenigen Poteny von x anbdeuten, die den
Muchitaben multipliziet, wobel fie fiehen; An wird alfo dev Goefs
fisient von x™ jeyn. Diefe Beseichnung, welche anfangd etwasd
Fomplizivt ju feyn {cheint, ift nichts deftoweniger fehr bequem,
und febr geeignet, dad Gefes, welches swifhen den LWerthen
der Coeffiytenten obwaltet, deutlich yu machen.

Man wicd vielleicht die Frage aufwerfen, welher Umftand
bie TWahl der Reihe bedingt habe, und warum fie nadh fieigen:
ben Potenyen x fortichreite: es ift leicht, diefe Fragen su beant
worten. Die Funftion ax wirtd namlich der Einbeit gleich, ywenn
;n:.m pavin x=0 fest, und wenn man dber NReihe Form gegeben
hatte:

A A
A, \'I+ 1: =+ 2,

fo fiebt man, daf, unter derfelben Vorausdjehung , alle Glicber
ber Reibe unendlich qrop werdeny lektere Form alfo fonnte die
vorgegebene Funftion nicht vorfiellen.  Im Allgemeinen, wenn
die Fovm Der MNeibe mit ber gefuchten Entwidelung nicht ibers
einftimmte, o wirde die Rechnung auf widerfprechende Bezies
Hungen swifchen den Coeffiyienten fiihren. €3 folgt bieraus, daf,
um auf bie Nefultafe der Methode der unbefiimmien Coef:
figtenten, die ich bier anwende, bauen ju Ednnen, man fich
vergewiffern muf, daf man nicht auf widerfprechende PBeyiebun:
gen ftoft, wie weit man auch die Rechnung treibt; lebterer Ums
ftand ift e3, ben man nicht wirde erflaven Eonnen, in dem Falle
wo bie Neihe unendlidy ift, ¢4 fey benn, baf man dad Gejes
angeben fonnte, welches die Glieder der Neibe befolgen,

Nachdem diefed feftgefest iff, fo verwanbelt fich die Funks
tion a%, wenn X in x-f-u tibergeht, in axt7; dba aber die Coeffis
senten A, A,, A,, 1. unabbhingig find von jedem fpezicllen
9Berthe von x, fo mufi man auf gleiche BWeife haben :

ax—A 4+ A x+Ax*-LA x4,
1und at=—A 4+ A utA LA w400,
und axtui—A A, (x+u)4-A,GxFu)+A, (x+u)® 425
unb ba axd< av=—=ax+v, o muf das Probuft der beiden erften
Seiben gleich feyn der lefsten. Um die verfchicdenen Partialpros
pufte 3u ordnen, veicht ed hin, in ber obern NReihe jedes Mal ein
Glied weniger ju nehmen, wenn man den Multiplifator in der
untern Neihe wechfelt, und alle Glicder, welde aus derjelben



Poteny von (x-+u) in Hev britfen Neibe entflehen in ein und die-
felbe Kolonne 3u feben; man erhalt aldbann:
AA,FA A x+A A X A A X FA A x20)
+ A, Aju+A A ux+A A,ux?4A A uxite
A A uT A A 2 AL A nxE i, 0—
+ A A A, 1\11:3.‘;4—:\‘.5
A, A ut 42,
A, HA x4+ Ax2- A3 + A xé o,
+A,uJ2A ux4-3A ux?-|4A ux?® 2.
4+ A,u? -3A ux-}-6A ux4 1,
—+ A ud 44A uix 1,
+ A,u*
Da bdiefe Gleichung fir jeden beliebigen Terth von n und
x ftatt finden muf, fo folgt davaus nothwendig, daf diefe Grifen
auf die Beffimmung der Coeffizienten feinen Ginfluf baben Fon:
nen, und daf aljo jedes Glied bév erfien Seite t‘cmhc11n'pr-c:i_lcn:
ben der yweiten Seite gleich feyn mufi; man hat alfo A, A
Ay, welhes Ay =1 gibt, cin Wertl ,_ Den man f:bcm!l_ Itatt
A, felien Fann, und weldyer Dtr[m_-.‘l%uc[}uuhcu in allen Oiltcb_.‘rn,
wo ew vorfommt, wegiulafjen geffattet.  E8 folgt aud diefer
LWeglafjung, daf die erfte Jeile der erften Seite tventifch ijt mit
er erften der zweiten Seite; wiv werden alfo mittelft der jeiter
Seile die Gleichungen fuchen, weldhe die Coeffizienten beftimmen,
und fo erbalfen

A —T 1
A= Al Al e
Az
ATAN =9\ ‘1121 ;:
woraus man exhalt A3
ANAL —3A; "321,‘5f§
11
A, A;=4A A i
g & TR
2. .
und allgemein
Am
AT s Ao Ani—— =t

1253 B
Da alle Cocffisienten, mit Audnahme bes gweiten A, , duveh
biefe Sleichungen befrimmt find, o folgt, da, wenn die fir die Gnt:
widelung von a* angenommene Form bie vichtige ijt, Die dritte
Seile der erfien Seite, und alle folgenven, von felbft identifch
werden mujjen mit den entfprechenden auf der yweiten Seite, T

*) 3ch) glanbte en Bewels diefer Behauptung bergehen ju fonnen;

o
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Um diefe Behauptung zu beweifen, nehme man auf bee
erften Seife irgend cin Glied we x»3 fein Coeffizient wird offenbax
feyn A, A, ober

A it s e -_*_'A 2 e P4_1m+n .
152 -3 0 it = 20 dakeny 1.2.3 . ..m>< 142,340
Dafjelbe Glied umxn f)gf, ba e3 einen Theil der Doteny (m+4-n)
pon (x-+u) auf dev yyeiten Seite ausmadht, yum Coeffiztenten
(m—n)(m4+n—1).....(m+1)Apgn,
_ ST St :

10243 35 in vinnlnil

aber
Alm-i-n

1.2.3....(m+ )’
fubffituict man diefen Werth und hebt die gemeinfchaftlichen
Saftoren Ded8 Sablers und Nenners auf, namlih alle Jablen

-Am-:—n e

benn Bebt man in der exften Gleidhung auf Geiden Seiten die {dentiz
fthen Glieber auf, unbd dividivt dann beive eiten durd) n, fo cvs
¢ibt {ich
A,+;\.,’K+A‘A:x"‘ +A,A,x3 ol [
FAu HAA ux A A uxig ) =
e 16,
A 424, x 434 x? 4A X3 e,
+ A u+3Anx-+06Aux? 420,
== 2.
Da aber bicfe Gleihung fiir jeden Werth von u faft finden muf,
fo fann man u=0 f{egen, alsdann reduzict fich jede Seite auf dic
eite Beile, und man cxhalt gang die oben gefundenen Gleichungen.
Dbgleith diefer Gang Eivzer ift, alé bevjenige, ben iy befolgt habe,
fo glanbte ich dennodh lesteven ben Borzug geben zu miiffen, weil e
in Begiehung auf dic Genaunigeit der Entwidelung nidhts ju wiinz
{chen wbrig [4Ft, und alfo aus diefem Grunde um fo mehr denjeniz
gen gentigen wivd, bdie nod) Eeine Debeutende Gewandtheit in der
Anainfis haben,

gas i cben bemerft habe, findet gleihfalle feine Unwendung
auf §. 34, §. 37 und §. 38, und idh werde mich dort ber Wicberhus
{ung tberheben.

S hatte auch von einem cinfachern Umftande zur Befiimmung
er Gntwidelung von a* auégehen Eonnen, ndmlic) von ver Gleichung
A% =X 5<% aber die Gleidhung a*><a", weldhe dic vorhevgehende
i fich enthalt, ift allgemeiner, und umfapt alle GigenthimlichEeiten,
beten bie Funktion a* fahig ift, weil fic die ausgedehntefic Crélarung
derfelben auédrictt, uud bie cingige, e cinen Sinn enthalt, wenn
fe verdnberliche Grofie x {maginde ift.
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pon m4-n bid gu m-1 einfhlieflich, fo erhalt man gum
Refultat

|
A ; m==11

1.0, 35. 0000 a0.0.m
b. i, daffelbe wie vorhin, Die Iventitdt iff alfo nachgewiefen,
und wiv fonnen bamué irinc';m, baf

!

a‘—1+~—+———-— ’f f + 1.
§ 22.

8 bleibt noch A, zu beftimmen ubrig: ju diefem Bebufe
feten 1wir x:--l-‘, fo erbalten wiv
A,

‘l
1
1+ e +1q3+1, 7

eine Methe, Deven Gmmcrqur um fo fdhyneller wird, weil dad Ver-
haltnif ber alITLiI‘[L‘HHLL folgenven Glieber obne (znbu abnimmt,
Gept man fie bis jum zebnten Glieve fort, {o gibt jie 2,7182818,
und wenn man mit e ihren genauen Wevth, bden man {o nahe
fommen fann, ald man will, begeichuet, fo folgt
1
afi—e,

Nimmt man den Logarithmus auf beiden Seiten diefer Gleichung,
fo exhalt man

__loga_

E—lotf'\—lo"c alfo A, lorre

und vermittelft diefes Werthes von A, findet man
]:w':x log a\? x* loga
R .,+(-—'-—) e
ge/ o ;

lng e

Diefe Cnrmu’nfnnq veveinfacht {ich, wenn man bdie £oga-
rithmen Dedjenigen Syftems nimmt, brf’m $Bafis dbie Jabl e tﬂ
veil alsdann loge=13; und wenn man diefe Gattung Logaritl:
men durd) das \";91)111[‘0[ g bc.}\u,met, {o fommt

w1 () T (1) g () 5+
Sest man endlich a=c, fo cehdlt man einfach
3
exi s -|— +‘---\——+zc.

Die ncrfd;iebmen eben mitgetheilten Neiben werden in threm
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Lerlaufe tmmer Fonvergent, weldhen Werth man aud) dem x ere
theilt, bmn in der Neibe
A? \“ A’ x3
il = +5 ;e
welche fie RHL 1|mfaf;t, fmb g,wct aufeinander folgenbe Glicder
pon der Form
AH : «n A l'11--5-1 xll—f~l

.28 .0 i_.l._n(;ﬁ)"

ihr BVerhaltnif ift alfo A_;%, fest man nun aber die Meihe fort,

fo muf man nnrl)mnm.; st einem Gliede Fommen, in weldem
bie Sabl u4-1 die (Siwa A x fbertriffts und von diefem Gliebe
aus wird die NReihe imumer mem und mehr fonvergent.

§. 23.

Solgendes ift eine {ehr bemerfendwerthe GigenthiumlichFeit dex
Gntwidelung von ax.
Da (axym=amx, {o folgt, daf
(1 _}_é.x Az 3T FAR .‘\’)“

AR T

m Al m2 A xE i 3 f\3 x3
14 7 —[————1--_'—2—~J.——— T e
und man erhalt fo mit der grofiten SthLhn;h.lt die Cntwidelung
irgend einer Poteny der NMeibe, weldhe ax ausbriudt, eine Gnts
xvu‘h[nnq, die vermittelft ber Formeln ded §. 19, fehr weitlauftig
feyn wirde.

§. 24,
Die Cntwidelung von ex (§. 22.) fihrt audy auf eine
fehr cinfache PWeife su dem Ausdrucfe des allgemeinen ©licded
Dber mten ‘}"utcnJ irgend eined Polynoms, €5 fey e+ 4
y—0-4¢+4- ., Diefed !})m)umn, fest man fie x bdie Grofe
(a—i—,-“f—}—;-'—l—J—r 10.) x, fo ethalt man fiw's Grite
eltftydd . )X — gox fx oyx edx 26
fest man fite die Crponentialgeifen ihve Cntwidelungen, fo ev
balt man die Gletchung
(etp+y+o+1)x | (e B+y+ 0+ 10.)*x?
1) 5 e ST
4 @Bty ity

1.2,3

Sp e, ==
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P’! ‘3

(1+':§+f* v L )
)

1.2.3
,;x g x?
(H_ gt i,

f3x? d3x3

(:+‘T"+--- et

< 1.
Da dad allgemeine Glicd der erften Seite ift
(o 1’+;v +d 4 ) )“‘x‘“

'>....m

fo muff man, um ‘ou entfprechenden Gilieder ber yroeiten Seite
gu erhalter, in bem angeseigten Produfte diejenigen wahlen,
welthe mit ber mten Pofeny von x bebaftet finb; num iff abev
irgend ein @lied viefed Vrodubted ausd ”?n?touu sufammenge:
feist, welche, einer nac) dem andern, in jeder ber RNeihen ges
aommen werden, deven Multiplifation angeseigt ift, und wird
mithin von der Fovm feyn

rxl' %P ,8‘1 x4 : .}.r xr : s x5

005 p 1203k T30.30,,5% 11223, .8

yoeldhe Mbereinftimmt mit
aP 399745 .1c. )\p-—q-—1+4+.....

><
<
SRl '-_,+--—+:c.)><
)><

>< 2.,

1'2'3"'I‘><1‘- q}(].... ..1,-<l.~. ex‘c‘
folglich qibt bder ’l[uamucf fie die fammtlichen (Somimmtwr.;eu,
in welthen man Hat
p+qtrdstw.=m,
alle Gilicder, welche mit x» bebaftet find, und wird aljo bie
Gntwidelung von Q_—Jj" dii) ;i—’+lt U feyn,  Multiplizivt man
durch das Droduft 1. _.3,.__1-“ fo echalt man bie Entwide:
Tung von (a5 4+ +d—]—{t)‘"- oiefe [lehtere wird alfo Per-
vorgehen aus dem Yusdruce
a ]'4..3....11”7:{',‘3"1}':’}5 €.
1.2.30p o< L.2.30g><1. 2,311, 2. 308 3. )
inbem man den ganzen Jablen p, g, ¥, 5, 2. alle pofitiven
Werthe, von Null angefangen , ertheilt, weldye ver Gleihung
pt+q+r4s—ti.=m
Gentige leiften fonnen,
Diefe Art, dad allgemeine Glied der unbefiimmten Potens




g Y e

beS Dolynoms 3u erhalten, bclbmlft man Enqmnqe Sie fesit
voraus » Daf ber Upuncnt m eine gange und pojitive %nI) ift;
aber _mu fie auf die anbern Falle auszudehnen, reicht es bin,
ba8 Volynom in zwei Theile ju zerlegen.

Dridt man 3 folgender Mafen aus ;

(e @B +74+d4w))m,
fo exhalt man fir's Crfte qud der Formel ded Binoms bdie Reihe
m m( :11—-1) Y

2B o) s B (70 1) He,
Deven a[[gm,lmnm Glied ift

m(m—1)(m—2)....(m—n"+1) R e \nt
ORI T S e o W (Bt 026 )7 L0 (1)

und in weldhen n’ cine ganze 1111*\ pu,ﬂrw Jabl ift; Da3 aIge‘
meine Glied ded Volynoms (3-- Hy-F04e)Y wird alfo nach dex
Sormel (I) ber Bmtqu? Seite

12 %t oun ,,‘Md* 2.

1.2.3...95<1.2.3 Ll e .y.ki....sk.\.
unter der %L‘mlquuq, bafi cH—m-}- +-c =n': wenn man 3 in
bie Fovmel (1.) febt, und Ddie Faftoren 1.2.3....n", welde
bem 3abler und Nenner gemeinfdhaftiich find, aufhebt, o exhalt
man den Ausbvuct

m(m—1)(m—2)....(m —n't1)em—0’ B9y 0%, 20,

1.2.8. .0 qOKAN2. 8. 01,03 h ol !
weldher fhon §. 20. angewendet worden iff, und in weldem
man bemerfen muf, daj die negativen ober Bruch - prnmntu.n
nicht tiber Dad erffe Glicd « bes vorgebenen Polynoms hinaus
fich exftvecken,

Cntwicelung dev transjendenten Funftionen,

Logavithmifde Funftionen,

§ 25
9Benn man einen Ausdruc iy A, finben fonnte, weldjer
nue algebraifche Glieder in a um)u.m, fo wiurde man, ba
log a 5 ;
A, STl bierdburd) oie Cniwidelung bder [logarithmifchen
["ﬂ e
£nmf* on erhaltens aber tndem man a—1-4b madht , fo wird
ﬁu Funftion a*==(14b)x, und famn vcrmtmlft der Formel bHes
HBinoms entwickelt mmbcn; man hat alddann ;

™~




= o=

x{x~—_'1__) (x—2) Ha

AL xB X(x==1)
("'H’)‘_I""T_i_ {00 HEDIS 1 a20s ¥
x(x—1) (x—2) (x—3) ;
{3008 sy

m biefe Gntwidelung mit berfenigen zu vergleichen, die wiv
§. 21. gefunden haben, muf man fie nach den Pofenzen von x
ovdrien, und hierduvdh ehalt fie folgende Form:

b2 b3 b*
e
3b3  11h* X2
+—F rgg )3

Das Gicihcz I‘Ceea Goeffiyienten von x ift leiht zu erfennen, und
ba diefer der eimzige ift, deffen wir jur Beflimmung von A, beditvs
fen, fo ethalten wiv auf der Stelle A, =b— l;—]— l: ———4—4 + 1,
oder , indem man flatt b feinen Wevth a—1 fefit,

Al e ca—;gﬂ_‘(a—éi)gi_m

und bievaud exhalt man

o P a——19%
loga—1loge ((ﬂ—l)— (a‘)l—)f—f‘(i—a—i-—)f — & 41-)—-—|~ IC.) .

Diefe Neibe ift nur dann Fonvergent, wenn a—1 eine fehr
Fleine Gvdfie ift; aber man fann fie durc) einen fehv einfachen

SKunftgriff dagu bringen, Sesit man namlich 77 ftatt a, fo fommt

g TP tohel ;;3._1)__(}’};2— 1) +(?’;E}—1)* 5

| E;_,i)f‘_ i m);

aber man weiff, baf loga=m iog'}];;: man erhalt alfo

toga=mloge ((i—1)— @it Wfﬁ? S
(s

g -+ 1(.);

fet man nun fite m eine immer grofere und grofeve Jabl; fo

m
fann man e$ dahin bringen, daf "2 fo wenig, ald man will,




T

m
vont Der Einbeit verfdhicden ift; und da dle Grife ¥ a—1 um
o tafcher abnimmt, je mehr m junimmt, fo Fann Der Aus:
brud von loga fo fonvergent werden als man will,

Um die Rechnung u erleichtern, muf man die Sahl m un:
ter Denen der Progrefjion 2, 4, 8, 16, 32, ..,..2% wibhlen,
bamit man nur Quabdratwurzeln ausjuzichen hat. ©3 ift zu
bemerfen, daf man immer juwege bringen fann, baf das erfte
Glied der vorgegebenen Rethe einen binreichenden Naberungss
werth ded loga liefert.  Nimmt man namlich den Grponenten
n fo groff, daf man, awijhen der Ginbeit und der erfien bes
beutlichen Jiffer der ausgeogenen TWurgel, wenigitend eben fo
biele Nullen hat, ald man Dejimalziffern im Endrefultat erhals
fen will, fo wird bad Quabdrat, da ¢3 doppelt o viel Degimala
aiffern als feine TWurzel enthalt, auferhalb bder Grengen fallen,
bie man f{id) vorgeftectt hat.

€5 fey 5 B. a=10: fiir diefen Fall fand Briggd, nache
bem ev 54 Mal nacheinander die Quadratwurzel diefer Sahl auss
gegogen, jum Mefultat

1,00000 00000 00000 12781 91493 20032 35:

aieht man bdie Ginbeit davon ab, fo erhalt man einen Brudy,
Deffenn Duadrat vor feiner eflen bedeutlichen Siffer 31 Nullen

m

haben wird; bdie Grofe Pa—1 gibt alfo in diefem Falle die
31 erfien Dezimalziffern ded Werthed dev ganzen MReihe; und
wenn die Jahl mloge, womit, die Reibe multiplizivt werden
muf, 20 3iffern in ihrem ganzen Theile enthalt, fo werden die
11 erflen Dezimalsiffern ded Produftd noch digjenigen des ge:
nauen Werthes von loga feyn; hierbei muf man bemerken, daf
m, welches hier 2°* ift, nur 17 Jiffern hat, und daf in dem
Syftem der gewdhnlihen Logarithmen loge ein Brudy ift.

§. 26.

Lagrange, weldyer juerft die vorhergehende NReibe geliefert Hat,
bemerft jugleich, dafi man baraus eine andere herleiten Eonne,
beren fammtlihe Gilieber das Jeichen -~ haben, wenn man m
negativ nimmt, weil

Prmimit— i (14,
Va Va
und weil, wenn a die Ginbeit fberfleigt, man bhat ]?"5> 1, und

;—-{i. Durd) dicfe BVermandlung, und mit Nitdficdht darauf,
Ve
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—m
paf log a==—logm ¥4, erhdlt man
1

loga:—-mloge((l—— —1};—; -+ [(l—ii;)z + 3 (1——-;‘;‘})3-}4(‘) ;

Dicfe lepste Neihe liefert unmittelbar eine Grenze von log aj
denn ba alle ihre Glieder additiv find, o folgt bavausd, dap

1
loga™>m loge (1—:“ ,
1

Die Grenye im entgegengefesten Sinne ergibt aud ber ans
bern Meibe, wenn man darauf Acht hat, daf, weil ihre Glie-
ber abnehmend {ind, dad pweite, weldhesd negativ ift, verbunden
mit dem oritten, weldyed pofitiv ift, nothendig ein negatived
SRefultat geben wird; und da es diefelbe Bewandtnif hat mit dem
pierten und finften, und mit allen {tbrigen Giliebern ber Netbe,
je ywei und pwei auf piefe 9Weife genommen, fo muf aljo das
erfte Glied flr fich allein grofer feyn als bev wahre Werth: alfo

m
loga<Z mlog e(Va—1).
Die Differeny swifchen den beiden Grenzen ded loga ift

m

m Ve T
mloge (( Va—1)— (1—:“—1)) =—m log (—}‘?T"_Q'r
Y a Va
and diefe fann um fo Eleiner gemacht werden, je grofier man
oie Bahl m nimmt,

fasdie

Um loga ju beffimmen, muf man eine Annahme in Bejug
auf log e fefifesen. Die einfachite ift pffenbay, loga=—1 ju
fesen, t welchem Falle man es mit ver fpesiellen Art von Lo=
garithmen zu thun bat, weldye fthon oben §. 22, durd) bad Syms
bol 1" bejeichnet und bisher hyperbolifde Logavithmen
genannt wurden, weil man fie ableiten fann qud der Quabdra-
tur der mwifdhen der gleichieitigen Hyperbel und ihren Afympto:
ten enthaltenen Ndumes; aber diefe Benennung ift feblerbaft,
weil man eben fo aud der Quabdratur der Hyperbel im Alge:
meinen alle Logarithmen: Syfteme ableiten fann. €5 ware aljo
paffender, exftern den Namen ihred Crfinders ju geben, und
auf diefe Tetfe dad Unbenfen an ben PMann zu ehren, der der
Mathematit einen fo grofen Dienft geleiffet hat: man fonnfe
fic alfo Eogarithmen von Neyper, oder Neper’jde Lo:
garithmen nennen.
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Brigas dnderte bad von Neper gewdbhite Syftem, und um
fih an unfer 3abhlen: Syftem su Dalten, nabm er al3 Bafis
die Zahl 103 er bhatte alfo log 10 —1: gber wenn man
fih auf das evite ©lied ber Reihe befchranft, fo findet man
]ogc:—]l:?n 3 und felit man ftatt a die Jahl 10, fo

m([/‘a_ -—l)

1

fommt loge—=——
m (J710—1)

Man hat im Vorigen gefehen, daf Briggd 54 Mal nadh
ber Jeihe die Quadratwursel die Jahl 10 ausdzog 5 er Hatte alfo

m=—20=—2% b um bden Quotienten 5 B4 finben, bivi:

dirte er die Ginbeit 54 Mal nady der Reibe durch 2, woburch
er erbielt
0, 00000 OO000 00000 05551 11512 31257 827.

A e 1 : o7 A
Gubftituivt man diefen Werth fatt e fo wie audy der fiir 7 s,

den i) weiter oben mitgetbeilt habe, fo ethalt man, inbem im
Babler und Nenner 15 Nullen weggelaffen werben,

0,5551 11512 31257 827 ?

7105 arnas—ae— =0,4342944819032518,
1,2781 91493 20032 35 — »*3%29 32013
BDied ift die Jahl mit welcher bdie S-L\gm'irhln_m bed Gyftems in
weldhem log e =1 (die Neperfhen Logarithmen) multiplizive
werden miffen, um die Briggifchen oder die der gewdhnlichen
Zafeln 3u erhalten.

JBollte man umgefehrt von den Logarithmen der Tafeln 3u
ben Meperjchen tibergehen, fo mifite man die erftern burch bie
Jabl, welde wiv eben gefunden® haben, bdividiren, ober , was

~ : L : 1 L 2 o R
dafjelbe iff, fie mit —— =2,302558 50929 94045 mulftplicicen.

loge

Man bemerfe, dafi diefed lefitere Sefultat nichtd Anbdered al3 der Ne:
perjche Logarithmus von 10 ift; denn fest man log e=1, fo finbet

log e

m

man 110 = m(|"10—1), weldhes gerade das Neziprofe des
oben gefundenen Werthed von loge ift

Jn jedem Syfteme gibt man der Sahl loge den MNamen
‘JJ?nbuln_{‘w‘; wir werden fie allgemein mit M begeichnen , und
weil im Neperjchen Syfteme M =1, fo fchliefien wir Daraus

K loga E 3

loga=M1'a, pper M:T‘La_‘ €3 folgt bieraus, bdafi man,
um ben Modulud irgend eined Logarithmen - Syftems ju finben,
bad Berhaltnif ausmitteln muf, weldes bie Logavithmen einer
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und derfelben Sabl, nach dem gegebenen und nady dem Nepere
{den Syfteme berechnet, habem.

Wm dent Logarithmus von 2 zu bevedynern, fuchte Brigad
pen won 1,024, einer Zahl, die dev Suotient ift aus 1000 in
bie jehnte Potens von 2, weil bie Ausdziehung der Wurseln aus
per einen ihm leichter worfam, alé aus der andern,  Nachdem
er 47 Mal nach dey Neihe die Quabdratwurzel aus 1,024 geyo-
gen, vechnefe e mit Dem Refultate, fo wie mit bdemjenigen,
elches er aud ber Jahl 10 erbalten batte, und fam jo zu dewt
Neperfchen Logarithmen von 1,024, ben er bann mit dem Mo=

pulus multiplizivte, und woraus e nun feicht ben Logarithmus
910
vor 2 berleitete, indem 1,024:10(}0. Sch flbre die Audeine

anberfebung der Nechnungen von Briggs nicht weiter durch, in=
vem ¢s meine Abficht war, nur eine leife Andeutung derfelben
au geben.

§. 28.

Wenn man in der Reibe, welche den Werth von ax (5. 22.)

; e log ¢ ;
ausbriict, flatt Va feinen 2evtf —ol\*iz fest, fo verwandelt fie

idy in
fich i Ioga)x_l_(}oga): x?2 loga\? =3
e etttz W ot ) Vil el ) Vi o e S
()1t 1.2+( M) A

log a)' x* 3
(‘zﬂ_ f.2.3.4 %
ein Nefultat, weldyes fich auf jeded beliebige Logarithmen - Syftem
erfivect.
Sepst man x=1, {o finbet man

= () (T e ()

i loga\*
o) e
Diefe Reihe gibt den Werth dex Jahl a, wenn man ihren Logas
vithmus, und den Modulus des Syftems, dem der Logarithmus
angehort, fennt.

§e- 295

Wi wollen nun 3u den hauptfacdlichien Umformungen fchreis
fen, bie man mit der NReihe, weldhe log a ausdridt, vorgenoms:
men hat, um fie Fonvergenter und aljo geeigneter yur Bered):
nung logarithmijcher Tabellen zu machen.




et gele. o

€3 fey fiu's Crfle a=14u;3 fo Fommt
uiaoihm3 u*
log (1) =M (a— T4 2% 1),
eine Meihe, welche febr bequem ift, um bie Logarithmen folder
3ahlen, welhe wenig von der Ginbeit verjhieven find, au De:
rechnen.  Wenn u=1, fo ift der Gang der HReibe fo langfam,
bafi man eine grofe Anzahl Glieder berechnen mufte, um ju
einem nur etwas genauen Nefultate ju gelangens; denn alddann 1
log (I+-D)=1log2=M (1 — 1+ 4 —1+1),
und wenn man M=1 fefit, {o fommt I'2—=1— L4 1 — L,
©Gefit man —u fiatt w in dem vorigen Ausdructe von log
(14+v), fo finbet man
n3 a3 et
log (1—u)=M (——u T Wirorie s B e IC.);
vworaud man berleifet

Iog(1+u)_mg(1_u)zlog(%":"_j)_-_ﬁm(uq-‘;_l_T§+;c_)
cine Reihe, deren Gang rafcher ift, ald der b erftern Neibe.
Man fehe %i_z::u fo ethalt man
— Z—i
und o 7:1'_1'

osr =2t (50) 1 (S50 2 () )

Sehit man, wm ein Beifpiel ju geben, z2=2, fo Fommt
1 1 i 1
) 1 s e G S
loglﬂ_ﬁl\l(3+3‘33—]—5.3_‘4—7‘3, +Ic.),
eine Meihe, die bei Weitem Fonvergenter ift, als bigjenige, welde
wir vorhin erhalten haben.

Dridt man einen jeben der Buiiche, woraus fie befteht, in
Decimalbrichen aus, fo findet man, wenn man fich auf fiebernt
Decimalftellen bejchranke,

log 2 =0, 6931472 M
und fitr den Fall, wo M=1 ijt, fommt -
I'2=0,6931472.

Um bdas bem Briggijhen Syfteme zugeborige M it erhalfen,
reid)t e3 Dhin, den Neperichen Logarithmus von 10 ju berechnen,
und ihn zu vergleichen mit der Einbeit, weldhe den Briggifchen
Logavithmud Dderfelben Jahl ausbrikt: bdie vorige NReibe nun
Liefert, wenn man davin z =10 fefst, :




N

Lot i

'10=20%=4+3G%"+= ()" +ac),
eine Meibe, welche noch Fonvergent ijt, aber weniger ald bie
porige; aug diefem Grunde werde ic) einen andern Weg anges
ben, um fchneller gu 1'10 ju gelangen, nachdem i) einige Be-
merfungen Uber den Ausdruc ded logz gemadt habe.

§. 30.

Man mufi firs Grfte bemerfenr, bafi die Gonvergeny diefer
Reibe abnimmt, in dem Mafe als =z wadft, weil der Bruch
z—I1

1
su bem man gelangt, wenn man z unendlic) grop macht (§. 13).
&8 folgt barausd, daf bie JNeibe

fich immer mebr und mehr der Cinbeit nabert, ein Werth,

2 (14§ +4 +4410)
welche man erhalt, wenn

2—1

'z';i-_l—i umb M=1

gefest werben, bem Rogavithmusd einer unendlidy grofien Sabt
entfpricht, und folglich einen unendlich grofen Werth hat.
Die Meibe 1+ 31+1++4 1w ift nidt die einzige abnehs
menbe Neibe, deven Summe feine Grenze hat: die folgende *)
e o o e e
ift audh in demfelben Falle, wie man fich fiberseugen fann, ins
pem man darvauf Acht hat, daff {ie hervorgeht aus

log(1l—u)=—M (u..}_l;_!_fg L t; T lc_)’

wennt man darin n =1 und M =1 fest, und daf fie— 1o
entjpricht 5 nun yoeiff man aber, daf der Ypgarithmus von o dad
negative, Unendliche ift, in denjenigen Syftemen, beven Bajis die
Ginbeit uberfieigt. (Elém. d” Algébre.)
Man gelangt unmittelbar ju diefer Schlufifolge durd) die
Reihe, welche V' (1—u) ausddridt, indem man davin 1—11:_--{-
z
feit, woraus folgt
doie v—<q

u:l——:—— —
z B

*) Man nennt fie barmonifde Meihe, weil man davon cinigen
Gebrauc) madit bei Bevechnung ber Sdywingung tonenbey Saiten.
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C (= (= +zc)

bemtl =, ba et — 'z ift, wird das negative Unendliche, wenn

U nb

Z uncn‘w[u) iff; aber al8bann verwanbdelt fidh) bie Meihe in
1454+ 1410
biefe letere hat alfo feine Grenye.
Gine febr widtige Schluffolge biefet fich Dhier dar, daf
namlich jede Neihe, deren Glieder [chneller abnehmen, al8 die

ber Neibe
1+33-3+54+14,
. s e 1 .
nothwendig eine Grenge haben miffe; denn da log —) eine
i

endliche ®rdfe ift, fo lange z nidht unendlich wird, fo mup
nothwendig die Folge ber Britche

=t 8O et b

weldhe eine fmlmrguenbc, und der Anwendung des in §. 9. an:
gegebenen Verfabhrend fabige lelJL ift, eine Grenge haben, wie

—1
nabe audy tibrigens bder Brud) - T ver Einbeit fomme,

9. 31.

Um 3u meinem @cgcnﬁan\c surticfzubehren , welcher davin
I&e]"nbt ote Logarithmen der Sahlen durd) MNeiben aus Dublucf-.n
die um fo fonvergenter {ind, je grofer die ahlen find, fese id
fin’s Grjte

il =2, yooraus u=—="" =,
T

m—!—n

m m—n m—n\3 m-—n
o (mﬂ T3 (+) e (+) +“)

! m ¥ 5
weil aber log—=1logm—1logn, fo ethalt man hieraus
=] n =]

und

08 e m (m—ﬂx)s (
jopm 1ng_~M(m+n+J m--n 3 m+n) e
eine Meihe, welche die Befchaffenbeit ded Ausdruds fliv die ’ﬁtrs

fereny aweicr Logﬂutbmen vermittelft der Summe und der Difs
feveny dev zugehirigen Sablen davlegt,




S e

Schreibt man n+z flatt m, fo befommt bdad vorige Refultat
Die Form

log rz+n)—1onn+2m( ’11+1‘T ! (‘}H;L)i*"“ (.)H_ ) i )

und wenn z=1, jo wird

1
log(n-1)=log n—I—,l]T(‘} +1+J = “+1)3 41 _‘K—_j_-l-__ + 1. )’

Neiben, welche um fo Fonvergentex unb, je grofer n ift. Die
yoeite liefext mit vieler L‘rui)nj,mt dbie E‘L‘qm. ymen der aufeins
anoer fol qenden Sabhlen, und man fann ][L mit M e Om
Beftimmung ded Modulus gebrauchen.  Sefit man davin fur’'s
Grfte n = 1, {o findet man fiir log 2 bdenfelben SWerth wie
Y. 293 aber da Dag Dopyelte des Logarithmus von 2 ben von

L
2041

4 gibt, fo fann man n=4 fefien, und aldbann fommt
— .'-, aI]‘o
1 1
58 i b
=Vt (s gatigrt ),
eine fehr Fonoergente Neihe. Hat man auf bdiefe Weife den
Neperichen t'nqmuhnm.: von 5 bevechnet, und abddivt dagu den
von 2, fo erhalt man den Neperfchen Logarvithmus von 10,
Die NReibe

skt (543 () ) )

ift febr geeianet ,,111 FBuLd)mmq pes Logavithmud einer Sabl,
welche die Grenen der Fabellen hberfchreitet.

Gefest namlich, diefe Tabellen entbielten nicht die Sahlen
itber 10000, und man verlangte den Logavithmus von 125283,
fo muf man diefe Zahl in gwet Theile jerlegen, wovon der eine
fich in den Fabellen findet, und diefed fann qc]whm, inbent
man fie gleichiefst 12520083, weil der gewdhnliche Logarith)
mué von 1252 unmittelbar den von 125200 lumt man fefze
alfo n=125200, unv z=—83. Dic Reibe an aldbann fort:
{dyreiten nach bm lmguu‘ﬂm 5l‘utcnﬁl‘t Do z53-o, cined Bru-
thed, der fleiner ift ald 4

3 32
m
Dev Ausdruc von log i weldjer von den ungeraden Pos

: m—n ; : 1 s
fengen von T abhangt, ift bdie Quelle unydhliger Formeln,

welde geeignet find jur Berechnung eined Logarithmus in immer
4
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vafchern 3(1111.'1()6111:10‘:?1 pevmittelft  einiger bevienigen, die ihn
vorhergehen.  Diefe Fovmeln erhdlt man, wie man*fogleich fehen
wird, indem man fir m und n Funftionen fest, bdie fid) in
Fattoven jerlegen lafjen.
&8 fep fir's Gujte
m=x? n=(x—1) (x-}1)=x2—1;
fo fommt

)

m X2
log — =log - —==2logx—log (x—1)—log (x+1),
m—n 1

m-+n  2x*—1
2logx—log(x —1)—log (x4-1)=2log e

1 1 \
------ : R
(z\~-1+ HEL M R
worand man Derleitet
log (x+41) =2logx—log(x—1) —2loge

( 1 o
ey T ey T
’,3_\11,' Fovmel ift fehr Tonvergent; denn wenn \——Jm_n’) fo
fchreitet fie fort nach den ungeraven Potenzen VON ~rgdogr.
Die den Funftionen m und n ju gebende Form war im
vovigen Falle leiht 3w ervathenm; bder wefentliche SPunft beftedt
bavin, daf Ddie 1!‘.1E'c|r‘mn te (ilhﬁL x nidt in ben 3abler bins
mﬂ:mmnr, damit der Nenner allein um o grofier wird, je mehr
bie Werthe von x gunehmen. Fur den bdritten Grad nehme
man an
m = x3-px?-qx~t1, n=x3}px+qx-1,

bamit man blog habe m —n—r—1'; alédann muf man die
Goeffizienten p, q, r und v’ fo befiimmen, baf die Grofen m
und n in annunﬁnai\h Sakforen gerleat ywoerden Fonnen. De-
fambre hat in der Einleitung, mit welcher ev die trigonometri:
{then Zabellen von Borda bereichert hat, die Funftionen m und
n auf die Form gebradt:

m=—x3-}+px+q, n=x34px—q
und nimmt in Folge diefer Formen an:

m=—(x—a)(x—b)x-}a+bh)

n —=(x-t-a) (x+b) (x—a—1Db),
woraus folgt

p=—/(ab 4 a?-}-b?), q=—a?b ab?

8 Pl "1
1I.l I .nﬁ 2q 152 1_11_=10gm il lthn

ll'1~-|.'-l‘1--—"]pg3 ! 1\\) B n
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=10g(x—a)+log (x—b) + log (x-+a--b) — log (x~-a) ——log
(1—1—]1)-——100 (x—a—Db)==

nlgge( ‘-!”—P‘(_l_:! (\ iy ) "I‘h.)

eine ("3[E'ItI"'1Tu,, welche Den **uqmtf‘unuw ber Babl \—f—.w-{—b Bers
mitfel{t der 2 o‘]uurl)n en von  funf vorbergehenden Jabhlen erfens
nen [agt.

Man Fann verfdhicdene BVorausdfehungen in Beziehung auf
a und b madeny iy will mich nur mit devienigen befaffen,
wenn a—hb=1, welde gibt p=—3, q=2, und
2lopg(x—1)-+ ]0*-(&-}-”}—"10%’\-}-1)—10 (= ’)_'2 loge

(et

eine fehr einfache - Fovmel, welhe bent Log nnrl'mu'v ver Babl
x-+2 vermittelft derjenigen “M blog drel L\mewmun ,,umu:
liefert. Tch babe an andern Drfen (Complem. des Eiem. d’Alg.)
pen Gebrauch derjelben m\‘lqt, um .ml) bie Logarithmen der
Eleinften Prunjahlen zu erbalten, unbd Delambre hat in der jthon
angeflihrten Ginleitung  bemerft, daf man davaus einen nod)
toeit vortheilhaftern Gebrarch n.mI_\.u: fonne.  Diefe Formel, welche
man Borde verdanft, ift in fo fexn bemevfenswerth, ald fie die
Aufmertfambeit urtc geleitet hat auf alle ihr \:in‘.[Echul, die
man durchaud nidt ju fennen g‘cbim, l‘f‘] leich fich eine febr ahn:
liche in der Abhandlung uber die Fluenten L‘ ol "Li‘u[;
Tev findet, ecin Werf, das feit num al3 60 Jabren Dherouse
Fommen war.

&3 ift einfeudhtend, Daf, wemn man fiir m und o Funfs
tionen nimmt, bie den ovitten Givad iiberfieigen, man ju nodh
Fonvergentern Formeln gelangen fann, und daf die Iahl diefer
Sunttionen folgenden Bedingungen untevworfen ifi:

Bwei Sahlengleidhungen su finden, welde nur
in ibrvem lefhten Gliede verfdieden find, und deven
Wurzeln ganze und fommenfuvabele Sahlen find.

Diefed ift ber Gegenftand ber Unterfuchungen von f’avcrﬂ{*t‘-c,
weldye in dem Verjeichnif der Avbeiten der Afademic Ded3 Gard
(Departement) angegeben find, und von welchen Gergonne, ein
ausgezetchneter Profefjor zu Nismed mir dret fonderda we Nefultate
mitgetheilt hat, welche ich bier nach der Fovmel von Harpsd, der
ﬁ-l.‘-eﬂlll den vierten Grad bey sieht, einflechten will,  Diefe lestere
evhalt man, wenn man fefst

m =Xx?(x-—35) (x+35) == ae— Okt

n = (x—3)(x}3) (x—4) (x+4) =x*—25x2 4+ 144;
wovaus folgt




m—n 144 7
m-fn_ 2x*—50x*4144  x*—25x24-72'
2 logx+log(x—>5)4-log(x+5)—log(x—3)— 1

—log(x-}-3)—log(x—4)—log(x+4-4) j

92
= JOgC (\4:25\_‘_}_72"}" 1(.)
ein Ausdrud, welcher den Vogarithmusd von x45 vermittelft dex
Logarithmen von fech8 vorhergehenden Sablen [fiefert.

Die erfie Formel von Lavernede ift, obgleich blog vom viers
fen Grade, nod) ehwas fonvergenter, und enthalt nuv fechs Lo-
garithmen: fie fest voraus

m=x2(x-1-5)* = x*4+10x3}-25x2

n=(x—1)(x+2)(x+3)(x4}6) =x*+10x3-}25%2*—36,
und fubrt auf

m—n 36 18

Iﬁ—Trn- T E:{“;L'U{J.\.L}— 50%2—36 S v-;—_uiv-}-}}_\':-_— 18’
2log x1-2log(x+45)—log(x—1)—log(x+42)— 1

—log(x+43)—log(x4-6)f
18 \
=2loge{ ——— —— 20, |,
= (_X:‘—i—]{]x}-]—?.ﬁ};j—--'lS—i_ )
woraud man log (x4-6) herleiten Fann vermittelft der Logarith:
men von finf vorhergehenven Jahlen.
. Die weite Formel von Lavernéde folgt aud folgenden BVor-
ausfesungen:
m = (x-}2) (x-}-4) (x430) (x—7) (x—9)
—x°5— 125x3 4-3004x -}~ 5040,
n — (x—2) (x—4) (x—10) (x-}+7) (x-9)
=x%—125X34-3004x — 5040,
weldhe gebern,
m-—n 5040
m-=-n-~  xt—1 9;3);-‘-—[—30!]-i-x'
log (x+-2)+log (x~-4) -}-log (x-4-10) 4 log (x—7)
=+log (x—9)—log (x—2)—log (x—4) — log (x—10) =
~+log (x--7)—log (x+9) {

5040
2—lagelo, U wi )
2 (x5—1_2;3x3+3o4nx+"' ;
und den Logavithmus von (x4-10) vermittelft der Logarithmen
von 9 vorbergehenden Jabhlen,
Die dritte Fovmel it vom fechften Grade, und entfpricht




m=—x(x—7)* (x47)? =—x0—08x*42401x%,

n = (x—3) (x+3) (x—5) f\~f—.;) \4,&,.(\_}.5,
5 —98x*4-2401x*—14400,

toraud folgt

m—n I

mdn x6—98x44-2401x*— 7200’

2 logx -|- 2 log (x—7) - 2log (=47 }]
—log (x—3)—log (x+43) — log (x—5) )=
__10i'(\—[—J)-—lt)frf\-b)—— log (\'T'\“)

T200

—2loge ( 2
{_3 \ﬂ__ l]\-,\"'*—"-“.”\‘ + )

Diefe lestere Formel ift bemerfendwerth, in fo fern, alfa basd
erfte ®lied der Neihe, wenn bie 3ahl x efwad grof ift, von
einer folchen Kleinbeit wird, t‘a;‘; man  e8 nicht in Redhnung
au bringen braucht , bie Neihe aljo aufier 'met. [afjenn, und duvch
blofie Eh‘urwnul und Subtraftionen den Logarithmus vou (x4-8)
purch die Logarithmen ven 8 vorhergehenden Sahlen Dbefitmmen

7200
1 Denn der Brud) —— ol D2 G
fann. en e s T e
ift fleiner ald 0,00000001, wenn x =100,

und fletner ald 0,00000000000001, wenh x =1000,

9Bte fahnell indeffen auch dieje Hmmn"umq feyn moge, die
Analpften wmh n mr'1~*1c'~1', wenn ¢3 fich um Vevechnung von
Fabellen hanbdelte, eine nod) Lequemere auffinden, indem fie {idh
der Veethode der fucceffiven Diffevensen bedienten, wo:
pon im Ddritten Sheile dicjes Werfed bie Neve fepnn wivd

§. 33.

Unter den verfchiedenen bisher vorgebrachten Gnbwidelungen
fiir die Logarithmen findet fich 'w , weldhe nach ben Potenyen
per Zabl fortfchrettet; und man bhat wivklich feinen Ausdbruct von

ber Fovm:
—A +Bu- Co?*-Dus4-3.:

ber Grund 11. Ieitht eingufehen. IWemn u=o0, {0 wWird logu
dad negative Unendliche, Werth weder Nz borige Heibe,
nod) irqend eine andeve, Dbie mur vun'\e ‘“L‘nu)m Pon u ent:
halt, lefern fanny man umu eben fo wenig feen

logu— .-1+;-{— e -+ T-}—'r-"i ,

= 11 u- 28 %

weil cine foldhe Gniwidelung, da fie fir den Fall, baf v une




- B ==

endlich ift, einen endlichen MWevth hat, mit logn nicht tibereins
ftimmen fann. 8 it indefen moglid), eine Cntwidelung 3u
finben, welche obigen beiden Bevingungen Gentige leiftet; fie
fann ywar wiflich in fetnem Falle nm cine E‘qumm Weife den
IWerth von logu auddriden, aber da fie durd) ihre Form bes
merfendwerth iff, und ju intereffanten 2L1mqu;m ,wmmu oen
Toqunr mifthen= und Kreids Funitionen flithet, fo will ich fie nicht
mit Stilljdyweigen Ubergehen.

Man L\n.

ut  ul N s
103 (IJ[—u}::I\'I <ua 5 -- -3--— i -- TR zc.) '

1 Tt 1 1 1
lo 1-—5——): I\’I( e —r=e E.) H
g( ' n u Du“-l 3ul 411"+3U‘5 13
sieht man die zweite Neihe von der evften ab, fo finder man, da

log (1-{-— 1) —log (i-]-—u)—}og u,
i3 1
log(lv'r-u)——log( 1 1) =log u=NM ((u — - \; L (u?_- —1)
\ u u

Fu?—u~) 4Lt —u ) — JC.).

oberlogu==Ni {(ilu-u' -1)

Dbgleich die Art und Weife, wie wir jur Entwidelung von
loga (§. 25.) gelangt find, jebr ]umm 1&, und Nicstd su witn:
{dnu ju laffen fcheint, fo witd man vielleicht dennodh) gerne 11!‘,-:11,
wie die Um mmung, welthe uns big jebt ur Entmwictelung de
Funttionen r.e;ul‘u hat, uur die IUJGIIL)IHH\‘B Sunition in iu,
wendung gebracht werden fann.

Nach Dem im vorigen §. Gefagten miffen wir flir die Ent-
widelung bed i’“murnn'lr-a eine Fovrm annehmen, welde [nh
auf Nuil redugivt, wenn die jugehovige Sabl dev Cinbeit gleich
with: nun leiftet aber jebe ganze und rationale Funttion von
z—1 diejer Bedingung Gentige: man fann aljo feben:

logz=—A &7—])7«:\ (z—1)*+A,(z—1)* 4.
tm Dic RNeibe 3u vereinfachen, madien wiv z—1==x, alfo
z—1-4 x, und folglid ]rm(l-l—-_‘) ._AIJ x+ A x--A x3 .
Nimmt man, wie gewdhrlidh, an, baf x {id) in x4u perwan:

belt, o fommt

lon(i—l—x—ru)__.x\ (x+u) + A, (x+u)? 4 A, (x+u)® + 103
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aber indbem man L-4x=p fett, witd log (14 x4 u)=log
(p+u), und da p+u=p (l-}-;), fo bat man log (14-x-+u)

u ¢ o 0
= log,(l—i——)—{—logp, und, gemap ber Borausjesung
1}

u u u? u3
log (4 -)ZAI-- A A Sy
0:,(+P I'+ 21” JP‘_}—
alfo
u u? n3
log“—}-x—}—u)zlngp—}-ikl 1—]% a, —p-:—{- A, l-l.3.+:C.

Bergleicht man untereinander die beiben TWerthe von log
(1-4x+u) , welde iventifch feyn mitffen, roelches aud) dev T3erth
porr u fey, fo findet man, wenn man fich auf Dbetben Seiten
nur auf diejenigen Glieder befchvantt, welche die erjte Poteny
ponn u multipliziven,

A .-5-2:\.1x—{—l}.;\“x”-+:c.::A‘]’;
feat man ftatt p wicderum feinen Werth, fo fommt
(A, Jr-if;\_,x+<"’::\3x3 F ) (l+x)=A,,
Bollzicht man bdie angeseigte Multiplifation, und beftimmt ein:
seln die Goefjizienten einer jeben Pofeny von x, fo exhalt man

ALZ"A'I .AIZ;‘L[
A,
2A, 4+ A,=0 A, =—",
Ay
3A, +24,=0 woraud folgt { As= -3
1.9 1‘1
4‘\-1,'1"“&3:0 A‘z—ni_‘t
1. 1.

Sefultate, welche febr tbereinftimmend find mit den fdjon ges
funvenen, und bel welchen man fid) mevfen muf, daf vev erjte
Goeffigient A, unbeflimmt Dleibt, weil er Die Stelle des Mo-
dulus vertritt,

G35 bleidt noch ju beweifen fibrig, daf alle bie Gleichun-
gen, weldhe man aud  dev BWergleichung der mit u® und den
Hobern Potengen von u affisivten Giliever evhalten e, dens
tifch find. Su diefem Bebhufe nehme th bic Gleidhung
ln;_w‘{_'[-;—xj‘—n;.;:__.'-,_ 1(_-\‘“i"“)‘:"-¢1-c{“" du)2.. A, (xtu)r+-

Ay (o)l 1
ber, baf Der Goeffiztent von wr in e

Griwidelung der yweiten Seite diefer Gleidhung feyn wird:




B

n Q 1
Bt (o 1) A x SEDOHED 0 ey
(14+3) (1+2) (1)

Q : 3"_' = AH+3KS + EC-;
und nach dem vorhin aufgefundenen Gefesie hat man
(11+1) An+l —|—I];\IL:U
(11 i d) Au-}-2+(n'|' 1) Ay =0
2.

nA,

Apgyg=—— = —}—i

nA,

worausd folgt (Anta= =5

nA,,

11,1_!_3 —_— 1-1__1—_3_

2.

Gubftituirt man diefe Werthe, fo Fommt

A ([ —nx - fl_gjjm_l) Wolel E(II_I_(,I) (.n:{;g) x3 IC.)
) 2ai0

eine Neihe, weldhe nichts Anvered it ald bdie Entwidelung von

An (1430715 aber der Coeffizient von u in bie Gleichung

g u u u? u"
log (l—l—l—j):A i 1-}--}—1\: P_}—'r—.. "+J’L”i;“ =ac,
Atl _..\n

ift = :UE—\)—‘I:A“(I—Fx)*", ein Refultat, welhed mit
1=
dem vovigen identifch iff.

§. 35,

Wir find jehst im Stande, su beweifen, daf, wie wir
§. 16. angegeben haben, {elbft wenn bder Crponent n
itvational oder imaginar iff, die beiden erften Glieder der
Cntwidelung von (I4x)» immerhin 1 4 nx find.

Denn gefeht (I4-x)» ey entwidelt in die HNeibe 1+ Ax -+
3x2c,, und man macyt, der Abflrzung wegen, Ax - Bx2 41c.
=px, fo witd log ((14-x)7) =log (1=-px) feyn; aber log
(A +x)") =nlog (1 4x): alfo log (1 4+ px)=nlog (1+4-x),

1‘\

oder entwickelt

-

|

-~

PEXT I X3

nx? nx3
pxst !

Dk N T T TR
und da bdiefe Gleichung unabhingig von x fattiinden mud, fo
erhalt man, indem fiiv p fein Werth gefest wird, und man fich




AR e

plos auf bie mit Der erfien Pofeny von X behafteten Glieber
befchranft, A=n.

3 ift leidht su erfebert, Daf biefe Demonftration durchausd
unabhangig von ber Natur der Jahl n ift, und bdaf fie Feinen
feblerhaften Kreid{hluf in fidh erh&lt, wenn man fich evinnert,
paf wiv in der Anfjuchung. der GEntwidelung vor log (14x)
nur auf gange Potenzen bes Binoms geftofen find,

§. 36,

Dic Betrachtung der Grenzen fithrt ebenfalld fehr gut au
ber Gntwidelung der Erponential + und logarithmifchen Funks
tionen : diefes will iy jekt zeigen, und mit legtern beginnen.

Die elementarfie Methode jur Bevechnung der Logarithmen
Befteht in Der Audzichung einer MWurzel aus dev Bafid von einent
febr hohen Grade, und die, da fie febr nabe der Einbeit fommt,
den Erponenten einev Suotientenprogreffion bilvet, deren Glieder
in binlénglich Eleinen Differenzen wadhjen, um baraus, wenigz
ftens auf eine binveichend anndbhenve Weife, die Jabhl ju bes
fiimmen , Deven Logarithmus man fudht.  Diefe 3abl ijt alsbann
burdy eine Brudypoteny ver Bafis audgedritcft, und der Crypo:
nent diefer Voteny it der gefuchte fogarithmus,  Um mit Sidher=
beit die Formel ved Binoms sur Uusyichung der Wursel aus
per Bajis gebrauchen zu Eomnen, mup man annehmen, daf
diefe Bafis weniy verjchieden von der Ginbeit ift, welches tmmer
erlaubt iff, weil, wenn man die Logarithmen in einem beftimms
ten Spfteme fennt, bdiefelben in jedem andern leicht gefunben
werden fonnen. (Elém. & Algebre.)

G3 fey alfo 145 diefe Bafis, fo ift

1/1 1/1
Ly AR LE)(G-2)
A 5y MOAD e am m i
(]+J'J)’11——1+m.'1+ T o 2 3 g .,

eine Neibe, die {mmer Fonvergent ift, wenn m>1 und #]1
@. 9.) Sdreibt man fie folgender Mafen:

T s N i -
L Sy

3 23 i Y et e e
m 2 bl 250

fo ficht man, dafi
- k
(A= =1+=,

190 k ‘oic' Reihe swifhen den Parentheien Degeichnet, und Deven
Grenge fie einen unendlichen Werth von m (§. 13.) iff.




ﬁm{:’)'{_q_’_

Beyeichnet man nun, nad) diefer Feftfehung, mit a ir;cub eine
Jabl, mit A ihren Logavithmus, und fest man A— , o exhalt
man hievaus fin’s Grjte

L k\»n
ﬂ:(l—f—"’)‘)"‘&:(l—i—ﬁ)m:(l +]_n) ’
ferter

1 1 1
-} = _ = :
1+ --—1“ i"—-au—i, Gbﬂ.‘ké:'lﬂ-—i, weil m==":
m n A
1
man ethalt aljo A:lr_' (a“—- 1); und wenn man a=1 4 u

fefst, und (1+u)“ mittelft Der binomifchen Fovrmel entwictelt, fo

eebalt man;
1 1 i
Lt = L )
I n 1
1 (m 1)11 (_1>_( s
= L T 3 b

1 1 ) S
(_""i)( —2)(;—9) s m) :

1
(1+u)“—13

wovaus folgt

Az;.(u_ﬁ_i" D (1=hH(-)

=i el 3
5] u +_“_'_'¢) Dot R . Sl
P4

Gl ) )

Je grofier man aber m nimmt, defto grifer muf audh n ges

1

s -, . 2
nommen werden, yeil A, weldhed — iff, daffelbe bleibt, o fange
m

a wnd A fidy nicht anbern; die Grenze ded Wachsthums von n
entfpricht alio der Des ?.:admthum:’% von m, und bet diefem lef

02

fern. Umiftanbe 1ﬁuaut fich B quf die Reibe £ — f‘— <+ 1., Die

ich, Der Ab fm,u.tq wegen, mit K begeichne. ec&t man nun
n ynendlich grof, fo fommt

{ nEhen3 ek \
J‘\——i'f (ll— :-3 + 3—-— '4— “}“IC-}.




Dies 1t der Anddruct bed Logarithmus von a ober von
(1+u), befreit von den willElihrlichen Jablen m 11}_1b n: er bes
3ieht jich nur noch auf dad ©yjiem, Ddejien Bafis 1+ 4 1it3
abor fir irgend eine Bajid « wird ver gefuchte Logarithmus

LAl ? 3 i t
feyn I:; (Elém. &' Alg.), w0 L bad jum erffen Syjteme gehbs
vige fpesielle Symbol begeichnet: man fat alfo im poeiten Sy:

; 1 i S
fleme, indem mMaN wp — M {efst,
I

u?  ud ut
log (141) =M (u—— ~Ar A +1C.) .

ein Nefultat, welched benjenigen fonjovm iff, dad wiv auf einem
gany anbern Aege gefunven habert.
Die umgekehrte Aufgabe, bei ywelcher 3 fich darum handelf,
pie 3ahl durd ithren Logarithmus ausubriicen , wird aufgelopt,
1

- 'y " 11 ey 3 +
wenn man die Gleichung A= K (u“—-—l) umfehrt, welches
(L

ToAND s, A : :
gibt a :-(I_ Sk ) . Gntwidelt man die angeseigte Poteny, fo
n

findet man
KA  n(a—1)K2A? n(n—1)(n—2) K3A3
ﬁ:l—}-’*;--'{"— = “ _*'—l-'——“‘—'?”&—ua -f—'—+?C.;

pimmt man die jum TWachsthume von n gehdvige Grenge, d. b.
nimmt man an, Ddaf jeded vev Provufte n, n(—1), n (n—1)
(n—2), u. fich auj fein erftes Glied n?, u?, ¢, reduzire, und
perwandelt B in I, o erhalt man
KA B K2A2 , KA KAl
a—=14+-——+—-—5"T7 953 —— =10
AR e K {237 1.2.3. U

2in2

; - o o r : A
gReil aber in Hem Syfteme, Dejjen Bafis e if, loga=q1—,

3 ’ v loga .
fo folat, daf A=Le.loga, REA — 1 L{z.logaz---l\_1 -, well

1
A

RNeibe, fo fommt

o 1£s;ﬂ 1 (loga)\* 1 log a\?® 1
a“1+( M )+TI:E(_I\-F) +1‘.::_.3('1\-I*) g g X

loga\*
('—1\‘1—) -+ ¢,

fest man diefen Werth von KA in die vorige

vwie in §. 28.

e

T —
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Um M 3u beftimmen, reicht o8 hin, die 3abl 3 ermitteln,
deren Logarithmus M ift. Deseichnet man fie mit e, und macht
a=e, lopa=loge=M, fo exhalt man

g 1
A
T e s mrg e

eben fo wie in §. 22.

Cndlich fann men von der Cntwidelung von a 3 Der pon
a* ubergehen, wenn man fir loga ben Logarithmus von ax
1ebt, weldher x loga ift; nian evhalt alébann, gerade wte

Q. 22,
/ loga\ x loga\? x? (]ngn>3 x3
Xty et & Sl Py s T sl =) ek *
£ -1+(loge)1+(mgc) 1,2+ loge 1.3.3+K' ).

*) G¢ it vieleidht nicht ungwedmafiig, in einem Werke gegentartiger
Act dagienige ju cvbliven, was Gotes darunter verftand, wenn er
bi¢ Logavithmen das Maaf der Crponenten oder der Ver:
halrniffe nannte, eine Venennung, auf weldhe man nod mitunter
in englijthen Werfen fréfe, Sie ijt hergeleitet aus einem Spradges
brauthe ber alten Geometer, weldie bas Provute eines BVerhalenifjes,
weldhes einz oder mehrere Mal mit fich felbft multiplijict wicd, dop-
peltes Werhaltnif, dreifaches Be vhaltnif, . nannten,
und auf diefe Weife durch den Grponenten deg cinfachen Werhaletnified
diefe Art sufammengefester Verhltnifie mafen. Hat man namlid
vavauf Acdyt, daf ivgend eine’ 3ahl nichts Anvers iit, als bas BVer:
baltnif ;wifihen ber Guifie, die fie ausbrdctt, und der Ginheit, fo

) LR 3 A0 g i T
gexlegt die Gileithung ;1:(1 -+ —) die Babl a, oder das Werhdltnif
1.
K
14

a, 4 H s g Iy = 3
e efne Angabl von n Verhdltniffen, deven icves — 2 ift. Flceine
1 LA, ) | ’ 1
0 i A0 : T K \n’
andere Zahl 2’ hatte man auf biefelbe Weife a’ = (1 + - 3 Das
In

olsaall (g e K~n'—n 3
DBerhaltnip 5 wurde ausgedrlictt durd (1 -+ “) , und alfo pers
I
K

II'I‘
und n’—n begelhnen alfo den refpeftiven Grad ber Multiplitation
i '}
3 e ke LA . .
ber L‘e.cr],:a[t-mnc-]—, Sah aber ba A, A’ und A'—A bie Logarith-

lichen mit dem einfachen Werhaltniffe 14 Die Crponenten n, n'
g ’

i
T a ¥
men der Sablen a, af und = begeichnen, fo hat man
a

7
n n

A=—, Al= -, AN — A —
m m

n’—n
m ¥
blefe Logarithmen find alfo propovtional ben 3ablen n, n’, n'—n,
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Kreig=Funftionen,
RUESTe

Die Srigonometrie hat uns eine Art Funbtionen fermen ges
{ehet, welche nicht weniger bedeutungdooll find, als diejenigen,
womit wic und fo eben befehaftigt habens vies {ind die Sinus
wnd Gofinus ber Kreisbogen. Jch werde Jebt eigen, AR man
fie nicht nue in Neiben entwideln, fonden [ogav ihre bedeu=
tendften GigenthliimlichEeiten auffinden fann, indem man von den
Formeln ausgeht, bie faft in allen Glementarbuchern jur Q?-L
vehnung der Stnus und Cofinus ber Summe und der Diffe:
reny aeier Bogen enthalten {ind.

S beginne mif der Aufjuchung ded cos x, und idy nehme
an, daf x in x4 u und in X—1 tubergebts dle angefubrten
Kormeln geben in Ddiefen beiden Fallen s

cos (x4-1) =cos X cos u — sinx sinu *)

weldhe die tefpeftiven Guabe ber SMultiplifation der Berhdliniffe

Rial

a5, L qusdriden.
j ER: A
Qimmt man 3 B. dle gewdhnlichen Logarithmen ber Zahlen 2 und
3, fo jinbet man
n 3010300 n' 4771213
m 100000007 m 10000000’
woraus fid) ergibt

0 [ {3 LS __) 3010300 3 )_"""I'B'T' 577121%
2__ [ (10)FeP0o0T0 2 (o THo00600
1 (( ) r 1 ( ) -

A =i st LR -3 » o
Mit dem Berhaltniffe (10)TOU0U09T werden alfo die jufammengefes=
Bt AU s 3 ¥ T ; ; .
ten Berhaltniffe = und - verglidjen, ©ie {ind biermit nur annabes
1
rungsweife gemeflen, denn wie wenig auch die Sabhl (10)ToooTooD
von der Ginheit verfhicven iff, fo exiftivt doch immer ein Jutervall
swifhen  jeber ihrer verfhicdenen Potengens aber bdiefes JInfervall
witd ohne Aufhoven Eleiner, je grofer der Srad der aus der Bajis
andgezogenen LWuvzel, Do h. die 3abl m, witd; und mithin fiimmt
g A b P !
die Grenge der allgemeinen Gleidhung a= (1 + ) vollfommen mit
m
pem buvch bie Sahl K’ chavaktevifivien Cogavithmenfyfieme dbevein.
‘ i 1 i \
Dev umgefehree Werth Kt oder M, toitd von €otes dev Modu=
[av=Crponent genannf,
*) In Alem nun Folgenden nehme ich den Rabdine gleldh der Cinbeit
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cos (x—u) = cos x cos u -4 sin x sin u.
Adbivt man diefe beiden Gleichungen, fo Fommt
c08 (x4-u) 4 cos (x—u) == 2 cos x cos u,
€3 fep nun
cosx=—A_ +A x4+A x2}A 3+ A x* 10,
fo bat man cosu=—=A_ +A u4 A v} A 4+ A nt4ac
cos (x+u)=—A,+ A, (x+u) + A, (x+u)* 4 A, (x4u)?
A, (xFu)t .
cosi(x—u)—=A F A, (x—u)4+ A, (x—u)?—-A,(x—u)d -}
A, (x—u)*-1c,
Gefit man diefe Reihen in die Gleichung
C0S (X{au} —-cos {x——u) =2 cos:xcos 1,

eraden Potenzen von u

fo werben alle Glieder, welde mit ung
bebaftet find, in bex Entwidelung der erjien Seite verfdhwinden
e ift alfo unndthig, fie in bie zweite Seite aufunehmen, und
folglich fann man, obne ber Allgemeinheit der gemachten Vovs
ausjetungen ju fchaden, A , A,, A,, . gleadh Jull feien,
woourch fich ver Ausvrud flir cosx fo verwanvelt, daf er nur
gerade Dotenzen von x entholt: . €5 folgt bieraus, baf cosx
fich nicht andert, wenn man — x flatt x {dhreibt; tbrigens i
oiefes aud) letcht a prior yu exfennen, 1) vurch die Gleichungen,
tovon wir ausgegangen find, wr weldhen cos u berfelbe bleibt,
obgleich ber Wogen w in der evffen pojitiv, in der yweiten negas
tiv ifts 2) wenn man Ridjidht davauf nimmt, daf der Cofinus
eined Bogens {ich nicht andert, man mag diejen Bogen oberhald
oder 1nterhalb ded Diameters nehmen,

9Ran exbalt alfo

cOs X —A A, x? —+A, x* JA, x8 1.

oS U =A,+A,u? A, vt A ub 10,

cosi(x4u)=A +A, ) HA, Gefu)t- A (x-u)b4a.

cos{x—u)=A (,+_A2(x—11)2 +A L —u) A L (x—u)®4-2,
und bdie (Bleichung cos (x4-u) -+ cos (x—u) =2 cos x cos u liefert,
wenn man beide Seiten duvd)y 2 dividirt

an: wollte man “{hm ciden andevrn Werth geben, fo mwirde e8 hin:
veidyen, beojenigen Budjjtaben eingufiihren, weldher ihn beseidhnet,
und jwav auf bie Weife, daf man die {n der erften Annabme gefuns
denen Formeln homogen madyt,
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T As &

—1
At OA i 16A gt PO At

+ At F15AuERI L e e et —}-ft.s

S ARG e L el

oHALA, XA A, x* +A, A xE A AR -}-1¢.
A A AL A U b ALA  utx _[_ AL AL X2
-{—A,*Aon -]—’\,l.,'ljl S e e Ly 2 0 iy 71 7R
A LA G e e e mRIG

A A Axt + At Faat Ars +!€.l

Bergleicht man die Glicder, weldye mit benfelben S}.\L\tcmm pon
x und u behaftet find, fo I}‘. man fin's (_ rfte A,=A,? ober
A e—EiEern 5"‘&1!!), welcher die erffe Beile Der mte:t Seite

1bu.h1ti; mmbt mit der erften Der yweiten Seites geht man nun
au Den gweifen ;iicihu, fo finbet man

AL —_J\z \ fAuzA,z
E 2A,2
6A,=A,A, A"::.d. B
154, =A,A UE R )
£ - >mumu§ folgt AT e
B,
n[u-—i)Au#A il 7 L A2
£ / Y ST TR

Alle Goeffizienten find nun beftimmt, mit Ausnahme von A, , und
ben (»hubungm weldje aus der ﬂjet.umbun. Der andern Jeilen
rvefultiven, wird Gentige geleiftet durch die vorhergehenden LWerthe.
Man fann namlich dem Ausvrude ded Coeffizienten A, folgende
Form geben

n n

22 A2
b s
inbem man feinen Babler und Nenner mit 2 multiplizivt; und
bievaus leitet man leicht hev:

m--n m-n

A=

A 2.8 Ase
i (2 TR 111+n)
mf{— 111-:-1:1.
(. 2 A 2
Am An:

2.3, ..m><2.3...n
aber bad Produft umx» hat, da ed einen Theil der Entrwicdelung
von (x4u)=+2 quf der erften Seite audmadyt, gum Coeffizienten




M SRl

(m4-n) (m4-n—1)..... (111—[—1)A
i e T
ober, wenn man fir App,, feinen Werth feat, und die gemeins
{dyaftlichen Faktoven im Jahler und Nenner gegen einander aufhebt,
0 m-n
25 AT T2
die 2 3 i, sl 9L SR R
ein Nefultat, weldyed genau derfelbe Wertl ift, ben wiv weiter oben
fiv Am An, den Goeffijienten von wnx® auf ber goeiten Seite,
gefunben haben.
€3 ift alfo nun ftrenge bewiejen, dafi
LJA‘-_‘z 9941'\':7\--1 23 A 346

1.0 V1. 5.6.4 T .. 5.

m=F1 g

cosx=1 -}

§. 38.

Man fann auf eine dbhnliche Weife den Ansorud des Sinus

finden; benn zieht man die Gleichungen

608 (x--1) ==cos X cosu — sin x sinu

€o§ (X—1) = ¢0s X cos u-- sin x sinu
von einander ab, fo erhdlt man

€08 (X—-u) —cos(x—1u) == — 2 sinx sin u,
Sefsit man ftatt cos(x+u) und cos (x—u) die im borigen §. Der:
geleiteten Werthe, fo fieht man, bafy alle Glieder, welche mit
geraden Potenzen von u bebaftet find, fich wedhfelfeitiq vernich-
fen. @8 folgt blerau8, dafi fie in den Ausdruct fiv den Sinus
nid)t eingeben fonmen; und man erferint bdiefes librigens auch
aud anvern Griinden, weil der Sinus bdas Setchen andert ohne
feinen Werth ju andern, wenn man den namlichen Bogen ne:
gatio nimmt, b. h. auf der andern Seite deg Diameters, eine
GigenthlimlichEeit, welche nur den ungeraven Potenzen angehos
ren fann.

Man Lann alfo fehen

sinx=B x4+ B,x*+B.x*+B_x"41.

sinu=—DB u+4 B u 4B B u? 4,3
mit Hulfe diefer Werthe, und der Reduftionen, bdie fich von
felbft darbieten, wird bie Gleichung

cos (x+4-u) — cos (x—u) == — 2 sin x sinu
fich vevwanbeln in
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2A,ux4-4A ux34 6Auxt 4-,,...

4 A, wx420A 033, |

-+ GA uSx + ,

BB ux+B,B,ux*4+B B, uxs

~+ n A uxn—14 !t.l
e ~ it
S b —f—:c.!

+"'+ﬂ I Bu——l“-‘;”ﬁl_i"lf-
£ +B,B wix+4-B B uix* 4. B B, sutxv—34q,

I S i D e RN T
Die erfte Seile der erfien Seite, Glied fitv Glied verglichen mit
der joeiten Seite, gibt
. o,
BIB! — -)"\-3 Bl —_— _Bj
BB, =——14A, B, :Ag]_:j
- i
3 ol 3 A
BB, =——06A, und folglid <]35 oA
BI
5 nA,
BB, 1=—nA, ey — -_l)_ .

i e

1....0...1:\/&[.1-'.."..

\

ol

\c thuf"lm'

und auf dev jweiten Seite wird e8 mul tiplizict feyn mit—B,, B,

(“l_i- ;) (”+Iji\m-'~l '\n—' 1

p ] ]
] I. 1

fest man fi

) "sl'lll—'if Au-‘—]

und B, ihre Werthe, uud hebt die bem m{) et und enner ge:
meinjdaftlichen Faktoven gegen einander auf, fo findet man aber:

mals, fo wie yeiter oben,

m=-n i_n-{—_r_!
D2 A 2
-i.‘.’_ i 05 L b S
N s 2A,x%  4A,x® 6A.xS
Man erhalt alfo sin x = — o —— = 1o
B, ; B,

ber Qoeffizient B

flummt wird,
Sebt man uutl A,

dem vorigen §., o f :Ilul‘ man

A

P s i R

i

burcd) die Gleihung B, B, + 24, —0 be-

bre JGerthe in A, aqud

(=3
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} 2A,x  9%A.ax? 237, 3x8
Bl X =— e — — e — - —
R e R R R DN 5 R,
q#k 4‘(7

—_— — 203
TIRDAR . 1 516 ,.B 2

- B,
und wenn man fiic A, {einen Werth ——— fcﬂt o fommt, nad
ben Medubtionen
sinx=—DB, x— 4

.ISXS BITI'} +
— .,
JBd. 5T LA BBl 64T

§. 389.

Hier nun fehn wiv und, gevade wie bei den Grponentional:
EEunFtionm, burch die Beftimmung ed erfien @L\tﬁi,imfm ges
hemmt ; denn wenn B, befannt iff, {o uI,uII man ben 2Lerth von
A, unp lIIitJttt . ﬁmm, wenn man die fir cosx gefunbene
Steibe }.\ILIH fo fieht man, baf fie den Mabdiud tbertrifft, wasd
beim Kreffe nicht fatt finden Fanns man wird alfo zu Dex Bers
muthung gefithet, daf A, eine negative Grdfie feyn miffe, und
swar um fo mehr, weil der aus der Gleich ung B 2424, =0
hergelettete Qi‘mt[; won B, fo lange imaginar in;n wird , al3
A, yofitiv ift. Diefe k)a.a}wmiqmlm werden burdh bie é:nuim:
mlmg bon B aufgeflart werden, und twiv werden in der Folge
Gelegenheit l)nbcit, su eigen, daf fie davin ihren Grund haben,
weil die Gleichungen, von weldhen wiv jur Hevleitung -der Ent:
wuhhchn pont cosx und sinx Gebrauch q'::lmfht haben, Cigen-
thumlichteiten qusbrucfen, weld)e bdem SKreife und der Hyperbel
gemeinfchafelich find.

Archimedes hat guerft gezeigt, daf die Peripherie cined Rrei-
fes fleiner {ff alé Der Umring eS8 umgefdyriebenen Polygons,
und grofer als der bded cinquﬁl)1id‘cmu Polpgond von einer
gleichen 2[11,(:[)1 von Seiten; 8 folgt hievaus, daf ein Kreigbo:
gen alleit tletner ift ald al8 feine flthHL\lIlt‘uHL[)e L an:
gente, und grofer al3 fein Sinud; aber man weiff, daf

2 sinx sin X

Sl S s =) ST
T s
i’ 1—sinx

man bat alfo )T ——m; i
1—sinx
sin x <.‘:.

Um sin x in dev erflen ber obigen Nelationen ausyu:

buitcfen, multiplizive man beibe Seiten mit R B i




R 7 R

e T - . b
fommt sinx>x1' 1—sinx , und wenn man beidbe Seiten i3
Suadrat erhebt, siu}\'“:_:x‘*(lésinz{_); abbivt man beiderfeits
x2sinx , fo exhalt man (14-x2) sinx > x?3 bividirt man burd
1-4x2, und zieht dic Quadratiwvurzel aud beiden Seiten, fo

Fommt sinx > ——— i

X ¥ . o
Gnhwicelt man Vi vermittelft der binomifchen Formel,
1--x%

%30
4.6 x8--3c. |5 €8 muf
alfo, nach dem Vorigen, wennn man diefe Rei

T T M3

{o exhalt man x (‘[—g X"{"o_.;' Xt — 3
eihe bon dem LWerthe

von sinx abgieht, das Refultat

B 32 B Tl ol
x((Bl— s F oy — ) —(—x+ay x’*—-zc.)),

eine pofitive Gvofe feyn. Weil aber sin x<x fo muf auch die
2 32 St

Differeny x (l — (B, —rf')—ﬁ}f}f,‘ﬂ—r}?)‘- ;-—4 — 12c.) ) vofitio {eyn;
B S As | Lt

nun fdnnen aber bdiefe beiden Wedingungen in allen Fallén nicht

evfullt werden, e8 fey Denn vaf B, =1. Denn man fann dem

x immer einen hinlanglich fleinen IBertl [l}ciivgtn, dafi bad erfte

1.3

SRS : i
Slied einer jeden der NMeihen 1 — x4 2—-4-:&"——:&
B B, 3x2 B,*x*
T O

die Summe aller fibrigen Glieder fbertrifft, und daf diefe Sums
me Eleiner wird, al3 ivgend eine gegebene nodh fo Fleine Grofe,
wetl dev Erponent des Werhaltnifjes der aufeinander folgenden
Glieder immer abnimmt (§. 9.): man fann aljp die evfte Reibe
burch 1—d, unb die yweite durdh) B, —d" beeichnens wo d und
0" beliebig Fleine Grdfien beseichnen ; und qemdf den oben anges
B —140—¢) . .
R ! ; LB ey j beibe
poritiy feyn.  Gefest nun, man habe B, =14 d, fo werden
" i A (1—}-(}‘—0’ i )
bte vovigen Ausdride __ 40 }; aber 0 und &’ fonnen fmmer
fIs{inrtrgmommm werden ald d:'_mm pem Beichen dicfer Grofe
alfo hangt dad ber betrachteten Differenzen ab, und folglich wird,
wenn die erfte pofitiv ift, die jiveite negafiv feyn, was mit dem
Wefen der Frage nicht ubereinftimmnt.

B, wird cben fo wenig nicht untev der Ginbeit legens
denn wenn man hatte B, =1 —d, fo wiwde d fn dex erflen

iy

gebenen Bedingungen, miffen dic Werthe
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Sormel negativ, in der jweiten mﬁtiu, und tndem man bet ber
nanmnrtqul ‘-‘lu~1u1t‘\u111113 eben fo fchlieft, wic in ben wori:
gen, o fanbe man abermald jwei ‘}u‘iulrnu mit verfchiedenen
Seidhens da nun aber diefer UWmitand nidht ftatt finden Fann, fo
nmf; man davaus {chliefen, baf B, webder gudfer noch Eleiner

A.Jc.‘:; o

al 1 feyn fann, und folglich muf B, =1 feyn.
Weil nun 'P1 = 1 jo findet man, nady der Gleichung
B B, -1—,.Ah =—4, und hleraus
SR X xS X
xS T Gp 38 1.0.3 1 500k

! x? s S x7
SMX—X-— — i

1 40 VB U Y e U T I

Diefes {ind die Ausdriicke De8 Sinus und Sofinus, cntmlﬂmr nad

ben Potenzen ded qugcna- tdh werde weiter unten zeigen, wie
man davaus den Werth bes Bogens feldft hevleiten Eann.

+ (8

§. 40.

Dic Betradptungen, welde und jur )L]l[l'l'!llll ng von B,
_}t‘bitlit[)al‘ut, [‘L](’.)lﬂllil.!l ich nicht blos auf die Ausoriicke, zmt
weldben wiv und im vorigen §. befchaftigt haben; man Fann
daraus ein au_]rnuinv’% Prin i Derleiten, weldyes durdh feine
Anwendungen auf bu rvl)wuc per Curven und auf die Mecdyanif
febr beadhtensiwerth i

Solgended ift d “\tc 'lfu%]'ﬂp biefes Pringips:
€5 feyen folgende drei Ausddriicke

A +Bx +Cx* J~Dx?

A" +B'x + Cx? -D’x3 41,

A" 4 B"x 4+ C"x? 4 D"'x3 410,
pont Der Befdaffenhett, daf dic Werthe ded 3weis
fen immer zwijdhen den IWerthen Ded erflen und
Dritten liegen: wenn nun diefe beiden lestern Aus:
driucte dDafjelbe exfie Gliedb baben, fo wird e3 noth:
wendig Dem ded zweiten Auddrucds gleich feyny d. b
wenn A=A", fo Fann man daveaud {dhliefen, daf
A:_i(\’.

Um ben Sak su beweifen, nehme man fiir x einen folchen
Werth an, der gecignet ift, die Summe aller nachy den erften
folgenben {\‘uicm in jeder Der vorhergehenden Reiben ju einer
qe.;.bcmu Kleinbeit zu bringen, und in diefem Juftande fielle
man fie vor durd
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A 40
Al 0 )
fx‘!-—l-— 5)’
sieht man ben evften von dem soeiferr, und diefen o dem
britten ab, fo erbdlt man
\. H—xi _'( —()1
AT A =d"—
Refultate, welche nady der Ausfage Ded8 Safed beide pojitiv
feyn miiffen, « Selt man aber A” = A, und madyt nad) eins
anoer

A'=A -+ d)

A=A —df
fo wird fich, wic im Borigen, ergebenn, daf, fo lange d nidt
Null lj'f, die Werthe der obigen Formel verfchiedene Jeichen
haben: e8 muf aljp A'—A fenn. .

Die Begriffe, welche wiv von den Grengen gegeben haben
(§§. 11. und 14.), machen ebenfalls diefe *’Bdmnprnng fehr ein=
feuchtend, und farzen den Beweid efivad abj denn nimmt man
das Verhaltniff zwifcher dev erffen und britten Reihe, fo findet

mar
A +Bx 4 Cx* 4Dx3® 4.
A’ 4+ B'x 4+ C"x* 4+ D"x3 41,/ :

; e 2 ) o SR
ein Brudh, deffen Grenze A ift, und diefe wird 1, wenn A=A".

;Ji'l}m: da ‘m'_c 3weife Reihe immer enthalten it swifchen bdiefen
betden, welche obne Aufhoren zu der Gileichheit [treben, wenn
A=A", und x fortwabrend abnimmt, fo muf fie wh obue
_(.S‘nt*-c Dey eittet und Dder .andern ll.tl)thI Eounen, eben fo wie
threr m“ncl_nh.ﬁﬂn[l hen Grenge. €5 folgt hieraud, vaf die Ver:
baltnifje Ddiefer drel eihen, je }mu und gwei verglichen, obue
Aufhoven zu dev Einbeit ftreben 5 dividivt man nun die gweite
purdh die cxfte, fo exhalt man

A—}—’i\—j—( x?2 +D\J~f—'c

A +Bx + Cx>} Dx> .’

’

R e =

e —

oA L
wobon bie Grenge ift AL el —=1 ober A’ = A,

S e e S




BVesiehungen

goifden den Kreisfunftionen und den Erponential = oder
logarithmijchen Funktionen,

§. 4.

Die Kreidfunftionen haben zu den Crponential- und loge:
rithmifhen Funttionen ywar nuv wein analytifhe Beziehungen,
aber Diefe find um fo interefjanter, weil man davaus mit qrofer
Leidhtigheit die fonderbarfen und widhtigfien EigenthiimlichEeiten
ber Sinud und Cojinud herleitet, Diefe Begiebungen bieten fich
fo 3u fagen von felbft dbar, wenn man bdie Jtethen wieder auf
greift, welde ex, sinx und cosx qusdritcen.
 Otellt man bdiefe Cntwidelungen nimlich, wie folgt, ju-
fammen :

i ¥ %% x5 x6
ex—1-1 —TiesstTimsasst+Tr——tF———— .
tit et iastiesatiosastiosasst™
x* - g x8
cosx—1 ——— — i — e
1.2 +1.:.o'.--.'- 1.2.5.-%.:).(}_!
X x3 x8
sinx— - —_—— T —1.
1 1.2.3 12345

lieber Der beident lefiten Neibhen zufams
men genommen cinevlel {ind, bi§ auf die Jeichen, mit den ent:
fprechenden dev erften NMeibe; fubflituivt man aber in diefer
X} =1 flatt x,

(R =—x°

fo ethdlt man, weil {7 —1)*=+x*
T —1) === —1
1.
L gp=— 2 [er =T 317 q 4 5 =T
XF e XY R &Y Xt wY g
R W S o B TR L T T e

und wenn man auf der zweiten Seite bie reellen Glieder von
ben imaginaven frennt, fo wird diefe Gleichung
%2

X
PTG 2 Tl

XV =
e l:i —

X X X ),._,
+(’i“1 T3 2s.a,5 0

s )
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in welher man die Cniwidclungen von cos X und sinx wieber
finbet s 8 folgt alfo

e V=1 =—cos X + Tr.._j sin x.
SMan Eonnte eben fo — 2} —1 ftatt x in e fubftituirens biefes
fame fiberein mit der Verwandlung ded Reichend von Y —1, in
bem obigen Ausvrude, und gabe

Pl = Y e
By — oS X — }-/'_1 sinX.

gRenn man nun die beiden lefitem Gleidyungen abdivt; fo
erhalt man

R4 oo e I ey 7
e —c V=1 5L (o Crt
GXV.—I +e & —2cosx, aljd cosX—- ~—_I;——,
sieht man pie amweife von der erften ab, fo fommt

eX V3__e—x K=

xVF—1 —x VT Sl o o
€ ee '=2] —1sinx, alfo sinX=1r———7—=—"Ts
21 —

@3 wiwbe leidht feyn, Die {jietiiiuhtn Ausdrincfe fur die andern
trigonometrijchen Lunien 3u finben.  Tan erhiclte den fiur tegx,
3 5. wenn man - flatt sinx und cosx ihven TWerth in die Gleis

chung tg x— 228 npftituivte; 8 Fame alSdann
0, cOBX, | i
¥ ] —xF 1
! 1 S TS e
SO T (At S SR
=) e Wl e SR
¥V —t \t‘.“' 1+ e b o |

ober wenn man Sahler und Nenner dev Fweiten Seite mit X1

muitiplizivte,

Car

Die Art und TWeife, auf weldhe wiv eben die Ausdricke
bes Sinus und bed Cofinus in imagindren Grponentialgvopen
erhalten haben, vereinigt mit threr Ginfachheit den Borthetl, den
wahren Sinn biefer Fovmeln su jeigen: f{ie jeigf, Dap eS nur
rein algebratjche Symbole find, vermittelft weldher man in dev
Kitvze eine Folge von Operationen ausdridt, oder eine auszu
fihrende Entwidelung, um ju dev pes Sinud und Cofinus zu
gelangen, und nidht einen wabren TWertl, indem die Gligoer
c’e‘“ Loy eF ! nidhts ald Ausbriicke find, weldhe ihven Mue
flem ex und e~ analog gebildet find, burd) Subfiitution von
x 71 flw x, und weldye, da fie anund fite fic) fetnen Werth
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haben, nur vevmittelft ihrer Cntwidelung aufgefafit und diber-
tragen werden fonnen.

Das eben Gefagte enthdlt, wie mic fdeint, bdie einyige
Gitlarung, die man davon geben fann: man erficht davaus,
was man unter Pofenzen 3u verfieben Hat, deven Gryonent tma:
ginav ift. €8 i nicdht méglich, fie ju erfldre , weber durch
fuccefiive Multiplifationen, wie bie gangen Potengen , nodh duvd)
eine-Gombination von Multiplifationen, Lurgelauszichungen odey
Divifionen, wie die gebrochenen und negativen Potemzen; fon:
bern allein duvch bas, was die allgemeine &‘n:wir‘r‘c[:mg von
(L+x)™ witd, wenn man darin ftatt m ein imeginaves Sym:
bol febt. Diefe Crzeugung bewabrt audy  der vorgegebenen
sunftion thre Grundeigenthiimlicheit, ndmiich vaf

(f___}_x)u;(1,][_3:.‘)“:(]_*_3;)1“-,’—11;
weil diefe Gigenthiimiicheit in ber Entwidelung Statt hat, was
auch die Symbole m und n feyn mogen, fobald man A=—m
nimmt n §. 16.  DBetrachtet man a8 Ganze aug diefem Ges
fichtspuntte, dem eimzigen, der einiger DeutlichFeit fabig i, fo
ficht man, daf man fidh deffen tiberheben tonnte, befonbers AU
beweifen, baf pas Gefess des Goeffizienten bes Jweiten Glicdes
ves Binoms ftatt hat, im ¢ var Erponent imaginde iff,
weil Diefed alsbann nichts weiter al3 eine aus der Erblarung
bervovgehende Wabrbeit iff.  Nicht fo verhdlt ed fich mit ben
trrationalen unb tvanszendenten Grponenten, aber abgefeben von
dem Beweife im §. 35., welcher diefen Fallen angevafit ift, Fann
man tmmer den Erponenten durdy eine Bruchzahl vertveten fich
benfen, welche davon fo wenig ver{dyieden ift, als man wil,

und ourd) diefed Wittel Deffebt Der Beweid bHes §« 16. in feiner
Zotalita,

3

§. 43.
Kehren wiv nun juedd 3u den Gleichungen
X —lu— g X1 —isinx
ex/ 1 cosx— 1 i sinx,
RNimmt man beiberfeits die 2 gavithmen, o exhalf man
X ,!-'r-—-l e lug {(cosx 4 j,‘fj sinx),
— X} "—1=log (cosx — ¥ " sinx)
3ieht man von dev exften die yweite ab, fo Fommt
2X) —1=log (cos x + ¥ —1 sinx) — log (cos x—¥ "1 sinx)

. (cor:: x4+ 1= :\iux)
=107 | — R .
S NCOSX — T —q{sinx
bividirt man 3dhler wnd Nenner viefes Bruched durch cos x,
= SeTisinx s e
und fept filv —— feinen Werth tgx, fo fommt
05
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i 147 =1tgx
133(]/-4_1i1(\lg (m .

Sefst man nun —1 tgx=u, fo erbalt man, mit Ridjicht

B AL 3 14u
auf die (§. 29.) gefunbene NReibe fir log i

—1
e g L
2_\]- _1:52(11+3—}—:)-_l—1c_ ’

pber wenn man fiv u wiederum feinen Werth fehst
g tnxj ""'_._1'trf:{:
XY —1=2 (r’_l tg % — -’—,—',—-L—f-’— e :c.).
] J

£aft man den gemeinfchaftlic hen {,af.m 2 11 weg, fo erhalt man

x:tgx_-l‘zl—l——-‘;-—zt..
eine febr bemerfendwerthe eihe, theild wegen der GEinfachheit
ihred Gefeses, theild wegen dev Natur der **h‘siwlmg, die fie
augbriictt, indem fie bie Gntwidelung ecines Kreisbogend wver=
mittelft feiner Sangente ift.
Beyeichnet man tgx mit t, {o hat man
tl 15

x—t— =+ — = + 2C.
2
RNimmt man fix x den Bogen -"L') nach der Gintheilung der

*I‘Ln+ yevte in 360°, fo ift feine mwgum gleich bem Radius odex
pet Einbeit, und nu n findet
S L 1
arcus 459=1 — =+ - — = 1.
3 2 i

'u RNeibe ift nicht fehr Fonvergent: man erhdlt eine, weldhe
in Heherm Grade iff, wenn man zum *bn en 30° juriicgeht,

o r-)

beffon Sinud &, und deffen Sangente alfo I—,— ift. Subfiituivt
J

man diefen TWerth fiir ¢, 1'1.\ ffu-“mt man
. 1
ai‘c;ls.)(bu.::—!;T I—ff

ey a
o o

und Fennt man die Lange ‘“Li Bogens cwf', fo erbhalt man die:ber
Deripherie, wenn man erfleve nnt 12 multipligive.  Die vovige
Neibe ift 8, vermittel 1"t weldyer Lagny das Berhaltnif vev Peris
pherie jum uu.urcl berechnet hat bis 127 Dej imalffelfen 3 und
er bat gefunden, daf wenn der Diameter = 1 ift, die Peripherie

Sgyel .\.m burch 3,14159 26535 89795 23846 23433
38 41971 69399 37510 58209 74944 59230 7816+
) g 86280 34825 34211 70679 82148 086561 32623
06647 O‘m‘“l 46,

83279 |




Diefes Verhdltnifi, welched suerft in den Mémoires ber
Académie des Sciences, Sabrgang 1719, erfdhien bhatte einen
Drucfehler in der 113fen Degimalftelle, den ich hie nach dey
Anzeige von Vega verbefjert habe.

§. 44.

€3 ware moglich, noch Fonvergentere Neihen su bilden, al3
dte 1ff, weldhe den Bogen 30° auddbriicht, wenn man Fleinere
LBogen amwendete, deven Tangente bdurch bie Rednung genau
gegeben wave, 3. B, bdie des Bogend 15°: aber man verfiele
alsvann auf mebr und mebr verwidelte Sveationalzablen: man
fam alfo juviic yum Bogen 45°5 aber anftatt ihn auf einmal
gu berechnen, dadhte man fich ihn in mebhreve Theile gerlegt,
beren Zangenten Rationalyabhlen whren,

Unter mefhrern BVeftimmungen diefer Art bemerft man suevft
bie von_ Culer, weldher gefunben bat, daf der Bogen 45° gleidh
ift ber Summe stoeter Bogen, beren refpective Sangenten find
F und 3. Diefe Bebauptung Fann beywahrheitet werden , wenn
man, tg A—=1, tgB=1 febt, in der befannten Fovmel

tg Atg B
tg(A+B)—_S B
1—tgA, tgB
weldhe alddamn gibt tg (A+By=1, alfo A4-B==45°; unb
ba man Dat

1 1 i 1
A:5—3'23+5.25#7.27+?C.
1 1 1 1
o ——— . i .
3T % T et
fo {hlieft man dareus
1% 1 1 1
5(1_3.4 5.4'*"*7.434_”')
A+B: +1_ 1 __1 _1 it _1 ._|_ "C)
i( G0 SN T R R

eine Fovrmel, weldhe febr geeignet ift, um in 3ablen ausdgedridt
gt werden.

Che Guler die vovigen Reihen befannt machte, Batte der
englifthe Geometer Machin eine ahnliche Idee, und war feit
1706 zu einem weit fonvergenteren TWerthe ded Bogens 490
getommen , welcher aber lange in Wergeffenbeit geblieben iff, ob-
gleich oon dem genannten Geometer befannt wurde, daf er das
Verhaltnif der Peripherie jum Diameter, weldhes Ludolph van
Ceulen nur bis ju 35 Degimaliiffern bevechnet hatte, bis zu




e R

100 Deyimalsiffecn berechnet hHabe. Das BVerfahren Machin's
bejteht Davin, einen hinldnglich Eleinen Bruc) 3u nehmen flie
pie Sangente eined exften Bogens, und Diefen Bogen fo oft zu
wicbetholen , al8 ndthig ift, um ben feiner Wielfachen zu er=
Yalten, welcher dem Bogen 45° am nachiten fommt, alsbant
bic Tangente dev Diffeveny diefer beiden Bogen ju bevechnen,
¢ine Tangente, weldye ebenfalls nur et Fleiner Bruch ift, und
peren Bogen man alfo in einer febr Fonvergenten Neibe erhalt.
Man fieht, dafi Diefes Mittel su mehrern Rejultaten fithren Fann,
and ich yerbe mich daher auch nur bet dem aufbalten, tveldhed
pie grofte Ginfachheit mit Der griften Gonvergens veveinigf.
(Man tann die andern in dem 3ten Bande der Scriptores loga-
rithmici, Heraudgegeben von Mafered, und in Dem 2ten Pande
bed MBerts: Développement de la partie ¢élémentaire des Ma=
thématiques , par Bertrand de Geneve, finbeit.)
Nimmt man a==1, und bildet nach cinander

2tga 5
tg Qe —— 2 = —
g 12
1—tga
2tgla 120
tg.‘.—ﬂ:--—-" —=r 15"
1—tg2a 119

o~

fo fieht man, Dafi ber Bogen da nur um Weniged grifer ift

als 450, weil bie Tangente ded evfiern Die ded Fwetten nur um
| om O

i fiberfrifit,.  Madht man nun 4a—A, unb 45°=8B, fo
findet man fir den Bogen A—B, en idh mit b bezeichne,

tb(A —B)»—-'l—-_i_-tgll.t—gB-—Eaitgb.

. 1
alfo arcus 45°=4a—b; aber ba tga= Z und tgh :3j1,_9:
fo fommt '

1 1 1
ST et as ATt
1 1 1 1
T SR € OB e RS S
530 32397 | 5(239)° T@aey T ¥
woraud folgt
1 1 1 1 |
P e R ek BN e e ¥
(5 s T5 e 7.0 05 )

=y

(1_ i g 15 1 4
239 3(230)* ' 5(239)° ';(339)7'1'"‘,}'

:Dtc Bevedhnung der erftern Reibe ift fehr leicht, wenn man Da =
auf AUcht hat, daf fie gleichbedeutend it mit

45° oper 0,° 52?




1 1 1 1 1 )
5(1_5 25 T 5(25)2  7(25)3 9@ar
. 1 4 42 43 __1_4.
ferner mit : (1 s 5506)._;.3{_.%_5 ~ ser0s +6E007~ ot n.)

und die Convergeny der jweiten Reibe tritt deutlich hervor, wenn
man fie unter die Form bringt

“—l‘ (1—'—‘,—_1* —_1‘—7—‘. = L +30-)-

239 3(87121) * 5(57121)2 7(57121)3
Die Vergleichung diefer Reihen mit den mihiamen Berfahrungsare
fen, welche die Betrachtung der eingefchricbenen und umgefchriehe:
nen Polygone im Kreife darbictet, ift febr geeignet, den Vorzug der
Analyfis und des neuern Calkils por den altexn Methoden ins Licht
ju fesen; audy find die Geometer nicht bei den von Lagny ge:
gebenen Werhdltnifje frehen geblicben: Wega, den ich fhon an:
gefiibrt habe, und welhem man febr vollftandige und fehr in-
teeffante [ogarithmifche Sabellen berdantt, Dhat ein anderes big
34 120 Desimalsiffern bevedynet, und vermittelft deffen den Sy
thum entdectt, dev fith in erfieren fand.

SKennt man die Linge der Peripherie bed RKreifes, fo leitet
man bavaud leicht die etnes belicbigen Bogens bers und mit
Hilfe diefer fann man durdh bie Formeln des §. 39., weldye
fiiv Eleine Bogen feby Eonvergent find, bdie Sinus und Gofinus
diefer Bogen exhalten.  Man gebt aldann zu den Sinus und
Cofinus ihrev Vielfachen, bermittellt der in dev Lrigonometric
gefundenen firengen Formeln. IMan Fann audy blos die Reihen
amwenoven, indem man fie fonvergent madyt, was durch oft
febr finnveiche Berfahrungsdarten gefchieht, die abey nicht von
ber Art find, daf fie hiev mitgetheilt werden Fonnten,

§. 45,

Die Kreisbogen Fonnen auf ywet Weifen audgebriickt iverden,
weldhe man forgfaltig von einander unterfcheiden muf. Begeichnet
man fic nadh) Graden der alten und neuen (Einﬂ}cflung, o Deus
tet man nur ihre VWerhaltniffe gur Pevipherie an, weldhe lestere
man anfieht a8 eine in 360 oder in 400 gleiche Theile getheilte
Einbeit, ¥ Auf diefe MWeife macht man von ihnen in allen Nech:
nungen Gebraudy, in weldhen fie nur durdy trigonometrijche &
‘nien vorfommen; aber fobald al8 bie Bogen an und fir fid)
felbft in biefe Nedhnungen eingelhen, alsbann handelt 8 jich um
(hre abfolute Eange: s ift alfo nothig su wiffen, wie man von
biefer Lange, weldhe in Theilen des Radius ausgedrudt iff,
bem IWerthe bes Bogens in aliquotent Sheilen der Peripheric
ausgedridt, jurlic fommen Eann, Cinfache Proportionen veidhen




pagu hin, denn beyeichnet man mit 27 die Range der Vevipherie,
and mit a die eined Bogend, o witd die Anahl der Grade
diefes Bogend, nacy der alten Gintheilung feyn

a.360°

Ly
nach ber neuen
a.400° :
9z

aber die Aftrononen Dbegichen alle Bogen auf benjenigen, Ddex
an Lange dem Nadiud ded Kreijed gleich it , und ven man aus
diefem Grunde fennen muf.  Man findet den Werth baflie
dbucch bdie obigen Formeln, wenn man darin a=1 feft: ¢8
fommt , nad) der alten Einthetlung

3600 ¢ o

——=206264", 806217 0964 ;
nady der neuen

4000 A B

o5 =—04,636619772367581.

it
S ten gewdhnlichen Gebraudy befchrantt man fid) auf folgenbe
QBerthe :
alte Ginth. 570 17'44”,81; neue Einth. 6387, 66198.

RKennt man nun die Lange cines Bogend in Degimaltheilen des
Navius, fo reidht ed hin, fie zu multipliziven mit dev cinen dev
porigen Sablen, um davaus thren LWerth zu erhalten, fey eb
nad) ber alfen oder nach der neuen Cintheilung.

Man findet auf diefe Weife, dafi dev Bogen , weldher 0,672
bed MNabiug gleich «ift, gleichgeltend ift mit
0,9725<206264",81 = 2004897, 39 oder 55°41'29” 4 alter Einth.
0,972><63%", 66198 = 6157, 87944 neue Eintl.
Das Vorige bietet dag Mittel dav, einen IWinfel odev Bogen
su meffen, twenn man feine in Grade eingetheilten Iinfelmefs
infheumente, und felbft Eeine trigonometrifchen Tabellen jur Hand
hat; Denn wenn man diefen Wintel purdy ein Perpenditel auf
eine ber: Seiten {dhlieft, fo gibt das Werhaltnif diefer beiden
Linien bdie Sangente; und wenn bieje Tangente Eein ift, fo [aft
jich bie Lange ded Vogend, u welchem fie aehort, leicht hevs
leiten aus der Fovmel

: t.‘ r_-'a t?
ety ey

welche fehr leicht ju bebalten ift, und weldhe fih) eben fo gut
auf Winfel, bie einem rvechten nabe Fommen, als auf fleine
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Winfel anwenbden [Aft, weil man alsdann dasd Gomplement bde3
gefudhten IWinfels bevechnet, deffen Wangente dad Umgelelnte
(Reziprofe) von der geqebenen Tangente ijt. Man Fann in dey
Mémoires der Académie des Sciences, Sabrgang 1724, »ie
Anywendung fehen, welche Lagny oon diefer Sormel madht fiiy
den vorliegenden Gegenftand.  Sn dem Falle wo dex a1 meffenbe
Winkel nieht febr Hein wdre, wirde er bequemer durch feinen
Sinus vder Cofinud ausgedriicft werden, vevmittellt Reiben, bie
man in der Folge finden wird; und fobald man einmal bie
Lange DHat, verwandelt man fie in Sheile Det Pevipherie, wie
eben auseinander gefeist ift.

6. 46,

Rehren wir guvid i ben Heiven Gleichungen

i e T
e”’—l-—l—c x V1
COSX———— 5 s

eXF—l__ o—xV_i
SinX =— ——T}F_l—-._ :
fet man in denfelben nx flatt x, fo hat man
Cu:{V'—l' + e—nX) ]

0 4

o

COSNX —

L Wit s
enx/ —1. o—nxVg

sinnx=— 21/.;1. ’
mwelhe zu den Werthen der Cofinus wnd Sinuzg bey bielfachen
Bogen fubren.

Im Allgemeinen enthalten diefe Formeln dad Mittel, die
algebraifche NRechnung auf die Funftionen bved Sinus und Gos
finus anzwwenden; und mit ihrex Hulfe Eommt man ju denjel:
ben Nefultaten, welche man auf trigonometrifchen Wegen erhals
ten tiicbe,

Da diefe Materie nicht gany Hieehin gehdrt, fo wird man
darlther bier nuv einige Beifpiele finven, aber fie werden hinvels
chen, um den Gebrauch zu zeigen, den man von Diefen For-
meln machen Fann.

Gefest, man wollte wiffen, was bag Produft sinx cosx
bebeute, fo findet man, indem man e3 ausfubrt,

e2XV I o—a2x¥ T
sinX o8 — ——m
41— g

nher
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e2xV 1 . o—2xV )

2sin X o8 X == OI_,.- = .
aber ¢ ift Teicht 3u fehen, Daf die 2te Seite nichts Undered if

ald der Werth von sin2x, weil man dazu Fommen wiirde, wenn
man in den Ausdruc bed sinx, 2x fatt x fest: man exhalt alfo
ginx cos X =4 8in2x,

9Rpllte man sinx cosz haben, fo hatte man exhalten

({,_}: f ATy C_";',:f) (cz | gy + e—:{J"-fi)

i —— = ———— - [

sin X COS Z Y= -

alfo o & s
elxta)V/—1__ g—(x+7) V—-I_I_e[xu-z) Vil e—{x-zm)V=1

SINXK COSZ— s

2,2 =1
aber ¢8 ift einfeuchtend , daf

+2) V=L g— (x+2)V—1

=sin (x-}-2),

elx

21 —1
e(x—2) V=1 __ e—(x—12) V=i

g —— =—sin(x—2z)}

folglidh

sin x cos z =} (sin(x--2) |-sin x—2)).

Diefe Formel ergidt fich ywar fehr einfach aus den befannten

Werthen von

sin (X-}-2) =sin X c08 2 -} sinz cos X,

sin (x—z) —s$in X cos % — SiN Z COS X,
wenn man fie ju einander abddivks aber a3 Mittel, welded wiv
eben angewenbdet haben, flbrt viel leichter ju den allgemeinen For-
meln, wie man fogleich feben wird.

§. 47.
Da
e*/ =1 —cosx-}-7 —1 sinx,
e ¥V —T—=cosx— "1 sinx,
fo erhalt man, wenn man beide Seiten dicfer Gleihungen jur
Doteny n erhebt,
WX/ =1  —(cosx + P —isinx)»
c_""p;_l_:(cosxﬂ]/':{ sinx)" 3
alfo
nx V7 —nxf 1
COSI]}{_——-—"'C 5 1+6 £ 1""—’

5 —
(cos x4} —i sin x)“_:_i-(cos s—7 —{sinx)"
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So finb wir aljo ju dem Ausdruce ded Cofinus eines vielfacden
SBogens auf eine febr einfache TWeife q*“qmmm und man muf
wohl davauf Acht Haben, baf er, obgleich mit imagindren Grdfien
bmamr pod)y nidhts deflo mn:q.l veell ifts Denn Ddiefe imaai:
naven Grofen verfchwinden alle in ber Entwictelung der ange:
aeigten Potengen,  Man I)n. nmmlu)

——T—1
(cosx 4 P =1sinx)n = co.‘sx -+~ [-"_-_j COSX  sinX-—
]l ‘n _1) T2 ____‘_'
5 CosX EImE - — X,
—_—T1 —n—1
(cosx —) —1sinx)"=cosx — - j" {cosx  sinx—

nin—q4)—=2a-2—-2
——(—_)——---) cosx  sinx -1
abdivt man die exffe Gntwidelung uv yweiten, und dividivt als:
Dann durd) 2, fo findet man
n n (Il—']) —_—n—2 __L
COSNX==CO0SX — ————— c0sX  sinx

1 n-—jj r'u——-")f’n—-—

&

e
@38 ift nicht uf\thi\j, g bemerfen, daf diefe Neibe alle Mal
begrent feon wivd, wenn n eine gamze und pojitive Jahl be:
geichnet; fie folgt in biefer Qicguimlm, den namlichen Sefetsen
wie die Formel des Binoms, woraus fie bevgeleitet it

n—4 4
~ €08 X sin x — ¢,

Sefst man fliw €™ —1 unp e/ —1 ifren Werth in die
Gleiching
4 XV =I__ go—nxV ]
SinnxX— 2—;/-_.._“1— —,
fo finbet man

Vsl n
c COS — ‘i]ll‘()
S NX — ( hj:} l

und wenn man entwicelt, fo fommt, wenn man die Glieder
weggelaffen, welche fich aufbeben, und weldhe nun veelle Glieder
find, und nadyvem man durd) 27— divivirt hat,
| ’ 11f11—1}fn— ) Dod e
sinnx=—ncosx?!sinx — S -€OSX  sinx -+

<~ e

5

: 11(11%1]\0%“)(11—J)(11——-ﬂ H=—n- g
4 — -- - cosx . sinx — 10,
PR Y e




Sn ben Gleichungen

XV —1 =— (cos X}~ J—1 sinx)"

eV L —(cosx— 1f;-1 sinx)",
welche das Fundament ju den povigen HMefultaten bilden, Fann
man unmtm[hm die L'pmmnalqu‘um eliminiven, wenn man
pavin fiiv diefe Funttio un bie Werthe feht, welche die beiden
exjten b)[m,.mqm pes §. 47 liefern , nachdem man i denjelben
nx ﬁatt x gefet hat; und es fommt alsdann

(cos x -7 —1 sinx)" = cos nx-}- " —1 sin nx,

(cosx — P —1sinX)*=cosnx — J —1 sinnx,
Gleichungen, welde man unmittelbar aus den folgenden hevleitet :

sin (x == z) ==sin X cos z F=cos X sinz,

cos (x = z) = cos X cos z - sin X sin z,

1 =—sinx - cosx ,

welche die ganze Theorie dev Sinus umfafjen.

Serlegt man die pweite Seite der legtern Gleichung in ihre
Faftoven , w findet man

1 —(cosx-} 1 —isinx)(cosx—J 1sinx);
aber wenn man dad Provukt
(cos x4~ =1 sinX) (cos z -} —1 sinz)

entwickelt, fo findet man

€S X co8 Z — sin x sin z - (cos X sinz -}~ sinx cos z) R
ein MNefultat, weldyes, mit Rudfidt auf die beiden evftern Gleiz
chungen, gibt
(cosx—+J/—1 sinx)(cosz+} —1 sinz)=cos(x-}2)4-J —1 sin(x+-z).
Man exhalt eben fo
(cosx— T —1 sinx)(cosz—} —1 sinz)=—=cos(x+z)—} —1 sin (x+4z)
(cosx—+) " —1 sinx)(cosz— —1 sinz)==cos(x—2z)-- ) —1 sin(x—=z)
(cosx—)"—1 sinx)(cosz+J —1 sinz)=—cos(x—z)—J —1 sin(x—z);
man Fann diefe vier Fovmeln in folgende zwei yujammenfafjen:
(cosx— /i sinx)(cosz——} —1 sinz)=—cos(x+z )Y —1sin(x+-z)
(cosx+71—1 bIlI\)(CO\/,_l_I/‘_}‘:IIl/ —cos(x—z)— | —1 sin(x—z).

9Benn man in der erftern von diefen nacheinander z=x, 2x,
3%, veves . (n—1) x febt, o fommt
(cos x = "1 sinx)* = cos 2x =] —1 sin 2x
(cos x =" sinx) (cos 2x — 71 sin2x) = cos3x = 71 sin3x
(cosx ~= 1 1 sinx) (cos 3x == J —1 sin3x) ==cosdx 1= ) —1sindx

- . . . . . . . - . . . . . - . . - - . .
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(cosx & 73 sinx) {cos m—Dx+¥ 1 sin(n—-—-i)x):cosnx+

‘V‘li sinnx} :

und ba bie jweite Seite einer jeben bdiefer Gleichungen genan

Der sweite Faftor Der erften Seite der folgenden Gleichung ift,

fo findet man, wenn man flatt diefes Fabtord die ihm gleiche

Grofe fent,

(cosx T+ ¥ i sinx)2=cos2x + J"_1 sin2x
(cosx + I =1 sinx)’ =cos 3x T} —1sin3x

- - - - - - - . L} . - .

(cns Xt} —isin x)“ =—cosnx + J —fsinnx}
man exhalt alfo, wie oben, die Gleichungen
(cos X = —1 sinx )" = cos nx - J/"—1 sin nx
(cosx—J 1 sinx)" = cos nx—7J —1sinnx}
inbeffen wevben fie nuy bewiefen feyn fiiv ben Fall, daf bie Jal)
n gine gange it

§, 29,

Die §. 47. gefundenen Gniwidelungen von sin nx b
cosnx [bfen vollffandig die Aufgabe, bei welcher man nur sum
Swede hat, den Werth bed Sinud obder ded Cofinud eined vicl:
fachen Juqu» su echalten, vevmittelft dev Potenzen des Sinus

und (.0111111.1 bes unr.u[nu Logens, und wasd noch mehy 1"r, fie
i\oun nidht auf, richtig ju feyn, welches audh bie snhl n feyn
moge: nue f{chliefen fie nicht, wenn bdiefe Jabl negativ oder ein
SBrudh ift, eine Unbequemlichfeit, welche in Der Natur der Sadhe
liegt 5 aber diefelben Cntwidelungen enthalten sufammen die Po:
tengen bed Sinus und die des Cofinusd, wasd ald cine unzweds
nu’:;,igc “"mvwfc{imq ev{cheint, weil, Da die eine Diefer Grofen
burch die andere gegeben iff, man it Hiilfe der Elimination
au Fovmeln gelangen fann, welhe nur vom Sinus oder vom
Gofinus abhangen. Das Mittel, weldhes {ich gleich ‘ml\imr,
um fie su evhalten, befteht davin, Ddaf man fir sin x 1
1/ ——' AT
} 1-—cosx in dem Auddruche ded cos nx und ¥ S flir
cosX in bem ded sinnx. Die erfte diefer Subftifutionen fitht
tmmer ju einem vationalen Auddvucke, iweil cos nx blod gerabe
Potenzen ded sinx enthalt; und die zweite bringt daffelbe mit
sin nx Deryor, venn n eine ungevade Babl ifty aber in bem
Falle, wo n eime gerade 3ahl ware, erhielte man darin, in allen
(Sjliu,un, einen irvationalen Faffor, den man fogleich beutlich
machen fann, wenn man bdie Cntwidelung Hes sin nx {hreidt,
wie folgt:
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n—4g. 3

cosx sin x-{-zc_)

i -2 n(n—1)(n—2)
SINNX—CO0sX{ n COS X S!HK-—-—v—q‘ -I_E—

Man vermeidet diefe Srennung in et Falle, wenn man den
Ausdruc des sinnx unter folgender Form fchreibt:
: : a1 p(n—1)(n—2)——23—2
511111)::51113((11 COS X —Tcosx sinx —f—zc_),
in welcher die in den Vaventhefen eingeichloffene NReibe immer
vational von den Potenzen ded Sinud befreit werden fann. €3
wave witflich wenig bequem, in Diefen letstern Ausdruc, und
in den de8 cos nx, ftatt dev Potengen von sinx bdie ded Binoms
1—cosx su fubffituiven, felbff um blog eine Zabelle der einzels
nen Werthe ded cos2x, c0s3x, .+ .., SIN2X, SIN3X, ...,
su biloen; man gelangt dazu vafther mittelft fehr einfacher Fors
meln, die ich jest anflihren will,

®ie befannten Werthe von cosacos b und cosasin b
(Qacroir’s Trigonom.) werden, wenn man a=x und b=nx
feist

cosx cosnx =1 (cos (n-1) x-} cos (a—1) x)
cosx sinnx =+ (sin (n-}-1) x - sin (n—1) x) .
woraud man ehalf
cos (n=-1) x = 2c08 X €0S DX — €08 m—1) X, ey,
sin (n4-1) x = 2cos xsinnx —sin (n—1)x, .., (2.);
and nimmt man nach einander n=14, n=2, n=3, u. {o
leitet man aus diefen beiben legten Fovmeln folgende Fabellen hev:

II

c082x— 2cosx —1

3
€08 3x— 4cosx — I cCoSX

e e
cos4x— 8Scosx — Bcosx 1

S
cos BX=—16 cosx — 20cosx -} 5cosxX

e p———i z
c0s 6X=—32cosx — 48cosx - 18 cosx — 1

—_—

it 17 3
€08 7X — 64 cosx — 112 cosx - 56 cosx — Tcosx
{ %
.
sin 2x = sin X (2 cos x)
sin 3x=—sinx (-i‘ COSX — 1)

e
sin 4x =sin x (8 cosx — 4 cos x)
6*
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2 S5
sin Hx ==sinx ( {becesx — 1"905‘{ +1)

sin 6x == sinx (3! Ocosx — 32008X —f- [3(:0‘3‘()

s

sin 7x=—gsinx (64cosx — 80cosx -.-24‘(:05_\; —1)

2.
Guler, welcher suerft diefe beiben Fabellen vermittelft ber
wetter oben audeinander qqcm.n Methove gebildet hat, dridt
bad Gefes Derfelben duvd) folgenve Fovmeln aus:
n n N—F——u—2 ”,“__)1 n—>s n—a

n—1
cOSNX =—2 CoSx — - 2 cosx  H-— T 2  co3x —

o

n—06  n(n—5) (n—6) (n—7)
cosx f——— —

n(n—4)(n—5), 2~

VR ; TR
n—>0 n—_
27 cosx =20
n—1i n—1 11—3 1n—3 n—3 (!1___3)(71
Sin NX =—SsinX (2 CoSX R 2 COSX ! sy
n—fi——n-—5j (n 4 11-—5) (n-—{; et Ul
20 ‘cosx |- I 22 cosx -
¥ 3
n—5)(n—( |’11—""11——8 9 n—9
( i N ’) ." -f\ ) COSX. sy !f) 1
1.2.3.4
&8 fdheint, afs ob Ddiefe Fovrmeln auf cine Art Verfudhdweife
gefunden worden find, indem man die cinfachften Funttione
De8 Beigerd n probivte, weldhe fich, inbem man darin nachein:

nder n=1, n=2, n=3, . fefite, in die numerijchen Goef:

Q
fisienten ber Lnrmmhnbcu Potenzen ded cosx vermandeln Fonn:
fens und bie der erffen Gl u‘bcx, welche nichtd als Potenzen bev
*iﬁh[ 2 find, bhaben fbrigens fchon die ‘Jlutl)w igteit deutlich

gemacht um Potenzen in die al (lgemeinen Fovmeln einzufithren,
L\"“» it indeffen [leicht, diefe Formeln a im,sum' st boweifen,
wenn man in die @i[cu[}lmgen (1.) und (2.) bdie Shi)un fubftis
tuivt, welche fie tefern fitr cos (n—1) x, und cos nx, sin (n—1)x,
und sin nx, @8 werden Ddarvaud Meihen fiir cos (n4-1)x und s
sin (n+4-1) x genau von bderfelben Form entjiehen, worvaus Hes
vorgeht, daf, wenn bdad Gefes wabe iff flir die 3ablen e
und n, ¢3 ebenfalls mnf}r ifr fliv bie S3ahl n4-1, und baf ¢
fulq.m) I)lncubf wenn e$ fliv yoei aufeinander folgenbe ﬂucni
tate tn ben abellen I und IL feftqefest ift, umed zuv lumblg
weiten Fovtfesung dicfer Sabellen amwenden zu fonnem, i

Die lestern Cnbwidelungen von cosnx und sinnx miifjen
wohl unterfchieden werben von den exftern (§. 47.): der Gebraud)
ber einen exheifcht eine unndthige Aufmerfjambeit bei dev Anwen:
bung oer anberm.  Um u einem genauen NRefultat ju flthren,
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erforbern die bes §. 47., weldhe Der Newtor'{chen Formel bHed
Binoms ahnlich find, blod bie einfache Subifitution des dem n
gegebenen 2Werthes, und ihre Glicder annulliven fich von felbit,
fobald man tiber diejentgen hinaus ift, welche zu der gefuchten
Gutwidelung geboren, wabrend in allen Fallen die Formeln ber
porigen Geite fich bis ind Unendliche fortfegen, und ein falfches
Refultat lefern, ed fei benn, bafi man die Glieder, in welden
ber Grponent von cosx negativ ift, weglaft, welched der analye
tifche Ausdruck nicht ausdruclich fagt.

Man erhalt davon ein fehr cinfached Beifpiel, wenn man
n—1 fesit in dem Ausdiuce von cosnx, welches die unendliche
eibe liefert, _

3 1 i 1

bl S a dcosx  106cosx®  32cosx®
eine Gleichung, welche die Glieder ber jweiten Seite, die nach
bem erfen folgen, falfh macht, und es perhalt fich eben fo in
allen andern Fallen; fo daf man alfo diefen Formeln immer bie
Einfdhrantung beifiigen muf, daf fie nuv fur gange Jabh:
len anwenbdbar {ind, und daf man bei den Glie:
bern ftehen bleiben muff, wo cosx mif einem negas
tipen Grponenten behaftet ift.

Diefe Unoolfommenteit verdient bemerft ju werben, foeil
fie febr Deutlich das geringe Gewidht beweift, weldhes man auf
bie Folgerung legen barf, bie aud der Unterfuchung einjelner
Werthe gesogen wicrd, deven Anzabl, da fie immer befchrantt ift,
oft nur auf eine unvollfommene Weife dad Gefel darfiellt, wel:
dyed ywifchen fammtlichen Werthen dev gefuchten Funttion herrfdhts
und man erfieht hievaus, wie ungenau der Gang Dderjenigen
Sehriftfteller iff, weldhe auf diefe Weife die Entwidelung der
Pofenzen Des Binoms feftjeben wollen, obgleich s fehr walrs
{cheinlich iff, Daf Mewton anfangd auf dieje Weife davauf ge:
Fommen iff. Sn der That, fo lange man nur einelne Werthe
betrachtet, Eonnen diefe in die Nechnung NReduttionen oder Vere
einfachungen einfithven, von demen man fich nicht fberzeugt, und
bie, da fie nicht Allgemein ftatt finden, die Natur ded Aus:
bructs gamglich andern.  Gerade bad iff Hier der Fall; und Guler,
welcher zuerft auf diefe Art von Pavador aufmertjom machte,
hat auch die Grfldvung davon geliefert, indem et fiir die allges
meinen Gntwidelungen von cosnx und sinnx jwei unenbdliche
Reihen gefunden hat, weldhe auf eine folche TWeije mit einander
verfniipft find, dafi in den Fallen, wo n eine gane und pofiz
tive Jabl ift, blos die oben angeflihrien Ausdritce librig bletben.
Suf und Lagrange haben, indem fie auf diefen widtigen Ges
genffand surhid fommen, bdic Unterjudpungen Guler's bebeutend

S
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beftatigt und vereinfacht, durch Betrachtungen, weldhe natirlich
ihre Stelle i diefem TWerfe finden werden, wenn idh ither bdie
Anwendung der Diffeventialvechnung auf die Entwidehng dey
Funftionen in Reihen fyprechen werbde.
3n der Khat, wenn man jurid geht ju den Gleichungen

(cosx 4 1 sinx)" -~ (cosx — J —1 sin x)n

0 r
(cosx4- P —1 sinx)" — (cosx — P —q sinx)n

2 )

welche unabhangig von jedem einzelnen Werthe von x und n
gefunden {ind, fo fieht man, bap alle Unterfuchungen, welde
man {ich fber die Entwidelung von cosnx und sinnx vorle:
gen fann, auf berjenigen der Funftion (cosx - sinx)n beruhen,
weldhe die Fovmen befommt:

(cosx+V —14 . ¥ 1—cosx?)",

(;fl—siu;:’é i‘r:—_'!._sinx:'“,
wenn man davin sinx oder cosx eliminivt, und fie Fann lg:
dann auf oier Arten in eine NReibe entwidelt werden, namlid

cosnx—

8in NX —

in etne abffeigende oder auffteigende nach ben Potenyen von cosx,
und in ene abfieigende oder aufiteigende nach den Potenzen von
sin X,

§. 50,

Diefe Umftande find e3, weldhe 3u der Mannichfaltioheit
der Fovmeln Wevanlafjung gegeben haben, die man dber diefen
Gegenftand bet den verichiedenen Schviftitellern, weldhe fich das
mit befafit haben, von Wieta an, findets und vad erfte Elemen:
tarmert, n weldhem man bdie grofite 3abl devfelben zufammen
su ftellen beforgt war, ift, fo viel ich weiff, das, welches Maus
ouit im Jabre 4765 unfer dem Tifel: Principes d’ Astronomie
sphérique heraudgegeben hat: man findet fie auch faft alle in
ben Lecons sur le Calcul des fonctions von fagrange. Da
oer Lefer begievig feyn Fonnte, diefe verfchiedenen Fovmeln ndher
it haben, {o habe idh fie in folgender Eabelle yufammen geftellt,
in welder

P==cosx, q=sinXx,
Abfieigende Neiben.
L Benn n (willEihelich) entiweder gevabe ober ungevade iff.
n{n—3
cosnx—1 (QPJIL -1 (213)11-—2,_]._(—2_1 (’_)PJJI—Q £

n(n—4) (1115)

R 4 (Epyl-ﬁ—]-:c.)
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4 3)(n—
sihnx=4q ((2}))“"‘1_(1,1 —32) (21)}““"-{“-&———)-(1

N

(f) P)u—ﬁ

II TBenn n ungerade iff.

+§11111X—° ((ﬁtpu_n(qq)” .-.+ll(l‘l (0 )11—4
n (11-—-—'1) (n 5) -
= e r R )

(n—3)(n—4)
2

+eosnz=p(QeI—@—2QQ" @qr—t—

(n—4)(n—5)(n—6)

2 Qo7+ Ic.)

2.3
I 9Wenn n gevade iff.

+ cosnx = (\,q)ﬂ —u (292 4= ug— ) (2q)>%=—

11(1’1—-—-—4) (11 5) (-)(1)11—6__]_ i )

TR d
Feox=p (g it — e 22g 4 B2 A D g gpus
n—4)(u—5)( 5) i
8 (12.3 e @y~ + u.)

Auffteigende RNeihen.
I, Senn n ungevade iffe

n(n =1) P
.3

n(n®*—1) (n*—9)
et i v g
i(nz_n (11"’—-9) (n=-'>a) v )
2:3.4.5.6.7 A
: n(n*—1) n(n’—l)(u —‘}) £
sinnx =— (ml—-——_ — -

+ cosnx = (np

g 9,3,4.5
11(11?#41‘)(11 2—9) fn' ) :
Vo +1(")
s (n*—1) , (n_—f)(n ~—9)
Fsinnx=q (1—- 50 B LT 3.4 A==

(n*—1) (n 2—9) (n3—25) : )
2.3.4.5.6 P




o RE ST

(n*—1) ., @*—1)(n*—9)
swusplte SR g et
(n*—1) (TIE—Q)(H?_???Q“ +=J
I Tl U Fi

IL Benn n gevade ift.

n"‘(n’h—-})(n 2 _16)

n2 n?*(n*—4)
5o

~+ cog nx = (1— Sk

T3 g 9.8 ,500 L
p"—l—:c.)
n? n*(n*—4) n?(n?—4) (n*—16)
§ NN ==— A e ey N e
iy (1 2 Ut 5 377 4 2.3.4.5:06
q”-{—u‘.)
—_ n(n?—4)
- sInnx == g (1,],___7,2.3_ “pd 4 : —
n(n*—4) (m*—16) (n?—36) _ )
7 A s ot R
x nn:—i4) . nmn?*—4j)(n*—16) .
sin nx — e SIS AN R B e e S
e P (“'1 e o 1 2 203,455 1
n(n?—4)(n*—16)(n*—306) \

N I R e ":c_ i
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Diefe viersehbn Reihen Ednnen auf jwei surticaefitbrt werben;
benn alle abffeigenden Meiben ergeben fich aud den beiven erften,
und unter den auffteigenden geben bdie erffe, britte, finfte uno
ficbente beyiglich bdie zweite, vierte, fechite und achte.  Diefe
Umformung wird Dbewerfjtelligt, wenn mon fatt bes BHogens x
fein Gomyplement fesit,

Begeicdynet man den Ouadranten des Kreifes mit 19, und
febt 19—1 ftatt x, fo Bommt fi's Gefte

€03(19—b)=sinb, sin (19—b)=—cos b;

aber um 3u wiffen, welchen TWerthen alddann cosnx und sin nx
bie fih in cosn (19—b) und sin (19—b) verwandeht, entfpre
chen, muf maen die verfchiedenen Formen der Jahl u unter
fuchen.

St dem Falle wo bdiefe Sahl gerade ift, Fann fie nur eine
bon folgenden beiden Fovmen haben: 4m—-1 oder 4m--3. Mul:
fiplizive man den Bogen 19—b mit diefen Jabhlen, und seht
die ganzen Veviphevien, die Hier nicht in Rechnung Fommen, ab,
fo erhdlt wman (Racvoir’s Trigonom.)
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cas ('I‘I—- (41n+1) TJ) —  sin (4111—}—1)b, sin (1‘1 — (4m+1)};)
= cos(dm+41)b
cos (31— (4m~+-3) b) = — sin (4m--3) b, sin (31— (4m-}-3)b)
——cos(4m-3)b
Xft die Sahl n gerade, fo Dhat fie entweder die Form 4m
ober 4m-+-2, und diefe lefern folgenbe Nelationen:

cos (49— 4mb) — cos 4mb , sin (49—4mb) =— sin 4mb
cos (29— (4m--2) b) = — cos (dm—+-2)b, sin (29— (4m+4-2)b) =
sin (4m—-2) b.

Subfiituitt man bdiefe Ausdriie und ordnet die Rejultate
nadh den verjchiedenen Fovmen der Jahl n, und febt wiederum
x und nx ftatt des Bogens b und feined Vielfachen, fo_erhalt
man bie angefithrten Umformungen , weldpe fich evgeben, wie man
fieht, burch bie Verwandlung von cosx in sinx ober umgefehrt,
auf der zweiten Seite jeder Fovmel, und purch die Verwandlung
pon cosnx in sinnx auj der erffen Seife, aber blos in bem
Falle wo n ungerade ift.

Die Tabellen der Seite 115, weldhe durch die Induftion
bie beiden erffen abffeigenden Reiben gegeben haben, liefern quch
bie aufffeigenden Reipen. €3 veicht ju Diefem Jwede hin, ein
jebes Der Mefultate, welche fie enthalten, fo ju {chreiben, bafs
man mit dem [ehten Glicde anfangt. Die erfie Tabelle flhrt
su ber effen und finften aufjteigenden Jdethe, und die yweite ju
der deitfenn und fiebenten aufjteigenden Jeibe. Wasd die Jeichen
betvifft, fo entjpricht die obere, in Den Reihen wo n ungerade
ift, bem Falle, in welchem diefe Bahl die Form 4dm--1 hat,
pie untevre dem Falle, wo fie die Form 4m-+3 hat; in den
Sovmeln, in weldhen n gevade iff, beieht fich bdiefer. Wedhfel
auf die Formen 4m und 4m-4-2,

§o 51.

Die in §. 47. gefundenen Entwidelungen von cosnx und
sinnx erhalten eine fehr cinfache Fovm, wenn man Ddavin bdie
Potenzen dev Fangente einfithet; und bdiefes wird bewerkiielligt,
wenn matt cosx® al8 gemein{chaftlichen Faktor fhreibt: man ev=
Halt alsbanm:

n (n—1) sinx?

_n(n—1) (a—2) (1—3)

cosnX—cosx" (1
( 1,2 cosxﬂ_l 1.2,3.4
sinx*
cosx*® ;
< nsinx nn—1)(®—2)sinx3
SN NX==cod X" (ﬁ = ¢ p 3 +1c
1 cosx a et o8 X’

!
!
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und folglich

Ui n(n—1) ij n(n—i}(n-—-")(n——a)
COS X = COSX (1 L tex? —— T ;L———t,,).. —2c.)
—1)@0—2
sinnx — cosx"(;: fgx— l-l(i%-—) tgx3 - 1E.) ’

sinx
indem man tgx {efit {fatt o

Dividivt man den letern Ausdruck Hed sinnx durdy den
Ded cosnx, {o erhdlt man

n n(n—1)(n—3) n(n—1) (n—2) (11—%)(11—4)
—tox — L {orx3 et il
S T Y 1.2.3.4.5
tg x®—1¢.
tenX=—- = =
L o.a(@m-1) nn—1) (11-—2)(11——5) ;i

tex® — 1.

tex2 -

G o 15234
woraud nan ohne Mithe die (thm&dung vo1 cotg nx herleiten
fann, weldhe amwvendbar ift auf belichige Werthe der Jahl n,
fo wie die vorige.

§. 52
Wenn man in den Ausdriicfen fitr sinnx und cosnx §. 47,
v :
=1—1umd)t, {o werben fie

X
; v\* =t . v\  n(—1)(m—2) n—3
sinv==n cus-—) Slll( ) e ofs sm
( n n 2.3 +

,,(,,_1)(;1_;0)(:—53)(11-—4)( cos E)nw (51[1 n) —2,

COS V= (cos E) N — (H—'Q_Q (cos ) R (sh] 5)2-{-

n(n—1)(n—2) (n—3) v\o—2 /7 . v\t
—_— (cos - (Sm 7) i
2.3.4 11 n

Bie Neiben, welche thre yweiten Seiten bilden, find in Beyug
auf das Wadhsthum von n Dder 651cnaen fabigs denn wenn diefe

Sahl grofer wird, nimmt der Bogen ]—1 ab, und nahevt fich mehy

und mehr {einem.sinus, wahrend fein cosinus dem Nadiud ober

der Ginbeit {ich nabert: {dhreibt man alfo E {tatt sin Y, 1 ftatt
n

v . 3
cos ~ und vedbugivt die Produffe n, nw@—1), n(n—1) (n—2), 2.
" auf ihr erftes Glich, fo exhilt man fir die Grenye
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2.3 x* 2..1.4..’)11" 2.3
vé
.—‘-‘_._:-_zt.
2.3.4%5
n? v? nt v v2
- b ¥ e =G THiA —_—1— —
cosv=1 o —[—2.3'4114 Viels > -+
v
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Go fehen toiv und alfo zu den Heihen S. 94 yurid gefihrt;
and man exfieht davaus, wie fich die verfthicdenen Berfahrungs-
arten, welche wiv zu threr Crlangung befolgt haben, bie etne
burch Die anbdere bewabrheiten.

§. 3.
Die Betrachtung der Grenmgen fithrt eben fo fdhnell 31t Der
Seibe, welche ben Bogen durdy feme Zangenfe ousbrudt, 3u
biefemt Wehufe bemerfe man, Dag da Ddie Srenze bes Werhalt=

nifjes des Bogens 3u feinem sinus Ddie Ginbeif ift, Ddie von
™ in Begug auf bie Abnahme von n ¢benfalld die Ginbeit
sin nx =

fepn wivdy aber mit Rudicht auf die Gleichung

n n(n—1)m—2)

sin nx — cos X" (— tgX — ———, ——— " o x3 +!C-) (§.51.),
1 1.2.9

exhalt man
nx ik nx

ginnx S (n—1)(m—2 E

BIER cosx ( tox — !—(—-1 -))( = gtgﬂ -+ IC.)
2 e

pber, wenn man 3ahlee und Nenner der yweiten Seite durdh
n dipidirt
nx x
sinnx. n—1)(n—2 :
SR cosxn (fgx— {— ;f - ) toxd4 IC,)
o

. .

Gebt man mm, nachoem bdiefed feftgefent iff, ju Den Grengen
fiber, fo muff man fir bdie exfte Seite 1 fehen, und auf der
sweiten n==o madyen, und man erhalt, mit Ridficht davauf,
0af (cosx)0 =1,

X

L ey R S

1,1;;3 T
({g - e + :c.)
g

. - I » L x'a
woraus fidy, wie §. 43, ergibt x =tgx— 3 =20
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§. 54,

S den Navagraphen §. 47. und 49. find die Sinusd und
Gofinus ber vielfachen Bogen nacd)y den Potenzen bHed Sinus
und Gofinus bes einfachen Wogens entwidelt worden; im Fols
genben wird geseiat, wie man bdie umget tehrte Jrage aufldfen
Fann, b. h. bie Frage, in welcher e8 fich davum Hanbelt, bie
Potenzen bed Sinud und @L‘Tll'llla Ded einfachen Bogend vermit:
telft der Sinus und Cofinud feiner Bielfachen zu evmitteln.

Gs fey

cosx 4=} "—{sinx=—u,
cosX—J "1 sinx—v,
fo hat man

. 1
cosx =1 (u+-v), sin x:g—r:_z (n—v),
und bieraus folgt fin's Gufte
oS x“:f:l—;l (u-v)n.
Cntwidelt man bdic angeseigte Poteny auf der zweiten Seite
diefer Gleichung, fv Fommt

i n(n—
COBX™ = — (u"—[—nu“ Ay — ( )

un—3 v + Ic.) ;

aber in bem Ausdrucke (u+v)" Fann man v in u, und umge:
febrt, vermnn‘we[n, und diefes liefert

n n(n— ) n(n—1) (n—2)
L e — n n—1 1—2 112 ST T
COSX" = _ (v ~+nv FRRTIR L -+~ W

Vi e o JIZ.)
’

abdirt man diefe beiden Nefultate, fo Fommt
1 ( n-l)

1
2::‘()5“.’»:":m1 (11”—[—\“ +n(utty } yi=lyg) 4 —
—— '1
(un—2y2fyn—2y2) n(n D(I >( ,1_,‘(3_{_‘ n=3nd) . )

Man Fann diefer Gleichung 'mlgen‘oe Form geben:

1)

nin
2ntlgog xit =— (u“—j—v“ -- nuv (u"“‘2 - v“—'?) - a( .

n(n-—-i)(n
o3 v

uty 2 (un — oy - s y3 a0 yn=y . );

aber nady §. 47, bat man
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A s us.. ¢yl
cosnx == & (cos x|} 1 sinx)"4-4 (cos x— |} —1 sinx)* = 3 +,

und pwav flir jeden beliebigen Wevth von n: man fann bievaus
fehltefen, daf
u? - v* =2 cos nx,
und aligemein
un—m - yn=m—2cos (n—m) X}
ferner ift leicht 3u feben, dafi uv="=1z man BHat folglich
on(n—1) *
152

2'1“-'"cosx“:(2 cosnx - 2ncos (m—2)x+———= cos(n—4)x

2n(n—1) (n—2) =
e o cos(n—6) x J-1. J,
ober, wenn man beidbe Seiten durd) 2 dividint,
n n(n—1
2n -:usx“.:(cos nx—]—icos(u——Q)x-I—-——‘;l - ) cos (n—4) x4

M(—l-l——-_-—-)- cos (n—06) x -+ :c.),
AT O
@elst man diefe Formel wie die ded Newton’jchen NBinoms fort,
fo gelangt man su Gofinud negativer Bogen 5 aber fie find genau
diejelbernr, mit denen ihrer entfprechenden pojitiven Bogen: man
fann alfo cos(m—n)x ftatt cos (n—m)x fchreiben.

Der Werth, welchen wir fo eben fiir cos x* gefunden ha:
ben, ift nicht blos auf den Fall befchranft, wenn n eine gamze
Sabl ift; ev gilt eben fo fir die Falle, wenn n gebrochen oder
negativ iff.  Uebvigend iff ev im erjtern Falle einer Bereinfachung
fabig, die i) jest fennen lehven will,

Sn ber Entwidelung von (w4 v)® haben, wenn n eine
ganze Sahl iff, die Glieder, welche gleich yeit von den beiden
auferften abjtehen, denfelben Coeffizientens dafjelbe wird ber Fall
feyn in dem Ausdrucke

t

(]

n(n—1) % s n(n —A)in=E0)
A R

cos (n—06) x =+ 1.
und aufierdem qehoven die Cofinud, welche von ven beiden qufer:
ften Gliedern biefer Formel gleid) weit abftehen, ju gleichen Bos
gen,  Denn ba ein Glied , welhed um eine Diftany m vom
crften abftebt, mif cos(n—2m)x bebaftet ift, fo iff das lefte
felb]f mit cos (n—2n) x ober mit cos—mnx behaftefs und gebt
man von diefem juriick bis ju bemijenigen , welches um m Glieder
von ihm abftebt, fo findet man nothwendig cos (—n-+2m)x, oder
cos—(n—2m)x: aber nadh bem oben Gefagten, {ind cos(n—2m)x
nd cos — (n—2m) x einander gleich. €8 folgt hicvaus, daf

n
cos nX - 1 cos (n—2) x -

| ey
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3 unnothig ift, die Fovmel bis su den Glicdern, welche mit
Gojinus negativer Bogen multiplizivt find, audyudehnen, weil s,
um [eptere in Nechmmg 3u bringen, binveicht, dad8 Dopyelte
eined ieben Glieded, weldhes Cofinus ypojitiver Bogen enthalt,
it nehmen.

Man Fann aljo obige Fovmel, indbem man bei dem Gliede
ftehen bleibt, wo die Wogen negativ werben, fo fchreiben:

2n 2n (n—1)

anusx“:(ﬁcosnx —[—:I-cus(n——'))x{—-— B
2

cos (n—4) x +- zc.).

Man muf 1brigens bemerfenr, Daff wenn n eine gerade Jabhl i,
bie Formel ein mittlered Glicd hat, welches gleic) weit von den
beiben quperften abfteht, und deffen Form ift

n(n~—1).....(n——g—{-1)

cos(n—mn)x:

1 - 2 S e e 2
Dicfed Glied vedusirt fich, weil cos0 =1, auf
sul
n(n—1)..... (3—}- I)

| B

= 5

und el 5 allein vorfommt, fo darf eé nidyt mit 2 multipli:
sirt werden, tie Die ubrigen, 5 fey denn, daf man vorlaufig
nue die Halfte nimmt, oder daf man feft

n(n—l)......(l—:-{—l)

1 l2llbt"

i RPN

10|

W

Man exhalt alfo ald Endrefultat

n nn—1
2n—1 gogxn— (cos nx—!——l- cos(n—2)x-} %‘;’—r)cos (n—4) x

n(n—1)(n—2
L ( ) )cns(n—ﬁ)-i-u'.),

i {203
indem man nicht aufier Acht 1aFt, in diefer Formel bei dem
Gliede ftehen ju bleiben, bei welchem man auf einen negativen
DBogen fiofit, und nur die Halffe ju nehmen von dem Goefft-
sienten De3 Cofinus ded Bogens Null, den man befommen wird,
wenn n eine gerade Sabl iff.  Mit Rickficht DHievauf witd 8
leicht feyn, die LWerthe Der folgenden Fabelle gu bilden:




COSX ==C0S X

2 cosx?==cos 2x 1
4 cos x*=—cos 3x |- 3 cosx
8 cos x* —cos 4x -~ 4 cos 2x -3
16 cosx® =—cos 5X -~ 5 cos 3x 1 10 cos X
32 cos x® —cos 6x 4 6 cos4x - 15 cos 2x -}~ 10
64 cos X7 ==cos 7X =~ Tcos5x—-21cos 3x-- 35 cos X
20,

§. 55.
Um sinx» zu entwideln, bebiene man {ich der Gleichung
sl il %
SinX = :W.:_;l (u—v),

und man exhalt

1
sinx=—=———— (u—v)"
(21/"_1)11( ) 4
pher
n n (n—1) 5
sin X" = B Bl — L2y —
= 1“1( 1 1,2
(n——l)(‘ﬂ-— 2) un—3 3 + 1. )
t L

1. 3 fey n cine gerade Bahl oder ein Brud) mit geradem
Nenner; in bdiefem Falle iff (u—v)2 = (v—uw)*, und folglich
hat man audh

Sin Xt ——— —u)n
@ V" 1)“( Uk
Gntwidelt man bdie jweite Seite diefer Gleichung, und addirt fie
ju ber vovigen, fo fommt
1
2 sinxn __.( 7= 1)“(u -{-\“——-—(u“—'iv vy )+

| n%l)(n
1.2

n fn—])

(un—ivz_l_vn—ﬂ 2

(u“"*v‘—]—v“_ 2 uJ)—I—‘C.)
oder

n
2SI yt— — )n (uT‘- v — Emﬁ(u“‘ foyn—2 ) +—

(2 Ff
n2y2(ut—tfyn—4) “L”_l‘jz( = 113\«' (u=-04-yn=0 ]-Jr-rt)

ein Tefultat, welched mit dem bes vovigen Paragraphen, bis
auf die Jeidhen, dbereinfiimmi, wiv fonnen alfo {ofort {chreiben:

n(n—i)
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n{n— i}

— 08 (N—4) x

(ZlV-:)“sinx“;—_(cos nx — ?cos{n—?)x-l— >

11(11—1)(“ _____ cog(n—ﬁ)"{—l—![‘ )

12h3
Dad ‘%nmgim’m verfchivindet, weil n eine qevade 3ahl ift 5 und
man bhat (2)° 1)”—--% 2n, bas obere Jetchen gilt, wenn n

eine Doppelpaarsahl ift, 0. b. ecin Vielfaches von 4, und dad
untere, wenn ¢8 blod burch 2 fheilbar iff.

Man wird tiber die yweite Seite diefer Gleichung diefelben
(Swltuunqm i flbren tm Stande feyn, wie im vorigen Pava:
graphen; und twenn n eine ga ange 3abl 1it, 10 witd man daraus
{dhliefen, Daff man {id) [‘cqnuqm gonne mit den Glicdern, in
weldhen nmur pofitive Bogenr vorfommen, nur laffe man nidt
aufier Acht das Dopypelte eined jeden ju nehmen.  Fevmer, da
n alsdann eine gevade 3ahl ift, fo wird ein Glied entftehen,
welched vom cosinus befreit ift, und weldhes man nid)r verboyp:
pel mufi; dividivt man nun beide Seiten duvch 2, fo exbhalt
man
n(n—1)

1,2
n(n—1)(n—2)

S e cos (n—6) x 4 2(.) E
wobel man nicht aufer Acht laffe, Dei ‘Demicnigcn ®liede fiehen su
bletbenr, tn welchem der Bogen Null erfcheint, und nur die Haljte
bed Coeffizienten diefes Gliedes nimmit.

2. Jft n eine ungerade Sahl, alsdann fommt

(v—up=—(u—v)*}

- n N
j_-_ﬁ"*’:smx"-_—(cos nx—I cos(n—2)x-~ cos(n—4) x —

folglidy

(v—u)n,

BN Xt — —— (u—V)? = __.1:_¥
L"I’ i QY =)~
obev tnbem man entwidelt,
1
( I;" 1}11

( n+ \,11—1 11 (I;j )‘-u—- u? +
n(lz~—|](11-— )
5253
Addivt man biefe Entwidelung bed sinx» ju der der vorigen Seite,
und vollzieht die ndthigen Neduftionen, 10 Tmut man :
DainRR—— -1_ (u"—v“—-ill1_1\-'(11“‘_2-—-—“\?“'_") L(II:-I_)_

QY =i 12
(n—1)(n—
u? V’£<un—-4_‘,n--4—> i n_ : _j_(_l ) 13‘;3(1111 F_Vn F)_*_N )

sinx"—

yi—3ud — L.\.
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ba aber nady §. 47.

siunx = - ((cosx-[—}f.:.] sinx)" —(cosx—} —1 si::x)“)
1

1

Y=
1 n -1
= vy,
fiir jeben beliebigen Werth von 1, fo ift folglich auch allgemein
ui—m__yn—m— 21" 1 sin(n—m)x,

und wad bad Provuft uv betrifft, o i diefes tmmer der Cinbheit
gleich: man n'[){t[t bemnach

25inxe—= —————— r,u/. (sm nx —-Ism(n—r’)\ -I- 1 ‘_-‘—eysin(n———@ X
5 =1)¢ 2
el T ) sin(n—6)x +zc.)_

Die imaginare Grofe hat auf diefe Formel cben fo wenig Ein-
flufp al® auf die vovigen; Ddenn da n eine ungerabe Jahl ift,

ot
I ﬁ: (-) I/—._.j)“_"“——‘!“"m"l

Das obere Jeichen gilt, wenn n—1 ein Vielfaches von 4 iff, und
pas untere, wenn n—1 blod ein Wielfaches von 2 ift.

Man fann {idh auch bei bum ﬁl‘l‘ll’ﬁ[ mit bmunmwt Slie-
dern befchranfen, in weldhen bie Sinus blos pofitiver ,;u\gm
porfommen, indem man bdiefe Glicder berooppelt; denn e ift
firs Gyfte tlar, aud denfelben Grinden wie vorbin, daf bdie
Gliever, welche gleich weit von bden beiden duferften abftehen,
denfelben Goeffizienten haben, und daf i dem einen ein pofiti-
ver, in Dem anbern ein negativer Bogen vorformmt.  Swar wer:
den, da die Anzahl dev Glieder der Formel ¢ gerade ift, und die-
felben abwedhfelnd pofitiv und negativ find, bie cntmmhmbm
Slieder E]lf‘]LJL‘H\IHL[‘FE Beichen habens aber es ift am) der Sis
nud eined negativen oogum {elbjt negativ, und folglich findet
fich biefe ;3u(l)mwel1;luebcnbc1t aurqcnvbcn und oie Gilieder, um
weldhe e fich hanbelt, veveinigen fich in ein eingiges.

Dicfen Betracdhtungen gemaf erhalt man, nachdem durh

2 bividirt worben ift,
s onsl gy (sin nx—?sin (n—2)x -4 $)

A n(n—1) (n
%3 sm(n—-G)x—]—;{)

Man wird leicht aud bden beiden Formeln bdiefes Paragraphen
die in bev folgenden abelle enthaltenen Werthe bhevleiten,

sin (n—4) x

/

i T,




ginx — sinx
2 sinx? = — cos 2x -} 1
4sinx? ——sin3x 4 3sinx
gsinx*= cosdx — 4cos2x-}-3
16sinx5=  sin 5x — 5sin 3x 4 10sinX
32 sinx6=—— cos 6x -}- 6 cos 4x — 15 cos 2x-1-10
64 sin X7 == — sin 7X - 7 sin 5X — 21 sin 3X—- 35 sin X
€. '
®as find die Refultate fiv die Falle, in weldhen n eine gany
Sahl i1ft; wenn 8 ein Brudh wive, {0 mifte man ju der erfien
Formel Des vorigen Pavagraphen el gehen. Man  mupte
parin x==1%—2z feien, weldhes gabe cosx=sinz, und folglicy
yoive der Ausdruct von cosx® vermittelft der Gofinus der Viel:
fachen von x ecinerlei mit dem von sin z» permittelft der Gojinus
der Wielfachen von (19—z), ober vom Comyplement des Bogens z,

§. 56.

Die im §. 33. gefundene Entwicelung von Togu fiihrt s
U Der eined Kreidbogens, geordnet nach den Sinus feiner Vil
fachen. Sefpt man nimlich m

1 el g uz—u—? ud—u—3 nt—u—%
og u=—u—u -—(—y;-—)—}—( 3 . h( 4:_..___.)_‘_3('!

[3

u=e*’—1, fo exhdlt man

oz V) —2:F 1
L Vaney i S € - €
log e P B (-——-—-~—‘) T

7 O T Ay
(_C : = __)_ (e -ﬁ__; ) ) 163

aber loge""’l/:l:-z']f‘-fj, und folglich

P eZ g c—_T-VL-& e (GQ:‘.V.LI__ 2 Vﬁ) I :}
¥V — s V—
(0315/:.[# e~—-:":7,}":1 ) (34?‘ pra=q i c_——-i-'.f. | )
3 ( - )~|— 1.t
= : it
dtoidivt man beide Seiten diefer Gleichung durch 2, fo findet man
e? f Loy Ve e-—~zV:i i (C'j';,!";"i e -—111”_1>
e R e’ LT 1
T G 5 YT T
(esuf':; ooy e—an;i) l (clizV':i PO Y
=AY

21 =1 Y —

EE

)—l—zc.;




NG

2V =tV

DY g = ginz
und da {e2FHA__e—22¥/0 y
T oamy (=0 71} ]
2=
1.,

fo folgt daraus

1 7 ==gin z — 1sin 2z -} L sin 3z — ;sin 4z 4-1¢,
Madht man z=1%, fo werben sin 2z, sindz, und im Allge:
meinen alle Sinud ber gevaden Bielfachen qletch MNull; e8 blei-
ben nur die ungevaden; aber man mug i.\cmcrfe:t, Dafi fie ab-
wed)felnd pofitiv und negativ find, daf alfo, da sin1d pofitiv
ift, sin 34 mqatm, sin 54 :pL!]IIll!, sin 71 mqu(w, . irf. Mit
RNucficht hievauf findet man, daf der Bogen von

450—1—3 b L Loac

ein Nefultat, welched mit dem bded § 43. tibereinfiimmt.

§.| 57.

Die Betvacdhtung der Sinus der vielfacdhen Bogen fihrt nod)
st einer Gntwidelung des Kreisbogens , weldhe eine von ber
povigen felr verfchiedene Form I}ni, und weldhe man, o wie
tberhaupt den groften Fheil bder analytifchen Ilmu]ud)u.l_] Der
Kreisfunttionen, Guler verdanfr. -

Da namlidhy sin (x+z)=sinx cosz -} cosxsinz, {o findet
man, wenn man z=—x macht, sin2x—==2sinxcosx, Geft
man ix ftatt x, fo fommt sinx—2sintxcosix. Madht
man aufs Neue bdiefelbe Subftitution, fo fommt sin  x =
2sinfxcos tx; feht man Ddiefen Werth von sin §x in den pon
sm\, fo crl).t[t man sinx=—4sint xcostx cosl x5 aber in:
bem mmt gerade iie vm[)m l’rCtT\‘ii)Lt erhalt mun Simibie
2sin L +X COS T—x; {I[}u sinx—§ sin + X cOs + X'cos L X €OS & X,
Man fann sin Lx vermittelft der Gleidhung sin Lx=2 sin J-x
cos ;- x mg]-.baﬁm' man exbalt alddbann

sinXx =16 sin ;% x cos L X cos } x cos Lx cos X,

Man fieht, Daf, wenn auf bdieje Weife fortgefabren mnb nman
jedbes Mal einen neuen (§a>|mus einfbet, und daf man im Al-
geneinen erhalfen wird

. H | . ' i . 1
sinx=— 2" sin P~ X CO5 5 X COS 5 xcos-;cosj-gx....cosq-x.

n

Aber je grofer n wivd, Defto Eleiner witd der Bogen -J x, und

defto weniger alfo witd er fich von feinen Sinus unterjdheiden,
T'li
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und fein Cofinud wird um fo naber der Einheit Fommens bie
Grenze des vorigen Ausdruds wird alfo fepn
ﬁlﬂ XxX—X COSI X COG T )LCl]51lu Xt
SMan erhalt hisraus
sin x

T cos4xcostxcosixu’

Ko | : .
und weil e fo fchliefit man daraus ebenfalls
SZ

X=—sIlnXsec-tXsec | xsec X,
Diefes Produft nabert fich. immer mehy einem enbdlichen Werthe;
Denn e Eleiner der Bogen mm, b;]m meby nabert fich die Se:
fante bem Nabiud oder dev Einbeit, und o nehmen aljo bie
Faftoren in ihrem Werlaufe immer meby ab.

Nahme man die Logavithmen, fo flihrte man das obige
Refultat auf dbie Form einer gewohnlichen Neibe zunck, denn
man erhielte

l;u‘r\_log9111\-rlngsc'c tx4-logsectxdlogsec & x—1.
@5 ift biefed nicht dad einzige Beifpiel einer @nm} ctelung, welde
purdh ein kJ)rm.uft einer unendlichen Anzahl von Faftoren aud:
gedrctt ift; es gibt beven fehr viel andere, welche von den oben
erhaltenen J\i’l}ul flix ex, sinx, cosx, 1. abgeleitet werden;
man witd fie im brittent &{)ci[c diefes Werfes finden, wo fie
auf verfchiedenen LWegen bewviefen werben,

BVon der Umfehrung der Reihen.

§. 58,

Nachvem man den Wusdrud einer Grofe in einer Neile,
georbnet nach den Potengen einer anvern Grofe exbalten hat,
fann man Ddie %mgu umtehren, indem man die jweite Grofe
al8 ¢ine Funftion der erften befrachtet, und ihre Gntm ctelung
fuchen. Nachdem man 3. B. den Werfy ded Cofinus und des
Sinud vermittelft der Potenzen des Bogens gefunden hat, fann
man die De8 Bogend felbft verlangen. - Die Fragen biefer AUrt
machen den Gegenftand der UmEehrung der Reihen (re-
tour des suites) aud. Sch will yuerft das Ver abun auseinan:
ber fesen; welded Jewton, bder fie juerft Ii\]'rtc, ung in einem
feiner Briefe an Oldembuvg uberliefert hat, weil ¢5 miv bad
einfadyffe {deint.

( @5 fey x ein Kreidbogen und y fein Sinud, fo hat man
§. 39.
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&80, x8 %

y=x—%+in s
wenn man alle Potenzen von x mit Ausnahme der erftent elimi:
niven Eonnte, {o erhielfe man den Werth von x in y;5 dazu

gelangt man fehr leicht auf folgende Meife :

Man bevechne juerft die bdritte . Poteny wvon y, entwebder
bireft, ober mit Hilfe der Formeln bes §. 19, fo wird man, nach
. L > S o
pollzogener Neduftion finden 3-3———3&‘#-7)—]—{;)-6::’—1:.; elimi:
nivt man jwifthen diefer und der vorgegebenen Gleichung, x

al8 ecine eingelne unbefannte Grofe, fo fommt

Yo __(___!_ i L) ep (3 1) T
y+e=x— (5 — 155) '+ (720~ 50m0) ¥ —
und diefes gibt nach dev Reduktion
ol G
T bty T
Bilbet man darauf die finfte Voteny von y, fo erhalt man
7
yﬁ_-:x-" _ —5%—!- 0.y
und fchaffit man x5 aud diefem NRefultate weg, fo findet man
:”_+§_}tiﬂx_(._1u_1_) "4
I mieg o 16~ 56/> T
ober 5
o T STSE I IR
SRSl Ty Rttt 1 Wt
¢3 ijt aber y?=x7 — 1.: folglid)
R
y+% e .O—{~112_ﬁx+zcﬂ

So find wir aljo jur Entwidelung von x in y, und zwar bis
sur ficbenten Poteny von y, gelangt, und der zu diefem Bebhufe
cingefchlagenen Feg ift deuthich genug, um ihn fortiesen zu Fon-
nen, fo weit man will, Werechnet man nody zwei Glicder mebr,
fo exbalt man

1 3 5 35 63
2 S s N g e e ) O ) i
YhgriiEaa Y T o T et tanipt L2

Obgleich man nicht fogleich das Gefels ber verfdhiedenen Gilieder
in vorftehender Reihe exfennt, fo wird man e3 dody entdecen,
inbem man die Goeffizienten und numerifhen Diviforen in ihre
cinfachen Faftoren gerlegt, und alddann fommt
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Y gl 3.5.y7 8.5.7.y°
R e e
3-”()}11
G L K R e

Dicfes ift ber Ausbrud ded Bogens =, entwidelt nad) den
Potenzen feined Sinus y.

Dicfes Bepfpiel mdge einiger Mafen hinveichen um 0ed
Wefen dev Methode Fennen gu levnen iy bemerbe indef, dafi
wenn man bhatte

—a - bx 4 ex?4dx3 410,
fo mifte, gropever Bequemlichieit wegen, bie beftimmte Grofe
a auf die anbere Seife gefefst und y—a==z gefesit werden, und
diefes gabe
z=hx -} ex®4dx3 4.,

und bas Refultat witede aIabmm nad) ben %Jntcn,cn von =z fout:
fchreiten,  Dbhne Ddiefe vmqonggu Dperation wilrde jede %John,
vort y neue ven x unabhingige Glieder Hevoorbringen; und es
entftande hievaus eine unbeftimmte Reihe flr das erfie ()fieb Der
gcfurbtm Gntwidelung.

JBenn die vovgegebene Jeihe bdie evite Woteny von x nidyt
cnﬂmI ;10 le}lt[ft man blos den Werth der niedrigiten Sﬁotuh,
und man mugte alfo aud dbem NRefultate die durd) den Grad
jener Pofeny angegebene Wurzel auu,ubut, was letht zu bewerf:
{ielligen ware vevmittelft der Formeln des §. 19.

Giner Der bebeutendften Vortheile ded Werfahrens, iwelched
uns jest befchaftigt, befteht bavin, dafi e diveft ju der Fovm
ber gefuchten Reibe fubrt. 65 fey 3. B.

z=ax? - bx3d-cx*--10.;
man eliminive fi’s Grfte x34 ju diefem Behufe muf man =z
auf eine folche Doteny erheben, daf bad erffe Glied mit x3 be:
haftet iff.  Gefesst diefe Bedingung fey erfiullt duvd) die Entwide:
lung von zm3 man hat al8dann nothwendig zm—amxn -1,
e3 muff folglich 2m=—3 ober m=3 feyn. Man erhebe alfo
ofe Reibe, welde z auddemictt, auf die Poteny 3, wad leidht
bewerEjielligt werden Fann, indem man ihr folgende Form gibt:
z ==x*(a-+Dbx -4 cx* 4+1c.), und man exhalt

Z'—ra’ )ﬂ ! 31)'1- x“—l—zt.
@ff)aﬁt man x* permittelft diefer Gleidyung weg, fo bleiben blos
x?, x* und hobhere Potengen.  Crhebt man z n$ Quabdrat, {0
erhalt man ein Refultat, welched zur Climination von x* Ddient.
Diefe Operation Fann wirflid)y ohne Schwievigleit audgefihrt

U\
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werden, felbft wenn ¢8 nod ndthig wive, den Werth von =z
auf Bruchpotenzen u erheben.

®ic durdh z vovgeftellte Grdfe Ednnte felbft cine NReibe feum,
gtordnet nach den Dotenyen von y, ohne paff in Ddiefem i‘iuI_Ic bas
Berfahren gedndert werden mifite; e8 ware dann blos nothig, die
Gniwicelungen der verichiedenen Potengen von = in Bezug auf
y ju orduen, inbem man von ber exften Diefer Gubfien zuv pweis
fen juriicginge.

$atte man endlic) wei Neifen folgender Art

p=—ax 4 bx?+4 ox®+ 1.
{t —a'x+b'x?4-c'x* +1u.,

fo Eonnte man duvd) Diefelbe Methode bdie Entwidelung von z
in t, und umgekehut, finden.

Um 3 B. z ju erhalten, nehme man den Werth von x in
t in der pweiten eihe, und fubftituire thn in die evfte. Dad Ne=
fultat diefer Oyeration wird blod das Suadrat und hohere Po-
fengen von x enthalten.  Man erhebe dann die jweite Meibe ing
Quadraf, und nehme bavaus einen TWerth von x2 in 7, X3,
x*, 10, , welder Dad Mittel darbieten wird, x* qué dem porigen
Refultate wegsufchaffen: fahre man auf diefe Weife fort, fo wird
man ficy nach und nad) der perfchiedenen Potenzen von x entz
lebigen. Das Berfahren, welches idh eben angesergt habe ftimmt

mit pemijenigen tberein, welches man gewdhnlich zur Elimina:
tion Dbefolgt, mit dem Unterfchicde aber, daf man, anftatt mit
ber Wegichaffung devjenigen (Slicber u beginnen, die den hoch=
ften Grponenten haben hier mit Denen beginnt, deven Erponent
er fleinfte tff
Folgendes ift nun eine allgemeine Formel, welche alle Falle

umfafit, in welden die Gurponenten bev Potengen von x eine
Differenzenyprogrefjion bilden. &3 ey

y =k + ax-bx? —+ox3 4 dx* + ex® 10,
Sept man k auf die andeve Seite, und madht, der Kiivze wegen
y—k=1z, fo erhalt man

z—-nx-}-1ux9+nx3—|—dx4—i—ex5~|—:E......(i.)
Werechnet man die Werthe von 22, 23, 2, fo fann man nady:
einander x2, x°, x* eliminiven, fo wie wir biefes in den vori:
gen Beifpielen bewerkftelliget haben, und man wird finben :

et b .. f2b%2—a¢ 5h3—5abetad
==z o z~-§~(——m—)z3r—( - ——) wt -

a® a’

a2

14b*—21ab%c -} 6a*bd -} 3a?c>—a’e
+( : sbfod SaTber )z




T e - =

-

e AP | L e

5 SO

§. 59.

Man fann ju demfelben Nefultate aucdy durch bie Methode
ber unbeftimmten Goeffizienten gelangen, indem man fest
x=Az+ B2?~ C2® 4 Dz*+ Ez5 -1,
und mittelft der Fovmeln ved §. 19, die Werthe von x2, x3, x,
x%, 2, berechnet, um fie in die Gleichung (L) ju fubfiituiven,
Wenn_diefe Oyperationen ausdgefiihrt find, fo wverfefie man die
erfte Seite auf die pweite, und fese alle Glicder, die mit der:
felben Poteny von z behaftet find, gleich Null, fo wird bdiefe
Dperation die nothigen Gleichungen jur Beflimmung der Goef-
fiztenten A, B, C, 2. liefert. 3y balte mich bei den Gingel:
beitenn Ddiefer NRechnung nicht auf, da bidher fchon eine grofie
Unzahl von Weifpielen davon vorgefommen; indejjen will ich Den
Gang des Verfabrend worgeichnen, welches gur Hevleitung des
Werthes von z dient aus der Gleichung
wzf22 4728402 16 = ax4-bx?4-cx3 4= dx*t 4 1¢.,
bie aus ywei umendlichen Neiben gebildet it
LWenn man, nadydermnr angenommen ift
x=Az+-Bz*+ Cz* -}- Dzt + 1.,
bie Notenzen diefer lestern NMeibe entwickelte, foy ed nun dud)
bie Formel der Seite 30, ober durch fuccefjive Multiplifationen,
fo wiirde die unmittelbare Subftitution diefer Potengen nur zu
unfymmetrijchen Refultaten flbren, der Avt, wie vas am Schluffe
oes vorigen Pavagraphen, nach welhem 3 unmdglich ware, den
Werth von x fber die fchon gefundenen Glieder hinaus weiter
auszudehnen.  Folgendes ift ein Verfahren, weldyes swar bas
Unbequeme bhat, bdie Ausfibrung noch vieler Rechnung nothig
su madhen, das aber wenigjtens das Gefes deutlich macht, wel:
ched jene Nechnungen untereinander berbindet, und zugleich das
Mittel, fie durch fymmetrijche Formeln fo weit i treiben al$
man will,
Man fese fl's Gyfte
x =A,;z+4B,z? 4022 4Dzt g,
x? =A,22+4B,2z3 +C,z* +D,z8 =+ s,
X =A,23+B;2* 4-C.28 +D,28 1.,
%I :A11Z]1+Buzn+l+GnZn+Q+Dny‘u+3"l“‘lc'.r
wo die Buchftaben A,, B,, Cy, 1. die Coeffizienten Der nfen
Poteny ded Polynoms
A, 724B,2*+C 234Dzttt —=z(A 4B, z+C, 24D z3+1¢c.)
begeichnen, und aldbann in die vorgegebene Gleidhung die Gnte
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widelungen der Votengen von x,  Bringt man alle Glicder auf
cine Seite, fo fommt

aA z+aB z>}aC 23-4-aD z* 42,
4-bA,z? 4+ bB,z3 +bC,2* 41
-+ cA, 73 -+ cB a1 _ita
A dA gzt 4 (7
=103
— qz — 7% — yz? — 0z* e anes

und hieraus leitet man bher

«
aA , —a=—0 (Al =

Ei=bda

aB,+bA,—f=0 B

aC,+4bB,}-cA ,—y=0 <Cl L y—bB,—od,

a
0—bC,—cB,—dA,

a

aDl.i_])CE—I-UBJ-FdA,\‘—J:O IDEes—

2. \. a10e

Gleichungen, deven Gefess Flav ift, und welche zuerff A beftim:
men, alsbann B, ourd) A,, €, dbwrh B, und A,, D, dudh
C,, B, und A,, ., fo Daf jeder Coeffizient des Werthes von
x abhangig ift von Dden vorbergehenden oeffizienten, welche
berechnet find flii die Dotenen, beren bhochfter Erponent ben
Range gleich ift, den dev gefuchte Coeffizient einnimmi,

Die vorhergehenden Coeffizienten bevechnet man vermittelft
per Gleichungen am Unfange der Seite 30 zu diefem Behufe
reicht ¢8 hin, in denfelben

a,b,c,d, w. A ,B,,C,6 D,
sut vevyandeln, weil man bie Cntwidelung von
(A,+B,24-C,z°+D, 2320 )" =A -+ B z4-Crz? D23 4-10.
bilben will : {chreibt man aifo

A Bolo Gap Do e, ol W, 100D e
in ben angefihrten Gleichungen, o werden fie

N

A B,—nB A,
24, C=n—1)B B, 4 2nC, A,
3A D,=n—2)B,C,4 (2n—1)C, B, 4 3nD A,
1

4A E —(n—3)B,D,+(2n—2)C,C,+ (3n—1) D, B, 4
4nE A,
5A1Fn= (n_df)B; En +(2n"3)G|Dn+ (3“‘_2)D| Cn =t :
HA (4n—1)E | B,,+}5nF A,
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Gepst man barin nadjeinander n=2, n=3, n=4, x., fo
erhalt man daraud den Werth von A, um ihn in ben von B,
(f- d. vorige Seite) 3u fubftituiven; die Werthe von B, und A,
um fie in den von G, u fubftituiren, und eben fo bdie ubrigen.
Fiihrt man dieje Nechnungen qus, und bebalt der Abklrzung
wegen, in dem Ausdrucke eines jeden der Coeffizienten A, , B,,
C,, . bic Budjftaben bei, welde die vorhergehenden Coeffi:
stenten begeichnen, und laft die Marfen 1 weg, da deven Feine
anbeyn bleibenr, fo findet man

_ o f—bA* | _Z-——QI)AB—-C.P‘P' ¥
x-az+ At + a 4

0—bB2—2bAC—3cA?B—dA* |
zZ

+ a
e—2bBc—2hAD—3cAB?*—3cA*C—4dA3B—eA®
i e @
{—2bBD—bC*—2bAE—cB’—bcABC—3¢A*D—
bdA2B>—4dA*C—5eA*B—fAS
+ - g

-} 1.
eine Cntwicelung, welche Moivre in den Philosophical Trans-
actions fiiv dad Sabr 1698, &. 190 mitgetheilt, und deven Ge:
fels ex nng‘cgcbcu bat.

Die Form, welde ich oben den Gleichungen gegeben, von
denen die Umbehrung der NReiben abhangt, aeigt, wie fehr man
die Nechnung vereinfachen wirde durch Anwendung eined Bers
fabrens, vevmittelft deflen man leicht die werfchiedenen Coeffi-
sienten dev Potenzen ded Polpnomd A, + I3 7420, und Fwar
Den einen vom andern ableiten finnte; gevade diefes ift ¢8, was
die deutfchen Unalyften gethan haben, indem fie ihre Unterfus
chungen auf die Cntwidelung diefer Potengen wendeten; aber
fchon vor ihren rbeiten Datte man mittelft dev Differentialvechs
nung mebrece regelmafige Fovmelm bevgeleitet, um von einet
Reihe zu threr Umtehrung 3u gelangen; aud diefem Grunde werde
ih mich fir fest nicht weiter mit diefem Gegenjtande befafjen.
Diejenigen , welche fpesielle Anwendungen deffelben machen wols
len, finben in ber sweifen Ausgabe der Frigonometrie
von Cagnoli S. 46 die Neihe, welche ich &, 103 mitgetheilt
habe, bis zu neuen Gliedern bevechnet, und die Moivre’jche Cnte
widelung gebt in diefelbe fber, wenn man =1 nimmt, und
dic Guogen 8, y, 0, . gleich Null {ept.




Gntwicelungen der Funftionen, yweldhe durdy Gleis
dhungen gegebent  {ind, in Denen Die  unbefannten
Grdfen unter einander gemifcht porfommnien.

5. 60.

Bi3 jest war die Form der Reibe mit unbeftimmten Coef:
fistenten, oelche zur porldufigen Darftellung dev gefuchten Gnt=
widelung Ddiente, leicht vorherzufehen, entweder purch Unteru=
dyung der einzelnen Salle, oder durd) die Ginfachheit der Gleiz
chung, welder Gentige  qefchehen mufite; aber wenn - diefe Gleiz
dung Glieder enthalt, in welchen die Funktion und Ddie perdns
perliche Grdfe, von dev fie abhangt, unfer einander perEnipft
find, fo offenbart fich das Gefets, weldhed die Erponenten bev ver=
anoerlichen Gudfe in den verfdjicdenen Gliedern befolgen mitfjen,
aur buvch eine befonbere Unterfuchung.  Man fdnnte dafjelbe
wobl auffinden, indem man bie gegebene Gleichung in Bezug
auf die porgegebene Funftion quftdfete, und bdie in dem Aus=
oruce ihrer WBuvseln enthaltenen Wuvselgrofen entwidelte; aber
bicfes Mittel wave nicht mebhr brauchbar, wenn fie den vieten

'
« e

Grad wberftiege, und wide fhon fire den dritten fehr wenig
bequem feyn, yoegen der Multiptitation der Wurgelgrdfen. PWie
wollen alfo nun feben, wie man Ddiefe Sdhwicrigeit tberwun:
Pen bat.

Weldyed auchy immer die Fovm der gefuchten Entwidelung
feyn mag, fo wirdb, wenn man fie a3 sufammengefest annimmt
qud einer Meihe von Monomern , fvgend ein Glied derfelben vove
geftellt twerben Fonnen durch Ax%, fo daf man im Algemeis
nen bat

y=Ax"- Bxf 4 Cx¥ J-1c.

wo die Grponenten «, B, y, 1. xgend weldhe Bahlen feyn Fons
nem.  un hat man aber bei der Entwidelung einer Sunttion
faft immer yum Swede, ¢inen anndhernden 2Werth dexfelben 3u
finden, wozu exforderlich ift, Daf bie Meibe, zu weldher man
gelangt, Fonvergent ift: Ddiefer leptern Bevingung aber fann im
Allgemeinen nur dann Gentige geicheben , wenn bie Gurofie x
entweber febr Flein oder febr grof iff.  Im erfien Falle ift ¢3
cinleuchtend , dafi die Grponenten e, B, y, w. pofitiv und nach
per Folae ihrer vefpeftiven Gurofe geordnet feyn miffen, indem
man mit dem Fleinfien beginnt; im sweiten dagegen mifjen fie
negativ feyn, oder ¢3 wenigftens endlic) woerden , und wenn es
aljo yofitive untec ihnen gibt, fo muf man fie suerft {chreiben,
und mit dem groften anfangen.




-~ 108 —

Die analytifthen Anndberungdmethoden bHaben bdie qréfte
AehnlichEeit mit denen, welche die Anwendung der Degimalbriche
in bie Avithmetif eingeflihrt hat, und welche davin beftehen, allmay-
lig die Biffern der hochften Ordnung aufjufucdhen, und die der
niedrigern Drdnungen aufer At ju laffen.  Die Bablen {ind,
gevade durc) die Folge der Jiffern, welche fie ausdriiden, nad
ben Potenzen von 10 geordnet *); man urtheilt fiber den Werth
ber gefunvenen 3Jiffern und den der ju findenden, ober ju ver:
nachlaBigenden, nach der Stelle, die fie einnehmen, und bie
betrachtlichern ftellen fich juerft bar: man ordne alfo audy die
algebraifchen Ausdrite, um guerft die grofern Glieder ju finden,
und dann die Fleinern; aber Ddiefes fann nicht gefdyehen, obhne
vorber fiir die eine der Grdfen, weldhe in dem betradhteten Auss
prucke vorfommen, einen Grad von Gvife feftgefest ju haben.

€3 fdheint nicht leicht, bdie grofern Glicder in einem Auss
brude ju erfennen, weldher in feinen Werlaufe wei gegebene
vevanberliche Grofen, die eine mit der andern verknupit, enthilt;
von ber Art ware 3. B, bdie Gleichung

ax"}"“ + bxPyf 4 cx?’y?"—i— W =0,

Die Grofen x und y find hier unter einanber verfnlipft auf
eine Weife, die, obaleich beftimme, dennod) nicht beim erften
Bl zu entfcheiden geftattet, welchen Ginfluf die Aenderungen
Der einen auf die andere hat; und e8 wird oft der Fall feyn,
baf fie gevade in entgegengefestem Sinne fortichreiten, - fo Dag,
wenn die erffe fehr Flein ift, bdie andere fehy grofi feyn wird, und
umgetehrt; oder daf, wenn die eine febhr jhnell abnimmt, die
andere tnywifchen fehr wenig Fleiner wird,

Die Geometer haben verfchiedene Mittel exfonnen, und unter
ben Gliedern einer Gleichung diejenigen su erfermen, weldhe bdie
gropten find. Mewton erfand bad analytifthe Parallelogramm,
welched v. Gua fpater auf ein Dreiect juriidfihrte: Saylor
wandte eine geometrifdhe Konfieuttion anj aber Lagrange hat ein
febr einfaches und bequented analytifches Werfabren mitgetheilt **),
welches tch jest fennen lehren yill,

§. 61.

Gefest man Habe irgend cine Gleichung
axmyn _I_, a’xm’}-n’+an""xm}vn”_l_amx_m""yn”'__i_ e =—0 :

#) Dic 3abl 349,537 3. B. [t nichts Anderes als
5(10)2 +4(10)" 4 9(10)° = 5(10)—1 4 3(10)—2 4= 7 (10)—3.
**) Mémoires de I'Academie de Berlin, an. 1776, pag. 235.




— 109 —

beseichnet man mit Ax® bas exffe Glied der Enticelung von y,
and nimmt x febr flein an, fo reicht 8 hin, auf jenes Glied
Rudjicht su nehmen, welches den grdfiten Theil des Alerthed
pon y audmacht.  Subftituirt man es fite jene vevanoerliche
Guofie in die vorgegebene Gleichung, fo findet man

aAnx_m-{-"rt + n’An’xm"—i-u’“ _E_ “"’J_\n”xm”—i-u”(c + a""An'”xr:\’”-!-ll’”(;

=+ 2. =0,

Da diefe Gleichung nur anndherungdweife flatt finden farm, fo
muf man die Gliever nach der Folge threr Grofe, welde burd
pen Gryponénten, womit fie behaftet find, angegeben wird, ords
nen, und nur diejenigen Deibehalten, welche vom niedrigfiern
Grabe find; nun fann diefed aber fo lange nidhyt gejcheben, ald
per Erponent ¢ unbefannt ift. Um ihn 3u beftimtmen, bemevfe
man, daf, bda wir nur die nicdrigen Potenzen von x in An=
fchlag bringen, welches tbrigend auch der TWerth diefer verdns
berlichen Grofe fey, dev vorliegenden Gleidhung nur dann Ses
nitge gefchehen fonne, wenn fid) swel unter einander vergleidh=
bare Glieder darin finden, . h. bdie von demfelben Grade find,
und deren Groonent Eleiner iff ald der ber iibrigen.

G$ hanvelt fich alfo nur darum fit e cinen Werth ju fine
pen, welcher 3wei der Jahlen
- m+4ne, m'4n'e, m"4n"e¢, m”"4n"e¢, mV+4+nva, w0
cinander gleich und Eleiner alé alle Mbvigen madyt.

Sede Gleichung, Ddie man bilden fann, indem man je Foe
bev vorliegenden Jahlen einander gleid) fest, gabe einen LWevth
fir «, welcher dev erfien Bedingung Genlige leiffete, und den
man fubftitutven mifte in m + ne, m'4n'e, ., um fid zu
pergewifjern, baf er der gweiten genlige; verfabrt man aber auf
diefe Weife, fo wide man fehr. viele pwedlofe Combinationen
machen, die man auf folgende Weife vermeiden Fann.

Sept man blod bad erfle Glied einem jeden Dder folgenden
gleich, um davaud ver{dhicvene Levthe von « heryuleiten, bie
man mit o/, o, &, 1. begeichne, jo fommt

) " "r

S nie—me it T ce=mLh L Sl ami el

6 =—-7F, 0 —m— & =——m ¢
n—n n—n n—n

Unflatt einen jeden diefer Werthe eingeln zu verfuchen, wollen
wiv in der Nethe

m—4ne, m' +n'e, m”"+0"e, m"”+0"e, w......0(1)
ben Ausdruc der Differenzen pwifchen dem erjten Glicde und jedem
librigen fuchen, algdann tommf:
m’—m+ (0’ —u)¢, m”—m-(n"—n)e, m"”’—m4-(@""—n)e, 1. 5
aber permittelft dex vorhin filr « gefundenen Werthe hat man
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m'—m——¢@m—n), ' —m=—¢”" (@’ —n); m"” —m
:—‘{LH’ (Tl’”—ll)’ ![-

und mithin Fonnen bdie obigen Diffevenen auf folgende Weife

audgedrudt werben:

(n'—n) (e—a"), (n"—n) (e—a”), @""—n)(@—ac"™), 10,
Gefst man der Kige wegen m 4ne=7, {o erhalt die NReihe (1.)
folgende Form
7, n4 @' —n) (¢e—d), a4 (0"—n) (@—a"), 74(0""—n)

(a— o), 1. (2);
und da man die Glieder tur vorgegebenen Gleichung immer fo
oronen fann, une man will, fo fdyveibe man fie fo, daf die
3ablen n, n’, n”, n”’, zc. eine mmu{be Progrefjion bilden,
wodurch die Grdfen n'—n, n’ —nn” —n, 1. pmmh weroen,
Hei o beandten llmﬂautm 1ul)t man ‘wutlub; daf, wenn
man « den ‘gedften der duvd) o, o”, &, 20 1\ur3cﬁc[itun
LBerthe gnt bad Glied, welches diefer Wevthe entipricht, dem
erften, =, gleich wird, mﬁ fleinex al8 alle tibrigen.  Iu der Ehat,
wum man um dad uf\.bmt beftimmt U uhubcn, anninmt,
3 fey «”, fo witd bas vierte Glied der NReihe (2.) fich auf 7
ubuamn, und man wird zugleich feben, daf die G}Lm;m (n'—n)
(e—a'), (n—' u) (e—a""), 2. alle pofitiv fepn werden.

Die grdfte der Grdfen of, «”, ', 2. leiftet alfo den bei:
den verlangten Bedingungen Gennge.

Wenn bie l‘Dl}LGLbCIlE Frage noch andere Aufldfungen hat,
fo fann bied nur duvd) Eleineve Jahlen gejchehen, als bie if,
weldhe wiv eben gmmbm haber, Ddenn wenn man in der Reihe
(2.) fiatt @ eine grofere Sahl ald fub]ntmrt-., welche [eb:
tere nach Der Elsumunwuunq pie andern Werthe o, &, arv, 1.
tiberfieigt, fo wiede das erffe Glied tleiner als alle folgenden, und
folglich) ware die erfte Bedingung nicht mebr exfulit.

"

Gefesst nun, man nahme fiir o eine fleineve Sahl ald «”,
fo werden die Glicder =, :r-|—(n’—n) (e—a'), 7+ ("’ —n)
(a—u ) qwbu, als 'r-]—(n '—n)(rf—-m "y, benn bie Diffeveny
a—d/" ware negativ und ubertrafe alle negativen. Differenzen,
weldhe fich) unter ben mmjeu finden Edunten; ferner iff fie muls
n:p it mit Dev Grdfe n” —n, welde CLC]ITG[IJ ‘ou. Grofen
n'—n und n’—n ubutunt da die Bablen n, n’, n” eine fiei:
gende Progueffion bitden. €5 folgt hieraus, at} man von allen
Slicdernt, die mm;maden vorhergehen , in welchem fich dev qofite
ber Werthe o, o', «”, 1. findet, abjehen mug, Betrachtet
man diejenigen, die hm folgen, fo fieht mah, daf bie Hunf'tcn
perfelben Eletner werben fonnen, ald bie cr}'hu, weil man in den
Differengen ¢—erv, e—a¥, . fid) negative finden, {o wevden
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fie, ba fie multiplizict find durdh) die Jahlent n*¥—n, n¥—n, 1.,
welthe grofier find ald ibre entfprechenden im anbern @[)cllc Der
Neibe, negative Nefultate geben, welche dicjenigen tbertrefien
werden, die man in dem bem vierten vorhergehenden Glicdern
gefunden hatte.

Man {dliehit alfo bievaud, daf man um eine yeite Aufs
I6fung zu evbalten, D03 dad Glicd in Anjchlag bringen muf,
welches den groften Werth von e enthalt, und auf bdiejenigen,
bie nach ipm fommen. Bei dev feftgefesten Annabme, o o'
ber qropfe Werth war, wird 0a8 Glied, welches ihn liefert, aus-
gedrict durd) m” 4-n""e in der Neihe (1.); man muf aljo
bie neue Reibe m”’4n""e, m*¥+4nva, mV4n¥e, 2. betrad-
ferr, und mit biefer eben fo verfabren, wie e8 mit Der vorgeges
benen gefchebhen ift.

@5 fonnte fich ereignen, baf ein und derfelbe Werth von
« mebrere Gliecder dem erfien gleich madyte in der Neibe (2.)
alsbann fonnte man, um eine neue Auflojung su fuchen, nue
pon dem Gliede ausdgehen, weldhes ani weiteffen vom evften ab=
ftebts denn 8 ift leicht au feben, dafi alle worhergehenden es
{ibertreffen, yoenn man flir « eine Sabl nabhme, welche Eleiner
ift, aid dev grofite bei der Dperation gefundene Abevth.

Die Gingelheiten der eben audeinander gefehten Methode {ind
in folgenber NRegel enthalten:

Man fese das erfte Glied Der Reibhe einen jeden
folgenben gleidh; man nehme den grofiten dev Wers
the von «, welche aus den Gleidhungen hevvor ges
hen, dpie man auf dieje Weife gebilbet hat, {o wird
piefer Die evfte Auflofung der vorgegebenen Frage
feyn. Man gehe nun vom leften dev Glieber, wel:
dhes durd) feine Vergleichung mit dem exften, bdie
fem groften Werth gegeben hat, aud, und jebe e8
ginem jeben Dder folgenden gleidh), wodurd man
neue Werthe von « Fennen lernt, unter welden man
pen groften audwahlt, welder ebenfalls dbieFrage
aufldfen witd. Man gehe von Neuem von dem
Gliede ausd, welched dad entfernteffe von demjents
gen, dbad die vorige Auflofung gegeben Hhat, und
vergleiche ed mit den folgenden Gliedern, fo wie
¢8 oben angegeben iff.

Fabrt man fo fort, fo gelangt man ut allen Wevthen von
«, weldhe yei oder mebrere Glieder der Reibe (1.) unter einan:
der gleich und fleiner als alle anbern madhen,
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§. 62.
S nebhme ald ﬂB»i!’pic[ die Gleichung
oy .0
oy ‘3F+a:ry alt i_:;_l_a.‘.\’xﬂys_.av §3=0.

Sefit man in diefelbe Ax® {iatt y, {o witd fie
a—a' Ax3+% 4 A2x—12¢__ g™ At =540 L gTv A S 2450
__qvﬁﬁ_x——I!-i-ﬁ“:O;
und um bdie grofiten Glicder derfelben ju erfennen, in der Vor:
audfesung, bag x febr Flein ift, muf man « fo beflimmen, daf
man el der Jablen, 0, 340, —142¢, — 544w, 24-5¢,
—34-6e einander gleich macht und Fleiner ald die nbrigen.

Man fese, nach bder, ﬂﬂﬂ(‘\]tI‘E‘IlEII Jegel, bas erfe @)Eih
aﬁeu ubugen qlml}, wad fiir « lmd)unanbu bie Bahlen — 3,
4, 8§, — 2,3 qibt, bucn gw{;tt, &, Der Frage Gentige leiffet.
Sn ber Ehat, wenn man § ]ur o fubfntnnt fo werden die vor:
gegebenen Jablen O, 47, £, 0, 32, F, und bie beiven gleichen
Slieder find Eleiner als ‘bie 1brigen.

Man nehme nun dad Glied —5-44a, aus welchem man
bie vorige Auflofung gezogen hHat, um e8 zu vergleichen mit den
beidben folgenden 24-5¢ und — 3 465 man erbalt bieraus
o=—=—7 und a=—1. Sieht man Ddenjenigen bdicfer beiden
AMerthe als den qmﬁcu an, bder fid am tvcr1i3ﬁm vom pofiti:
pen entfernt, fo wird man o—=—1 nc[)men, und fo folgenbe
fechs 5a[)[m ethalten 0, 2, — 3, , —3, —9, untex wel:
dhen —9 bdie fleinfie ift. Hier lﬂ btc S'Wmmtwn beendigt, weil
die eben erhaltene Aufl numq aud ber Vergleichung ded viervten
Glieded mit bem lezten hergeleitet ift.

Subfiituirt man bie beiben Werthe von « in bie vorgege:
bene Gl ctcbuug o wird fie, gemaf dem erften

a—a’Ax *4a” A2x* B At-arvAsx _avAsy T— 03
unb gemaf dem yweiten
a—a’Ax?+4a” Ax3—a" Atx—94-arvAsx3 _avASx—9—0,
Sn bem evflen Diefer Refultate find a und a A* bie beiden
geoften Glieders in dem jweiten {ind e3 a™ A%x—9 und avAsx—,
§. 63.
Um die groften Glieder einer Gleichung su exfennen, bei
s ey 1
Der Annahme, Daff x febr grof ift, fubftituive man = flatt x,
und fuche unter den Glicdern der ungeformten Gleichung diejes
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nigen, weldye die gvoften werden, wenn man den Werth von t
fehr flein annimmt, eine Annahme weldhe den Werth von x febhr
grof macht.

Man Eonnte diveft ju demfelben Jiele gelangen, yoenn man
bemerft, daf nady der Subftitution von Ax“ flir y in die vors
gegebene Gleichung diejenigen Glieder die gvofiten feyn werben,
welche Die hochfte Doteny von x enthalten, und daf man fie
folglich finben Ednnte, indem man e« fo befimmte, daf jwei
Bablen der Neihe m4no, m’ +n'e, m”+n"¢ . cinandee
gleich werden und bie nibvigen uberffeigen. Diefe leitere Frage
Eonnte man auildfen, indem man unter den Grofen o, o, «,
. des §. 61, bdie Eleinfle nabme, und fo fort in jeder neuen
Seihe den Ffleinften Werth von « nabme.

S bem Beifpiele ded vovigen Pavagraphen ift dev fleinfte
Berth pon e, den wiv im Anfange fandben, —33 und er gibt
bie fech3 Zablen 0, 0, —7, —17, —13, —21, deren beide
eftenn, Die einander gleich find, al8 die grofiten angefehen wers
dent miiffen, da die andern negativ find. Da die Aufldfung —3
aus der Vergleichung ded aweiten Glicdes der vorgegebenen Yeibe
mit dem cvffen hevgeleitet 1fi, fo fese man, nac) Borfdrift der
SRegel, diefed jweite Glied einem jeden der folgenden gleid), um
eine anbere Auflojung zu exhalten. Dev Eeinfe Werth von «,
welcher aus bdiefer Opervation hevgeleitet wivd , wird 4 feyn, und
hievaus wird folgende HReibe entftehen: 0, L, — 2, —4 13
— 5, in weldyer 43 die aufgelegten Bebingungen erflillen wird,
Man vergleiche endlid) das funfte Glied der vorgegebenen Meihe
mit dem fedhften, fo finbet man o=25, und hievaus entfieht
0,8, 9,15, 27, 27; und 27 witd chenfalld der Frage Ge-
ntige leiften.

Die Subftitution der drei Werthe von « in die Gleichung
ﬂf.f‘ 2
a—a'x*y T erpenitinc < 0,

with cben fo viele NMefultate geben, von Denen jeded ywei Glicher
enthalt, die mit den namlichen Grponenten bebaftet find, und
guofer werden Eommen, ald alle andern, wenn man dem x einen
febe grofien LWevth beilegt.

Das BVerfahren, von weldyem wir fo cben Gebraud) gemadyt
haben jur Beflimmung von «, ergibt {ich ju einfach qus dem in
§. 61. Gefagten, al8 dafed eingeln bewiefen ju werden braudite; id
bemerfe Daf, venn in dev Reibe der Erponenten m-4-ne, m’4-n'e, 1c.
fich voelche fanden, die daffelbe Wielfache von « enthaltenn, ihre
vefpeftive Groffe nur von ber Jahl m abhangen Eonme, und
paf man folglich nur dasjenige Glied betrachten mupte, tn wels

8
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chem m am Pleinflen ft, wenn man bie fleinfien Erponenten
fnt‘\m wollte, und im Gegenfalle dbadjenige, w welhem 3 am
grdften ift, wenn man die hocdhjten Cxponenten fudhte.

§. G4,

9Wenn der Crponent « bed Glicded Ax“ befannt ift, fo ift

e8 el mt, ven Goefiisienten A ju finden; e veicht u diefem
PBehufe hiu, alle Glieber, elche mit dem fleinften Gryonenten
bebaftet {ind, gleich Null ju fesen, wenm man x fehr tlen ans
nimmt, oder die mit dem ¢ ;,uw iten (_mmuntul b;bumrm, wenn
man x 1c1)1 grof annimmt,  Im exjfen M lle gibt D Die L_ilud)uu‘]

[ ]

R + a’Ax*—a’" Ar-arvAsix % _avASx =0 (6.62,)
olgende
folg A

a
a—a"A*—0, woraud A= T
&

Dicjenigen, weldhe dad Wefen bes Worigen erfaft haben, wer
ben leidht einfeben, vafi, wenn man x fehr flein annimmt, alle
{:)Lu‘ou, welche mit Ddiefer veranderlichen Grofe behaftet {ind,
in der obigen Gleichung fo flein werden , daf feind mmbm in
Bergleichung Eommen Etann mit den beiden anbern a und a’’Af,
weldhe folglich {ich unter einanber vernidyten numm enn man
in Diefer ‘oc'tc[) ung einigen Sweifel bebielte, fo wiwbe man ibhn

filgen, wenn man - — flir x {epte, Denn al8dann nberzengfe man

fich, af man immerhin die Jahl q qm}, genug nefmen fann,
Damit dic Swmmme der Glieder, o fie ald Divifor vorfommt,
fo £lein werden fann, al8 man will, 2Wendet man ‘m LSJ[LIL[ ung

a—a’ Ax?+a” A2x—3—a" Atx —O4-atvAsx—3 9—0,
welthe der zweite IWerth von « lefert, an, {o crl)u[t man auf
piefelbe Wetfe

R
—
—a"’A*—avAS=0, worausd / =§/~ T

bufcl TWerth wirh mmqtmu feyn, fo lange die beiden (snut"cn
a” und av dafelbe Jeichen hHaben. IMan fieht aud diefem Bt
fpiele, Dap man im Algemeinen fo piele einzelne Cntoicteluns
gen von y exhalt, ald a verfdhiedene AWerthe | ar

$Hat man das erjite Glied Ax“, fo fubflituive man, um bas
aweite ju finden, Ax“—|-13xr"’ ftatt y, ober, wad auf baffelbe
binaustommt, man verwanbele fiw’s Grfte y in Ax“H-y' i
Der vorgegebenen Gleichung, darauf fdhreibe man, nach den Res
puftionen BxP fiir y', und beftimme £ und B, {o wie man ¢
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und A Deftimmt bat.  Man ehalt bdad dritte, twemn man
Bx? 4-y” ftatt y' fest in die Gleichung, m‘[d}_c‘biefc neue vers
Gnberliche Grofe enthalt; nach gemachten Jiedubtionen fee man
flatt y”, Cx, und man findet y und G, wie man a und A,
g und B gefunden Dhat: jest man auf b:c1_r[‘.~e MWetfe die Operas
tion forf, fo erhalt man die folgenden (liever.

Diefe Art, die verfchiedenen Glicder ded Anndherungdwerthed
der Funftion y su finden, ift in ihrem Fundamente der von
Newton mitgethetlten Methode zur Aufldjung der numerifhen
Gleichungen durch Annabherung abnlich. Man wendet fie mit
pen geborigen Modififationen in vielen andern Fallen an, und
fie macht dadjenige aud, wad man dic Methode der fuc:
ceffiven Subiftitutionen nennt.

§. 65.

Sch nehme ald Beifpiel und jur Aufhellung einiger Schiies
vigPeiten, auf welche man bei Anwendung bder vorliegenden Wies
thode ftofien fonnte, die Gleichung ax® + x3y — ay3 =0,

Sefst man davin Ax® ftatt v, fo wird fie

ax3 4 Ax3+H* — aAIxi®—0;
wnd beflimmt man « in der BVorvausfesung, daff x fehr Elein feoy,
fo finbet man a=1, a—aA3=0; woraud A=1: bas eife
Glied der Entwidelung von y wird alfo x feyn.

Man mache davauf y=x-y', wodurch bdie umgeformte

Gleichung
x* — Sax?y’ 4+ x3y — 3axy’ " —ay* =0
entftebt, in weldyer man y? in Bx? perwandele.  Sudit man alle
oie Werthe, bderen 8 fabig ift, fo findet man =2 und =14
aber man fiebt leicht, DaB man den yweiten verwerfen mufi, denn
Dbei der Annabme, daf = fehu Flein fen, mufi die gefudhte NReibe
eine fteigende feyn, und bdiefe Bedingung evbheiftht, daf « von g
Gbertroffen wird.  Der exjte Werth von 2 gibt 1 —3aB =0,
woraud man hevleitet
i
B—d

Ja

o

x2

md BxPf—

3 x?2 e » . i
Sefst man y' =3&—[—}"', fo exhalt man eine yweite umgefoemte

X8 ’" x* 2 2
9722 + 3ax?y” 4 x3y" - 37)'” 4 Saxy” “H-x?y" - ay” =0,

in welder man y” in Cx¥ verwanbdele, und man wid finden
y=4, y=1. Man muf fich, aud demjelben GSrunde wie oben,
an den erjfen diefer IWerthe Haltern, und diefer liefert

Q¥

(&
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C=—r—, OV e=——.
8la3* T T Biad
Diefe RNechnung Tann nun fo weit getrieben werden ald man
will, ohne dbaf neue Schwierigfeiten entffeben, und man wird
sum Enbrefultat ui)alrrn
1 ¢S

|
'“""l“d'a Slas  43ar &

Die vorgegebene Gleichung lefert noch Odrei andeve Neiben,
welche aus der Annahme entfteben, dbaf = fehr groff fey, und
die folglich abnehmende finb. Um bazu ju gelangen, beftimme
man o« in der Gleihung

ax? + Ax3+% — aAIx3¢ =0,
fo bap bie Crponenten, weldhe gleich werden, alle andern tiber:
um,m, die Werthe biefer Grdfie werdben algdann feyn O und 2.

Der erffe aibt 1-——n und wenn man die folgenden Glieder
}ud)t, fo flbrt er 3u ber Jieibe
v——a—a*x3—3a’x6—12a10x—% — 5 al3x—12— 12¢,

Der yweite gibt A—aA® =0, woraus man exhalt A—=-+a—%
9Bendet man eingeln einen jeden Dder beiden Werthe von A in
Dent folgenden Opevationen an, fo findbef man bdie beiben folgen:
pen Meiben, die fich nur durch die Seichen ibhver Glieder unfor:
{cheiben s
3 5
¥ =w e T—[—{-a-—ia"x—}-l—{ra‘x‘"‘;—af.

1 3
y:——nr"'x‘ﬁ—}- a--2a® \ —{—1 :1‘*);‘3—]-;{:,_

Man muf bet ber l[ntmmhu ng biefer Meihen, welhe fallende
find, darvauf Acht haben, daf man unter den LWerthen, die man
fii einen jeden ber Grponenten £, y, d, 1. findet, nur diefes
nigen nimmt, yelche Eleiner find als der vorhergehenve Cryonent.

Diefe Ausfliihrungen fonnen hinveichen um Fu zeigen, wie
man die verjchiedenen Gntwidelungen einer eingewidelten Funk:
tion, die durd) eine algebraifthe Gleichung gegeben ift, finden
fann. 63 wird off der Fall feyn, dafi die Beffimmung eines
poer mebrever der Coeffizienten A, B, C, 2. bie ?'u”wuﬂg eirer
Gleichung exbeiftht, bdie den nﬁcn Girad diberfieigt; aber diefed
Hindernif wird feineSwegs bie Methode hemmen , weil die auf:
‘,u[unm (Sﬂud\qu nur fonftante Grofien Lnr[)a[lctt wirtb: man
wirh aljo in den emgelnen Jtnmcnblmmn ven Jabhwerth des ges
fuchten (_,L".}T[)ih.nf“ll wenigftens annaberungdweife erhalten fon-
nen, und in dem a Iqunemm Salle fabre man fort ju operiven
mit dem Buchitaben , der ibn vorftelt, wie mit einer befannten
Grofe.- LWenn man die Gleichung hatte

2a% 4 x3 —ayl—axy —y3i=0,




fo twiirde, wenn man davin x febr flein annithmt, der Goefji-
jient A durd) bie Gleichung gegeben fepn
2ad —aAr— A3=0,

Sn diefem WBeifpiele hat bdie \“IHH[U“HbL Gleidhung, da fie von
einem ungeraden Grade ift, wenigftens eine reelle W m,.l Das
erfte Glicd ber gefudhten Lnnmmmng wird {id) alfo auch unfer
einer reellen Fovm Ddavitellen; ware man aber U einer Gleichung
bon einem n,u.mn &rade gelangt, entweder im ?hirullqu, ober
im Berlaufe der Lnfmm[ung, fo mifte man fich zuerft vev-
gewiffern, ob bdiefe Gleichung reelle Wurzeln Habe oder nubr,
um zu erfennen, ob diefe Cnhwidelung veell oder imaginar tff.

Diefe Vorfiht iff von Be Bebeutung, und o. Gua ift, weil
ee fie vernachlapigt Dat, in einen grofen Jnvthum gefallen. Sie
seigt, mit welcher Umijicht man die He [\ul behandeln muf, und
n\u umuq man auf Ddie k_,h..”v[_w.x mbmn Fann , bie man
bavaus zieht, wenn das Gefers, weldhed ibhre bjlwm befolaen,
nicht Elar ff, weil man itmmer befiire Nu muf, dap fie in dem
nicht bevechneten Fhetle ber Nethe bdie Form verandern, und dovt
gav imaginar werdem.
Die obige Methode fann in gewiffen Ruckichten unvollfom-
men erjcheinen, weil man bdabel m feine Unterfuchung tber bie
Amahl ver Ent

twicdelnngen eingebt, die man aud einer Glei:
dung, ihrent Grade gemaf hevleiten fanm, und iber die Falle,
in welthen biefe Cntwidelungen imagindve Glieder befommen
Eénnen s aber diefe Unterfuchung witrde wenig Snteveffe haben,
weil man felten die MWethode, um welde ¢d jich banbelt, ane
wenbdet § ubrigens fann man tad VIIIte .Siupft"[ der Introduction
a PAnal yse des i"’ncs courbes von Gramer in B 11'.{‘\1'!1‘3 \ic;
ber, welches auf ben TWeg diefer Unterfuchungen f'l;xt

§. 66.

Dicfelbe Methobe liefert auth die Entwidelung von y in
per Form cines Kettenbruched; denn, wwenn man dad erjie Glied

2 - i Ax% :
Ax® gefunden hat, Eonnte man fehen Yﬁf-ﬂ%;” wo y eine
fehr \lu m Grd 1L ift, weil nady Der Annahme dad Glied Ax”
den grof Thetl Desd m_clrhcu pon y ausmadyt, Nachdem man
diefen Jln.ﬁm.« ftatt y in Ddie vorgegebene Gleichung fubftituit,

und die Jtennex 1“mmd‘n’fr [.n' erhalt man ci..; evjte ”-‘1\5L‘
formte Gleichung in x und y, in mcldm man y mit Bx’ per:
taujdye, und davauf§ B und B nach dev tiber den Grad ber (Smfc

von x feftgefetten Annabhme Dbefitnme.
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Man madhe min y'= ,,m ber evften umgefovmten, und

i+
man erhlt eine yweite fn x und y”, in welhe man Cx? ftatt
" fefse. *de)aun man % und G bq'lmmt bat, tote gewohn:

-,,,, welches eine dritte umgeformte lies

Cx
lidh, fee man y” l—l;
fern witb, mit welcher man verfabre mtc mit den porhergehen:
bett, (Snl,t man von ben Werthenr von v, ¥, ¥, . ju dem
von y gutd, fo findet man

AxE

1-4-Bx?
14 Cx!
14-Dx’
l—f— .

Man fisht, dafi man [JILI‘ poei Arten von thfmu‘fhnlqen von
diefer Form Dhabenm muf: die einen, auffteigence, 0. . folche, in
welchen die Erponentent der %mnn,\m von x beftandig junehmen,
fonvergiven gegen den 2Werth de Sunktion y, wenn x fehr Elein
ifts Die andern dag gegen, welche a mmnmu jind, miI die Grpo-
nenten von x dem Fortgange ded Brudhes quual, abnehmen,
fonvergiven nur in bdem Falle, wenn x ecinen fehv grofen
9Berth hat.

Sy diberlaffe 8 ben mit Der Theorie der Kettenbriche ver:
tmufcn Lejern, fich an einigen B Mm.: fen ju fiben: meine Ub-
ficht in Diefem Augenblide it nur, eine infereffante Anmvendung
blos amyudeuten, auf weldhe ich mit groferet Ausflibrlichfeit tm
sweiten Bande diefes Werfesd ﬂna.rtwm en werde, weil fie ein
uln sterliches Mittel davbietet, um die annahernden und mandymal
bie genauen Werthe von Funftionen ju finden, weldye duvch eine
(‘mm.m von Gleichungen gegeben find, die ]ul)wuuju aufyulos
n,l nm afs die vein a[qummuLn, — “ein IMittel, welches man,
fo wie alles vorhergehende, Lagrange verdantt.

5‘:“‘__
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Aufldfung mehrerer Arten von ®leihungen durd)
die Sinustafeln.

§. G7.

Die Formeln bed §. 48, liefern ein leichtes Rfttel, burdh
bie Sinustafeln alle Wurzeln gweigliedriger Gletchungen zu fin:
ben.  Da diefe Gleichungen entbalter find in Ter allgemetnen
Form xr—an=0, weldhe fich vevmanbelt in a® (y - 1), wenn
man barin x=— ay macht, {0 reicht e3 hin die folgende:

yn :+; 1 :O
s betrachten, und diefe Tommt zurd auf

Y“ ____—{-t A
Der Auddrud y = cosz - 7 —1 sin 2 [eiftet diefer Gileichung
burdh eine febr cinfache Beftimmung Ded Bogens z Genlige ;
penn man bat

yh=—(co3Z | ) —1sin 7)== coSnz - J —isinnz;
und da, wenn man mit = die Dalbe Peripherie, und mit m
{rgend eine beliebige ganse Bahl begeichnet,

sinmn—0, cosmz=—711,
ie nadhdbem m eine gevade odev ungerabe Babl ift, {0 braudt
man blo3 nz=mz anzunehmen, und yi=—===1 ju erhalten.

Wm bden Fall, wo m gerade iff, deutlicher zu untevjchetden
pon dem, o ed ungerade ift, fchyeibt man fliv den erften Fall
9m ftatt o, und fix oen ywetten 2m-+1; man made alfo

nz = 2mz und nz=Qm-+-1) 7.
WBei der evften Annahme Fommt

2m7 N

y ==cos— -+ ¥ =1 sin = ynb yr=-41;

1
n
bei Dev jweiten

(‘Jm—}-l)n e
S

1 sin ~————"— und yr=— i

y =cos

. (2m4-1)mw
Il

Wevmittelft der unbeftimmten 3ahl m liefert jeder Dev Ausdructe
pon y alle die MWerthe, deven diefe Gedfe fabig tft; denn man
fann nadyeinander nehmen

m=—0, m=1, m=—=2, m=3, .

Die evfte Fovmel gibt
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y—=cos On=1,
O L2
y=—eos— - /" —1sin =
11 n
4FI '}".“
) : e e
CoS — —1 Sl -—
5 11 +} 1
2.
und 8 it exjichtlich, daf man tmmer verfhicdene Refultate fins
den wird, bi8 man auf m=—=n —1 gefommen ift; denn nimme
man m=n, o hat man y=cos2r=1, und man verfallt auf
ben erflen der {dhon erhaltenen Werthe; ferner, wenn man
m=—n--1 nimmt, {o fommt¢

2n4+-2Vm 27 27
cns( .__—-I_—)T: cos (il:z -+ f) —cos—,
11 n 11

2n-1-9 9. g

. (dn4-2)z f 2z 2T

sm( --)—-—.-“‘_‘ sin (‘lzz -+ — ) =—sm-—,
n n 1

welches auf den aweiten Wevth suriicfiibhet, 2
Der gweite allgemeine Ausbrud von y, su der Gleichung
y"+4-1=0 gehorend, gibt cben fo nur verjchiedene Werthe von
m=0 bi8 su m=n—1 einjchlieflich, weil wenn man m=n
nimme, fo fommt
Tz
): co8 —

2n4-1)z
cos LLL:::GOS (,... =

TE
gy
7 L TT
2 - ) —sin—.
11

n

sin

Sin

Q&%ﬂzzz-(

§. 6S.

Man finvet durdy biefes Verfabren nicht allein genau bie
n Wurzeln der Sleichung y»5=1=0, fondern man erfennt fo-
gar, mit em wenig Aufmerfjameeit, daf bdiefe Wurzeln paar:
weije geordnet werden Eonmen, wenn man  Ddiejenigen vereinigt,
vie mur burch das Jeichen der Wuvzelgofie J—1 verjchicden
jind.” Denn, da

€08 (2z—p ) ==cos p und sin (2—p) =—sinp,
fo folgt daraus, daf

n-r=q )x — o« KOTq)z n—aq)n
£ R e, T %
n n

J
LA n— iT
- ’;}"_1 Sl!lg-—-‘i): %

11
nun iff aber leicht gu fehen, daf die Sablen n-4q und n—q
beide jugleich entweder gerabe ober ungerade find: man Fann
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alio in den Aushinicfen von y, die oben angefithet {ind, {ich
auf bie Wielfachen von = befcheanfen, weldhe nze nicht ubu]ru'
gm, wenn man nur die Wurzelqrofie ¥ —1 abwechfelnd pofitiv
und negativ nimmt; und fie werden alfo

'9) 2m7

2mi mrr
—cos—— | —isin——

i n 6 TR

Qm--1)7
@D 4y (;T&
11

y==cos

gBenn n gerade 1][, Tu miffen die Wevthe von m in der

erflens alle Sahlen feyn von O bi3 3 cin]’d;liefﬂid), und blos

Il
#g
. n—2, o o
bis g —5— in Der greifens und wenn n ungerade it, fom

. - n—1 I i
fen beibe bis yu —5— audgedehnt ywerden.
Die beiven Werthe, welche enthalten find in dev Fovmel
2mmy 2m7

y==cos T }*"-—-1 s1n ’

geben gu Faktoren bes evffen Gnu‘wco bm, Grofie yn—1 bdie bei:
“un tmagindven Ausveiice

2mz 2myy
y —cos ) — 1= sm—_—

)nrr i mn‘
(y-— cos ) + ¥ =isin=——

und wenn man fie mll[tlp[latrf, fo af)alt man den Ausdruck

2mzr
¥y — Q_)'CUS—I— +1,
1

weldher alle veelle Fabfoven Ded yweiten Gradbed umfafits

Man findet eben {o, daf die Faftoven Des pweiten Graded
der Grdfie yr4-1 find y
‘) (A
y2— 2y cos (__-___‘,m—l— )T-i—l
n

§. 69.
A3 Beifpiel yu der Fovmel

Om

y==cos— -+ + 1 —isin

.-..111 T

folgt bier bie ﬁabclic ber %aftmcu pe8 erffen Grabed, weldhe in
Dor Funbtion yo—1 enthalten {ind:




2 e 27
y— (cos — - 1 sin —T),
(E5 =) 6

47 7
y— (cos BI - ¥ —i sin f‘G—T) 7

y+-1.
Die Fovmel

2m7z
y&— 2y cos o +1
1

gibt die Faftoren bes weifen Graded
) g e
27
Y’-—-chos—o—-[—l
y* — 2y cos 4{?-—{- 1
ye+2y+1.

Der erfe und leite der Fabtoren bded yweiten Grabed {ind
die Duabdrate dev Faffoven ded evffen Graded y—1 und y+4-1,
welche nur einmal in der vorgegebenen Funftion vorfommen;
man muf aljo, wenn man die Fabtoren bde3 jweiten Grades
gebraucht, den evften und leften vertaufchen mit

(y—1) (y+1) oder mit y*—1.
SMan bat fie bie Funtion y>—1 die Faftoven ded erfien Graded
y—1

7 27
y—-(cosi—;i}’:]sin 5-_5),

4t | A 47{)
—(cos— ¥ —isin — .
y ( a1y
Die bes gweiten Graded {ind
=2y 1,
27
y® — 2y cos B ==,
4
y?— 2y cos 5——]— 14
aber man mufi noch bemerfen, daff bev erfte Faktor des weiten
Grades das Quabdrat pes Faftors y— 1 ift, welcher nur einmal
in der vorgegebenen Funftion vorfommit,
Durch bie Formel

) - ]
y_—_cosﬁ.;‘f‘_:‘i.“_)'f_[_y':—w{“(*_“"'i?‘ﬂf




AT 4Ok 2
find bie Faktoven ved erften Grabed von y*4-1
y— (cus j = " —1sin F_{) s
2 2
3n 'fm)
G 1 T Sin—
¥ (cus Y —1isin .

=14 ot
<M
unb bie Formel y2— 2y cos ———— 4+ 1 fubrt zu

y‘”2)'cns ~ + 1,

Y —27. cos - + 1,

y 42y + 1-
Die Funftion y® 41 Dhat zu Fabtoren bed erften Grabdes

7T LT
y— (cos {—} =1 —1sin 6)'

( - 1 —isin 3?), ober y4-1 —1,

b
( + Y —1sin —0)
und 3u ,jufforcn Ded 5mutcn

2 —-2ycos—_' +1,

y* — 2y cos ,,,,_{_1’ ober y24-1,
2— 2y cos t:-{-l
)

§. 70.

Man findet in den obigen Auddriicken bev %Lfﬂ}ﬂ bon y
die (:rtqcnﬂ)mnltd)fut wicder, elche Die mmgmmcu Wurzeln
per Ginbeit befifen, nmnlul) Daf fu fich alle wieder evzeugen
burd) die Grhebung einer clnotqm auf ihre verfchiedenen Pofen:
g'..llq- (Complem, des Elém. d’ Alg.) Man hat namlidy, nad
§. 48.

2m7t\P 2pmor YMIE
(co% -[—V_-ﬂm ) =c os—P——- + 1Y —is 11—1'4,

; 2pm7r . 2pmm . §
und ber Ausdruc cos —-;—--—i— 1 —1sgin _Il“__ witd nacheinander
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it s 2mrp s Jessiman . .
i jeben Der cingelnen LWerthe von cos —— "7 sin — it
1l

gebent, da der Bogen ?P;]’T immer nur die Summe einer qe:
wiffen Anzabl von Peripherien und von frgend einen der DBogen 0,
i?, Ef, i, feyn fann.  Diefelbe CigenthimlichEeit wiirde fich
auf eine Qbnliche Weife bewdhren in Besug auf den Ausorud

2 1) 2m—-1)7x
cos (__I.I]_—t—__) r_E_ ]‘f'"__l Si!l (_Iu_lll. )_T “
I

§ 7L

. Da, nach dem Borhergehenden, die Beftimmung der fma:
gindren MWurzeln der Gleichung ynZ=1 =0 von der Zheilung
ber Periphevie bed Kreifes in eine Anzahl von n gleichen hei:
len, ober von der Cinfdhreibung eines reguliven SDolygons von
n Geiten abhangt, o folgt hievaus, dafi wman diefe SBuryeln
genau evhalten fann in allen den Fallen, wenn dey Grponent n
i einer der drei Progreffionen

=-2:4:8: 16116, ==3:6:12: 24 120, ==5:10:20:40: 1.
enthalten ift, benn alsbann fann man mit Lineal und Sirkel
fonffruiven, ober blos mit den Duadraten der Wuryelgrofen bes

- P
rechnen bie Sinud und Gofinus ber DBogen i:—l, fi—:, 0 ;—:, -'il-';, 2t
Umgefelpt fann man in allen Fallen, wo man durd) Gleichun-
gen des pweiten Grades die imagindren Wurseln der Gleichutg
Y'+ 1=0 j3u finven weif, bieraus dic geometrifche Konftvut:
tion ber Eheilung der Devipherie ded Kreifes in n aleiche Sheile
herleiten 5 und die fehr fchone von Gauf entdeckte Zheorie Der
sweiglicdrigen Gleidhungen seigt, daf wenn bder Erponent n eine
der Primzablen i, welde in der Formel 201 enthalten find,
biefe Gleichungen jurlictfommen auf eine Gombination von
Gleichungen bes sweiten Grades, welhed fi’s Gufie den Fall
liefert wo n=17, er Feinedwegs durdy die Elementavgeometrie
batte erfannt werden Fonnen, wenn {dhon er a posteriori nad:
gewiefen werden Fanm durch die Cofinus. (Siehe die 61. Num:
mer De3 Bulletin des Sciences der Société Philomatique, und
Das 11ite Ded Journal de I'Ecole Polytechnique.)

Aber obne von bden borhergehenben Betrachtungen ausdzuge:
hen Fann man jeigen, daf die Kenntnif der Wurgeln ber Slei-
dhungen

y'—1=0, y¥—1=0
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st Der ber Wurselt der Gleichung
)J}u’___ 1—0
1’1’1[)11, wennt bie Sablen n und n’ Primzahlen unter {ich find,

diefem Behufe bemerfe man, daf

A7, 2mir "m 7T C o9m'n
’—{—'If’"_l sin )( 1 —isin ):
n n’

(5] £ =
:__ws(_mrr 2m r) +]f—1‘,1n( f?+ m r) §. 48.)
IL
und vergletche t\mcu Refultat mit dem J[uubtucfc

o "

2m 7t
LT} Y v
nn

weldher die Wurgeln der Gleihung y»’'—1=0 gibt. Macht
man
2mz , 2m'm _ 2m'z

Th i 7
Il n LI ¢

fo erhalt man hicvaus

n'm —‘I— nm’=m" 3
und gibt man m” die Wevthe 0, 1, 2, 3, ., fo gelangt man
nothwendbiy nadh der Theovie bu 1:u£n|rnnmtm Gleichungen desd
orften Grabes (Complem. des Elém.- d’ Alg.) U Auffindung
ber entfpvechenden ganzen Werthe fiir m und m’: umn Fann

2mst S 2mar om'sp e
folglich von cos sin ——, 08 —;—, sin —ope fohliefiert

omigT . ”nl 7%

auf cos ———, sim ———,
nn nn

Mit Ridjicht auf die Gleichung y»»' - 1=0 wird di¢ obige
Nechnung

(c (2 m'l'"l)’r_i_r__“_' (_(’1“+UT) (cos(‘lm,j—,_m

Qo g l_(_“m +1>-_) e ((?1:1+1}_r5+f2111’j?1):r)

v |y 2m--1) 21 1) 2m’"’4-1);
_;"_ﬁj_sm({ ) ( “+ )’ ) cos———( : _I: b1k
nn

("m"—-[—- 1)
i—l —-1 it Illl Y

und man hat jur Beftimmung von m und m’ die Gleichung

n'(2m-1) 4= n (2m’4-1)=2m" 41,




L L S

Sl
Die Funftionen von der Form x"—2px"4-q Fonnen bes
Hondelt werden, wie biejenigen, weldhe nuv jwei Slieder ent:
) Le ¢ gAY Hu: ;
halten. ?_,m;t man fie auf :mch Avt der Gleichungen des pweiten
Graded, o exhalt daraus bdie Werthe
p+Vpi—q,
welche veell {ind, fo lange ald p? q Wbertrifit; und macht man nun
P+ p—y=+an
o ’/-p?—q: + a'n,
je nach dem Beichen diefer Grofen, {o fommen Funftionen von
der Form
xhxﬂn’ Xn_i__'a’n’
e Berlequng in Faktoven,
o -
Wenn man hat p2<_q, fo made man p=a®, q=4,
x=—py, fo fommt

%
l{j‘!n 20 __an‘t;’nj-n _l_ ﬁ?u: E’*}'—!ll (}.!n i :'J - ‘-n +_ 1) ;
gn 7

[}
aber da dic Bedingung p2<q ober e < B0 gibt er<lfn, fo
n
with die Guofe ;, ein Brudh feyn und vorgeftellt werben Fonnen
;
burd) en Cofinus eined gegebenen Bogend d: bie vovgegebene
Funttion witd alfo
gy —2ytcosd 4-1),
und ¢ hanbelt jich mithin blod um bie Aufldfung der Gleichung
2t — 2yncos 0 -1 =0,
Man leitet fur's Grffe bavaus
yr=—cos d + " —isind;
und dann, wenn man
y =—cosz+ } —isinz
nimme, fo Pommt, nach §. 48,
yh—cosnz -+ J —1sinnz;
und wenn man Ddiefen mit dem andern Werth von y» vergleicht,
fo erhalt man
cosnz=cosd, sinnz—sind,

Man leiffet im Algemeinen Ddiefen Bejiehungen Genuge,
wenn man annimmt nz=2mz-Jd, wo m irgend eine ganse
Babl ift, indem

cos (2ma-0)=cos J, sin(2m7-}-d)=sind;
man exhalt alfo




o O

2mma~+-J

2m—-0 2mm-}-d ke
== —————— —Cco8s———— —1, BI
= gl == £0 S i‘.V 1y 3
Die Faktoven des erften Graded der Funition
Y'.!n i Qyn cos f) + 1
werden alfo entbalten feyn in Der Formel
2msg-0 . 9mad
y— (cos S A0 =17 51:1—Lt-).
P 1n

n

. aﬂ
Hiatte man x40 4 2pxt - q =0, o madyte man ebenfalld i
[

cos &5 aber man mufte nehmen
y2n—2y" cos (m—0d) 41,
5a cos (i—0) = —-cos d. It Diefed gefchehen, {o fommt
cos nz = cos (7—d), sinnz=—sin (n—10)3
und folglich
nz = 2mm 4 n— 0= (2m-41) 7—7

§. 73,

Obgleich Nichtd eingewendet werden fann gegen ben TWeg,

ber und ju den Formeln fli die Wurzeln dev Gleichungen

¥R R 0 Syl 2VIECOB d+1=0 fiibet,
fo yoollen wiv dernoch sur Bervollftindigung biefes Gegenftandes
bie sierliche Methode auseinanderfeen, welde Lagrange geliefert
bat, um au denfelben Fovmeln ju gelangen, ohne fich auf die
SBefrachtung dev imagindven Ausdride ju filigen.  Wenn man
in ver Gleichung (1.) der Seite 83 x in z pevianbelt, und alle
Gliever derfelben mif 2 multipliziet, fo wird {ie

2cos(n—]—i)zzEcosz.2cosnz-20(:5(1‘1—1)1; (1.)
iimmt man darin an

1
2cosz=y -+ 3?;
und madt n=1, n=2, n=3, 1t 0 erhalt man davausd

1
Dicos 2z—y" - —,
y?
1
2 cos 31:}?3—1—-5_3-,

1.
woraud man der Analogie nady fehliefen Fann

2cosnz —y" -+ ;; (2)
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Diefe letere Gleichung bewabhrbeitet {idh, wie die allgemeinen
Fovmeln der Seite 84, indem man jeigt, daf wenn fie fir bdie
Sahlen n—1 und n flatt findet, fie ebenfalls ftatt hat flr die
3abl n+4-13 denn madyt man

1
2 cos (n—1)z—yn—1 -|~F1 , 2cosnz=—y" - =
fo gibt bie Gleidhung (1.)
1 1 1 )
2 cos (ll—l"l) 0 — (}" -J|-» )) (3’“ _i- )’_I) _J-ll'—l ey ;L__l =_‘;"1'-_l

und da Ddiefe genau iff fir die Werthe n—=1, n=2, fo_bat
fie alfo fur den ganzen Umfang bev Reibe der qml)cu Sablen ftatt.
Nachvem diefes Tc]’rgepuf tift, Fonnen die Gleichungen
cosz__.)-i- ) 2cosnz-—y"—|—)1n,
wnter die Form
y2—2ycosz—41=0, y*»—2y"cosnz--1—0
gebracht werben, und in biefen uftande haben fie fi’'d Crfte
eine gemeinfchaftliche Wuryel, weil, ihrer Bilbung gemdf ein
9evth von y extftiven mufi, der beiden ju gleicher Seit Genige
Leiften muf. Da ferner odiefe Gileichungen reziprofe {ind (Compl,
des Elém. d’Algebr.), fo wird ihnen ebenfalls Genuge geleiftet

1 St Tk
durch den Werth y = = aber ba bie erfie Gleichung nur vom

K : - ey |
sweiten Grade ift, und nue die beiden Wuryeln y=a, y=-
sulapt, fo bat fie aljo ihre beiden Wureln mit der yweiten ges
meinfdaftlich: fie iff alfo einer dev Faftoven diefer letstern.

RNimmt maen nun
nze=2mgsm ~}- &
fo fommt
2mzu--d
cosnz=—cosd , und z=i,
1
woraud ebenfalld hervorgeht, daf die Faftoven bded jweiten Grade

der Gleichung
y — 2ytcos d4-1==0

Degriffen find in der Formel

o 2mj F—}-{T

¥® — 2y cos +1=0,

Um darausd die der Gleichungen
)




—_ 199 -

y+ 1=0
hersuleiten, veicht ¢8 hin =0 und d== 3u madhen.  Im
erften Falle hat man
cosd=1, y —2yr+1=(y"—1)%
und folglich
3.-7:_ 1=—0
oms
¥y — 23-'00577;1::-']-1 =0,
Sm pociten Falle Hat man
cosd==—1, y"+ 2y 4+1==(y"+1)?%
woraus folgt
¥+ 1=0
¥ %= 2ycos

_______(in-}:)rg+ 1220)

wad mit §. 68, tbeveinfiimmt.
§. 74
Setst man flatt y wiebetum feinen Wevth 2 (§. 67.) in

die Gleichungen
yo - 4=0 und y*» 3 2y*cosd +1=0,
{o werben fie -
y» Fan=0 unb x*» 7 2a"x"cos J }-a"™=03
und wenn man diefelbe Subfitution in thre Faktoren ded 3ivei:
tenn Graded madit, fo erhalt man fiie die der erfieven (§, 63.)

2m7t
x2? —2ax cos — + a?,
n

2m—-1)x
ober X% — 2aX cos E—?{—-)— + a?
und nad) §. 72. fande mon, daf bie der gweiten find ;
2ms (y |
%2 — 2ax 608 — ; — +-a® I
2m—1-1)n—
ober x?—2ax cns(-—-in) — +-a%,

Diefe Ausdriicte Fonnen ald gleichartig angefehen werden, wenn
man beriickichtiget, daf die Cofinus der Fafeln ald einfache
numerifche Coeffizienten genommen werden diefen: Gbvigens fonnte
man {ie Dazu machen, wenn man bdie Gofinud in demjenigen
Kreife ndbhme, defjen Nadiug a ijf, und duvch diefen Rabdius die
angegebenen Cofinud dividivte; aber man findet am diteften Dieje
Yusdritcfe unter der Fovm, die ich thnen hier gegeben habe.
9
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8. 76;

Die Serlequng der Funftion x2==an in Jaftoren bed 3wei:
ten Grabes entipricht einer GigenthimlichEeit des RKreifes, voelche
unter demt Namen Ded Lehriaked von Coted befannt iff,
voeil er von diefem Geometer befannt gemadyt worben. G E!w
fteht in Folgendem :

Wenn man bie Peripherie eined Kreifes in 2n
gleiche Sheile MM, , M1 ‘\I , MM, , 2 (Fig. 1) theilt,
und von etnem Spunft' , Dev auf dem Diameter
IVICM, liegt, 3u Den verfdhiedenen Sheilungspunt.
ten gerade Linien OM, OM,, OM,, OM,, «. jiehft,
fowird das Produft a[[u bu]L ltqcn wc[(bc purch
Die Sheilungdpuntie von einer geradben Drdnung
gehen, gleidy feyn CM" —CO", wenn der Punft O
innerhalh des Kreifed liegt, und gleich CO"—CM
wenn diefer Punft auferhalb liegt; und dasd Pro:
“"Lt allev bderjenigen finien, welde buvd) bdie

Sheilungspunfte von einer ungeraden Drdnuny

—11 —TL
gehen, wivd gleidh feyn CM - CO.

Jch werde blod den Fall beweijen, wenn der Punft O in:
nerhalb Des Kreifes liegt, weil es leicht iff, ben andern auf die
felbe Weife bavzuthur.

Lafit man vom Punfte M, bdie Senfrechte M, P auf den
Oiameter MM VI, herab, fo hat man, wegen ded vechtwinElichten
Dyetects M, PO,

()Mj —OP +4PM.

aber OP=CP — GO, und tn dem oorgegebenen Kreife iff CP
per Cofinus bed Bogens MM, und PM, der Sinus defjelbeny
man bat alfo mit Anwendung der Sinud ber Tafeln, weldype
fiie ben Madiud gleich Gmns bevechnet find,

CP=CM cos MM, , PM, = CM sin MM , ;
und macht man CM=—=a, CO=x, fo fommt

OP —acos MM, —x, PM, =asinMM/,

CTIEL — a?— 2axcos MM, - x2.

Die Werthe von OM., OM,, 1. crgeben fich aus dem t\mi;m
wenn man fiix ben Q}Dgen MM, bie Bogen MM,, MM,

fest. Mimmt man nur die, mcfd)e geraven Zieilungs al.ufun
entfprechen, und bejeichnet die Peviphevie mit 27, und bar datz

27 7
auf Acht, baf MM, m;—:ml—i, fo fommt




— 131 —

MM, =27, MM, = s
n 1

worausd

D 5 27¢ ,. po e - 4
OM, ==a*-—2axcos — +4-x2, OM, =—a*—2axcos ;;~}-x‘!,:r,.;

aber die Linfen OM,, OM,, 1., welche auf der einen Seife

pes Oiameters liegen, haben ibre entfprechenden oM, , OM,, 1.

weldhe ihnen beytiglich gleidh {inb, fo daf man {chreiben fann
M, ><OM, fratt OM;, OM,><OM, ftatt OM, ,

. f. w. wenn die Theilungdpuntte in geoferer Anzahl da’ finds

man bemerfe jugleich, daf die Linie OM Ddie Grofie a—x bors

flellt.  Machvem bdiefes fejfgefeft ift, fo ergibt jich aus §. 74.,

|
Paf wenn n gerade i,

] s il 4

an—xn— (a—x) (a'-‘ﬁﬂax cos --i-]--—l-:r (ﬂ‘—-—Q‘L\' cos ‘---f-xﬂ):.:,;
n

fest man fiatt dev Fabtoven Der jweiten Seite ihre Ausdruce in
Qinien, fo exbalt man
ai— xh = OM'— €0"= OM><OM, >< OM,, ><OM, >< OM,.
Da die Bogen MM, , MM,, MM, , 1., welde den ungevaden
Fheifungspuniten entjprechen, gletch find

9% oat BT 3z 107 57
et Mt — b -l T
on~ n' 2n L 9n TR S

{o finbet man

P A e T 3

OM, —a* —2axcos— +x2, OM, =a®—2ax cos— = x2,1¢,
und OM, =a -+ x; aber da

an-xt— (a}x) (a“— 2ax COSE +xﬂ) (a’—-—?,ax cos 3_3..]..};2) 2.,
n

fo fommt

all+xn:‘_il\'—ln>< E_Onzﬁﬁlx Oﬂisxaﬁsxmfxaﬁ'g‘

Wenn n eine gerabe 3abl iff, wie in Fig. 2, fo entfpre:
dhen die beiden Fheile OM und OM, ded Diamefers, der eine
wie ber andere den durch eine gevade Jiffer bezeichneten Thei-
lungspunfen, und fie geben Die Deiven veellen Faftoren ded ers
ften Grades, a—x und a--x, welthe die Funftion an— x»
in diefem Jalle Hat, wabhrend alle Linien von ungerader Ord-
nungsyahl blos Faftoven Ded yweiten Gravdes entfprechen,, weldye
bie einzigen vecllen find fiv die Sunttion ar 4 xn,

9




Goted, dev febr jung fh‘nb f)inter[ieﬁ den vorigen Lelifah
unfer feinen Papieren ohne Beweis. Moivre und Bernoulli
fligten diefen binyu; aber der erfte gab dem Sape eine Aus:
pehnung , mittelft weldyer e bic Jerlequng bed Ausdruces
a2n__2anxncosd-x2 in relle Faftoren des yweiten Graded ent:
Halt.  Diefe Crweiterung iff folgende :

Unjtatt den P nkt M, den Anfangs spuntt der Thetlung des
.E“uut‘o, in ben Endbpuntt des Radiud MC, Fig. L. 3u feken,
nimmt man fm Grite einen Bogen AM, ?%rj S5 mdcbm Dot
nte Theil bed8 Bogens o fei, der durd) AB mm]tfn It wird;
alsbann theilt man die Peripherie ved Kretfes in n gleiche QE}L{.,
vom Punfte M angefangen, {o hat man

at—2gnxn cos:l—}—x““—.A_Cm—— 2AC" >< 6(—7!' cos 0 X%Im
—OM ><OM,><OM_><OM ><OM. x.

Wm fich von der Nichtigteit diefer Gleichung put iibergeugen, bemate
man, baf

27740 iy
Am_—mg,AM, ’r”’“‘ , AM,— ’j.”_,zc

vip.

und fuche, wie im vorigen §. bie YWerthe von OM , OM , . ;

man wird ‘aqu) diejes Mittel diefelben Fafforen finden, weldhe

die Formeln des §. 74 licfern yourden fiv den Ausdrud
a™—2a"x™cos 0 -} x0,

§. 77.

3 gibt nod) von jedbem Grade bedeutende Klaffen von
Gleidhungen , weldbe fich mit vieler Leichtigheit durch die trigo:
nometrifdhen Sabellen auflofen laffen; fie gehoven su dens
jenigen, welche eine Wursel von der Form

Ll 01l
x=VA4+13B

sulafjen, und b’un Serlegung angegeben ift in bem Complem, des

Elém. & Alge  Jhr allgemeiner Ausdrud ift
n(n— ) n(n—4) (— ) e
3{“—-- .1 _[ b+ 11—-1-V‘32 e f‘}
1 A
n(n—S}(n_bjm—?j i q} Cadly e uiy

T Y

wenn man
A4+B=a, AB=Db madt,
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Gr gebt in den Ausdruc von cos nx, weldher mitgethetlt i auf
ber Seite 83, einy Denn wenn man barin x i 2rcosz Ve
manoelt, unb bamur beide Seiten durch 1 dividirt, o el halt
maen die Gleichung

Py sl
(’-’t"-n-‘sz)"—{?(ifsnsm”"ZI .h E ]; -3)("00%)“41{&“‘_!&_ :

3

fohreibt man davauf = flatt x in bie mtmcbem Gniwidelung
pon cosnx, und multiplizit fie mit 2, o erhalt man davaus
bie Gleichung

ez 0 2 Doqaz ) 1—2 n(n ) D) n—4 n
(2cosz) -i(ﬁcob‘a) + ———=(2cosz)2*4-1c, = 2cos 1%,

welche mit dev msrigcn aincrfet m)n witd, wenn

0
! a
L 1 =1, 2c08nz—r~.
r? o
woraus folgt
n a4
/&N [:
r—="71h, cosnz=—7}
e e
aber ba cosnz nie die Ginheit fiberfteigen fanm, fo davi a nid

2 o/

grofier feyn ald 2§D, oder a®>>4b.
Sobald diefe .Jcbiugunq erfllt ift, aldbanm hat man, wenn

man mit 0 den Bogen beyeichnet, befjen Cofinus ____;/_f ift,
om0 n omap—-0
7= -n-+ ; uno x:::}-"l,.cus( I-t -
1

Dafielbe NRefultat echdlt man- aus dem algebraifchen Aus:
prude ber IBurzel

11 11
w Y il
x=)"A+ VB,
weldhe fibeveinftimmt mit
11

: PR Y TR
1//-— iy s a
‘t\- 2‘1“{ ’/ -4—"-[)—}— 211 V.l —h,

yoennt man davin ftatt A und B ihven Werth in a und b ekt

o

DBei der Annahme a2 < 4b ift die Grofe -gf f";f-——b ima:

e i 2 a? =i
gindy, und fann unter die Form b_-I < —1 gebracht

werden:  nimmt man wun an, dof fa = ¥ cos J und




T ) T

2
V—l,__%.zrnsind, fo erhdlt man

t 1
x—x ((cos J 4 —=1sin 0)" -4 (cos d —} = sin J)I‘-) /
wad nbereinfommt mit x==2rcos g (§. 47.).

Um @ ju beftimmen veitht e8 hin, bdie Werthe von 1™ cosd,
rgind ju quadrivens man findet durch diefed Miftel r*n=b,

n

woraus, wie oben, r=—7"b.
§. 78.

G3 ift au bemevfen, bafi gerabe wenn der Werth von x,
obgleich veell, fich unter einer Fovrm darftellt, die aus imagindren
Ausdrticken zufammengefest iff, die trigonomenifchen Sabellen
Denfelben mit Leichtigheit gebens man nimmt diefelben ebenfalls
gu Hilfe fir die Gleichung ded dritten Grades x3 — px=—=gq,
wenn fie auf Den ivveduftibeln Fall Tommet.  Macht man davin
X=2rcosz, {0 With fic

3 e
81 coszm — 2pr., cosz=q, ferner 4cosz—

P L
I: COS 7 — o8 3

und vergleicht man mit dev Fovmel
3
4 cosz — 3 cosz =cos 3z,
weldye aus der erfien Tabelle der Seite 83 hevgeleitet ift, fo
hat man

)
]—;z 3 qf 3 3%
12

woraud folgt

und bic BWedingung , damit der Werth von cos 3z Fleiner ald

5 ;
bie Ginheit ey, ift q<ff-V‘-§, ober, wenn man beide Sels

fen quabyirt,
__i’_ 3 ’ 2 3
g = —21;7, ober endlich -'"‘11— <-§§,

diefelbe, welche ben iyvedubtibeln Fall beftimm,




12

Sn biefem Falle {ind, wenn man mit & den Vogen Des
e \ SRS C = :
sichnet, beffen Cofinus ift 3 bie Werthe von x
1.1
3

' ; d / p (Bﬂ:-i-:?) ; P fdrr -0\
) L el o L cos L 5
-V3 1008 2 ,s 5-c8l—3 ) 2 3.(:08( 3 )

Man bedient fich auch dev trigonometrifchen Formeln, um Die
Berechnung der Wurzeln i den andern Fallen ded britfen Gra-
pes, wnd w allen Fallen oie bev Gleichungen Ded zweiten uud
pievten abyuffivzens abev Diefe Anwoendungen find weniger s
Gingelne gehend, alé Die porhergehende, welche zu gleicher Seit
alle Wurseln gibt, und ihre Uuseinanderfehung wirde die Gren-
zen Tiberfchreiten,, bie i) miv habe vorfdhreiben miffen.  Diefe
Grenzen geffatten miv ebenfalls nicht, mich nber die anben For:
mert von Gleichungen u verbreiten, die man aud den Ausdrii-
Fen 0ed Ginus, ber Sangenfe, 2. der vielfachen Bogen hexlei:
ten Eonnte, fo wie auch nicht auf bie GigenthlimlichEeiten bed
Kreifes, welche diefen Gleichungen entfprechen. PBeim gegenmar:
tigen Buftande oer 9Wifjenfchaft find dicfe GigenthimlichEeiten,
gerabe iie bie LebriGhe von Cotes und Motore mur Gegenftand
ciner Gonberbarfeit, und ed veidht hin, beven Grifteny anguge:

ben, und ihre Stelle ju beyeichnen,
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Ueber die Form der imagindren Funftionen.

§. 79.

€3 1aft fich leicht zeigen, daf die algebraifchen - Funftionen
bie Grdfen von der Form a4 b P 7 ebenfalld diefelbe Form
haben (Compl, des Elém, d’Algehr.); aber die Nefultate diefer
JRechnungen Eonnen mit Elegany durch die Sinug und Gofinus
ausgedritt werben, und man leitet bavaus Jovmeln her, welche
von grofiem Nusen in der Analyfid find, Wenn man den Aus:
brud a 4-b) "1 mit r(cosz+ /" —1sin z) vergleicht, fo findet
man a==rcosz, b==rsinz; addirt man dazu die Duadrate die:
fer Gleihungen, fo Fommt a? - b2 — 12, YRenn bder TBerth
von r befannt iff, {o bat man
a j b}
COS 2= IIND sinz=——3
r I
madyt man eben fo
a' b Y =1’ (cos 2" - V=1 sinz’),
fo erhalt man daraus (§. 48.)
@b} D@ +b"Y —1)=rr'(cosz+  —isinz)(cosz'+]7—1 sinz)
=r11'(cos(z~}-2") 4} =1 sin (z—-2)).
a-Fb?7" % .. r(cosz _{sinz i
Der Brud —-—-i-—-— wir —( ,+",;f e 2, multipli-
a'-+b'y 3 I'(cosz -} —isinz
it man feine beiden eiten mit (cosz’'—7 =] sin z’), fo exhdlt
man (§. 48.)

::, (cos (z—2") ¥ " i sin (Z"—z'))°

Die Funftion (a-+by 1) wird auf der Stelle
T (cos z+] —1 sin z)" = 1"(cos nz V" —isinnz),

: v od .
und verwandelt man darin n in ) fo Fommt

1 X
(a+b .l,r:r—l)fx:rﬁ (cosg—[-f:._f sin l-::).

§. 80,

Durdy bdie vorige Umformung fihvt man die frigonometiis
fhen Linien in die Unterfuchung der imagindren Wurgeln {rgend
einer algebraifchen Gleichung ein.  Anftatt firr die unbeFannte
Ordfie Der vorgegebenen Gleichung bdie Fovmel arE by =




e SR

(Complem. des Elém, d'Alg.) 3u fubftituiren, feit man Darin
r(cosz + Y —isinz), und alfo ftatt ivgend einer Poteny der
unbefannten Grofe, 1™ (cos mz - ) —isinmz); fo Dafi, |wenn
bicfe Gleichung vorgeftellt wird davch
xn - axB Tl BX 2 e +&x+9=0,
diefelbe fich verwandelt in
mcos nz-4-art—teos(n—1)z+- frn—2cos(n—2)z ... A-Lrcosz+n
~(1"sin nz+-or Agin(n—1)z4-Ansin(n—2)z+4. . . A Crsinz)
'I.-f‘;_l_:(!r
welcdhe nur Dadurd) bewabrbheitet werden fann, wenn man einzeln
ben veellen Sheil und den imagindren Sheil gleich Jull fekst.
Man erhalt fo die beiden Gleichungen
1:“(:05,'11z-l-ur““fcus(n-—1)z-|—,-')’r“_gcus[11.--?)z+ v+ » o Crcosz 47
=0, (1 )
rginnz 4o tsin(n—1 yz-Bra—2sin(n—2)z+ ..o + Crsinz—0,
(2.
permittelft welcher man bie Grdfen r und =z beftimnten muf. )
@3 ift au bemexfen, dafi fie {id) unmittelbar qu$ dev vors
gegebenen Gleichung hevleiten, wenn man flie frgend eine Poteny
I flfll“ﬁ (Sll_fl’, 1l gos M7, und dann rmsinmz fll[‘ﬁifllil'f, und
in Besug auf bdas lepte Glied bemerft, baff 1° cos 0 =1,
Osin0——0. Man fann fie beide darauf juriict fithren, daf fie
nue Gofinud enthalten: ju diefem Bebufe multiplizivt man fin’s
Grjte die erfte mit cosz, bdie sweite mit sinz; man abdivt und
fubtvahict die Drodutte, indem man vavauf Acht hat, dap
co. mz cosz - sin mz sinz==cos (m - 1) z:
man exhalt 3
1= cos (n—1) z - ar™teos (n—2) z +- prm—2cos(m—3)z+ .. ..
~+ 1i-+ncosz=0,
8 cos (n—-1) z =~ cx™ ' cos nz pfri—2cos (n—1) 24 .. ..
1L cos 2z + ncos z =0,
und man fann algbann, duvch die Formel bes §. 50. dbie Cofi:
nud der Bielfachen ed Bogens z in Poteny bdes Cofinué des
einfachen Bogens verwandeln; hierdurc) werden bie su finden:
den unbefannten Grofen fein r Und cosz.

Nimmt man ju refpeftiven Faftoren derfelben Gleichungen
(1) und (2.) bie Grofen sinz und cosz, UMD verfahet nbvi
gend wie oben, fo fonnte man diefe Gleichungen in anbdeve wm:
formen, weldhe nur Sinud der vielfachen DBogen enthieltens aber
fie waren unter bdiefer Form nicht leichter ju handhaben, ald
unter ber evften, weil jie denfelben ®radb bebielten, und man
fann fie faum fiir andeve Fille aufldfen, ald fir Diejenigen, mit
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weldhen wiv und in den §§. 67. und 72. befdhaftigt haben; aus
diefeisr Grunde werde ich mich nicht tmltu babei aufbalten.

§. St

F¥ir wollen nun bie Form unterfuchen, welche ie foga:
vithmijchen Funttion, vie Erponential = und Kreisfuntiionen e
Dalten:, wenn fie tmaginare Grofen enthalten.

€38 foy fin's Grfte log Ca+b"=1): madyt man¥ a’Fb2=r,

a

2
—=:cosz, - ==sinz, {o fommtaztby —g=r(cosz==}"{sinz),

unb folglich

log(ah ) —1)=logr - log(cosz 7 —1);
¢ ift aber

log(cosz + " —isinz) =4z} —1 (§. 43.):
alio

log(atb " =i)=logr + 21 .

Da blod r, cosz und sinz g\‘qc[\m find, {o fann man flatt

De3 Bogend z die Voaen 27}z, 4nf-2, ..., 2tz nehmen,
wo 1 eine ganze 3abl iff; fo deff man fiiv log (a4 b J7—1) eine
unendliche Anyahl von Werthen hat, weldhe in Der Fovmel
logr + (2im+42) " —1 enthalten find.

Macht man b=o0, fu m)élt lmm ==l Suinz — 0z
und loga=—loga - 2 u; Diefes J\efuln. welches an:
fangd pavador a{‘)uht, 59.\31 mt, daf eine veelle ()rvfc fite Den:
felben Modbulus ene unendliche Anzahl von ﬁoqarlti)mcn hat,
von weldhen ein culatqn, reell ift, derjenige namlich, den man
erhalt, wenn man i==0 madt, uxﬁ ben wir dburd) bie Ghavat:
terifiif L unter{cheiden wollen s wir werben alfo fll)llﬁl[‘l‘.ll

loga=La+ 2iz} —i.

Die Gleihung Fx 7 —1=1log(cosx + 7 —1sinx) fillrt
unmittelbar ju derjelben Eod)llﬁulgf; Dennm wenn man in der:
felben nach etnander x=0, x=2m, .... Xx=2iz madt, {o
gibt jie 0=1L:1, =2ny oo 21’1’}/’¥1——10'T1,
woraud man fieht, daf die Einbeit eine unendliche Anzahl von
imaginaven Logarithmen hat; aber dba a=1><a, o muf eben:
falld3 loga==log1-loga feyn: fubflituirvt man fiir loga bden
reellen Lojamm wd Lia, und fest ftatt log 1 feinen aIIgcnmncn
MWevth ~+ 21z —1, {o findet man eben fo wie vorhin

ioga=LﬂiQin]r:i.

Um biefed richtig zu faffen, muf man fidh erinnern, daf
die Watur der Logavithmen blod abhangig ift von der Gleichung
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log (ab)=loga--logh. Seit man in Ddiefe Gleidumg fiir
Joga und loghb thre aligemeinen Ierthe La-+ 2izg) —1 und

Lb + 2z —1, fo wird die sweite Geite La+ Lib~+2(i-4-1")

7)1 nothwendig einer dev Logarithmen won ab fepn, oelche
in der Fovmel

log (ub):]’_‘(z\b)‘-fj '.Ji"rg]-'”_"'{:‘La—}-LTJj-_Ei":rr__;{
enthalten find.

TWelches alfo auch die Logarithmen von a und von b, Ddie
man ju einander addirt, feyn mbgen, ihre Summe wird tmmer
gleich feyn einem et Logarithmen bed Produttes ab,

Madht man'x=1800=m, {0 hat man cosx=—1, und
fet man (Ri41)7 ftatt 2iz, fo findet man log (—1)=1=&
(214-1) 7} —1 3 woraus wiv erfehen, Ddafi alle Logarithmen von
— 1 imaginar {ind: es wird fich eben fo mif Denen von —a
perhaltens denn —a=a>—1 unbd log (—a)==La--log(—1);
alfo log (—a)=La =iz (IR

§. 82.

Die vorhergehenden Betrachtungen find ¢, mit deren Hiutlfe
Guler die Schwievigleit in Begug auf die Logarithmen negativer
Sablen *) geloft bat, welche der Gegenftand einer weitlaufigen
Grovterung gewefen war gwijdhen feibnifs und Johann Vernoulli.
Der erfte behauptete, Daf Ddiefe Logarithmen imaginar waven;
per jweite, Dap fie rveell und einevlei mit Denen Der pofitiven
Balen waren.  Miv Fonnen nicht in dad Gingelme der Grimde
eingehen, die von betden Seiten porgebracht yourdens indefjen
beftand einer bev ftarkjten Cyimbde, die man fir die Realitat dee
gogarithmen negativer. Jahien wovbrachte, darin, baf man fagte,
weil (—a)2==a?, fo muf aud log (—a)*=—Iloga?, 2log(—a)
—2loga und log(—a)=(+2) feyn.  Guler's byeorie beftatiat
die erfte Sehluffolae, und zeigt, daf die betden andern falfch {ind.

Man hat wirklih log (—a)* = 2 log (—-a) =2La-
Q(2i41) 7 P —13 und oa bie Sabl 2 (2i41) cine gevade ift, o
findet fich diefer Ausdruc enthalten in dev Forme', 2La2i"7) —1,
welther alle Rogarithmen von a* vorftelit: man hat alfo, in einem
gewiffen Sinne, log (—a)*=loga®.

Rergleicht man die Ausdride 2 log (—-a) =2La + 2(2i+1)7
Y"=1 und 2loga=2Lat diny =1, {0 fieht man, daf dev eine
nie in ben andern fibergehen fann, weil «alle Jahlen von ber Form

*) nueber bie Logarithmen negativer Sahlen f. b, Art. TLoaarithmus in
RKibgerd Torterbudpe.
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4i4-2 yefentlidh verfchieden find von der Fovm 4is aber der
allgemeine Ausvrud der Logarithmen von a® muf alle Loga:
vithmen umfaffen, die man fande, wenn man ohne Unterfchied
bie der Faftoren diefer Grofic (vorige §.) addivt: er enthdlt alfo
aufiec demt Doppeltenn eined jeden Logarithmus von 4-a und
—a bie Summe, weldhe man ethdlt, wenn man 3wel der er:
ften oder gwei Dder jweiten, welche ungleich wdven, zufommen
adbirte.

Alfo log(—a) =2La+ 2(i4-1"4+ 1) 7 —1 und loga®=—
2La+23i4-i)2 ) =1. Gerave in biefen lestern Ausdricen
finden fich die Logarithmen, welche der Gleichung log (—a)®
—loga® Geniige letften, weil 2(i4-1") immer irgend eine gevabde
3abl begetchnen Fann,

QBernoulli 3og ebenfalld aud der Duadvatur der Hyperbel
einen anvern Eimwwrf von grofem Sewidhte, den Culer beftehen
liefi: aber man hat ihn feitdem widberlegt, wie wir bei der Qua:
oratur der Gurven feben werdent 5 und obgleich D' Alembert, wel-
cher dev Meinung Bernoulli’s beigetreten, Culer'ds Erfldrung
FeineSweges sulaffen wollte, fo hat fie doch gegenmwartiq die Bu:
ftimmung dev ausgeseichnetften Analyffen. Ungeadhtet deffen muff
man eintdumen, vaf die Unterfuchung ber die Logarithmen
negativer Sablen wabritheinlich nod) nicht von aller Duntelbeit
befreit iff, gumal in dem Zheile, dev fidh auf die Betvachtung
per Curoen besieht, wegen der Schwierigheit, a3 Gefels ber
Stetigleit Deim Durdhgange durd) dad Unendliche 3u beweifens
aber 8 ware nid)ts defto weniger febr unnity, fich mit diefem
Gegenftande emftlich ju befaffen, weil vas wenige Dunfel, wel-
ches ex bebalt feine mifiliche Folge bat in Beyug auf die bHedeus
tungdvollen Theovien der Mathematit, und auf Grundidse diefer
Wifjenichait, welde wabhrhaft fruchtbar find. Die allgemeinen
Amwendungen der Logarithmen, und ihr Sebrauch bei der Salb-
lenvechnung felt fie wefentlic) al8 veell feft; die geringe Anzahl
von Fallen, in welhen man imagindre Logavithmen betrachtet,
bient nur jur Bildung analoger Ausdriice, die anderwdrtd ges
hovig bewiefen {ind: ich verweife daber auf die in ber Sabelle
tiber diefen Gegenfiand angefithrten Schriften.

6. 83.

Wir haben vorhin den Ausdruct ded Logarithmus der imas
ginaren Grofie a+b P —1=r(cosz+J —1sinz) gefucht, und
sum Nefultat exhalten logr -+ (2iz-t+2z) 1 —1: Ffebrt man die
Jrage um, fo fieht man, dafi, wenn der Logarithmus vorge:
fellt wird durd) m—4ny —1, man bhaben witd m=logr,
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n= 2iz-tz3; und bezeichnet man mit e die Jah!, deven Neperjdyer
Logarithmus die Einheit ift, fo findet man

r=e®, z=n, WOTAUS sinz=sinn, COSZ==COSN;
und endlidy witd e (cosn 4 Y —1sinn) der Ausdruc flir die
gefuchte Grofie feyn: dieje Grofe wird veell feyn, wenn n Null

ift, ober frgend ein Viclfaches der halben Peripherie.

§. 81,

Der Ausdrud (n-{—b;f__-{)“”rn’/:i fann unter die Form
elmtnt/ =1)@+o¥=1) gebracht werden, weil im Allgemeiner
pi=—-edlozr , wic man fich deffen pergewiffern fan, wenn man
bie Logarithmen nimmt, Sebt man ftatt log (a--b} —1) fewnen
Werth logr 4=z} —1, fo exhalt man
(;l+b=f_]_)an~‘r-11 Vs —— gmlogr ~nx+(mz4-nlog ¥) ¥ =i — emlogr—mz

elmz-+nlogr) Vi __ omlogr—nz (COB (mz-4-nlogr) _i_ |

sin (mz4-nlogr));
und weil emlozr—ym fy Hhat man endlic)
(a-+-by "1 )m-';-nf"-:i —rme—1% (cog (mz4-nlogr) 4 Y —isin

(mz -~ nlogn)),
¢in Nefultat, weldhes von ber Form iff A4-BY =1 Man
wird fich evinnern, daf man, um biefem Mefultate Die vollige
Allgemeinheit ju geben, die 8 mit fih bringt, 2z 4= fiatt
z {epen muf.

§. 85.

Gefest, man habe b=o0, fo fommt r=a, z=0,
cosz—1 und am+n¥ =1 —g™e—20% (cog (2imn 4 n log a) 4
¥ =1sin (2imz4nloga)).
Wenn a eine negative Grofe warve, fo mifte man, da r
immer pojitty feyn muf, z==z nehmen, worausd cosz——1,
und man mifte (24 1z ftatt 2iz {dreiben, wodurd) wman
evhielte

(¥a>m+nV—_—_1 :rrnc—-(zi-l-l)m‘((cos (@i41) am 4 n loga) +

Y =isin((2i4-1) mn 4 nlog ﬂ)).
Bennt a und m Null {ind, {o hat man

i)

: ¥/ .
r—h, cosz—0, z= 90"’:(—‘Ir 2tz =-

-
-




s L

und
(,1+1\

s P EARIE A
(l.]/":i)“f'—‘:e : (cosnlogh 4~ —jsinn log I));
,);-.f; Ud itz —

wenn b negatiy ware, fo nahme man z=

443
Fle 2 T

Diefer Ausdrucd ywiwdbe reell, in dem Falle, wenn man
b=—1 nahme; und wenn man n=4 und i=0 madte, fo
gabe e

__'TI"
(=) T=e ?=0,207879.
ein Mefultat, welches feine Sonderbarfeit IUC\]L‘I, begriindet 3u
werden verdient. Ju diefem Vehufe bemerfe ich , daf wenn man
1-—1 fiatt w fefst in bie Jleibe

u=n—ul _l@—u?)+ 3@ —u3H—n (0.33.)
fo fommt

loa) =y = ——?:mr~'0—b+0+~(—¢7%rkﬁéz)~u-

___r (1_— e e o :t.).
Die in den Slﬁaunt[)e\'cn_ enthaltene SJE_c_il)c Drickt Den TWerth besd
ﬂ_’mgma bon 45° aus in einem Kreife, Deffen NRadius =1 ijt
(§§. 43. und 53.); alfo

—2 7 ~7 % i
].()g ;/H—i _ = — ] 1 :
TR O e
aber ba ui=emlosx {p hat man
T

—_ — = 14 7? T

T T e o R Py el
(‘Vn"—l) e =1 2+1.2’4 1 03 +Ic‘
- /‘__ 7
Man bemerfe, daf die Gleichuny log}f‘:f:-r;- s it roels

)

¥ 2log 74
dher wir eben gelangt find, gibt w= ?,E?_—t und 2z =
410;{ =
BE=

Diefer Ausdrud dev Periphevie bed Kreifed, der fich audh
aud der Gleichung x) —1==1log (cos x4} —1 sinx) ergibt, wenn

man davin x:f-}‘ madht, und der von Johann Bermoulli auf

gefumden ift, ift nur cin abgefivztes Symbol, welched eine uns
endliche Nethe vorfielt. (§. 42.)
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§. 86.

Gefest man habe die Kreidfunftion sin(a by —1)3 {0
ethalt man

sin (a £ b} 1) =sina cos(b V"=1) * cosasin (bY"=3).
m sin (b if"_g) und cos (1:1 Az ;) 31 erhalten, fepe man by =1

ftatt x in die Fovmely des § 5 o echalt man
e—b __ b L‘h—e b el

sin (b If-—l)::_-i}r——-l:( 5 )I-"F-—l.v cos (b —1)=

6 h_reb
r) i
Gubftituitt man diefe Werthe, fo fommt
sbt a—b eb_— e—by
sin(atb) =)= (t—i—)mna =y (-—— e } coSa,

Man witede ebenfalld finbden.

cb I_eg—b eb — eg—b i
cos (ath V':E):( )cosa-}-‘}f_ (— )smn;

und man fonnte auf diefe lbL Weife su Den Ausbdriicen ver libriz
gen Kreisfunktionen, wie die Zangente, bie Sefante 2. ge:

langen. 5
§%enn a=—2imw + (h .]DT, o folgt Darausd

: cusa-—O, und sin(a: by === (ebt-e-F)s
irz gibt auch cos(ath ¥ 1) =L (ePt-erP),
weil in Diufun Falle sina und cosa=—=+1, ie nachdem 1
gerabe oder ungerabe tﬁ (3] gt[\t alfo tmm ingre ﬁwgul, Deren
&inud oder Cofinud einen vellen 2Werth E)at Man muf indejs
fen bemerfen, Daf diefer Lerth mif der Matur des ,Stunw int
Miverjpruche fieht; denn {o lnngc b nidht 0 ift, in weldem
Jalle der Bogen mII wave, ubertrifft bie Grifie L (eP4eP)

2D
e2
1

1
=4 ——— immer bie Ginfeit, oder den Radiud, wad webder
€

mit einem Sinud noch mit einem Cofinus, dev im Kreife genommen
ift, Der “ﬁal fepn Fann. 5

Man Fonnte noch andeve bedeutende Schlupfolgen sichen
aus ben Nefultaten, welche wir in bdiefern §. u[)altm haben 3
und wenn man bdie Frage, die und dazu gefubhrt, umfehrte, fo

*) Man toith in der Folge fehen, baf bie (St'ﬁxng blefer Sinus und
Gofinus, welche zu fmagindven Bogen gehdren, fich auf die Matur
dev gleidhfeitigen Huperbel bezicht, eine Gurve, deven Gigenthumlid):
Eeiten bie gudfte AehnlichEeit mit denen des Kreifes haben,
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gelangte man su_dem Ausdrude der imagindren Bogen, weldye
den imaginaren Sinud ober (.u|mu‘°=, ober vielmebr den reellen
Sinusd pder Cofinus, welde qmpx find al8 der Nadiug, ents
fprechen: inbeffen verweife u[ in Bezug auf diefe Audfibhrungen
auf bdie in dex Tabelle angefuihrte Schrift Guler's, *)

§. 87.

Die Rejultate ber §§. 79, 81, 83, 84 und 86 bcwcifm,
bof alle erpliite Funttionen, fie migen nun algebraijche, I oga-
litI)mifue LtpunulrullL ober zivfulare %Sunfrwuul feyn, fich,
wenn fie imaginar find, auf die Form A 4B =1 juvid fiih-
ven lafjem.

*) Memoires de I'Academie de Berlin, année 1749, pages 122 et 139.
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Su § 3.

L ¥ . . = - - . .
Man theilt die algebraifchen Funtionen ein in vation ale und
ivvationale. Grjtere find foldhe, in welchen die verandet:
lihe Grofie mit feinem Wuvzelzeichen ober c,-".w-n: et Erypos

Sl , ax
nenten bebaftet ift, 3. B. —Hl#i, ax*4bx ¢,

ugL\]L!I {olche, m welchen Diefer Fall obwaltet, 3. &

KJ—f T —b I/‘n\ —[—-J\ -f-cx—}-«l
)utm unﬂ.uhcxht man Dbet Luuvfm ganze und qcfuo
hene S ftionen.  Sene find I_uluu, in welchen die verander:
liche o:w‘-c weder mift etnem ne 1.11&9:1 Grponenten, noth in
frgend einem Nenner vor i’i‘l\]lm, § B, afbx+cx?, x(atb)
—cx¥3 Diefe dagegen foldhe, in:iweldhen einer ber genannten

| te ) AT ¢

o 2 . ax?—b,

Umflanbe, ober Dbeidbe jugleich ftatt finden, 3 B. S e

—2
ax? - bx—ocx

m—f—l.:'x—{—'*\:.‘z
Derv Lefer tbe fidh i Au ﬁeffnnq mehrever Beifpiele von
ganyen rafionalen, ganjen niuflunnf n, gebrode:
nen vationalen, gebrocdhenen fvvationalen Evn?rémm
Die fernern Eintheilungen .der algebraijchen Funkiionen in
tel

.

iy g
unmittelbare un‘1 mifttelbare, unrvm;igc une mebr:
formige, gerade und unger :ra., gletdhartige und
ut'quu[\mn qge, ahnmu und Jl!\l] nltdhe u {. w, fons
nen vorlaufig ubergangen werden, b laffe ftatt Deffen die exften
und unentbebrlichjten Sase fiber die Werwandlung der Funftio-
nen folgen.

1, Sebe ¢ ttion einer ool rander!

are rationale
[

: 8 ?
x fann unter die Form A--Bx4Cx*4 Dxd -1, geob
den.- Man habe 3 B. folgende Funftion von x,
6adfx5—3ax’+bex—abdx?+9abex*4-bd—gadcs x?—efg-bx?,

Dydnet man- fie tiach den Pofenpen von x, fo Fomme

(bd—efg)-- 1).._‘—|—--'_l)—-:'t|Jt] )x2—8adcexd4-9abex*-6adfxi— 3ax?.
Sebt man nun bd—efg—A, be=B, b—ahd=C, Sadc =1 ),
Gadf=F, n_.G —3a=0H ethalt man

;1o
A-H: \+(A +D)~3’1‘“L\ -1-1},0—}-0};5-5—11 7 fur bie vorgegebene
Sunkiion,

10*
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9, S¥enn ywei ober mebreve Frmbtionen einer verdnderlichen
Grdfe von derfelden Fovm mit einander multiplizivt werden, fo
ift das Produtt eine Funtiion von derfelben Fovm.

Man habe 3. B. die Funktionen

A+ Bx - Cx* - Dx3 1.
unb a 4 bx 4 ex? 4 dx® 416
Multiplicict man fie, und ovdbnet dad Nefultat nach den Poten:
3en von x, {o fommt
Aa + aBx -} aCx? 4~ aDx® + 1.
—+ bAx 4 bBx? 4 bCx? 410,
+ cAx2 + cBx3® -1,
+ dAx? -,
et man nun Aa—e, aB+bA=pg, aC4DbBFcA=y,
ad+bC+cBH+dA=4d, fo ethalt man e-pFx 4 yx3-4-dx3 -,
eine Junftion, die mit den beiden gegebenen, deren Produtt fie
ift, diefelbe Form hat, Daf fidh) ver Safs auch quf ein Produtt
aud mebrevn Faftoren, und fomit aud) auf jede Poteny eined
gangen Grponenten ausdehnen [aft, evgibt fich von felbit.

3. Sede gebrochene rationale Funftion einer veranderlichen
Gyofie Fann dadurdh, daf man die Brliche {ammtlich auf einer:
Tei Benennung bringt auf die Fovm

A 4-Bx -} Cx?+ Dx3 4 Ex*4-1c,

: o 4 x4 yx* = 0x3 A= et —I—zc._'
g;bmgﬁt werdet,  Da aber diefe Funftion vollfommen einerlel
it mit

A4BxtCx?Dx+Ex'ic. X<

1

o-Px —i—;fxi‘-l—dxl-—E—éx" +1c./
und der Bruchfaftor fich durch blofe Divifion verwandeln [afit in

A+ B'x+ C'x> 4+ D'x3 - E'x* -1
fo vedugivt fich die vorgegebene Funttion, nad) 2., auf

A4 B'x -G/ x? D 3 E x4 18,
poer, mit Weglaffung der Marken, auf

A+ Bx 4 Cx? 4 Dx3 4 Ex* -1t
&3 fann alfo fowobl jede ganje rationale als auch jede gebros
chene vationale Funftion auf die vovige Fovm gebracht werden.

3u §. 5,
Um die Newton'fche Formel fitr fvgend eine Poteny m eined
Binoms a+b auf bie vom] BVerfaffer angegebene Forur yu bringer,
bemerfe man Folgended.
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Shre urfprﬁnglid)c Form ift:
.’1+|J)‘“—"l1'“+ &"‘ l})_l_ i (m ) anr ~2L2+ —

2 %28
am=—3 b L,
#icht man aud beiden Seiten bie mte Wurzel, o erhalt man

a-]—b:;“”(a’“—]—‘_ e 11+m(m !)qm—‘t 2_1_219',1:1),(“1#')

15258
S T e
al—ih +3c.).

f:T_Ecrbcn nun beibe Seiten durd) a dividirt, jo formmt

m (m——l) (m-—- ’)

1+ e i;("'“ . .1’”“'1|3—]—m(m ) e 1
D=0 0 4 )
125
a
ober
1_*_1:-.___..?/(31“_!_1 m— 1b+ri(IL2a1n gb-_!ba'_l_‘
a .
m(m—1)(m—2) _ ... 4)
1.2.3 T Ve

7o
o «"l"‘—{— xlm—t b + 2 (IJ'I I) am—2L2 +

y m (111—.1)(1“—' ym—3
::V T. 88 b i

;_1]11
und metm auf der gweitenn Seire die Diviffon duvch am pollo-
E]L‘ll TDll'L, 10 L‘l‘h\l[f man
L ( m b . m lll——-{\ b 111.j'i11_1j(111__'_3) L2

1+ A b Lfi—'a'1+ A Eots 'as'{'“')'

{vion o 2 e . 5
Sefst man nun flatt 2 bie Grofe x, unbd erhebt beibe Seiten aquf

!

die mfe Poteny, fo evhalt man die Form des Verfafjers.

Um bdie Bebauptung bded Werfafferd, wenn e fagf: ,e8
folgt bievaud, befi bdas Werhdltnif bder aufeinander folgenven
Glieder in vorftehender Neibe fich dem TWerthe —x inumer mebr
zml)ut, und vap folglid tlcfc “u.u[)c, welches auch

thre erjften Glicder feyn mogen, am Sdluffe ims
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mer Divergirend werden muff, wenn der Werth von
x Die Ginheit nm.lff lgt"’ gebovig zu erfaffen, erage
man, dafi, weil Nichts 1tber die Seichen der Bahlen m und x
feftaefesst tt, diefe al8 pofitiv {“.I]tln[)t‘ﬂ werden, und wenn alfo
Das Verhaltnifi ver aufeinander folgenbdben Glieder
fich dem 9Be ITDL —x tmmer mebhy nal;ni, fo beifst bies
fe8: e8 -.m\Iqt im Berlaufe dev Neihe endlich ein ‘.)r'uhnnmd).
n;, fo dbaf, wenn die exjten Glieder bis ju einer gewifjen me,e
\umul.iw pofitiv mmu, [u tn“lub ncqunn werden, und Diers
aud ergibt {ich von [f\u, Dafi bie rmm am Sdluffe divergi:
rend terden 'mf. — 3u noc 1) gropever Deutlicheit Lt'l'[“fd.‘ft,
i) dem Lefer Die Aufitellung einiger Jah! mb»l]},uh ves Falles,
in welden x die Cinbeit uberfteigt.

3u §. 7.

Unfer der Guenge (limite) einer cml‘ocrqucnben genmetnfd)cn
Netbe die ohne Gnoe fmtau (und won folchen ift hHier nuv
die Jede, fo wie auch der .?L}}liif, wie aud feiner Grlauterung
fogleich erbellen wivd, nur auf folthe anmwendbar ift) verfteht
man Diejenige Grofie, u weldher die Summe der Glicder fort:
w..muﬁ bevanfivebt, je mehr Glicver mnn nimmt, welche fie
aber dennod) nie vollfommen evveicht.  Begeichnet man namlidy
basd erfte Ulimb einer geomefrifchen ¢ umc :m’t a, den uotien:
ten mit q, die Anyahl der Glieder mit n, fo iff der eine Aus:
Douck fiiy die Gumme ber Glie cver, [eBtere buvd) S vorgeffellt
ﬂ( 11___1)

{J_-——]

Gefesst nun, q ware ein echter Brudh, bden ich bm:d) ~ porftelle,

S5—-

.

fo verwandelt {ich die obige Fovmel in

1 1 a
RN
=1 — = =

r—1 = p—1

1
S
1)

Ne guofer nun bie Jabhl n wivh, (und bel w Irnbﬁd)cu Reihen

a .
ift fie unendlich grof) defto Eleiner wird der Brud _F-'—_i’ inbem
fein Bablev Fonflant ift, defto mehr nibert fich alfo auch Der
T il a ot . X, . vt 4
MWerth von S der Grofie —---p—l, obhne fie jedoch fe vollftandig
P

su evveihen.  Diefe lefitere heift die Gvenze der vorliegenden

Sy
NRethe,
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9Man erthalt alfo die Grenye eincr Methe, menn man
Daé erfte Gliecd mit bem veziprofen ™) Werthe des
Quotienten multiplizivt, und biefes Produtbf durd
bcn um die Ginbheit verminderien reyiprofen &ulb
pes Quotienten divibivt.

Demnady ift die Grenge der Meihe
N+N( .._‘“_*rﬁ) -1-1*6(1_-1‘11i )n(1—m:")x+m.

Fiis e e

T

Pos A A 1_( _*_’.f_t})

n

weldhed nach vollzogener Divifion gibt
N

1—(1 %f_‘:iﬂ

Gben fo witd die Grenge der NReibe.

¥

N 4 Nx 4+ Nx.x 4.

feyne L
N . v
— = pber obex 5
1 1—x 1—x
- —1
X X

3u §. 10,

&3 wird faum nothig feyn, juw (Snfch:‘mmq ber Frage
uber die %ulnmtht oder Unjulaffifeit Des Beg griffs bee Srenze
PBeifpiele aud der Analyfid vorweg u nehmen. Gdon bdie ge-
meine Writhmetif Dietet deven eine gariye Gattung dav in den
m‘imtt\ chen "“u,lnmlbﬁubm Befanntlidh) hat jeder periodifche

l-‘lllhl[b“lkd einen vollformmmen genauen 2Werth.  Serlegt man
u..L\u umu in eine qc'umhnu; Neife, und ft ht thre Summe,
fo wird man, fo piele Glicder man aquch nimmt, Ddemnoch nie

) Uuter dem veziprofen Weethe frgend ciner Grofie a verfieht man
B 5 i 1
oen ;..‘uutwntcn;l‘

S S
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su einem Werthe gelangen, dev bdem anbermeitig befannten ge:
nauen 2Wevthe a[mr‘} i’dl.le, e8 fey denn, bdaf man eine
gewiffe, immer Eleiner und Fleiner werdenbve Srofe
aufier Acht 1iu?§ e. (3 gebt bieraus bervor, daf fir die
befreffende Unterfuchung jene genannte fleine Giréfe nicht allehr
als Null angefehen werden fann, fondern als ﬂuu[ angefes
ben werden mufi, wenn {dhon fu n[\lututt nie Null
wird. Der befannte genaue Werth des Degimalbruchs ift alfo
pie Grenge jener unendlichen Neibe,

Jch nehme v Crlauterung ein Beifpiel.
Der peviodifche Desimalbrud) 0,373737, v0vensunnn.
liefert bie Duotientenveihe

37(..1 Sl ; -+—."'1', Sty b S DO )

100~ 10000 ' 1000000
Hefanntlich {jf der Summenausdrud fite eine geome nnuw N elf)L
wenn man ihn fr( ft mit S, bad erfie Glied der Ieihe mit a,
den Duotienten mit g m.b die Unzabl der Glieder mit n b(,-
jeichnet,

0

g Ak 1)
fef=t?
Wenbet man ihn an auf die in der Paventhefe enthaltene Neihe,

o Fommt
1 1 n I
(N e
g__100\\100 100 100
== 5 =— 7
Ande g ; Ay 1

100 100
1 1 ) 1 1 )
— o Eie (1 e R
_100( (1o0)~/ 100 (100)"

1 B 99

100 100
Qe durd) da8 AuFerachtlafen der Grofe / 1('1‘:)""
(100)

Sunahme von n immer Fleiner witd, und Eleiner wer-
ben fann, als jede gegebene nody fo Eleine Grdge,

pie mit der

erhalt man Denjenigen 2Werth, ndmlich ol oer fite bie Meihe
in der obigen Parenthefe fubffituict den dem periodifthen Dejiz

S . e 37
malbruche 0,373737.. ... cnt'mrsd,‘cnbct genauen Weeth

Iicfcrt. Wenn fhon alfo die Reihe 0,373737..... den Werth
37
oo abolute nie eyveicht, fo ift doch, wie aus dex vorigen Dats




. : ; 37
fielung sur Gentige exhellet, die Bebeutung ded Bruches 5
ald G renje gehdrig gerechifertigt. —

TWas das Verhaltnif ver{chwindender Grofe lbctunt fo \11}
fih auf qwnutnmm.z 9Beqe entfcheivend davthun, daf diefes
ber Grenge amq ift. Kb m[.l)[c als Weifpiel dad von Lacroiv
in felnem Traité élémentaire du Calcul différential et du Calcul
intégral, §. 61., sum Belege derjelben Behauptung genommene.

Hefanntlich ift fed t\unfnm einer eimyigen veranderlichen
@rdfie durch die ,*"L‘mmfe einer Gurve vorflellbar, in welcher bie
Abjiffe al$ die wevdnderfiche Grofe felbft angefehen werden darf.
&5 fep nun (mq 4.) CD irqend cine Curve, AB die AbSiifs
fenare, GFE eine willfihrliche Sefante, G ber Em.uul\mfru
puntt derfelben mit der Absiiffenare, F und E ihre Durd=
{chniftdpuntte mit der Guroe, FH und EI die wm hten Drdi-
naten der Punfee F und E,  3ieht man aus F bdie FL pavalel
mit GI, fo finb bie Dreiede GHE und 1"LE apulich, unb
folglich verbalt fidy
GH:HF=FL:EL
T AHGRY TR

W EL

Da nun FL und EL bdie refpeftiven Sunahmen dex ALHS-
3iffe und Ovdinafe fiv ben Punft B begeidnen, fo fagt die
obtge Gleichung, daf das BVerhalmif diefer Sunahmen dem Wers
baltnifie ber Qnte GH ju der Drdinate gleich ift.  Gefelt nun,
Dex ‘;L?nni"r E ndberte fich unaufhorlich dem Dunfte F, o ndbert
fich ber Punkt G offenbar immer mehr dem Punfte K. Kommt
endlich ber Punft E in F an, fo Dbefinbet fich ber U 34l
K, wenn namlidh KF eine Saugente der Curve in F

alfo

=

beiberfeitigen Sunahmen Dder ‘LL\:;N'_' und Drbitate find nun
abfolute Null gewordens 1hy Berhaltnif aber 1T offen:

bar bem Werhaltnifie p. &. Dem Wevbhaltniffe

L
FH'
per C:“'-x;hlav.;gcnte sur Ordinate gleich geworden,
und alfo feineswegs mit den :;31“‘.;.1,.“.1 felbit ver:
fhwunden,

2u §. 14,

Der in die Qiﬁ’mn"iul - Rechnung eintretende Anfanger moge
ja bie Bemerfung ved Verfaffers geborig in’s Auge faffen, wenn
er fagt, Daf Ddas unendlid)y Grofie und unenbdlid
Kleine nie auf eine abfolute Weife betrachtet vors
Eommt, fonbern daf ed {ich, da wo ¢d vorfommt,




S |

immer um Verhaltniffe handelt, welde ju gewifs
fen angebbaven Grengen hinfiveben, IMit Nidjicht
auf diefe BVemerbuing laft 8 fich leicht anfdaulich machen, baf
die Gintheilung des unendlich Grofen forwohl ald ded unendlich
Kletnen tn mebrere Drdnungen oder Grade obne alled Bebden:
fen julafiig iff. Auf vehnenve Weife evgibt {ich diefes {chon
aus der etnfachen Vroportion
atb=c:d,
Gefesit namlich, a bebeute hiev frgend eine Sabl etwa 1, b fey
eime unendlich grofie Sahl, deven befanntes Symbol oo ift, o
ift a3 BVerhalinif a: b bem Verhaltniffer: oo gleich.  Bebhanbelt
man die beiben Glieder ded Werhaltniffed 1: co, der Leichtigleit
ber Vorftellung wegen ald endliche Gudfen, und nimmt den
Safs zu Halfe, dap ein Verhaltnif duech Multivlifation feiner
Glieder mit derfelben Grofie nicht geandert, {o ift offenbay
i B v o= e a0 v g

Diefe Proportion ‘aber fagt mit BVeftimmtheit aud, daf wenn
1 in Beziehung auf oo verfchwindet, o muf auch o in
Weziehung auf o verfthwinden. Die Gudfe o 2 fann alfo
al$ eine unendliche grofie der zweiten Orbnung angefehen wer:
den.  Auf diefelbe Weife ergeben ficdy bdie hHohen Ordnungen
Ded unendlid)y Grofen.

Wmgefehrt, gefest b Ledeufe eine unendlich Fleine Jabl, bHe-

i ] 1% o e
ven Symbol, wie befannt, = ift, fo gebt dad Werhaltnif ash

. : e o

AL = tiber, und mit Hinguziehung deffelben Saed folgt

1 ____1"_1_

Ertt

Und biefe Proportion fagt eben fo Deutlich aus, bdafi, wenn

a L

i ; 2 ; :
o= in Beztehung auf 1 verfhwindet, fo verfhwindet audh

i;j in Beyichung auf S e ®rofe —I— fann alfo al3
P : ® w2
unendlid) Fleine Grofe der jweifen Ordnung betradhtet wevden.
Und fo ergeben fich nun auch bdie unendlich Eleinen Grdfen der
folgenden Ordnungen.

Auf geometrifchem Wege [afit fich bie Juldifiqfeit der wver:
{chiedenen Grade bes Unendlichen noch anfchaulicher nachweifen.

€5 fey amb ein Halbfreid, ad e¢in unendlich fleiner Bogen,
fo ift ber &inus dAf ein unendlich Kleined der erffen Dronung,
per Sinusverfus af ein unendliches Kleined der jweiten Ord:
nung, unb die Diffeveny wifthen Sinud und Tangente ¢in un:
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enblidh Kleined der dritten Ordnung. Denn nach einem beFanms
ten Satie hat man

af: fd—=df: b,
RBerfhoindet num df in Bezug auf £h, (und diefed ift offenbar
der Fall, indbem die Sinus, fo wie auch die Tangente febr fleiz
ner Bogen mit diefen flr tbeveinflimmend gehalten werden bitr

fen), fo verfchrindet auch af in Besug auf £d. €8 ifi alfo £d
ein unendlich Kleined der zweiten Ordnung,  Da fernee

gh:hd = df; fe,
df aber in Beyug auf fo eben fowohl wie auf £b ver{dhwindet,
fo verfchwindet gh ebenfalld fn Bejug auf hd, unp weil hd ein
unendlich Kleined von der yweiten Orduung ift, fo muf folglich
gh al3 unendlid) Kleines dev dritten Ordnung angefehen werben,

3u §. 15,
Den Grund fiir die Herleitung der Gleichungen

A — A2

A2 =Ba” -+ Ad

AB—Ca" 4 Ba"

AC =Da" - Ca™

2.
und Hev Davausd folgenden Terfhe

A—A ﬁ”

BEL, A( }j*_‘)
a

6 BA—1"
D _—_C_(A_—“_l
aiv
1c.

Tiefert folgender Safs aus der Funttionenlehres

Penn eine Funftion von der Fornt

A 4 Bx 4 Cx?+4 Dx? 4 Ex* -1,

in weldyer bdie Coeffizienten A, B, G, D, E, 1c.. bon x gang
unabbhingige Gvofen find, fiir jeden beliebigen Werth von x,
alfo audy fir x =0, tmmev gleich) 0 bleibt, fo miffernn die beftan=
bigen Qoeffizienten A, B, G, i alle gleich Null feym,

Beweis, Man fee x=0, fo veduzivt {ich bie Funttion
auf thy erftes Glied, und man erbalt alfo A=0. =it Wege
Iaflung von A bleibt mithin

e S O
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Bx - Cx?4-Dx3 4- Ex* 4~ 16, == 0,
Dividirt man beibe Seiten dbuvch x, fo fommt
B + Cx 4 Dx? 4+ Ex3 41. —0.
Sefit man I)i“ii,” abermald x=0, {o echalt man
s Gyt § -
Mit Weglafjung von B bleibt alfo
Cx + Dx* | Ex3 4 1. =0,
ober C 4+ Dx 4 Ex?24-1t.=0,
Geit man wicderum x=0, fo folgt
C=—0,6
Die Richtigheit des Sahes ergibt fich auch auf folgende TWeife.

Man nehme eine beflimmte Anzahl von Gliedern, etwa
A -+ Bx 4 Cx*-} Dx?,
und feie Hievin fir x fo viele Wevthe ald jur Beftimmung der
Goeffijienten A, B, G, D nothig, etwa x=1, x=2, x==3,
x=4, {o ethalt man bdie 4 Gleichungen
A+ B4+ C4 D=o
A+42B- 4G4 8D=0
A+ 3B+ 9C+ 27D =0
A+4-4B-+416C - 64D =0,
wovaud fich durch Wusfuhrung der Rednung A==0, B=0,
C=0, D=0 cergibt. Und aquf bdiefe Art 3Gt fich fir jede be:
licbige Anzahl von Gliedern bdie Nichtigheit der Behauptung
hevleiten.
Um nun vermittelft dHiefed Sahesd ‘\ie oben angeflihrten Ne-
fultate u erbalten, I‘IIHJL man fammtliche Glieder der Gleichung
Apma’4-Bpm—ta’ 1 A-}(J})m*‘ﬂ’”)\ +Dp™ 3 IL“l
+Apm—ta’ (T4 Bpm—2a” {7 4 Cpm—3a" |
Apm L Azpm—ix L ABpth—x* JACpm—3x3 4y,
auf eine Sette.  Man erhalt alSdann
AP ng’ ( _i._i,],m -14" } | (“Pm-—-'z« "t _E_'me—.ialv
b
)

X3 =

}\q—hp'“_ a

-‘——.*111“‘ j ‘T---‘ p? m—I1a 2,_i__(_3:,ul—ju’“ Q ;\;3—1—3:_:0

“‘.-_'k“'!l“' -1 -—-;\np[”_ __A(_:l,m -3

Da mum diefe Funbtion fle jeden beliebigen Werth von x
gleic). Null feyn foll, fo miffen die beftandigen Goeffisienten
gletch Null feyn.  Seht man fie eingeln gleich Null, fo erhalt
man_die obigen Gleichungen, und aud Ddiefen die 1Werthe Ddev
Coeffizienten A, B, C, D, 1,




MWenn man ur (Snuvuu[nu] ugmﬁ einer Funftion einet
ueu.n perlichen (yuba nach den Pofenzen diefer "tm n, die Suy:s
pofition mmht, baf man die gunmml irgend einer Folge Diefer
ﬂ.\i}thalnf a .\).

A4+ Bx 4 Cx*4Dx}*Ex* 4.
ober A~ Bxi+Cxi--Dxi 4 Exi 4.
oder A +Bx + Cx3 - Dx? 4 Ex? 4.
gleich fest, indem man die IBahl darunter nach den vorhandenern
Beftimmungdgrinden (und bdieje betreffen nur das Borhanbdens
feyn oder Nichtvorhanvenjeyn der peranderlichen Grdfe im exjien
(sju.v, und odad (Gefes bdev 2[11rn111.umuuiqu oer Grponenten)
trifft, 1“1‘\ alsdann nach dem im Sufake zu §. 15. numubu[ en
Sabe Die '*o.nhunnu A, B, C, D, E, 3 evmittelt, {o wer=
Dent, yoenn man die »,o[\u bu (_tpo.uufm runm genommen hat,
Fliverfpriiche bet Der -“n]m.mu ng oiefer Coeffizienten uu|rhm
9B¥aé vas Bor )un“nufum ber veranderlichen L\‘ll‘lu im exften
Sliede betrifit, fo (at fic) diefes lecht evfennen, wenn man in
et Almilw‘l '|L1["|f und in ber dafiy angenommenen Neibe die
peranderliche Grofe gleidh “mtl fet.  Steduzivt {ich dann Ddie
“§m1tnuu auf ‘JEuI fo muf die verander! [LI‘C 61\1, auch tm
erften Glieve der mlqu.umnmml ‘hLu)L porfonmmens im Gegens
huh, enn m‘ fich auf irgend eme fonftante (mm tedugirt,
fo darf bas erjffe Glied der angenommencn Neihe die verdnder=
liche Grdfe nicht enthalten,

3u §. 24,

Man nennt Methode der unbeftimmten Coeffis
gienten die Art dev Enibidelung irgend einer Funktion in eine
NReihe nad >l\x\fmjm ber wveranderli then Grdfie, wenn man die
1~mmgubcm Funttion irgend einer fhicklich gewahlten Folge diee
fll- S_DDIUIDLH, & rb

A+ Bx - Cx* 4 Dx3 4-1¢.
gleich fest, und die nodh) unbeffimmien (Socffi,icnfcu
ARG, ‘m als Gnm,m angefeben werden mufjen, :mlfb
m‘u t‘el peranderlichen GSrofie x ganzlidh unabhdine
gig find, su exmitteln fucht. —

Gine Anwendung diefer Methobe liefert der Sufals ju §. H9.

Su §. 27.

Um die Sogn_ritf)men_ aller Sablen, welde nady einem geges
benen Syjteme befannt find, wie diefed 3. B. mit den Briggi-
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fdhen der Fall ift, weldhe in mehreven f&‘nfdn gufammengeftellt
find) fiiv ein anderes Syftem, v. h. fite ivgend eine anbdere
Bajid zu finden, bemerfe man Folgendesd:
€3 fey « dex Briggijhe Logavithmud irgend einer Jahl a,

fo bhat man

105 =—a,
€3 fei femer der Logarithmud bderfelben Jahl a nadh irgend
einem andern Syfieme, deffen Bafis etwa 9 ware, x fo ift
ebenfall3,

OX-—=az
mithin

10%—09x,
Nimmt man beiderfeitd die Logarithmen nad) dem befannten
Briggijchen Syfteme, fo Tommt

alog10=xlog9;

alfo

10" 9

log 10

luﬂ O
Da aber in jmm Gyftene bu Logarithmus der Bafis 1 iff, fo
vebugivt fich der LWerth von x auf

X=u 1
= ‘log()'

Die Grife - =5

l'.wfummt, uub jie ift alfo dicjenige Grbfie, womit die i*nqum{)lmn

der 3ablen eined befannten Syftems multtp iyivt wmm uifjen,
um die Logarithmen derfelben Zablen fitx eine anbdere m|| 3H
erhalten.  JIhr Jablwerth in Worte eingefleidet heift: bas ey
profe Ded Logavithmus der neuen Bafis n.nb vem alten Syjteme,

Bu §. 30.

Die Wehauptung ded Verfaffers, wenn ev fagt: ,eine
febhr wi r{;t q Sdhluffolge bietet {idh hier dav, daf
:mmluh ]E ¢ Neibe, derven Glieder {dhneller abneh:
men, als d ‘c et Meihe

B s e o J g
nothwendig eine Grenge haben mufie” befremdet auf
oen erften Bk, da faff unmittelbar vorher von 1[;11: nachge:
wicfen worben iff, daf die Neibe.

1vstitrt+itu,

ift e8 nun, weldhe den Namen Modulus
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peren Glieber wivflich fehneller abgunehmen feheinen, bennod)
Feiner Grenge fabig iff.  Da _m{) tndeffen gegen fetne -.‘loegnmf
pung beider Behauptungen nicdhts  etmwenden (aft, fo bemerfe
ih sur Lofung Diefes {cheinbaven Pavadoron Solgenves: Die

Neihe
1+5+3++tit
Bat gum nfen Glicde offenbar
1
2n—1

und alfo sum davauf folgenden (n--1)ten
1

2nf1°
Der Grryonent ded Berhaltniffed sweier aufeinander folgenden
Glieder ijf mithin
1 1 5 In+4+-1
e ey +—,
2n—1 2n-4-1 on—1
ba aber diefer Ausdruct, je grdfer ald n wird, fid) dev Ginleit
immer mehr ndbert, und diefed feinen andern Sinn hat, als:
je weiter die MNeihe fovtfchreitet, Defto meby napern fid) die Glie
ber Der Gleichheit, o folgt bieraus, bdaf bdie NReihe niht fon=
pergent feyn und alfo auch feiner Grenge fahig feyn fani.
Gine gany &hnliche Befvachtung seigh die Nidttonvergens

ber Neibe

144+34+4 340
Swei aufeinander folgende Glicder derfelben find offenbar von
ber Form

1 .
5 und )
ber Grponent ihred Vevhaltnifjed iff- alfo
n--1
n
und diefer Ausdeuct nibert fich cbenfalls, je gvofier n wird im=
mer mehr der Einbeit.
9Benn {chon alfo die Glieder der Neibe
145145+ 5w
wirflich fehneller abyunehymen fheinen al8 bie der Neihe
14444+ 2+ 5+
fo ift diefed in Besug auf den Begriff der Grenge nicht der Fall,
da fidh, wenn man fie afd unenbdlich fortlaufende Reihen be:
tradytet, der Crponent ded Werhaltnifjed zweier aufeinander fol-
gender Glicber in beiden Reihen bev Cinheit inmmer melyr nahert,

r
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unbd fie miffen aifo beide al8 gleidh divergent an:
gejeben werden.

Su § 57. Anmerk,

Um frigonemetrifche Formeln, bie fiir den Madiud 1 aus:
qebrlictt find, fiie den Nadiud r umzuwandeln, muf die Dimene
fion auf beiven Seiten ber Fovmel bergeftellt werden, oder die
Sovmel mufi, wie der Merfafjer fagt, homogen gemacdht werben,
a8 man unfer Dimenfion einer Formel dberhaupt wverfteht,
und ie bdiefelbe hergeftellt wird, muf dem mit der Brigono:
metrie Vevivauten bebannt fepn. b flige hier indefjen eine all:
gemeine Jlegel in Beyug auf die Formeln der Srigonometrie bei,
ote theild ihrer Rilrze wegen zu beachten iff, theild dedwegen,
weil fie bei verwicelten trigonometvifchen Fovmeln die Unterfu:
thung der Dimenfion beider Seiten tberflifig macht. Sie Heifit:
man feke fiir jede in der Fovrmel vorfommende trigonometvifche
Linie den Quotienten aué dem NRabdius in die trigonometrijhe

o
Linie, aljo fiiv sine el man il-?ﬁ, fur tga, t—:-“-, 20,

Su §. 39,

Um ein DBeifpiel fiie die RichtigPeit der Neibe fir den Sie
nud am Sd)lufje biefes §. ju geben, will idh den Werth bes
sin30°, tweldher fur den Radiud 4 den Werth & hat, darnad)
berechuen.

DBeyeichnet man die Glicder ber Reihe mit cinfachen Budy:
fteben, fo bhat man

sinx=x—y-4z—tfu—1,

wo alft ; LA
10 R R T N
x5 ¥y
e is g et g
X7 ol
b WO T e R
x° t

: R
1.2.3.4.5.6.7.8.9 3.9

Man fuche nun den lineaven Jablwerth De8 Bogend x=30°
Diefer ift mit 10 Deyimalfielien

0,5235987756,
fein Quabdrat aljo, weldyed man am fuglichften duvdh die befannte
abgefingte Multiplifation finden Fann (wenn man nidyt fehr

14 bt

b
%
i
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genaue Logarithmentafeln gur Hanbd hat) wobei die jehnte Deji:
malftelle nodh vollfommen guverlafjig ift, witd fein
0,2741556778.

Die Werthe von y, z, t, u ergeben fich nun am Erzeften auf
folgende Weife.  Man bilde die {ammtlichen Vielfachen ven x?2
bis sum Neunfachen einfehlieflich. Diefe find

2x2 “(l 5485113556

3x2 '-“ h..’_l-“]:f}d 34

—-'[-\ —1 {J‘:{; 6227112

i l 37077838490

x? —1,6449340668

G —
= l 0190897446
8x? —2,1932454224
9x 29 4'11-1UIIUU 2
Da mum -;,"3 S > =0,0872664626 , fo ift

0,0&xv —0,02193245422
0,007x* =0,00191908974
0,0002x2 = 0,00005483114
0,00006x2 = 0,00001644934
0,000006x* = 0,00000164493
0,0000004x2> = 0,00000010966
0,00000006x2 = 0,00000001645
0,000000002x2 —0,00000000055
0,0000000006x2 = 0,00000000016;
folglich y =0,0239245962.
Man dividive nun y durch 20, fo exhalt man auf diefelbe Weife
z=0,0003279832.
Gben fo ergibt fich t=0,0000021407
1nd u=1_0,0000000082,
Gonbert ntart bdie pofitiven von den negativent Gliedern, und
reduzive, fo erhdlt man fiir dbie Summe bder pofitiven
0,5623926737,
und fiie die der negativen 0,023926737,
und hievaud crhdlt man
sin 30° = 0,500000000,
namlich den aus geometvifchen Grinden befarinfen genauen Wexth
Des sin 309, ]

11
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Sn Bezug auf die Reibe

; a0 x* x5
L e R VR T T R

bemerfe man noch, daf man daraus durd) eine blofe Verfehung

per Glicder eine NReibe fiir ven Sinudveriud in Funtiion des Vo

gend exhalten fann. @8 exgibt fich namlich unmittelbar aus ihe
x? x4 x6

R PR, O R T

1 Seosxfi—

SN VEers X

S fithre diefe MReihe hier aud bem Grunde an, weil {ih aus
ihe ergibf, Daf bey Gofinud eines fehr Eleinen WVogens der Ein-
beit, 0. h. dem Nadius des Kreifes gleidh geachfet werden darf,
inbem, wenn man fir x einen unendlich Eleinen Werth® fent,
bie aweite Seite ein Agggregat von unenvlich Eletnen Grofen
ber sweiten, vierten, fehjten, 2. Drdnung, d. h. Null wird,
oder pielmehr Null jur Srenze hat, worausd folgt cos x=1.

3u §. 49,

BDa der Verfaffer in feiner Ausdeinanderfesung in Beyug
auf die Guler'ichen allgemeinen Fovmeln fur den Sinus und Co-
finus oer vielfachen Bogen, worin er bemerft, dafi Ddiefelben
a posteriorl dargethan werden Fonnten, eine Beweidart anbeutet,
tie bem mit ber algebraifchen Analyfis noch nidt gehorig Ver-
trauten vielleicht unbefannt ift, {o bemerfe ih zur Crlauterung
devjelben Folgendes.

Benn mebhrere Grofien in einem gewiffen Sufammenhange
ftehen, unbd e ergibt fich aud guverlafjigen Grinden, bef fur
2, 3, 4, 1. diefer Grofien irgend ein Gefefs obwaltet, fo fehlieft
mant nach dev gewdhnlichen Induftion, daf daffelbe Gejes aud)
fiit n Grofen flatt finde. In fo fern biefed n feiner MNatur
nach eine gange und ypofitive Zabl immer bebeuten muf, ift
diefer Schluf wm aller Strenge rithtig und alfo der Indubtionsd:
beweid vollfommen julafjig. IWenn aber. der Budyfiabe n aud)
andberer Sablwerthe fabig ift, 3 B. Bruchwerthe, irvationaler
Werthe , negativer Werthe, imagindrer Werthe, fo leudhtet ein,
baf ber Indubtiondbeweid unzuverlafjig iff. Soll nun fir alle
biefe Falle dad erwdhnte Gefes 3wijchen ben obigen Grofen
befehen, fo mufi der Beweid auf folgende Art gefithrt werden.
Man nimmt an, daf 8 fiiv n Grifen flatt finbet, was aud
immerhin der TWerth von n feyn moge, und fucht nun ju bes
weifen, daf e8 audy fiw (n-1) Grofen ridtig iff. It man
bazu im Stande, fo fann die Nichtigheit ded3 Gefetsed als vollz
fornunen bewiefen angefehen werden,
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Sch wahle als Beifpiel die exffe Formel aus dev yufammen:
gefelsten Binfenvechnung. Befanntlid) wird ein Kapital

hed auf Binfesyinfen ftebt, fur den Iindfuf p nad
etned Jabres ap, nach Werlauf zpoeier Jabhre ap?, nad)
preier Sabre ap®, und alfo nad Weclauf von-n Jahren
fo fern namiich der Werth von n eine gany
pofitive 3ahl iff. Da nun abec der AWerth von n
Matur nach, zwar nicht negatto, aud) necht trrafl wh
yeniger imagindr, wobhl abev ein pofitiver Brud) feyn
Eanm, fo darf die Formel fur diefen Fall nicht als bewiefen
angefehen werden.  Und befanntlich gl fie fur diefen Fall aud
nicht, wie fich leicht mittelt Duvdhfubrung der NRedhnung, die
ich tndeffenn dem Lefer tberlaffe, nadyweijen [aff,

Su §. 99,

Da Cagnoli in feiner Srigonometrie die Formel tuuT\ bie
) lIsL‘M ver unbeftimmiten Coeffizienten enhvicelt
I\m, fo '|n e i) beffen Darfteliung bier L- i, um oen "u v mit
bem Wefen diefer Methove naber befannt su machen.  Sugleich

§ bi3 ju neun Giliedern, ?,1.'.11 nicht wvon Q“uw[t

theile ich oa

felbit, fondern von einem anbexn Jtaliener, Namend Philipp
Jubtant, bevechnete Aefultat jum Begufe etraiger Amwendung
mit.

0, man habe dje vorgegebene Neibe
m—ay -} by? 4 cy? +dy*t-u., (E\}
i weldher man {ich den TWevth von m
fena, b, ¢, d, w. ald befannte Grdfer
man wolle die unbefannte Grdfie y in ein
o m entwickeln, fo nebme man an
y=—Am - Bm?- {‘,‘113—:-|"?|1|"+2(_ (U,)
G3 ijt Elav, bafi diefe Annat hme, (vder falls die vorgegebene Funk:
tion m ‘m\.. der Form feyn jollfe

m=a + by -}- cy2+dy? .

, fo ie bie der Coeffizien:

;E[ L\mTLIi “u[ uno
eihe nad)y Nofenzen

1
a8}
LA

folgende
y=A-+ Bm+4Cm*4Dm? 4-1.)
immer ftatthaft ift," dba die Goeffizienten A, B, €, D, x. nod
unbejtimme 1mmd, und alfo folc ’*' TBerthe '.'.'mt Eonnen, bafi die
Gletcbung wabr fey. €8 hanbelt fich alfo nun pav u.i, t‘[‘isPE:
; to

gen e ber QGoeffiyienten ju finden, w oer Gleidhung
wirf 0.1:‘,_-.' letffen. Bu diefem B:hufe be man y nad:
emna "1:, ote, 4fe 2. Worfeny, und orbne die Glicder

nad) den gleichnamigen Potengen vonr m, fo Fomme
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y =Am+4Bm® 4+ Cm3 o Dm* "+ Em® a1
= Arm?4-2ABm3 4-2ACm* +2ADm5 -1,
T A3m3? 4 3A2Bm* 4-3A2Cm® -1,
= m"—}— 4A3Bms -1,
Y= Am® - 1c.

2,
Subftituivt man nun diefe Werthe von y, v*, 1. in die Glei-
chung (L) und orbnet die Glieder auf dicfelbe Weife, o evhalt
an

ay —aAm-4-aBm? 4~ aCm?® 4 aDm* 4~ allm?® -},
=, + + » BPATM2+2ABhin3 -2 AChm* -2 ADbm®-4-10)
-+ B2bm* -4 2B Chm3--,
SR Y == o sisveitie o shadiets cA’m34-3A2Bem*4-3A2Cemd4-ic.
+-3AB2%emé4-1c,
g i SRR S P T e dA*m*}4A3Bdm? ~Hc‘,
I S — RN PP NN e S TR S

=104
Gepst man. m auf die yoeite Seite bev Gleichung, und fondert,
bie verfchiedenen Spotmom oo m, dev leichtern Ueberficht wegen,

ab, fo folgt

Toyr2
bhy?=

m m-

'1A1 JaB ] 4 aC 4 aD - ali +ac.
+ 1 +hA*?) '—}—‘.?.’\Bbi m?*+2ACh l 4-2ADb
+ cA? F -+ B Im*-2BCh
0= +3A2B¢ -4-3ACc ‘ms
+ dA* ] 3AB%c
+4A3Bd
+cAs )

Da aber diefe Gleichung fite einen jeden beliebigen Wevth von m
gelten foll, fo miiffen bie Goeffizienten der verjchiedenen Pofenzen
von m (1. 3uf. zu § 15.) gleich Null feyn.  Man exhalt alfo

VA=A — ()

aB —~|—~1J A'z — 0

aC 4-2ABb+4-cA3 —

aD4-2ACh +B2b -}—“ A?Be4-dAt=0

aE4-2ADb+2B0b4+3A2Ce+3AB2c-4A3Bd+teAs =0

2.
und hievaus folgt
1 bAz ¢A*4-2ABb
A:-ir B:*— “-—J. _ (—--——- ——)’
g i a
b 2b?—ac
_—— _ '

ad’ as
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e (d At}-3A°B c+Bb+- 2ACb)
a

sabc—a?d—5b3

I T

eAs+4A3Bd+3AB%c-3 A2Cc1-2BCh-4-2 .-U'ﬂ,\)

a

I

LAl
i
1

4h*t—21ab?

l

ot

Gubfiituirt man diefe Werthe in bie Gleichung (IL.) fo exhalf
man, wenn bie RNechnung b3 guv Peftimmung von 9 Coefjiziens
ten fortgefeit witd,

m bm? m?

4
y="—"% + (2b2—ac)— —|—-(—5b3-i-5.'nbc—:\°-d) %1;

5
o+ (14b*—21ab%c - Ga*b d - 3a2c>— ade) I-:l;--

-
a2

mb
(1L

4-(—421)"4—84:1])3c-—SSaﬁb?d—QSaQbc“—|—7:13 be+-7a3cd —a’f)

+(132bﬁ-33nnh*c+ 120n'lb5d+180a?b'=cf—:-‘,ran3b2e——79a3hcd
< m’7
~}-8atbf—12 3¢3-}-8atce 4 4a*d?—a’g =
+(—429b74-1 2g7absc — 495a?b'd — 990a? b3 c* - 165a* be
- 495 ah2ed—45a*h?f - 165a3be’ — 90a*bce— 45a*bd?

+-9ashg—45 atctd4-9ascf4-9asde—ath) mr

al®
~-(1430Db% 5005abfc - 2002a%hsd 4- 50052* b2 — 715a%bte
—_9860a%b3 cd 4 220a* b3F — 1430a3b%c* 4- 660 a* b2ce
—|—3:—)(J;1"b?d'-'——5:';.'1*"b'-'etr)-Hi[_i('Ja"*ba;'-‘tl—— 110a*hcf—110a’hde
+10a8bh 4 55a%c* — 55a¢ cd? —"55a% ¢%e -} 10acg
m?

+10abdf-}-5a5¢?—a’i) o7

- 1.

Dicfe Formel Fann ald die allgemeine fiiv die UmEehrung

einer Meihe, von welcher Fovm fie auch feyn mag Dbetradytet wer=

bk Lapevieiet yh A ) :

ven.  Sch nebme ald Weifpiel die im §. 98. fur den Bogen

Funltion feines Sinus gefumbene Seibe, welcpe fich cbenfalls

mit Hulfe ver Diffeventtal= und Integralvechnung hevleiten lapt.
Sie heift

i 3y ISy NG o,

Xy SALS b b LA ATt S Ak 1C.
ttasteast Siee s 4.6.009 i
Bergleicht man fie mit der allgemeinen Fovmel, fo miffent, da

erfiere nue ungerade Pofenzen von y enthdlt, die Coeffizienten
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ver gevaben ﬁ}\onuacn iefer t‘ncmnmmﬁen Grofe =0 gefesst
werden,  Man hat alfo b=0, d = , £=0, 1. ‘fJI-‘lL‘IUJ er-
gibe fich fite die Werthe der Coef [IJILJITLII A, B G D E

1 ) 2 2
A == o wie in Der allgemeinen Formel, B=0, C=—=— e
s 3c*—ae 8ace —120*—a? g
D =0, - 5 F=0/G= 7 East 2, Ber:
‘_17 ’ .-iIU

gleicht man nun bie vvrmtbmc Reihe mit ber RNeibe (L), fo
tommt

R 3 345
R e R A v g o
und Dievaus evgibt fich
. 1 1 1
Ao fel g A B T e A i
’ 2.3" 20845 T 12,5563

Man exhalt n'[;'o

SiIIX:\—-—

105 D304, (:.;+“

biefelbe Meibe, m‘[ f\c am \.,\h[um DuQ \JJ. gefunden iff,

S 11‘*'1[a”-, e§ bem Lefer ur lIeE‘unq, aud folgender Cuf-
widtelung Hes *ho;cna in Funtion feiner Zangente

1“\ !ﬂ\, .'_"_
X—=tgx— -;3-——]- - --—[—zc

.)
bie NMeihe fliv die Langente in q)tllﬂ:tll.\ll Ded Bogens au finden,
GCr wird erhalten nm] m '

3 G2x9
“’\"'-“-‘!“ ‘}‘ '”+M"5-w+g,, AR
o o4
Das Gefeh der J e fritt nicht deutlich Hervor, L[[Id hat dafs

felbe Dergeleitet. lhat igend bemerfe l*mn Daf die NReibe nur u
gebrauchen ift fie die ’bcmhmmg et ‘b ogen pwifchen 0° und
90°,  Ueber 90° ')in.m'i wird fie divergent, und lefert febler=
I)nfrc Refultate, Jhre Sonvergen beginnt nberhaupt {chon von
Da an immer mehr und mebhr, und gwoar fehr rafch abjunehmen,
Wwo Der lineave Werth bes Bogend grofer ald 1 i:"r, namlich
polt Xx=>58° an.  [a ¢8 [\I|\t fich fogar mit Hiulfe der Diffe-
rentialrechnung nachweifen, dag man, wenn bdie ﬂzungwn einesd
Dogens der grofier als 32° ift, bevechnet werden foll, mit mehr
Bortheil die Cofangente bed Complements berechnen Farm mits
telft der Neihe

i ey x3 2x5 o 252
SR 5T 5.5 P61 s $aA9ilT

1382 x™" 4x!3 3617x
...... - - ——e e 2':-_

345%.72.9.11,14 3¢ 54 1.9,11,43 32,5977 9311,13.15.17
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O =

ba diefe lehtere eine grdfere Gonvergens befist. Man exhalt die
COS X

(ehtere RNeihe mittelft dev Fovmel cotg x = = 2 wenn man
sin X

parin bie fiiv cosx und sinx vom BVerfafjer entwicelten NReiben

{ubftituirt, alSpann® diejen PBruch nady dec WMethode der unbe:

{timmten uvm fentert der Jeihe

_+ Bx 4 Cx3? ++ Dx5 - Ex7 4 2¢.

gleich fetst, alédann den Nenner sinx der erfien Seite weafchafit,
alle Gilieder auf eine Seife felt, und fo die L\mm,hnrm B, G,
D, 1. Deftimmt.  Auf abnliche e {1,» (Gt ]ua ftatt Der NReibe

X}
g X il
b
eine andeve Derleiten, Deven G){th rui‘[icl) i;trmwrmt, permittelft
l:11‘1 X

ber Fovmel tgx= —— indem man in diefelbe ftatt sinx und

cosx bic befannten Reiben fubftituitt, und davauf mittelt dev
Methode der unbeftimmeen Coeffizienten verfahrt wic vorhin.

R
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