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ir wenden uns nun zu den Beobachtungen , die man auf der
Oberiläche unserer Erde selbst vorzunehinen hat , um die Ent¬
fernungen einzelner Orte derselben und ihre gegenseitige Lage
sowohl , als auch die Gröfse und Gestalt dieser Erde selbst zu
bestimmen .

Das einfachste Mittel , die Distanz zweyer Orte auf der
Oberfläche der Erde zu linden , ist die unmittelbare Messung mit
einem bekannten Längemnafsc z . B . der Toisp . Allein wenn diese
Distans grofs ist , so wird jpne Methode beschwerlich und oft
gänzlich unausführbar . Wollte man z . B . die Länge des Bogens
des Meridians Ax ( Eig 20 ) zwischen den zwey mehrere Meilen
entfernten Orten A . E bestimmen , so kann man in dem ersten Orte
A die Bichtung des Meridians desselben durch astronomische
Beobachtungen bestimmen , und wenn man den letzten Ort E aus
A nicht , aber wohl andere näher liegende Orte B , C sehen kann ,
in dem Breyecke A B C die drey Winkel messen , deren Summe
nur wenig gröfser als 180° seyn wird . Hat man aber die Distanz
von zweyen dieser Orte , z . B . die Distanz AB unmittelbar mit
der Toise gemessen , so kann man mit tels dieser gegebenen Dinge
die beyden andern Seiten AG , BC durch Rechnung finden . Da
man ferner die Winkel x A B , xAC , dasheifstdie Azimute von I *
undC für den Horizont von A kennt , so kann man auch die Linien
Ba , Ca und das Stück des Meridians Aa nebst dem Winkel AaB
finden . Sieht man ferner aus BuudC einen dritten Ort D , so kamt
man die Winkel CBD , li CI ) und BDC . messen , woraus man die
Linien BD , CD und den Theil ab des Meridians erhält . Mifslntan
ferner noch die Winkel DBE , DDK , BED , so erhält man die
Linien B E , D E und B c , cE und b c . Fällt man endlich von E auf
den Meridian eine senkrechte Linie Ex ^ Ec Sin E c x und berech -
inet cx = Ec Cos E c x , so ist die Summe

Aa - f - ab - f - kc 4 - cx = A
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ilie « esuchte Länge des Meridians zwischen den beyden Orten A
und F. .

Hat man überdies in beyden Orten A , E die Polhöhc oder die
Zenitlulislanz desselben Sterns gemessen , und ist B die Differenz
dieser beyden Zenithdistanzen , so iindet man aus A und Xi durch
eine einfache Proportion den Werth eines Grades des Meridians
in Toisen , also auch den Werth des Umkreises , der Oberfläche ,
des Halbmessers der Erde in Toisen . Dies wird hinreichen , eine
erste Idee von dem Verfahren zu geben , welches man bey
Meridinnmessungen anzuwenden hat .

Wenn die Entfernung AB zweyer Orte selbst siefi nicht gut
unmittelbar messen läfst , so mifst man in der Nähe eines dieser
Orte A , Ii , C , 1 ) . . . in einem schicklichen Platze eine Basis MN ,
und verbindet diese Basis mit dqm Dreyecluielze , wodurch man
z . B . erhält

AN = MN .
Sin M
Sin A und AB = AN

Sin V
Sm H

Eine ähnliche zweyte Basis kann man auch an dem Ende des
Dreyeeknetzes messen , welche dem Ganzen zur Prüfung dienen
wird .

2 .

Bcy der vorläufigen Auswahl der Stationen mttfsman darauf
sehen , dafs man so viel möglich solche niipmt , die hoch genug
sind , um sich am Himmel , nicht auf Berge oder AVälder zu
projiziren ; dafs die Dreyecke so nahe als möglich gleichseitig sind ,
wodurch alle zu spitzen oder stumpfen Winkel vermieden werdeu ;
dafs die Seiten so grofs als möglich sind u . s . w . Die besten künst¬
lichen Signale sind Lampen mit parabolischen Reyerheren ;
Thürine , Pyramiden u . dgl sind oft von der Sonne schief beleuch¬
tet , und wenn pian nach der Mitte des beleuchteten Theils visirt ,
entfernt man sich von ihrer Axe . Ist C ( fig . 21 ) diese Axe , c der
beleuchtete Punkt , so hat man den Winkel BAc statt dem wahren
BAC gemessen . Ist

CAc = x , A C = R , Cc = r und A C c — «
so ijt

oder

fTg x =

r
Ii

Sin a

1 R Cos

r Sin a
X = ~ R ' S :n 1"

nndxwird zu dem beobachteten AVinkel BAc addirt , wenn der
beleuchte teTheil c näher bey dem andern Signale B ist , als die AxeC .
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Lst h die Höbe des Signalpunktes über dem Boden , und
D die Distanz desselben vom Beob .ieiuungspunhte , so mufs man

h
X) Sin 1"

zur beobachteten Zenithdistanz adiliren , um die Zenilhdistanz

des Fufspiuiktes der Station zu erhalten . Ist h ' die Höhe des
Instruments auf der Station A , so mufs

h '
D tun 1"

von der beobachteten Zenithdistanz subtrahirt werden , um die

zu erhallen , die man auf dem Fufspunkte seihst beobachtet

hätte . Ist endlich h " die Höhe des Signals A über dem Instu -
mente , so mufs h "

D Sin i "

zur beobachteten Zenithdistanz äddirt werden , uni jene zu er¬

halten , die man von der Spitze des Signals A genommen hätte .

Ist man gehindert , im Mittelpunkte C ‘ Fig . 33 ) des Sig¬
nals zu beobachten , mufs man z . B . das Instrument seitwärts

in O stellen , sd beobachtet man den Winkel AOB statt dem

wahren ACB . Sey

AOB = O , BOC = y

also C O A = O - J- y und

O C = r , AG — 1 1 , BC = L

so ist , wie man leicht findet

/ r , Sin ( 0 + y ) / v \ Sin y
= \ lt Sin x " \ L J Sim "

wo R , L d : e Entfernungen des rechts und liiiks stehenden

Signals sind , und wo man die Linie r und den Winkel y im¬
mer messen kann .

§ . 3 .

Zur Basismessung mufs man eine Gegend wählen , die sich

leicht und sicher mit dem Dreyecksnetze vereinigen läl 'st .

eine ebene Gegend von festem Boden . Welche Vorsicht in

der Auswahl und Behandlung der Mafsstäbe anzuwendeu sey ,
kann man in Delambres Astronomie Hl . Bandund in dessen Base

du syst , metrique nachsehen . Besteht die Basis aus zwey

geraden Linien b , c , welche den sehr stumpfen Winkel A
Unter einander bilden , so ist die Entfernung d ihrer Leyden
Sufserste * Funkte
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Eigentlich erhält man durch die aufeinander folgende
ftebeiicinanderleguiig der Toise zur Basis ein Polygon von
Kehrern geraden Linien , aber man wird sich leicht überzeu¬
gen , dafs clie Differenz dieses Polygons von einem Bogen des
grinsten Preises ganz unbeträchtlich ist . Um endlich die so
erhaltene Basis auf das Niveau des Meeres zn reduziren , sey
11 der Erdhalhmcsser , 11 die Höhe des Bodens über dem Meere ,
B die gemessene Basis , so ist die reduzirle Basis

V b * + e =— a bcCosÄ
2 . b c Cos 3 | A '

( b + c ) 0 - ( b -+- c ) • )

5 - 4 .

Wären die drey Punkte des Drcyecks auf der Oberfläche
derselben Bügel , so wäre das Dreyeck ein sphärisches . Da aber
die drey Signale gew ähnlich ungleiche Hohen haben , so redu -
zirt man jeden gemessenen Winkel auf den Horizont . Sind
90 - {- « , 90 - f- ß die Zenithdistanzen derbcyden Signaipunkte ,und A der zwischen ihnen beobachtete , und endlich A x der
auf den Horizont reduzirle Winkel , so ist

Cos ( A -f- x )
Cos A — Sin a Sin ß

Cos a Cos ß
woraus man leicht ableitet

Sin

wenn p

= P 2 T S i A

fl =

q 3 Cotg£ A

a — ß .- ist .

Will man üherdiefs diesen horizontalen Winkel , der von
den heyden Bogen gebildet wird , welche den Beobachtungs -
punfct mit den heyden andern Signalen verbinden , auf den Win¬
kel bringen , welchen die Chorden dieser Bogen in dem Beob¬
achtungsorte bilden , so seyen 3 2 ß 1 diese Bogen und wie
zuvor A -f- x = B der Winkel der Bogen , so wie B -f- y der
Winkel der Chorden , so hat man , da der Winkel der Chorde
eines Bogens mit dessen Tangente der Hälfte dieses Bogens
gleich ist , ■

Cos ( B -4- y ) = Cos B Cos Cos (P - {- Sin Sin
also wieder

v ^ B
= q ' 3 Cotg —

1»
P / 2 Tg - -
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a ' - t - ß ' a ' — p ‘ .
■wenn n ' = - , q ' = - ist .1 a 1 2

Reduzirt man so alle Dreyecke auf ihre Chorden , so mufs
man auch die Basis B ' , die ein Bogen des gröfsten Kreises ist
auf ihre Chorde Bringen , und man hat

Cliorde B ' Bog B ' — ( BogJB ' ) . 3
241t » '

Will man aber das ganze Netz als ein Aggregat von sphä¬
rischen Dreyecken behandeln , so fällt die Reduction auf die
Chorde Aveg , und man wird die Basis B ' , die ein Bogen des
gröfsten Kreises ist , auf ihre Sinus bringen , wodurch man hat

Sin B ' = Bog B ' — ( Bog B ' ) 3
6K »

und dann hat man in dem Dreyecke MAN ( Fig . 20 )

Sin AM — Sin N

Sin A
Sin B /

Sin AN = r Sin B '
bin A

und so für die übrigen Dreyecke . Alle so erhaltenen Seiten der
Dreyecke werden Sinus seyn , aber in dem gebrauchten Lün -
geninafse z . B . der Toise ausgedrückt , wenn der Halbmesser 11
der Erde eben so ausgedrückt wird .

Auch kann man sehr bequem die Cap . I . § . 3 . gegebene
Methode anwenden , und diese sphärischen Dreyecke wie gerad -
linichte behandeln . Sind ABC die Winkel , und ußy die gegen¬
überstehenden Seiten des sphärischen Dreyeekes , so sey

A ' = A ■— ■ ■§- ß <y Sin A

B ' = B — -fr a ? Sin B

C ' — C — i a ß Sin C

so hat man

ß ~ a Sin B '

Sin A - ’

Sin C '
V = * süTä ~ u . s . w .

Wenn endlich alle Dreyecke berechnet sind , so innfs man
die Richtung und die Länge des Meridians , der durch das gan¬
ze Netz läuft , bestimmen . Zu diesem Zwecke mufs man ein ,
besser mehrere , Azimute an verschiedenen Stationen beobach¬
ten : das sicherste Mittel ist ein Mittagsrohr , welches man aut



eine der Stationen genau in den Meridian stellt , mit dessen Tlilfe
man ein künstliches Signal im Meridian seihst errichtet , und
dasselbe durch Winkelmessungen mit den übrigen Dreyeelten
verbindet .

Ehe wir zu den verschiedenen Untersuchungen übergehen ,
■welche man mit den so' erhaltenen Distanzen und Winkeln an¬
stellen kann , wird es gut seyn , einige allgemeine Betrachtungen
voraus zu schicken .

Betrachtet man , wie dies gewöhnlich geschieht , die Erde
als einen Körper , welcher durch die Rotation einer Ellipse um
ihre kleine Axe entstanden ist , so sey CDB ( Fig . s3 ) eine El¬
lipse , deren halbe grofse Axe EC - a und halbe kleine DC = . b
ist . Mit dein Halbmesser CB = Cd — a beschreibe man aus dem
Mittelpunkte C der Ellipse einen Kreis dm B und ziehe mMP
senkrecht auf C B , die Tangent e M T in M und M N , darauf senk¬
recht und bis zur kleinen Axe D C N verlängert .

CP = x , PI = y , CI = r

und MEB = <j> die beobachtete ,

M C B = die geocentrische Polhöhe

des OrtesM , so ist , wie man aus der bekannten Gleichung

a 2 y * - ]- h " x 2 = ä 2 b 2

der Ellipse leicht findet

Sey
. \f a 2— b *e = ,

die Excentricität

die Abplattung der Erde , also
i 2 = 2 a — 3 a 2 + 4 “ 3 ~ 5 -f .'

ferner sey

fc2 Cos 2 <p

b Cos 9 '

b i + ( i — e 2) 2 Tg a y
i + ( i — t 2) Tg 2 9

^ a Cos 9_ .
V i — fca Sin * 9(Jos 2
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die Normale

b Sin a '

V 1 — s 2 Cos 2 9 '

MN =

a 0 — 6" ) Sin 9

\f 1 — e 2 Sin 2 9

V1 — e 2 Sin 2 9

und endlich der Krümmungshalbmesser q der Ellipse in M

$ — a ( 1 — s 2 ) . ( 1 — s " Sin 2 9 )

I . Ist g der Meridiangrad der Breite 9 , so ist
p 77e = = a t ( 1 — s 2)

180 180 ( 1 —' t 2 Sin 2 9 ) 2

wo -ir das Yerhältnifs des Umfanges zum Durchmesser des

Kreises bezeichnet . Entwickelt man eben so g r für 9 , so ist

= S " ( 7
1 — e2 Sin 2 y , \ £

- e 2 Sin 2 9 ' und

g T — Sr

g 7 Sin * T Sin 2 9 ,

Bezeichnet eben so y den Längengrad für die Breite <9 ,
so ist

77 X a 77 Cos o
7 180 180 . \f 1— £2 Sin 2 1

II . Für den Bogen MB = s der Ellipse vom Aequatör bis
zu dem Punkte , dessen Breite 9 ist . hat mau

a ( 1 — £- ) (l

ds = V ^ dx 2 - |- dy 2 ( i — £ 2 Sin 2 y ) i

oder was dasselbe ist

d s = $ . d 9

Entwickelt man diesen Ausdruck und integrirt , so erhält

man , wenn man der Kürze wegen

3 . 5
ß = - u .
I 4 -



5 Y . - setzt ,

S = T ‘ R , + « £ 2+ ßE 4 + }’ £ 6 + 5e s + ) ~ 3 ]

j — ( ac =- f - j3s 4 - f - ye 6 - [- 5s s --f- ) Sincp Cos }) !
^ — i ( ß E4 + y f6 + 3£ 8 - {-) SiiOsjpCosyb

| — 37g ( y ä 6 + '5 s s - f -) Sill 5 <p Cos tp |

| — 3~ S ~T ( 5fS + ) Sin 7 cp Cosyp j

Für f = qo° verschwinden alle Glieder dieser Reihe aufsei
dem ersten , also drückt das erste Glied derselben die Ränge Q
eines Quadranten des Meridians aus , oder es ist

Q = 7 ~ ( i + a£ ! + |3f 4 + 0 ' £ 5 + ) ~ ~

Ist Q und e bekannt , so ist

» - 7 " ( ' ~K e = + Ä * 4 + 6 6 +-)

^ — "7 1 ~ $ s ~ öV f 4 ~ rST e 6 —

Endlich ist die Oberfläche Z einer Zone zwischen dem
Acquator und dem I ’arallelkreise der Breite cp gleich

Z = 3 <ir b 3 ( Sin 9 - J- -| s 3 Sin 3 cp s 4 Sin 5 ? + -f e 6 Sin 7 f *-}- )

5 - 6 .
Die unterscheidende Eigenschaft der durch geodätische

Operationen gezogenen Linien auf der Oberfläche der Erde ist
folgende . Man bildet , um z . B . die geodätische Linie A a b c . . fig .
( 20 ) zu beschreiben , ein erstes horizontales Dreyeck ABC ,
dessen ein Winkel zur Spitze den Anfangspunkt dieser Linie hat ,
und dessen zwey andere Winkel zur Spitze irgend zwey sichtbare
Gegenstände B , C haben . Man bestimmt die Richtung der ersten
Seite der krummen Linie gegen die Seitendes Dreyecks , oder die
Winkel BA a , C Aa und überdiefs ihre Länge A a bis zu dem
Punkt , wo sie die Seile Bc schneidet . Dann bildet man ein zweytes
horizontales Dreyeck BCD mit den beyden vorigen Gegenstän¬
den B , C und einem dritten D . Dieses zweyte Dreyeck ist nicht
in der Ebene des ersten , es hat nur eine Seite BC mit ihm gemein .
Die Verlängerung der ersten Seite A a der krummen Linie erhebt
sich also über die Ebene des zweyten Dreyecks ; man biegt sic abe ?
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gegen diese Ebene herab , und zwar so , dafs sieimmerdieselben
Winkel mit der den beyden Dreyecken gerneinschaftliehea Linie
BC mache , und man sieht leicht , dafs mau sie nach einer auf diese
Ebene senkrechten Linie biegen muf 's . Sn ist also die prste Seite
der geodätischen Linie , deren Richtung willkürlich seyn kann ,
eine Tangente an der Oberlläche der Erde ; ihre zweyte Seite
ist die Verlängerung dieser Tangente nach einer Vertikallinie
gebogen ; ihre dritte Seite ist die Verlängerung der zweyten , nacli
einer Vertikallinie gebogen , und so fort für die übrigen .

Daraus folgt , dafs die so gezogene geodätische LinieAa . . i
die kürzeste Linie ist , welche man auf der Oberlläche der Erde
zwischen den zwey Blinkten A und x ziehen kann . Denn ist D AI BE
( lig . 24 ) derDurchschnilt zweyer Ebenen , in deren erster der Punkt
A , und in der zweyten der Punkt C liegt , so ist die kürzeste Li¬
nie zwischen A und C jene , welche mit D E zu beyden Seiten
gleiche Winkel bildet . Ist nämlich AD = a und EC = c senk¬
recht auf dem Durchschnitte

D E — b und ist E = x , so ist

MC = = c 2 - J- x !! ,

AM 5 = a ! - f- ( li — x ) 3 also

AM 4 - M C = + yV - - ä- l >— xL

Setzt man das Differential dieses Ausdrucks gleich Nulj , $9
erhält man

x
das heilst

V c 3 - j- x 3 = ( b — x ) : Y^ aS + l.h — x ) 2

EI : MC -= DM : AM

und aus dieser Proportion folgt , dafs
AMD = EMC

seyn nyufs , wenn AMC die kürzeste Linie ist .

1 Wir wollen daher die allgemeine Gleichung der kürzesten
Linie au f einer gegebenen Oberlläche suchen .

Ist u — f ( x , y ,
d y d ay
d~V ’ d ? * z .

d z d - x
(TA ’ dl 3 ■ )

irgend eine Function der Gröfsen

x , y , z ,

d y dz
dx ’ d x ‘ ’

welcher Gröfsen Abhängigkeit von einander durch die Gleichung
d y d z

— ? ( x ’ y ’ iu * • • • z * di • • •
ca
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» eichen seyn soll , so bat man bekanntlich für ilcn giüfsten oder

kleinsten Werth der Function u iolgende Ausdrücke

und

d . f (y ) df ( dy ) , 1 . df ( «l *y )

° = ~ r y — d - + d ' - ~ dT y - •••

. d ? (y ) , u. d o ( d y ) , , , u. do ( d ' y )
' H dy ’ d 2y * d 3y

o
d . f ( z ) d f ( dz )

dz ‘ d 2z

+ (* •
d ? ( z ) _ . ti. d y ( dz )

dz ‘ d 2z

ivu |xeinen Avillkührlichen unbestimmten Factor , und avo
»

d f ( y )
dy oder

d f ( d y )
d =y

das Biflercnlial der Function u bl ofs in Beziehung auf die Gröfsey

öder dy . . durch dy oder d 2 y dividirt , bezeichnet .

Ist , Avie in unserm Falle , die Oberfläche , auf welcher die
kürzeste Linie bestimmt Averdcn soll , durch eine endliche
Gleichung zwischen den rechtw inklichten Coordinatenxy z , ohne
Difi 'erentialien , gegeben , so aa erden die vorhergehenden Aus¬
drücke A' iel einlacher . Es ist nämlich die ZAveyte der gegebe¬
nen Gleichungen

« = cp ( x , y , z )

und das Element des Bogens der gesuchte ;! Linie

also hat man

u — \ f dx 2 - t - dy 2 + dz s

d .

d .

d f ( d y ) _ d dy
d 2y ' ds ’

(1 f ( dz ) 3 dz
d ^ ~ ~ d ‘ dTs ’

|X.

|X.

d <? ( y )

dy

d V ( z )
Ci 7

und daraus folgt
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und eben so

Multiplieirt man aber die erste dieser Gleichungen durch I

( dl ) ulul

die zweyte durch

so gibt ihr Unterschied

und eben so

, In diesen Gleichungen ist kein Differential beständig ange¬
nommen -worden . Nimmt man also d s constant an , so ist

, dx d 5x
1 ‘ dl ~ dT ’

d ii — l ! z
d s ~ d s »

. dz _ d az
■ 51 = in >

und die vorhergehenden Gleichungen gehen in folgende über

V/ e .lches die Gleichungen der kürzesten Linie sind , die wir suchten .
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Für eine Oberfläche , die durch die Botation irgend einer
krummen Linie um die Axe der x entstanden ist , ist die Glei¬
chung der Oberfläche

also wird die erste der Gleichungen I .
<l v dz

z d . — yd . -r - — Od s J d s

deren Integral , für ds = Const .

z dy ■— ydz = Ads - - - ( tIL )

wo A die Constante der Inlegration ist . Diese Gleichung III .
mit der gegebenen Gleichung

<p fr , x ) — ö

reicht hin , die gesuchte liiirzcste Linie zu bestimmen .

II , Man könnte dieselben Gleichungen noch einfacher durch
folgende Betrachtungen findten . Die geodätische Linie ist nach dem
Vorhergehenden einerley mit der , u eiche ein auf der gegebe¬
nen Oberfläche zwischen den beyden Punkten frey gespann¬
ter Faden beschreiben würde . Der Faden ist aber dünn frey
gespannt , oder alle seine Punkte sind dann unter einander im
Gleichgewicht , wenn der Druck , welchen die Spannung auf
die Oberfläche ausübt , in allen Punkten des Fadens senkrecht
auf diese Oberfläche ausgeübl wird . Dieser Druck hat aber be¬
kanntlich immer in der F. beue des Krümmungshalbmessers statt :
also ist die kürzeste Linie auf einer Fläche die , deren Krüm¬
mungshalbmesser alle auf dieser Fläche senkrecht stellen .

die Gleichung der Ebene der Krümmungshalbmesser , so ist die
Gleichung der die Fläche berührenden Ebene

w = «p ( r , x ) = o

wo r s = y s - f > z = oder

r Ir = y d y - )- z dz ,

und daraus folgt

Ist also

* = <P ('$ y z ) = o

die Gleichung der Fläche , und

x - {- A y -f- B z = ö



* £ ) + * ( £ ) + * & ) + « = .

Da aber die beyden letzten . [Ebenen sich unter einem rech¬

ten Winkel schneiden sollen , so ist

( ir ) + A (Jp + . B Gf) — - ( ■)
Die Gleichungen

« = o und x + Ay + Bz =a o

aber geben , wenn man sie difl 'erentiirt ,

dw = CiD dx + ( df ) d y + Gnr ) dz = ° - - - t> )

d x - J- A d y - f- Bdz = . o

Ad 3 y - f- Bd 3 z — o

woraus inan erhält

d x d 3 7.
A =

B

dzd 3y — dy d 3z

d x d 3 y

und

Eliminirt man aber

dz d 3y — dy d 3z

£ )
aus den Gleichungen a , b , substituirt die erhaltenen Werthe
Ton A , B und dividirt durch

d s 3 = ( dx 3 + dy 3 4 - dz 3 )

sq hat man

dx ; fi g z4 - d y - (\ ~ z — dy d z d s y
d s 3< & )

Es ist aber d 3 » = dyd ° y -+ - d » d ° 8

d u \ d x a d ; y 4 d z 3 d 3 y — d y d ,z d 3 z
dz / d s 3

also auch
d s

d .

und eben so

d s

dy

^ d s d 3 z — d z d 3 s ) d s
d s 3

O

( d s d 3 y — d y d 3 s ) d s



und diese Ausdrücke sind offenbar den Factorn von

der letzten Gleichung gleich , also ist diese Gleichung

welcher Ausdruck mit der ersten der Gleichungen I . identisch ist «

Eine dritte merkwürdige Ableitung jener Gleichungen für
die kürzeste Linie folgt endlich noch aus der Betrachtung , dafs
die krumme Linie , welche ein Körper , der gezwungen ist ,
auf einer gegebenen Fläche zu bleiben , auf dieser Fläche be¬
schreibt , w'enn keine äufseren Kräfte auf ihn wirken , immer die
kürzeste Linie unter allen ist , w' elche man in dieser Fläche zwi¬
schen zwey äufsersten gegebenen Punkten ziehen kann .

III . Eigentlich gehört diese Aufgabe in das Gebiet der Va¬
riationsrechnung , von welcher wir einen der vorzüglichsten
Sätze hier kurz entwickeln wollen .

Es sey U eine Funktion von x y und z und den Differen¬
tiation dieser Gröfsen , und y sowohl als z eine Function von x ,
wie das bey den Gleichungen der Gurveu von doppelter Krüm¬
mung dpr Fall ist , so kann das Integral

als irgend eine Function dieser Gurre , ihr Bogen , ihre Fläche
u . f . zwischen zw ey Endpunkten dieser Curve bet rächtet wer¬
den . Man soll von allen krummen Linien , welche zwischen jenen
zwey gegebenen Endpunkten gezogen werden können , diejenige
finden , in welcher das Integral f U d x ein Grölstes oder ein
Kleinstes ist .

Es spy der Kürze wegen dy := pdx , dp = qdx , dq = rdx . . und

und da , nach der Voraussetzung , U eine Function von y z pp /
tj q ' . . . ist , so kann man annehmen

d ü = N dy P dp + Q dq + B dr +

+ N ' dz + P ' dp ' + <̂ ' dq ' - f - R ' dr ' - J-
Bezeichnet man die willliührlichcn Veränderungen , oder

die Variationen von y und z durch 6y und dz , so hat man für
die Variation des gegebenen Integrals

ü . / Udx = / $ . ( Udx ) = / ( U . ädx + dx5U )
— U S x — / '5 x . d U + / d x b U

./ Udx

dz = p ' d x , dp ' — q ' dx , d q / — r ' dx . . .



284

Belraelitel man aber Anfangs die Grüfse U blofs als eim «

Function von x und y und ihren Differenlialien , so ist z —

= q ' • • Null , und wenn man den oben gegebenen Werth von

clU = Ndy ' -f - Pdp - J- . . .

so wie den Werth von

b TJ = Näy + P5p + . . .

in der letzten Gleichung substituirt ; , so erhält man

5 . fVdx = Uöx + yjjdx ( 5 y — p 5 x )

+ ,/ ' P d . ( 5 y — p 6 x ) + J d . (iS p — q ß x ) - f - . .

Um diesen Ausdruck abzukürzen , sey u> = by — p5x , so ist
d w

^ P — 1 5x = 27 >

i , du
5q — räx = y — . d . u . f .1 d x d x

also

6 . / Udx = U 5 X + / Ntod x + / rd M

d <
+ / Q d - ii + / n - d - r d .

dx
+

Integrirt man aber diese Ausdrücke theihveise , so ist

dO - ,
. u: + / £o. d . 'd x J <1

<iQ
dx

/ Rd .
i du

d x * ' ' di

R

dt

du

iü

dR

d x '

d co

dx

! dR i dB .
dx d - Tx - d dT - a - IT

Substituirt man diese Ausdrücke in der vorhergehenden

Gleichung , und bemerkt man , dafs , wenn z nicht Null ist , man

noch einer zweyten , dem vorigen ganz ähnlichen Ausdruck

erhält , in welchem man blofs N P Q . . . in N ' P ' Q ' . . •

und m — Sy — p 5 x

in m ' — ■ $ z •— p ' 5 x

verwandelt , s0 erhält man für die vollständige Variation des

gegebenen Integrals , wenn d x cönstant angenommen wird ,

- f -/ V d x ( N '

dP (i » 9 d 3U

; ü + dx - * d x 3

dP '

dl +
d =Q ' d 3R '

d x a dx 3

+ )
+ )
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Um daher den gesuchten gröbsten oder kleinsten Werth

dieses Integrals zu erhalten , darf man nur , nach den bekann¬

ten Vorschriften der Differentialrechnung , die gefundene Varia¬

tion gleich Null setzen , ivn dann ein Grüfstes oder ein Klein¬

stes statt haben wird , nach dem der Werth des Integrals

zwischen denselben Gränzen , wie vorhin das IntegralyUdx

genommen , negativ oder positiv ist .

Wenn man aber die gefundene Variation gleich Null setzt ,

so wird man bemerken , dafs diese Variation aus zwey unter ein¬

ander völlig verschiedenen Theilen besteht , deren einer das Inte¬

gralzeichen vor sich hat , während der andere davon frey ist ,

und dafs man daher jeden dieser Theile für sich gleich Null
setzen mufs .

Setzt man den ersten Thejl dieser Variation gleich Null ,
so wird man haben

rentialien enthalten , so wird ihre erste , zweyle . . . Integration

auch eine , zwey . . . Constanten einfuhren , und die Beslimmun

dieser Gonstanlen wird der zweyte Thcil der gegebenen Glei -

chung geben , welcher das Integralzeichen nicht enthält . Dieser

/ S * U . d x

und dies werden die Gleichungen der gesuchten Linie seyn *

in welcher das Integral

/ Üdx

zwischen den gegebenen Gränzen genommen , ein Gröbstes oder
ein Kleinstes ist . Da diese Gleichungen erste . . zw reyte . . Dille -

I
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zweyte Theil wird nämlich rlie Bedingungen enthalten , Weicht
für die Endpunkte jener Curve festgesetzt werden , dafs sie sich
z . B . an zwey fixen Punkten enden , oder dals sie von zwey an¬
dern gegebenen Curven begränzt seyn , oder dafs sie diese an¬
dern Gurren unter einem gegebenen Winkel schneiden soll u . f

Man bemerke noch , dafs jene ersten Gleichungen nichts
anders sind , als die Jj e d i n g un g s gl e i c h un g e n der Inte -
grabilität der gegebenen Gleichung U d x . Denn wenn diese
Gleichungen gleich Null sind , so enthalt die Variation des Aus¬
druckes

/ Udi

kein Integralzeichen mehr , oder diese Variation hängt für alle
möglichen Werthe von x }r z nur von den Variationen def End¬
punkte der Curve ab , was nicht möglich wäre , wenn Udx
nicht für sich integrabel ist .

Nimmt man also blofs auf das erste Glied jener Variation
Rücksicht , welche das Integralzeichen enthält , so hat man , wenn
man die Variation von x , oder äx gleich Null setzt , für die ge¬
suchte Curve

< N -
dP
dx cP 9

ihp“ — ) • ö y

+ ( N ' —
dP '
dx“

cP 9 '
■d ^ >• 52 = 0 - ( 0

und wenn die zwey unbekannten Gröfsen y und z von einander
unabhängig sind , so werden es auch ihre Variationen seyn , da¬
her die letzte Gleichung den zwey folgenden gleich gelten wird

N d P cP Q
1 - b T - bu x dx“

dP '
N 7— — + „d x d x 3

d » 9 ' _
> ( » )

und diese beyden Gleichungen werden die der gesuchten Curve
seyn .

Sind aber die Gröfsen y und z durch irgend eine gegebene
Bedingungsgleichung von einander abhängig , soll z . B . die ge¬
suchte Curve auf irgend einer gegebenen Fläche liegen , deren
Gleichung L = o ist , so wird man für diese Bedingungsglei -
chung haben

= o

und w enn man aus dieser Gleichung und der gegebenen ( i ) eine
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der zwe y Gröfsen Sy , 5 z cüminirt , wodurch auch die andere
entfernt wird . so hat man

,1 V d =(.)
dx - *- d x =

■Häf ) = » - - w

und die Gleichung ( 3 ) , verbunden mit der Gleichung L = o

wird für jeden besondern Fall die gesuchten Werthe von y und

x, geben . Auch kann man diesen Fall auf den ersten zurückfüh¬ren . wenn man statt den Gleichungen ( 2 ) folgende annimmt ,

+ * © “ °

iVO a. ein unbestimmter Factor ist . Eliminirt man aus diesen
beyden Gleichungen die Gröfse X , so erhält man wieder die
Gleichung ( 3 ) ; sind aber die Gröfsen y und z Aron einander un¬
abhängig , so ist A = o , und man erhält die Gleichungen ( 2 ) d

Um das Vorhergehende durch ein Beyspiel zu erläutern ,
suche man die kürzeste Linie zwischen zwey gegebenen Punk¬
ten . Da der allgemeine Ausdruck der Linie

s = y ( dx 5 + d y 2 -f - dz 5) = / dx . \f t + p ’ + p ' *
ist , so hat man

U = y * + p *+ p / * j dU = pdp + p / dp /
V i + p * + p ; T

P = -| j , P ; = und

N = N ' = 9 = Q ' o .

Daher ist der Theil des vorhergehenden Ausdruckes unter
dem Integralzeichen

dP
d x

dP '
° ' d 7

oder wenn man integrirt ,

dx : A ,
d z
d x : B ,

und wenn man noch einmal integrirt .

7 = Ai + B
7. = Bx + 8 '
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also die gesuchte Curvc eine gerade Linie . Sind die Leyden
äul 'sersten Punkte derselben fix , so verschwindet der andere
Theil der Variation , welcher das Integralzeichen nicht enthält .
Soll aber z B die gesuchte Curve an ihren Endpunkten dnrrh
zvyey krumme Flächen begrenzt seyn , deren Gleichungen sind

dz ' — m ' dx ' n ' dy ' für den Anfangspunkt

dz ' ' = m " dx " - *- n ' ^ dy " für den Endpunkt der Curve ,

so ist der andere Theil der Variation

U 5 x -p us F + « ' P ' = o oder

U5x (ßy — p5x ) P + ( 5z — p ' 5x ) P ' = o

Suhstituirt man aber in den beyden letzten Gleichungen
für dund dz " die Werthe dieser Gröfsen aus deii vorletz¬
ten Gleichungen , und nimmt ihre Differenzen , und setzt end¬
lich in den erhaltenen Ausdrücken die Factorcn der unter sich
unabhängigen Variationen 5 x ' , 5x " , 5y ' , Sv 11 , jeden für sich
gleich Null , so erhält man

l - {- nF
’tj*L

11 o und i - {- m "
cl 7, u

= 0

cl z ' d 7, “
l - j- n ' dy > = ° i + n ' ' dy " = °

und da diese Gleichungen die der Normalen auf jene bevden
Flächen sind , so mufs die gesuchte kürzeste Curve , oder die
gefundene gerade Linie , auf jenen beyden Flächen senkrecht
stehen .

Wollte man aber die kürzeste Linie auf einer gegebenen
Fläche zwischen zwey gegebenen Punkten dieser Fläche er¬
halten , so sey die Gleichung dieser Fläche

L =: o = Adx + Bdy + Cdz

wo A , B , C Functionen von xyz sind . Dies vorausgesetzt
hat man , wie zuvor ,

ü = V " i -rp 2+ p / 2 ,

N = N ' = o

iihd daher die Gleichung ( 3 )
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oder da

Ü <1 x = \ f d x = - f - d y 3 - f- d z 3 = d s ist ,

für die Gleichung der kürzesten Linie auf der gegebenen Flä¬

che , wie wir früher schon gefunden haben . Für die Kugel
z . ß . istl . ^

wenn r der Halbmesser der Kugel ist . Die letzte Gleichung
wild daher für diesen besondern Fall

tegrirt sie , so hat man

z = C " x + By

und dies ist die Gleichung einer Ebene , welche durch den

Anfangspunkt der Coordinaten , d . h . durch den Mittelpunkt

der Kugel geht Verbindet man sie mit der Gleichung L = o

der Kugel selbst , so erhält man die Gleichung eines gröbs¬
ten Kreises , der daher die gesuchte kürzeste Linie zwi¬

schen zwey Punkten der Kugel ist .

IV . Um endlich den Krümmungshalbmesser einer krum¬

men Linie von doppelter Krümmung , d . h . die GrÖlse des

Halbmessers des Krümmungskreises und den Ort seines Mittel -

A = x , B z

und
L = o = x s + y 3 + z 3 —

und eben so

das heifst zd 2 y — yd 2 z = o '

x d 3 y — y d 2 x = O

Die Integralien dieser beydeii Gleichungen sind

z d y — y d z = C

x d y — y d x — C *

also ist , wenn Cu irgend eine Constante bezeichnet ,-

zdy — ydz = C / y ( xdy — y dx )

Multiplizirt Gleichung

I . T
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punktes zu finden , dessen drey reefitwinklichte Coordinaten y
fi , c seyn sollen , so sind die Gleichungen eines Kreises , der
denselben Mittelpunkt und den Halbmesser p hat , folgende

f 2 = ( x — a ) 8 + ( y — b ) 8 + 0 — c ) 8

o — ( x — a ) 4 - m ( y — b ) 4 - n ( z — ■ c )

wo m , n zwey willküfirlicfie Gröfsen sind , welche die Lage die¬
ses Kreises im Raume ausdrücken , Soll dieser Kreis derKrüm -
mungskreis der gegebenen Curve seyn , so müssen nicht nur die
Wcrthe der xyz aus diesen beyden Gleichungen , sondern auch
noch ihre ersten und zweyten DilTerentialien mit jenen der ge¬
gebenen Curve identisch seyn . Diese Ditlerentialien der vorher¬
gehenden Gleichungen aber sind , wenn man kein erstes Diffe¬
rential beständig annimmt ,

( x — a ) dx - f- ( y — b ) dy - I - ( z — c ) dz = o

dx + mdy , + ndz — o

( x — a ) d - x4 - ( y — b ) d 8 y H- ( z — c ) d 8 z 4 - d x * 4 - d y 8 4 - d z 8 = 0

d 8 x + m d 8 y 4- n d 8 z = o

Die vierte und sechste dieser Gleichungen geben sofort
d z d 8 x — d x d - •/,

m d y d 8 z — d z d 8 v
und

, d x d 8 v - i- d y d 8 x
n d y d 8 z — d z ft 8 y '

Subslituirt man diese Werthe von m , n in der zwey teil jener
Gleichungen , so gibt die zweyte , drille und fünfte , welche drey
Gleichungen blofs die drey unbekannten Gröfsen a b c enthalten ,
folgende "Wcrilie derselbenO

(1 s *
a — x — ( ( dy s - {- dz 8) d 8 x — ( d y d 8 y - f - d z d 8 z ) dx )

fl S“
b — y = ( ( dx 8 - f- dz 8 ) d 8 y — ( dx d 8 x 4 - d z d 8 z ) dy )

(| g -
c — z = ( ( dx 8 4 - d y 8 ) d 8 z — ( d y d 8 y 4- dx d 8 x ) dz )

wo der Kürze wegen gesetzt wurde

ds 8 = dx s + dy 8 4 - dz 8 und

A — d s 8 ( d 8 x 8 4 - d 8 y 8 4_ d 8 z 8 ) — (d xd 8 x - pd y d 8 y - pd z d : z : )

Kennt man so die Coordinaten a , b , c des Mittelpunkts des
Krümmungskreises , und die Lage der Ebene desselben durch die
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Gröfsen m n , so ist aus der ersten der oben gegebenen Glei¬
chungen der Halbmesser des Krümmungskreises

q — — x > '~ + <.! >— i ' ) a -+ - ( « — z ) '

In allem Vorhergehenden wurde kein Differential als bestän¬
dig angenommen . Ist also der Bogen

ds = d x 3 -F d y 3 4- dz 3

constant , so ist

d x d * x 4- dy d° y -G d z d 3 z — o also

A = ds 3 ( d 3 x“ + d a y * + d 2 z * ) und daher

a — x

h — y

d s 3 d 5 x d 3 x

x - d 3 x 3 4 - d 3 y 3 4 - d 3 z 3
— f d s 5

d s 3 d 3 y d 3 y

J ~ d 3 x. “ - j- d 2 v 8 -f - d a 7, 2
— « ds a

d s 3 d 3 z . a d 3 i

Z “ d 3 x 3 + d 3 y 3 d 3 z 3
— ? d s 8

und endlich

S d s 3

V d - x - - (- d s y s - j- d°z s

aus av eichen Betrachtungen man auch zugleich leiclit die
allgemeine Theorie der Evoluten ahieiten wird .

$ • 7 -

Sind xyz die Coordinaten eines Punktes der Fläche , und
x ' y ' z ' die der Oberiläche einer Kugel , deren Mittelpunkt in deni
ersten gegebenen Punkt der Fläche , und deren Halbmesser Bist ,'
so ist die Gleichung der Kugel

( x — x ' ) a 4 . ( y — y ' ) “ -g ( z — Z ' Y = • • • ( V )

und die Gleichungen der Normale der Fläche in dem gegebenen
Funkt sind

x — x ' - )_ ( z — z ' ) p = ° - - ( ft )

y — y ' + ( z — z ' ) q = o - - ( C )

ist , und wo x / y 1 zJ die veränderlichen Gröfsen der Normale sind
T 2



während die Gröfsen xy z p q für dieselbe Normale als constant

angesehen werden Denkt man sich also einezweyte Normalein
einem dem ersten unendlich nahen Punkt der Fläche , so wird

diese zweyte Normale , wenn sie mit der ersten in einer Ebene

liegt , diese irgendwo in einem Punkte schneiden , und dieser

Durchschnittspunkt wird derjenige Punkt der ersten Normale seyn ,

für welche x ' y < z ' sich nicht ändert , während sich x y z ändert ,
d . h . differentiirt man die zwey Gleichungen B und C , indem man

x ' y ' z ' als constant ansieht , so erhält man

g ( z ~ z ' ) * + h ( z — zO + k = — o . ■ . ( D )

( ( i + q a ) s — pqt ) ( §p

4 - ( G + q s ) r C» 4 - p s ) l ) Cdx -)

— ( i + p a ) s - f- p q r — o - - - ( E )

Wo man der Kürze wegen gesetzt hat

/ ' d - z ^ _ f <Pz
Vdx 3-' ’ S xdx dy ' ’

g = rt — s *

h = ( i + q s ) r — spqs + ( i + p * ) t .

k * = iq - p 3 H - q 3

Die drey ersten Gleichungen B , C , D zusammen genommen

geben die Coordinaten des Durchschnittspunktes beyder Norma¬
len . Ist nämlich

m = h - |_ y4r 3 — 4gk 3

so findet man für diese Coordinaten

x — x /
2 k 3 p

m

y— y ' =

2 k 3 q
1U

2k 3
Z - Z < - 111

Die vierte Gleichung E aber , die keine der Coordinaten ent¬

hält , ist die Bedingungsgleichung , die den Werth von

( r£ )

oder die Richtung angibt , in welcher man von dem ersten Punkie

der Fläche ausgehen mufs , um zu dem zweyten zu kommen ,



damit beyde Normalen sich schneiden . Diese Richtung ist immer

zweyfach , da die Gleichung Elür

des zweyten Grades ist . Man liann immer , ohne der Allgemeinheit

der Untersuchung Eintrag zu thun , annehmen , dafs die drey
coordinirten Ebenen der

x y , x z und yz

so gewählt wurden , dafs die berührende Ebene indem gegebenen
Fnnlit der Fläche parallel mit der Ebene der xyist , dann ist

p = q = °

und die Gleichung E wird

ÖD - + ( ^ XH ) - ■ = »
Sind daher n und n ' die beyden Werthe von

CH )
aus dieser Gleichung , so hat man

n . n ' - p 1 = o

woraus folgt , dafs jene beyden Richtungen , in weichen sich die

Normalen zweyer nächsten Punkte schneiden , aufeinander senk¬
recht sind .

Da auch die Gleichung D des zweyten Grades in Reziehung

auf ( z — z ' ) ist , so sind auch die Werthe der Coordinaten des

Durchschnittspunktes der Normalen doppelt , oder die erste wird

im allgemeinen von den beyden andern in zwey verschiedenen

Punkten geschnitten .

Denkt man sich den Durchschnitt der ersten Normale mit

der zweyten als den Mittelpunkt einer Kugel , deren Fläche durch

den ersten Punkt der gegebenen Oberfläche geht , so sind die

heyden ersten Normalen auch auf der Kugel normal ; die Hache

der Kugel und die gegebene Fläche haben also zwey nächste ge¬
meinschaftliche Normalen , also auch zwey nächste gemeinschaft¬

liche tangirende Ebenen ; also haben auch beyde Flächen die¬

selbe Krümmung in dieser Richtung , die durch den ersten Werth

n von

bestimmt wird , und der Mittelpunkt dieser Krümmung wird zu -



* 94

gleich der Mittelpunkt der Kugel , d . h . der Durchschnitt der
beyden ersten Normalen seyn .

Denkt man sich eben so den Durchschnitt der ersten Nor¬
male mit der dritten als den Mittelpunkt einer Kugel , derenFlä -
chc durch den ersten Punkt der gegebenen Fläche geht , so ha¬
ben beyde Flächen auch in dieser Richtung , die durch den zwei¬
ten Werth

n / TOn Gx )

bestimmt wird , einerley Krümmung , und der Mittelpunkt dieser
Krümmung ist der der zweyten Kugel .

Jede Fläche hat also , unter unzähligen anderen , in jedem
ihrer Punkte zwey Krümmungen , deren Richtungen in zwey auf
einander senkrechten Normalebenen liegen , und deren Mittel¬
punkte der Krümmung in der Normallinie jenes Punktes sind ,

Sind
x y z

die Coordinaten jenes Punktes , und

x ' y / 7.‘

die des Mittelpunkts der Krümmung , so ist offenbar die Distanz
dieser beyden Punkte , d . h . der Halbmesser der Krümmung ,
nichts anders , als die Gröfse R der Gleichung ( A ) . Man wird
daher diesen Halbmesser R der Krümmung linden , wenn man in
der Gleichung ( A ) die oben gegebenen Wertlie von

x — x ' , y — y ' und z — z ‘
pubstituirt , wodurch man erhält

R = ( z —
R =

’/ J ) 1 - h p -

— 3 k 3

oder

h - (- V U » — 4 g k

I . Dieselben Resultate lassen sich noch auf folgende merk¬
würdige Art finden .

Ist z = cp ( x , y ) die Gleichung einer Fläche , und geht x
iti x -+- £ , und y in y + u über , so geht bekanntlich z über in

. . , . . dz dz \ . i d 2z d 2z „ d 5z \
? + < - ■* + dy ) + T7S ^ • dF + 2 S u - dTd ~y + u ' • d ? 7

1 (1 z cPz (P 7 cl 37, \

+ 1 ^ 3 ( ^ ' d ? + 3 « , y - d ? d ^ + 3 ^ 2 ‘ d ^ + u3 ' dp ) +



Ist aber z ' = f (V y !) die Gleichung einer andern Fläche ,

so ist eben so , wenn

x 1 in x ' - P £ , und y ' in y ' -4 - v

Bestimmt man in der zweyten Fläche eine ihrer Constan -

ten so , dafs z — z ‘ wird , so werden heyde Flächen einen zu

den Coordinaten x ' y ' z ' gehörenden Punkt gemeinschaftlich

haben , und die Differenz der diesem gemeinschaftlichen Punkte
nächsten Ordinalen

fsen £ und u so klein annehmen kann , dafs die Summe aller

der Glieder , die in irgend eine Potenz von £ , oder u multi -

plicirt sind , gröfser werde , als die Summe aller nachfolgen¬

den , in höhere Potenzen von £ und u multiplicirten Glieder ,

so lange nämlich jene erste Summe nicht schon für sich gleich

Null ist . Daraus folgt , dafs in der Nähe des gemeinschaftlichen

Punktes heyder Flächen die Differenz A der Ordinaten beyder

Flächen desto kleiner seyn wird , je mehr von den ersten Glie¬

dern der letzten lleihe verschwinden , d . h . je mehr von den
Factor en

gleich Null werden .

Nimmt man also in der zweyten Fläche

z ' = f ( x ' y / )

neck zwey Constanlen so an , daß »

übergeht . fl z ' d z
+ u . f .

z / + z = z ' + fixi + u - dr .

/

wird sevn

^ £ Qdx ' dxy ^ U \ d . y ' dyy

* + A z ' + Z

S & z ' dz \ / ’d z ' d z \

£ = / d 2z '

in welchem Ausdrucke man bekanntlich die willkiihi lichon Grö -

cfl Z ' (1 z
d x ' d x
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d z '
d x '

d z

dl

d z ' d z
d y ' d y

werde , so sind bcyde Flächen bcy dem gemeinschaftlichen Be¬

rührungspunkte einander so nahe , dals keine dritte Fläche zwi¬

schen ihnen durchgehen kann , aufser wenn diese drille Fläche

denselben Bedingungen entspricht , welche durch die zwey letz¬

ten Gleichungen ausgedrückt werden , d . h . wie man sich ge¬
wöhnlich ausdrückt , die beyden ersten Flächen werden eine Be¬

rührung der ersten Ordnung mit einander haben .

Bestimmt man überdiefs in der zweyten Fläche noch tlrey
Constanten so , dafs

d 5 z ' d a z
dx ' s = dl » ’

d ! z ' d a z

dx ' dy ' dx dy ’ Un

d s z ' d - 7,
dy ' 2 dy ?

werde , so werden beyde Flächen sich um den gemeinschaftli¬
chen Punkt noch mehr an einander schlielsen , oder sie werden

eine Berührung der zweyten Ordnung haben , und so fort mit

den Berührungen aller höhern Ordnungen .

Um dies auf Boyspiele anzuwenden , sey die erste Fläche

eine Ebene und ihre Gleichung

z = a + bx + cy

Soll diese Ebene mit der andern Fläche , deren Gleichung

z = y ( x , y )

ist . , einen Punkt gemein haben , der zu den Coordinaten x / y ' z /

gehört , so hat man auch

z * — a + hx ' + cy /

und eliminirt man aus diesen Gleichungpn eine der Constanten ,
s . B . a , so ist

z — z ' = b ( x — x ' ) + c ( y — y ' )

und dies ist die Gleichung einer Ebene , die mit der gegebenen

Fläche den Punkt gemein hat , dessen Coordinaten x ' y ‘ z ‘ sind ,

Soll aber die Ebene mit der Fläche in diesem gegebenen

Punk . t eine Berührung der ersten Ordnung haben , so ist
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z ' = a b x / 4 - c y '

dz ' dz
ds ‘ d x 1

dz ' dz

dy ' ~ dy ~ ~ c

also auch

a z ' — x '
dz ' d z '
d x ' ^ dy '

Substituirt man diese Werthe von a , b , c in der Gleichung

z — a + b x + c y

so eshält man

( d z '\ / dz ' \dx ' ) + ( y — y ' > ( d ? )

und dies ist die Gleichung der Ebene , welche mit der Fläche

in dein gegebenen Punkt eine .Berührung der ei ’sten Ordnung

hat . Da die Gleichung der Ebene nur drey Constan en enthält , so

kann auch eine Ebene mit einer Fläche nur eine Berührung der

ersten Ordnung haben .

Es seyen a b c die Coordinaten des Mittelpunkts einer Kugel ,

deren Halbmesser Bist , so ist die Gleichung Jer Oberfläche der

Kugel

( x — a ) 2 + ( y — b ) = + ( z — c ) 2 = R 2 - ( I )

und da diese Gleichung nur vier Constanten enthält , so ist auch

die Kugel zu einer Berührung der zweyien Ordnung nicht hinrei¬

chend , Für eine Berührung der ersten Ordnung aber hat man

( x ' — a ) 2 - f- ( y ' — b ) 2 -f - ( z ' -—’ C ) 2 — R 5

( d z ' \ x ' — adx ' / z ' — o

/ dz ' ^ _ y ' — b
VdyV z ' — c

Eliminirt man aus diesen drey Gleichungen die Gröfsen

a , b , c ,

so hat man , wenn wieder

dz ' d .
P = dP > 1 = d ? lst ’

a = x ' + p R _

V 1 + P 2 + q ‘



b = y ( - {- q K

V 1 + p 2 + qv
e = z ' — ■ IS

K

V ' + p 3 + q .3

Bestimmt man also die Wcrllie von p , q aus der Differen¬
tialgleichung der gegebenen Fläche , und subslituirt sie in den
angezeigten Werthen von a , b , c , so erhalt man den Mittel¬
punkt einer Kugel , die mit der Fläche eine Berührung der er¬
sten Ordnung hat ; der Halbmesser der Kugel ist willkührlich .

Man kann aber auch annehmen , dafs für die gesuchte Ku¬
gel noch die Summe aller Glieder der oben gegebenen Reihe
verschwinden , welche in

£ 2 , v - und g u

mulliplicirt sind . Diese Bedingung gibt , wenn

<1- 7. ' d 2z ^ w f d 2 z ' d 2z ^ t ^ ^ d ' z ' d 2z ^
dx ' 2 dx 2/ w \ dx ' dy ' dxdy ' “ Idy ' 2 dy 2 f

Läfst man also den Gröfsen r , s , t die in |jj . 7 . gegebene
Bedeutung , so ist die letzte Bedingungsglcichung

gesetzt wird ,

, d 2z ' d 2z

Für die Kugel ist aber

d 2z 1+ p 2 d 2z i - Hj 2

dx 2 c — z ’ dy 2 c — z
und da

y 2 c — z

° ) © + ( x - a )
ist , so ist auch

( & © + < « > ( & )

r -+ - 2 w s - f - tu

1 - f- p 2 + 2 0) . p q + m 2 ( i - t- q ! 1
c — z

und da
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V ' tp 1 + q *
ist , so hat man

R = — _( i - ?- r !i + a Pq w + ( ■ + v/ i Fp ^ - P g 3 „r —|— 3 s co —(- t m *

an '! dies ist der Ausdruck des Halbmessers einer Kugel , welche
die Eigenschaft hat , dal 's keine andere Kugel zwischen ihr und
der gegebenen Fläche in dem Punkte durchgehen kann , der zu
den Ordinaten x + £ , y + u gehört .

In diesem Ausdrucke von R ist aber die Gröfse

“ = T
willkfthrlich . Gibt man daher dieser Gröfse m irgend einen be¬
stimmten Werth , so wild d :‘e genannte Eigenschaft der Kugel
für alle die Punkte gelten , für weh he m denselben Werth hat ,
d . h . für alle Punkte der . uvth , die in dem Pure ! schnitte einer
ihrer Page nach constanten Ebene mit eer gegebenen Fläche
liegen .

Ra das Yerhäbnifs von * willkührlith ist , so wollen wir
denjenigen Werth von m suchen , für weichen R ein Grötstes
« der ein Kleinstes wird .

Setzt man der Kürze wegen

A = ( 1 4 - q 3 ) s — pqt

B = ( 1 4 - q 3 ) r — ( 1 4 - p * ) t

C = ( i 4 - p 3 ) s — pqr

so gibt die Gleichung ( II .)

d R _
3 d w

— ( Am * B co — ■ C ) . ( r - f - 3 S &J - j- ta l ) * - V 1 + p i - f- cI”

Setzt mail also

d R = o
so hat man

Am * ■—|— Beo — C ~ 0 - * - III .

und dies ist offenbar dieselbe Gleichung mit dev , welche wiv
oben E genannt habe « . Sie gibt
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„ - - B + \^ B - + 4AC _ , _ ( , r
2A

und dies ist der gesuchte Werth von ca.

Wenn man den vorhergehenden Ausdruck dR noch einmal
differentiirt , so findet man leicht , dafs in der Gleichung ( IV ) das
obere positive Zeichen für den gröfsten , und das untere für den
kleinsten Werth von R gehört .

Jede Fläche hat also in jedem ihrer Punkte nach irgend
einer durch ca bestimmten Richtung eine Krümmung , wozu der
Halbmesser R aus ( II . ) gehört , und unter allen diesen Richtun¬
gen gibt es zwey , die auf einander senkrecht sind , in welchen
allein die zwey nächsten Normalen der Fläche sich schneiden ,
oder in einer Ebene liegen und die Krümmungen der Fläche in
diesen beyden Richtungen sind zugleich die gröfsteund die klein -
steKrümmung , die um diesen Punkt statt haben .

II . Um diese allgemeinen Betrachtungen auf ein Beyspiel
anzuwenden , hat man für die Gleichung aller Flächen , die durch
die Rotation einer Curve um die Axe der z entstehen

z = f ( x 3 + y =)

Es sey

d z = P . ( x d x + y d y )

d P — i“ . ( x d x + y d y )

wo P ) f ( / Functionen von ( x 3 + y 3 ) ausdrücken

Dies vorausgesetzt , hat man

p = P . x

q = f ' y
r = f ' + f " . % ■

s = Ph x y

t. = P + f " . y 3

g = P 3 + P f " . ( x 3 4 - y 3 )

h = 2 P + f / ! ( x 3 4 - y 3 ) + Ph ( x 3 4 - y 3 )

k 3 = 1 + f ' * ( x ! + y 2 )

\ A h 3 — 4 gk 3 = ( f ' 3 — p / ) ( x 3 -p y 3)

Substituirt man diese Werthe in dem Ausdrucke des gröfs -
tcn oder kleinsten Krümmungshalbmessers
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R = — 3 k 3

h + V h 5— 4gk i

so erhält man , nachdem man das obere oder das untere Zeichen

braucht ,

e ' = — ir - ( > + f ' 3 . ( x 3 - |- y 3 ) ) *

*>" = — ( i + f ' a . ( x s + y 8 ) ) |
f ' + f " . ( x * + y ‘ )

Es sey in einem besondern Fall für das Ellipsoid

a 3 b 3 = a 3 z 3 ■+ ■ b 3 ( x 3 4 - y 3 )

so ist
b 3 x

P = — ?

b ^ y
a 3 z

b 4 ( a 3 — y " )

» 4 z 3

b 4 x y
a 4 z 3

b 4 ( a 3 — x 3)

also

und daher

f = — 4 - » nda 3 z

f " =
b 4

f ' = = pr ( b 4 + ( a 3 — b ä ) z ! ) *

* " = JHi * ( b ^ + ( a 3 — h 3) zV

- , JJ »
für z = o ist p ' — a , a " = —

r ' a

a 3

für z = c ist — -g -

für a = b ist ^ — q " = a

Man kann noch bemerken 7 dafs die Normale der erzeugen¬

den Ellipse ist
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N z d s

" dx = — ( b 4 + ( a 5 — b 1 ) z * ) *

und da in jedem Kegelschnitt der Krümmungshalbmesser r der

Curve gleich
N 3

ist , wo

der halbe Parameter ist , so ist der Krümmungshalbmesser der

erzeugenden Ellipse

( b * -h ( a 3 — b a ) 7, - ) i
a . b *

also ist

p " = r und

N . i
bs

Will man endlich diese beyden Krümmungshalbmesser p/ y >

durch s und <p ( $ . 5 . I . ) ausdrücken , so ist

z = a ( 1 — ? * ) Sin <p

y i — e 2 Sin a cp

wo cp die beobachtete Polhöhe und

. a 2 — b * .
* * = - ; - ist ,

Substituirt man diesen Werth von

z und b = = : a 3 ( l — e 2 )

in den oben gefundenen Ausdrücken von p 1 und p 7/ , so hat man ,

wenn man die höheren Potenzen von s vernachlässiget ,

b 4 + ( a 5 — b a ) z 2 =

a 4 . ( i — a s * + s 2 Sin 1 ip)

also auch

p / = a ( i + | - E I Sin = cp)

• q u — a ( i — ■ e s + | e s Sin * p )

und dies sind die Werthe des gröfsten und kleinsten KrÄnt -

nmngshalbmessers für jeden Punkt des Ellipsoids .
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Wir wollen nun zur Bestimmung der geographischen Lage

der Signalpunkte unsers Dreyeclvnetzes übergehen .

Denkt man sich yon dem Signalpunkte C , B , I ) . . . senkrechte

Linien C « , B ß , Dy . . . auf den Meridian yon A und nennt

A « = r . Cu = y

die Coordinaten des ersten Ortes C ,

Aß . — X ' , B ß — y '

die des zweyten Ortes B u . f . so wird man aus dcu bereits be¬

kannten Seiten und Winkeln der Dreyecke die Werthe dieser
Coordinaten ohne Mühe abieiten .

Wenn das ganze Netz nur einen geringen Theil der Erd -

oberlläche einnimmt , oder wenn man , w ie in § . 4 . alle Drey¬

ecke auf ebene reduzirt , so seyen nach der Ordnung die Seiten

der Dreyecke

AC = a , CD = b , DE = c . . .

und die zwischen ihnen enthaltenen Winkel

CA « = « , ACD = ß , CDE = y . . .

so hat man , wenn X , Y die Coordinaten des letzten Signal -

punkls bezeichnen , und R der rechte Winkel ist , wie man leicht

sieht , folgende Ausdrücke ,

X = a Cos « - j- b Cos ( a + ß — 2 R )

+ c Cos ( a + ß + y — 4R ) - J- d Cos ( « - f - ß - j- <y - j- 6 — 6 R ) +

Y = a Sin a - J- h Sin ( « - j- ß — 3 R )

~Ee Sin —Eß ~ Ey — 4ff ) d Sin ( « ß —E y —E4 — b -R ) “E

wo unter « ß y . . immer die Winkel verstanden werden , die

auf der Seile des Weges abcliegen , auf welcher das Azimut a des

ersten Ortes A liegt , so dafs also diese 'Winkel auch gröfser

als 2 R seyn können . Man bemerkt übrigens yon selbst , dals
man , indem man die Coordinaten X Y des letzten Punktes aut

diese Art berechnet , man zugleich die Coordinaten aller zwischen¬

liegenden Punkte C , D , E . . erhält . Bricht z . B . die Reihe mit

cab , so gibt für d = o der vorhergehende Ausdruck yon Xund
Y die Coordinaten des Punktes E u . f . yvenn auf die Zeichen ge¬

hörig Rücksicht genommen yyird , yvo dann negative X oder Y an -

zeigen , dafs der gesuchte Punkt im ersten Falle auf der Seile

von A , yvo M liegt , und im zweyten auf der Seite von A x , wo

der Punkt B Hegt , genommen yyerden soll ,

1
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Wie man aber aus den gegebenen Coordinaten X Y eines
Ortes die geographische Position desselben gegen den ersten Ort
A ableiten könne , werden wir weiter unten sehen .

Die geographische Lage der verschiedenen Signalpunkte
des Dreyecknelzes läfst sich am einfachsten aus den bekannten
Dreiecken selbst unmittelbar ableiten .

Sey P fFig . 9o . ) der Nordpol der Erde , und B , A zwey
Punkte der Oberfläche derselben , die wir anfangs als eine voll¬
kommene Kugel annehmen wollen ,

Für den gegebenen Ort A scy die Aequatorhöhe -Jo und das
Azimut z j für den gesuchten Ort ß aber die Aequatorhöhe \ |P ,
und das Azimut z ' . Die LängendifTercnz beyder Orte sey u , und
die bekannte Distanz BA im Horizont des Meeres , als Bogen
eines gröfsten Kreises betrachtet , seygleichj . Dies vorausgesetzt ,
hat man sofort

Wir wollen nun dieselbe Aufgabe unter der Voraussetzung
aullösen , dafs die Erde durch die Umdrehung einer Ellipse um
ihre kleine Axe entstanden ist Ist a , b die halbe grofse und halbe
kleine Axe dieser Ellipse und

a i — \J a 1 — b =

so sey ( Fig . s6 . ) P der Pol , P C die halbe kleine Axe und A , B
die beyden Punkte der Oberfläche der Erde , deren Normalen
AM , BO sind . Man hat also

$ • 9 -

7/ - J- U Cotg —° 2

2

Sin -4 ' —
Sin 7. Sin §

Sin u
Sill 7. Sin <|)

Sin z '

$ • , 0 -

PMA = POB = d, '
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Beschreibt man aber aus dem Punkte M mit dem Halbmes¬

ser M A die drey Kreisbogen

A p , p b , b A ,

sohilden diese Bogen ein sphärisches Dreyeck , dasselbe , wel¬

ches -wir im -vorhergehenden betrachtet haben , ln diesemDiey -
eclte haben wir angenommen

pA = pmA = 4 »

pb = pMb = 40

p Ab = z — 180 ,

pbA = 180 ■— z '

und Apb = - u

Dadurch ist also zuerst die Gröfse \ |/ ' fehlerhaft angenommen
worden , da 4 ' eigentlich gleich pOB ist , so dafs also 4 ' u®

den Winkel OBI zu hltin angenommen wurde

Es - ist aber die Normale

B O

V 1 * Cos * «Id

wenn a = 1 vorausgesetzt wird ;

Ferner ist

CO = E 2 Cos 4 '

V 1 — £ i Cos J '4' /

C M = s 1 Cos -4 ,

y 1 — t- 4 Cos 1 , also

OM
OB

s 2 Cos 4 ( 1 4 - — Cos 1 ‘4 /)2 e 2 Cos 4 ^

1 - f- Cos 1 4 *

Aber es ist

Cafe 4 ' / = Cos 4 , Cos 6 — Sin 4 Sin S Cos z oder

Cos 4 / = Cos 4 ( .1 — — ^ — 5 Sin 4 , Cos z

Eäfst man also die vierten Potenzen von r w reg , so ist

O M

O B e s ( Cos 4 — • Cos 40

1 , TI



3o6

£

= £ 2 6 ( Sili 4 Cos z - {- — 'Cos 40

Weiter ist

Tg O B M :

OM 0 . ,

Ö ~ B bin

OM ~ "

1 + ( j jj Cos4

oder da |

Cos 4 >/ — Cos ( 4 + ö Cos z )

Sin ,4 </ = Sin -4 / 4 - 6 Cos 4 Cos z ist ,

Tang . OEM =
g

e 2 6 ( Sin 4 Cos z - f- Cos 4 ) ( Sin 4 + 5 Cos 4 Cos z )

und daher

OEM . = e 3 S Sin“ 4 Cos z

4 - — , Sin 4 Cos 4 ( > 4 3 Cos 2 z ) - - - 1 .

und diese ’ Gröfse muls zu demWerthe von 4 / des vorigen ad -

dirt werden , um das elliptische zn erhalten .

Man ziehe aus B mit einem willkührlichen Halbmesser z . B .

mit B A die Kreisbogen , A « , Aß , aß . Das bisher betrachtete
Azimut ist

A uß = 180 — z '

oder der Winkel , welchen die Ebenen BAM , OBI in ihrer

Durchschnittslinie MB bilden Das elliptische Azimut z u aber

ist der Winkel , den die Ebene OBA mit der verlängerten Ebene
OBM in der Durchschnittslinie O B bildet d . li . es ist

Aßa — 180 — ( 180 — 7.u ) = z "

Weiter ist

a. ß — d JO = — s ‘ $ Sin 3 4 Cos z

und Aa , welches sehr nahe gleich Aß ist , ist der Winkel der

JMormale OB mit der geradlinichten Chorde B A , alsp

A « — A ß = tjo —

Das sphärische Dreyeck Aaß gibt aber

Tg ß =

■ Sin «

Cotg A « Sin aß — Cosa ß Cos «
das heilst



Sin z '
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Tg z " —
Cos z ' Cos d 4 ' / + Tg — Sin d \ | /

Tg z '
E > i !

Sin 3

also auch

z " Sin 3 .1 Sin z Cos z - ( II ) ;

und diese Connection mufs zu dem z / des vorigen (J addirt werden ;

um das elliptische Azimut zu erhalten Was endlich die Greise u
hei rillt , so sieht man leicht , dafs sie keiner von der Ellipticilät

der Erde abhängigen Correction bedarf , wenn man die dritten
und höheren Potenzen von e vernachlässiget .

Die Gröfse <5 aber , welche den Winkel AMB bezeichnet ,

wird aus der gegebenen Entfernung Ab = A , wie der Winkel

eines gegebenen Kreisbogens , durch die Division dieses Bogens
mit seinem Halbmesser abgeleitet . Da hier dieser Halbmesser
die Normale

AM = a

\ J 1 — s 3 Cos 3 sp

ist , so ist
A e 3ö = — ( i - Cös 3 -±)
a ?.

öder auch

— S ( » — ~ Sin 3 ^ )1

5 = ^ ( i + ~ Sin 3 T )ä 2

welche Ausdrücke noch mit

E " = bin i '

multiplicirt werden müssen . , um & in Secunden zu erhaltene

Setzt man also der Kürze wegen

p — s 2 S Sin 2 ep Cos z , so ist '

p § Cot 0- it>

elliptisches •+ ' — »l' ' + P + aRÖ - ( ‘ + 2 Cos8

elliptisches sP = z > + Sin z

U 2
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Exempel I . :

'+ = • 7 °° >

z = 45° ,

A = loooool 'oisen .
Nimmt man an

log £ 2 = 7 , 7766329 ,

log £5 - R " = 8 . 7984183

so ist — Sin X = o . 0026398212 ,a

log 5 = 3 , 7995632

Die Gleichungen des § . 9 geben

z ' + u _
' 2 - 68° 22 ' 14 / ' 28

z ' ■— U

3 - 67 3 47 - 56

» := — 1° 18 ' 26 ^ 72

Z * = 224 33 58 . 16

V = 7 » * 4 34 . 14

und daraus folgt
ellipt . <j>/ = 7 » ° i4 ; 5ü / / 04

ellipt . 2 ^ = 224 33 58 . . 4 1

Exempcl II .

^ = 5o° ,

z = 3o° ,
A = = 160 000 Toisen

gibt log 5 = 3 . 9750457

7/ 4 * ulog Tg ——— = o . 6266476 n

log Tg — — = 0 . 5647105 n

« = — 1 0 56 ' 54 ^ 92
ellipt -. Azim = 208° 3 Sö ^ -n + o ^ sS
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= so8°3i ' 56 " 3 = z >

ellip . Aequatorhölie = 4 2 ° * 7 / > 7 / / 4 + 2o / / ao + o / / , 40

= : 42 0 17 / 38 , / . O = ,4 </ .

Wenn die Wcrtlie von 5 nicht zu grofs sind , so lassen sich die

Gleichungen des § . 9 in sehr eonvergirende Reihen auilösen .
So ist z . R .

also

Cos h)' 7 = Cos ’J / Cos 6 — Sin Sin 5 Cos z ,

Cos <|>— Cos 4 '
Sin «p 2 Cotg 4 Sin s - Sin 5 Cos z

Löst man diese Gleichung nach Cap . 8 , § . 5 auf , und setzt
§

x = Sin 6 Cos z - J- 2 Sin 3 Cotg

S 2 8 »

= 6 Cos z — — Cotg -4 / - jr - Cos z

so hat man

•«JA — 4 >= x •
Cotgt + ™ ( i — 3 Cotg s <h>

X*

24 ( 9 Cotg 4 + i5 Cotg 3 4 ) +

oder Sa

= 4 ' - J- s Cos z - J~ ^ 7; Sin * z Cotg '!'

S 3

6it " ^ 0S z ®i n 2 z f 1 Cotg * 4 ) - - I .

Ist in diesem und den folgenden Ausdrücken 4 7 4 , so ist 5
negativ .

Ehen so ist

Cotg 4 Sin 8 -+ - Cos § Cos v.

Cotg 7. * — Sin •/,

also

Cotg ( z / — z ) = ■
Sin S Cotg 4 Cotg st

1 “J ~ Cos $ Cotg 3 z + Sin 7,

2 Cotg z Sin 2 — -

Cotg 4 Sin S
Stn z

y/r/rr*//
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woraus man nach einigen leichten Veränderungen findet

S 2 *

£ ' = iöo - f - z — SCotgl Sinz --}- ^ 7; Sinz Cos z ( i + 3 Cotg 5 '})

— Sin z Cos * zCotgJi ( 3 + 4 Co lg 4 | )3 R "

S 3

6 li " Sin z Cotg <Ki + 3 Cotg 2 4,) - ( II )

Substituirt man endlich diesen Ausdruck von z 1 in der Glei¬

chung

Sin u
Sin 3 Sin 7/

Sin ij»

und setzt u = Sin u - | - f Sin 3 n , so ist

Sin z / 3 2 \

u = ShTT ( 5 - ü 77 CoszCotg ^

+ -SIT * WlFS - Sl ^ ( i - f- 3 Cos 1 üj) 3 ^ 777Cotg a + ) . - - ( III )

und die Gleichungen I , II , III , gehen die Werthe von -fd , z ' , u

für die Kugel . Um sie für das Ellipsoid zu erhalten , mufs man zu

der Gleichung I hinzusetzen

+ P +

p 3 Cotg 4>
2IV ' Cos 7, ( 1 - ]- 2 Cos 2 z )

und zu der Gleichung II

+ ^ Sin z .

Die Gleichung I endlich gibt '}' ' — ■' j' oder die einzelnen Tlieile
des Meridians , die Differenz der Parallelen der verschiedenen

Signale . Suchtmanso alle diese Differenzen der Parallelen , sowohl

von den Signalen , welche dem Meridian zur rechten , als auch von

denen , welche ihm zur linken stehen , so erhält man , wenn man

sie addirt , eine doppelte Bestimmung der Länge des ganzen
Meridians .

I . Die vorhergehenden Gleichungen sind für die Ausübung
beschwerlich ; auch ist das Gesetz , nach welchem diese Reihen

lortgehen , nicht leicht zu entwickeln . Man kann aber mit Hilfe

der Cap . I . 3 . V gegebenen Ausdrücke andere Reihen finden ,

welche jener doppelte Vorwurf nicht trifft . Setzt man nämlich

dort nach der Ordnung

ABC , « ß <y , . .

gleich
1
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180 — z ' , u , z — 180 , 4 * , 5 ,

so erhält man

7. ' + « 01 z c -- - — qo° - j- m Sin z
2 ’ ■},

Sin 2 z Sin 3 z — Sin 4 z —

— = — ijO - f - - j- n Sin z

oder

- j- — Sin 2z + j Sin 3 z - f- Sin 4 z - f-

2log Sin

+ jx ( m Cosz

= log Sin - 5 - Cos —

m 4
Cos 2 z + Cos 3 z — — Cos4 z - f-

6 4

•i/ 4 5
log Cos — = log Cos — Cos —

n 3 n 3 n 4,

— ia ( n Cos z + — Cos 2 z - | - -g - Cos 3 z - f- — Cos 4 z + 1

wo m = Tg — Cotg — ,

S 4

» = Tg — Tg -f ,

und ;x = o . 434 2 94S

und diesen ■̂ / und z ' werden wieder die -vorigen elliptischen

Correctionen hinzugefügt .

Ex . — 4o° , z — 3o° , A = töooooToisen gibt

log 5 = 3 . 9750457

also die Gleichung I , , . . 6 Cos z = 8176 " 67

64 . 38

— o . 71

— 3 . 04

- |- 20 . 20

+ o . 40
eil . Core .

Summe = 8257 " 90 = 2 0 >7 ' 3 7 " 9

40

•4 ,' = 42 17 37 . 9



3 » 2

■and die GIcichnng Ilt

Sin

Sin 4. I
. . . 7344 < 26

— 346 . 96

+ 3 . 85

+ 21 . 85

— 7 . 28

n = <70i5 / / 72 — > ° 56 ' 55 " 73

Nach N . I . aber ist dieses Beyspiel

log 5 = 3 . 9750457 , woraus S = 2 * 87 ' 21 " 602

log m = 8 . 7986005

log n = 7 . 92073 ^ 3

log Sin Cos = 9 . 533938 o |
ji m Cos z = o . o236546t ,

■— o . 00042951

+ o 0000008 /

log Sin 9 . 5571639

= 42 ’ 17 / 17 " 4

20 . 2I

o . 4 f el % t -

M

1

1!-2- 0 17 ' 38 " 0

m Sin z = 6486 . 28I

— bin 2 x =3
353 . 29 !

17 . lof

0 . 70J

n Sin z = 3

n 2 „ 859 . 27 -j
— bin 22 =2 - - 6 . 20 J*

0 . 04 )
woraus
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= — 74 45 34 - 49

z ' = ao8° 30 5 b ' ' i2

u = i° 66 / 54 " - 90

Umständlicher findet man diesen Gegenstand abgehandelt in

denMayl . Ephemeriden f . d . J . 1807 und 1808 , und in der nionat -

Liegt der gesuchte Ort in demselben Meridian mit dem ge¬
gebenen . so ist0 '

Meridian des gegebenen Ortes senkrecht durch den gegebenen

Ort geht , so ist z = (jo“ , also 5 = j und daher dieselben Glei¬

chungen I , II , III des $ . 11 , wenn die Aequatorhöhe des ge¬
gebenen Ortes ^ ist

uni ti lfeS > s *n <f X Y die rechtwiiiklichteu Coordinaten eines
e annien Ortes , dessen Aequatorhöhe -Jj ' ist , so findet man

Ulll S° ^ 01 ’ as ^ as Azimut z ' , als die Längendifferenz u des

Hilf 6 .! 3 " ?'11612 ^ rt ®s ^ urc ^1 folgende Gleichungen , in . welchen die
v .- . y° sc Aequatorhöhe des Fufspunkts der Ordinate

liehen Correspondenz 1804 September , und . 8 o 5 Januar und Juni .

z = o , also 5 = x

und die Gleichung I des 11 . , Venn die Aequatorhöhe des ge¬
suchten Ortes 47 heilst ,

3 63 x 3
x Sin 3 4 -+ - Sin 4 Cos 4 . t

Liegt aber der gesuchte Ort in einer Liniedie auf dem

Sin 4 / Cos 4 ,Cotg 4 / +

Cotg = 4 , )3 JA' ' 3

270 — y Cotg 4 , Cotg 4 / ( 4 + Cotg 3 <1»/ )

Ist also z das Azimut , die Aequatorhöhe eines gegebe -

R " . X
( 1 — — Cos 3 4 )

X
a
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bR " i -
— X ( 1 — Sin 5 4 )a - 1 2

R " . Y e 2.
y — - ( l - Cos 2 4 )J a v 2

bR "

T ( i - f - — Sin 2 4’)

4 / = 4 + x ( 1 + ff3 Sin 2 4 - f-
3 e 2 x

4R 7' ’
Sin 2 4 )

4 ' = 4 / + ^ 77 Cotg 4 / 0 + ; = Sin 2 4 , )

u = si£ ? , ‘ ( I “ ifcr Cot S s ^ >
►( * )

z ' = 2 7 o° — y Cotg 4 / + ~ 3 j* 77T Cotg 4 , ( 4 + Cotg = 4 / ) J

Diese Gleichungen lassen sich durch einige einfache Ver .

änderungen zur Ausübung bequemer machen . Ist nämlich

bR " , r
ß = — % . X unds a 2

- u = ^ . . Ya -

6 4

n = i - {- — Sin 5 4 , und

6

2

3e =

2
m = i -f - — Sin 2 ( 4 + i£ )

so sind die vorhergehenden Ausdrücke

4/ = 4 + m f
, , n4yS „

4 ' = 4 , + ^ 77 - Cotg 4 ,

u u 8 Cos 2 4 /u =
Sin 4 , 3 R " 2 Sin 3 4>,

( B )

z ' = 270 — n u Cotg 4 , 3 |A — Cotg 4 , ( £ + Cotg 5 4 / )

Bringt man die Gröfsenrn , n in zwey , oder blofs die Grölse

— Sin s x

in eine kleine Tafel , in die man zweymal mit dem Argumente

x -= \4undx = 4 + ■§■£
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eingeht , so wird dadurch die Entwicklung dieser Gleichungensehr erleichtert .

Ex . 4 - = 4 .! ° 28 ' 5 o " ,

' X = — 3737 . 97 Toisen , Nord

T = + 54647 . 8 Toisen , Ost
b R "

Es ist log - ^7 — — 8 . 7984183 , log s ' — 7 . 7766329

also log £ = 2 . 3710541 , £ = 235 ^ 0 , log n = o . 0005692

log v = 3 . 5359910 log m = o . 0017033

3 R / , a Sin ^ ' 5199 . (187 i° 26 ' 39 " 69 = u .

Bohnenberger findet für dieses Beispiel ( Monatl . Corr .
1O02 Julius ) aus anderen Ausdrücken

ij) / — 41° 25 ; 26 ^ 7

u — i° 26 ' 39 . " 66

Wenn , wie wir gesehen haben , die Correctionen , welche

von der Ellipticität der Erde abhängen , für kleine Distanzen 5
in den meisten Fällen nur klein sind , so werden ohne Zweiie

die Verbesserungen noch viel geringer seyn , welche von der
Abweichung der Oberfläche der Erde von der des bisher betrac 1-

Kugel , deren Halbmesser die Einheit ist , ist bekanntlich

o = x * - [- y i - }- z I — 1

daher soll die Gleichung der Oberfläche der Erde seyn

m f — o° 3 ' 85 ' < 92

41 28 5 o
J - rT, Col S ‘4-/ = 32 . bi

i | )/ = 4 l ° 2 3 / 26 " 69
ij>r — 41° 24 ' 54 " 08

52 oo / / . 3 o 4

Cotg 5 4 ; o . 617

5 - > 3 .

teten Sphäroids abhängen . Um aber bey der Aullösung dieser

interessanten Aufgabe nichts zu wünschen übrig zu lassen ,

wollen wir , ohne der Erde irgend eine bestimmte geometrische
Gestalt zu geben , die sie vielleicht auch nicht hat , blols den

Beobachtungen gemäfs voraussetzen , dafs ihre Gestalt von der

einer Kugel nur w ^enig verschieden sey . Die Gleichung der
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K — 0 = X 1 - f- J 5 - [- Z 2 — 2 X tt - l

wo a eine gegen die Einheit kleine Gröfsc ist , deren Quadrat
wir vernachlässigen wollen , und wo u als eine Function Ton x

und y angesehen werden kann .

* Dieangenommene Gleichung gibt

Substituirt man diese Werlhc in den Gleichungen II . des
§ . 6 . , das heilst , in den Gleichungen 1der kürzesten Linie zwi¬

schen zwey gegebenen Punkten auf der Oberlläche der Erde ,
so hat man

xd 2 y — yd 3 x — a d ! y — a

xd 2 z — zd ’ ( n ) * - •

yd 2 z — zd 2 y = a d 5 z

Es sey r der von dem Mit telpunkte der Erde an seiner Ober¬

fläche gezogene Halbmesser , 3 der Winkel dieses Halbmessers

mit der Umdrehungsaxe der z , und X der Winkel der Axc der

x mit dem in der Ebene der xy projicirten Halbmesser , sn ist

x = r Sin 3 Cos X

y — r Sin 3 Sin X

z — r Cos 3

Die Differentialien dieser Ausdrücke in Beziehung auf r . 3 ,
X geben

Xdy — ydx = r 5 dx Sin 5 3

xd z — zdx = r * ( i^ x Sin 3 Cos 3 Sin x — d J - Cosx )

zd y — y dz = = r 2 ( dx Sin 3 Cos 3 Cos X -f - d3 SinX )
also auch

( x d z — z dx ) Cos X -f- ( y d z — z dy ) SinX = — r * d3

und endlich

ds 2 = dx * + dy * - f - d z * — dr ’ + r * dj ' + r * tlX * Sin *>

I . Man Stiche nun zuerst das Yerhältnifs von d > und d s ,



Man kann in allen Ausdrücken , deren Factor a ist , für r die

Einheit und für 3 die Gröfse 90 ■— cp setzen , wo 9 die beobach¬

tete . und 90 ■— 3 die geocenlrische Polhöhe ist . Puter dieser

Voraussetzung ist

x = Cos 9 Cos X

y = Cos 9 Sin X

z = Sin cp

Da aber u eine Function von x und y ist , so hat man

und da , nach den letzten Gleichungen , u auch eine Function von

$ und X ist , so hat man eben so

Wir werden aber unten sehen , dal ’s es zu unserem Zwecke

hinreicht , u blofs als eine Function von 9 anzusehen , wodurch

gleich Null wird . Setzt man also die beyden vorhergehenden Aus¬

drücke von d u gleich , so ist

Die letzten Werlhe von x und y aber geben

dx — ■— dtp Sin 9 Cos x — dx Cos cp Sin x

dy — — d cp Sin cp Sin x - | - d X Cos 9 Cos X

Muitiplicirt man die erste dieser Gleichungen durch Cos X ,

und die zweyte durch Sin X , so ist ihre Summe

und wenn man diesen Werth von d cp in der Gleichung ( 1 ) sub - -

sliluirt , und die Factoren von dx und dy einzeln gleich Nul .

setzt , so ist

Cr") ,l ' + Ctv ) ■’ y

C j d * + ( i 1 ) d

< ■>( £ ) * * + Cap

(nix + y d y )
Sin 9 Cos 9

( . ü cfj Sin 9



3i8

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen durch d 4 y , u u (i

die zweyle durch — d 4 x , so gibt ihre Summe

x d 4 y — y d 4 x

Sin <p (Jos

Vernachlässigt man aber die Gröfsen der Ordnung 2 , so sind

die Gleichungen ( A )

xd 4 y - - y d 4 x =
X d " z - — z d 4 x =

yd 4 z - - zd * y =

° ]

o | > ( 3 )

oj

und die erste dieser Gleichungen zeigt an , dafs das letzte Glied

der Gleichung ( 2 ) gleich Null ist . Es ist daher

und wenn man dies in der ersten der Gleichungen A substituirt ,
so ist wie zuvor

x d 4 y — y d 4 x = o

wovon das Integral

x d y — ydx = c . ds das heilst

r 4 dx Sin 4 £ = c . ds ist .

Muldplicirt man ferner die zweyte der Gleichungen ( 3 ) durch
x z , und die dritte durch y z , so ist ihre Summe

^ _ z ( * (1" x + y d 8 y >
x 4 + y 4

Aber , wenn man die Gleichung der Kugel zweymal diffe -
rentiirt , so erhält man

x d 4 x + y d 4 y = — ds 4 — zd 4 z

also wird die vorhergehende Gleichung

T , z ( fl S 4 + 7. (1 = z )
= ~ ’ 0dC1 '

( I — z 2 ) d 4 z = — zds 4 — z 4 d 4 z oder endlich

d 4 z = — zds 4

Substiluirt man diesen Werth von d 4 z in den zwey letzten

der Gleichungen A , so erhält man

xd c z — zd 2 x = — a . Sin q . ds 4
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yd i z — zd 5 y = '— ^ ^ ^ s *

Substituirt man hier für

GO ; GO
ihre oben gegebenen Wertlie und integrirt , so ist

xdz — zdx = — chls ~ j- « ds f ds Cos

ydz — zdy = — c " ds + « dsyds Sin * •

Multiplicirt man endlich die erste dieser Gleichungen durch

Cos X , und die zweyte durch Sin X , so ist ihre Summe nach dem

Vorhergehenden gleich

— rhl 3

das lieifst , es ist

r 2 d ®r = c ' d s Cos X + c“d s Sin X

— « ds Cos X/ ds Cos ^ — « ds Sin xyds SinX - ( B )

und dieser Ausdruph gibt das gesuchte Verhältnifs der Gröfsen
d 3 , d s .

II . Wir wollen nun zuerst den Fall betrachten , wo das erste

Element der geodätischen Linie senkrecht auf die Ebene xz des "
Meridians ist .

Denkt man sich von dem Endpunkte dieses Elements ein

Lolli auf die Ebene der x z , und nennt p die gerade Linie in

dieser Ebene , tvelche die beyden Funkte verbindet , in welchen

das Lolli und das verlängerte Element diese Ebene trifft , so ist

JL
d s

der Cosinus des Winkels des Elements mit dieser Ebene . Da aber

P in der Ebene der x z liegt , so ist

p = \ Adx“ - j- dz 4

also jener Cosinus gleich

V dx 2 + dz *
ds

un ,l da die geodätische Linie senkrecht auf d # *~ Ebene x % steht , #
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so ist im Anfänge dieser Linie jener Cosinus gleich Null , d . h .
es ist

d x = o und dz = o

also auch

d . ( r Sin 5 Cos x ) = o und

d . ( r Cos 5 ) = o

Differentiirt man diese Gleichungen und eliminirt d r , so ist

r d 5 = r d x . Sin 3 Cos 3 Tg X

Es war aber

d s 1 — d r * - f - r 3 d + 1- 2 ä Sin * 5

wofür man , da in einer auf x z senkrechten Linie die Gröfsen

dr , d 3 gegen d x

Verschwinden , annehmen kann

ds = r d x Sin 3

also wird ' die vorhergehende Gleichung

d3 _ Cos 3 Tg X
dl ~ ~ r

Die Constante c ‘ der Gleichung B ist offenbar der Werth
von

x d z — z d x

im Anfangspunkte der krummen Linie . Da aber , wie wir gese¬
hen haben , für diesen Punkt dx und dz Null sind , so ist auch

c ' Null , oder die Gleichung B gibt für den Anfangspunkt

d3

d s

c "
— — » Sin Xr -

Vergleicht man diese beyden Ausdrücke von

d3

d s

Und bemerkt dafs x ein Winkel der Ordnung a , also nahe

Tg x = Sin x

ist , so hat man

c 1' — r ' Cos 3 1

Wo r ' / 3 * die Werthe von r und 3 am Anfangspunkte sind .

Wenn aber die Linie senkrecht auf xz ist , so ist offenbar

die Griffs « d3 für den Anfangspunkt gleich Null , oder es ist
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d "s ' O .

Die Gleichung B gibt ferner , da X von der Ordnung < isr ,
' d u N

' d $ = c w ’A J s — a d s / d s

Differentiirt man diese Gleicliung , und setzt für c ' ' den vor¬
hergehenden Werth , so hat mau

d a .i) d X' Cos XI' / ' du ' X- * ( öJ ‘ ■ ■ ( c >d s a d s ’ r '

wo die Striche anzeigen , dafs die damit hezeichneten Gröfscn
für den Anfangspunkt der Linie gehören .

III . Die krumme Linie der Erdmeridiane mag seyn , welche
sie wolle , wenn sie nur eine ebene Krumme ist , und als eine
solche kann man sie immer anuehincn , so ist der Winkel zj , wel¬
chen der Radius r und die Normale in dem Orte des Beobacht¬
ers bilden , gleich

5( 90 ? •)

Ferner ist die Tangente des Winkels , welchen r mit der geo¬
metrischen Tangente des Meridians bildet•gleich

r d f
d r

und da dieser Winkel gleich 90 — z ist , so ist
dr

1 g z = —-j—0 r d ^>

oder endlich , da z immer sehr klein , und r der Einheit sehr
nahe ist ,

z = 7 " , das heifst
d ^ ’

5 = 90 — —

Wir hatten aber oben

«U _
dl “

d r

r Sin 3

und da man statt 5 die Gröfse 90 — f und statt r die Einheit setzen
kann , so wird die Gleichung C ( N . II . )

Tg - « ( ^ ' )
X

(V- ä
d ss

I .
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Weiter findet man leicht

/ d ’ u ' v _ / "duX d a .'j

Vds 3^ VdyP ‘ <ls a

also auch

- O = - * Gp 3
Entwickelt man aber cp nach den Potenzen der auf die

Ebene x z senkrechten Linie s , so ist

' S <* '

d 3^
0̂

[1
+ S ' ds +

i . a * ds

d3 ' s 3 A - ä ‘
= <p / — s . ds l . Ji ‘ ds a

war

d 9
d s 0 ’ und

= +

d 3.? ™= T s *
also ist auch

rp = (p '
%-

2
<T * * - * G -p )

Eben so bat man

d V s a d a X' ,

* = + s < ' dl + 2 ’ d s a +

Aber

dX ,

ds r ' Sin Id ' !

also wenn man

r ' = i - J- a u ' , und

. , , , d r "\

Siny = Gos ( y - f- j -^ y setzt ,

0 - * u / + “ ^ Ty ) Tg 9 0*

und daher die vorhergehende Reihe

X = v + C ^ ( i — + Tg cp' ) ( a >

Um endlich noch den Winkel zu erhalten . den das letzte
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Element des Bogens s mit seinem Meridian Lüdet , so ist in

dem Dreyecke , dessen Winkel der Pol , das erste und das

letzte Element des Bogens s ist , der Cosinus jenes Winkels

gleich
Sin cp Sin ( X — X ' )

Da aber jener Winkel sehr nahe ein rechter ist , , so sey

u das , Was ihm noch zu einem rechten Winkel fehlt , also

Sin n = Sin op Sin ( X X ' )

oder

n = ( X — X ' ) Sin 9 .

Da sonach das Azimut des letzten Elements gleich 90 — n

d . h . gleich

90 — ( x — X ' ) Sin 9

ist , so ist nach der Gleichung ( a ) dieses Azimut ;

/ ' (l U/ N\

z ' = 9o — sTgcp ' ( i — ciu ' + jt J Tg cpD — <h )

Anmerkung . Zur greiseren Genauigkeit der Gleichun¬

gen a , h kann man ihnen noch die Glieder addiren , deren
Factor s 3 ist , und die von a unabhängig sind . Man erhält

diese Glieder unter der Voraussetzung einer kugelförmigen

Erde , für welche man mittels der sphärischen Trigonometrie
hat

Tg fX - X ' ) = und

Tg n — Tg cp< Sin s

Die erste dieser Gleichungen gibt

+ i ( X - X ' ) 3 = s- £ ~ ,

woraus

X — X ' = s _ 3 Tg 3 9
Cos 3 Cos cp

und die zweyte gibt

11 + f n 3 = Tg 9 ' ( s — 3 - s® )

woraus

n = s Tg cp' — f s 3 Tg 9 ' ( 3 - + Tg s 9 ' ) ,

so dafs die beyden Gleichungen a und h in folgende übergehenX 2
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x — x '
Oosp

AIu ' X
( i — Igy ' — fs * lg * <p)

z ' = ij 0 - sTg f ' ( i - « i ' + tt ( ^ ) Tg9

iE )

— $ s 3 ( * + Tg 2 <? ' ) )

III . Wir wollen nun noch kürzlich eben so den Fall betrachten ,

wenn das erste Element der geodätischen Linie mit der Ebene

der x z parallel ist . Bezeichnet d a das Element dieser Linie ,
so war

d <r * = d r * 4 - r * d 3 2 - f - r 2 d X 2 Sin 2 3

oder , da d r und d x gegen d 5 verschwinden

d <r = — rd 3

vorausgesetzt , dafs a vom Aequalor gegen den Pol wächst .

Es war aber

3 = (JO — p -

r = 1 + « u ,

dr = ii du ,

( ^ ) und

also ist

a * = - a «>- « a * ( ' S )
und daher

da“ = dp l + att + a
v d

+ « u + « ( J - " ) = f ( ? ) ,

Ist der Kürze wegen

also auch

d a " = = d cp. f ( 9 )

so ist das Integral dieses Ausdrucks zwischen den Glänzen $ unä

<p f bekanntlich

1 . 2 . d p 1 1 . 2 . 3 dp 5 1

woraus man durch Umkehrung findet

— O ) - v ( & ) + ( # ) ) - <"
Und die Gleichungen D , E , F sind die gesuchten . *



IV . Um die gefundenen Gleichungen mit den in den vor¬

hergehenden gegebenen Ausdrücken zu vergleichen , ist der

Krümmungshalbmesser einer krummen Linie von doppelter

Krümmung Cap . X . § . 6 . III .

gibt nach einer doppelten Differentiation

xd 4 x - j- yd 5 y - f - zd * z = red s u — ds !

Addirt man aber zu dem Quadrate dieser Gleichung die

OuacTrate der drey Gleichungen ( A ) , so erhält man , wenn man

•nieder vernachlässiget , zur Summe aller vier Quadrate

( x 5 - f - y a + z a ) ( d 5 x * + d * y 4 + d * z 5)

~ ds 4 — 2ads z d = u

Ist die geodätische Linie s senkrecht auf den Meridian ,

( die Ehene der x z ) so ist nach dem Vorhergehenden

V ( d 3 x ) 3 •+ - ( d 2 y ) 3 + ( d 3 z ) *

eich er Ausdruck d s = Const . voraussetzt .

Die Gleichung

X S - {— y 5 - f - Z ! = I - J- C. DCU

also ist

- Karen a d 5 u

^ ds 4 — 2 a d s 2 d 1 u

also auch

i - preu — a

Ist aber die geodätische Linie <r der Ebene der xz paral

lei , so ist ( nach III )

d <r = — ■ rdS = ( i + a ) u d <p also
d su d au

= ■ : rvr , also auch

i - f- « u + x

Setzt man in N . III .
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3 ab • '

so ist die Gleichung F , "nenn
£ 3 ■

a = —2

gesetzt -wird ,

und setzt man in N . II .

s

so sind die Gleichungen D und E , trenn man cp , für jenes cp
setzt ,

und aus den letzten vier Gleichungen wird man , so tvie in

12 . die Polhöhc cp' , die Längendifferenz \ und das
Azimut z ' eines Ortes linden , wenn dessen Coordinaten xy

gegen einen andern Ort , dessen Polhöhe <p ist , gegeben sind .

Y . Um aber die letzten Gleichungen zur Anwendung brauch¬

bar zu machen , mufs man zuvor irgend eine Hypothese für
die Gestalt der Erde , d . h . für die Gröfse u annehmen .

Die Gleichung des Körpers , der durch die Umdrehung

einer Ellipse um ihre kleine Axe b entsteht , ist

Setzt man

as = ^ a 2 — b 2

so ist diese Gleichung

x 2 - f - y 3 - {- z 2 — i — e - ( x s - j- y 2 — i ) — o

wofür man auch setzen kann

x 2 - }- y 2 - | - z 2 — l — s 2 7, - ■= O

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der im Anfänge dieses

§ . angenommenen allgemeinen Gleichung

x 2 - {- y 2 - j - z 2 — i ■— g 2 n — o

+ iy * ( T g ? /

y " T s 2 9 / )

z < — 90 — y Tg9 / + l y 3' Tg9 , ( £- + Tg 2 cp, )

a 2 z 2 - f - b 2 ( y 2 - f - x 2 ) — a 2 b 2

so ist
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also auch

u . — — Sin = 9

( ap = — Sin 2

( äp = — öCosa 9 /

( dp = 4 Si n s 9 /

und wenn man diese Werthe in den vorhergehenden Ausdrücken

suhstituirt , so erhält , man erstens

g / — i - f- — Sin s 9

fl/ j — , J _ ? — Sin ■■ <s>5 1 3

, , • „ 3e 5 0 .
x = = ir ( i - {- f — Sin a 9 )

y = s ( i Sin = 9 )

und zwevtens für die vier letzten Gleichungen der N . LY .

3s ~
9t — ? ~ x 0 + - j - Sin 2 9 )

9 t S9 / ( i + e " Cos = 9 ()

X — X 1 ■ - • ( i — iy 3T S 2 9 / )
Cos <p , ’ SJ - b

7J = 90 — y Tg 9 , + -i y3 Tg 9 , ( * + Tg " (p , )

und von diesen Gleichungen sind die drey letzten die Gleichun¬

gen ( A ) des § . 2 , weil die Werthe von y in heyden Fällen
identisch sind . Aber man sieht leicht , dafs auch der Werth von

9 / aus der ersten dieser vier Gleichungen mit dem überein¬

stimmt , der aus der ersten der Gleichungen ( Ä ) folgt . Alan wird

noch bemerken , dafs g > (d ' die zvrey Halbmesser der Krümmung

der heyden krummen Linien sind , die an ! einander senkrecht

stehen , und von denen , die eine die grölste , die andere die

kleinste Krümmung unter allen Curven hat , die in derselben
Oberfläche durch denselben Durchschnittspunkt jener heyden

Curven können gezogen werden . Für das abgeplattete Sphäroid ist

der Krümmungshalbmesser der erzeugenden Curve oder g u der

kleinste aller Krümmungshalbmesser , für das . längliche Sphäroid

aber ist der der erzeugenden Gurre von allen der grölste .
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Wir halten in dem Vorhergehenden gezeigt . , wie man ans dem
gegebenen Dreyechnetze die Länge und Ureiteder Signalpunkie
ablciten könne . Zur vollständigen Bestimmung dieser Punkte
fehlt noch die dritte Coordinate , oder die Höhe dieser Punkte
über der Meeresfläciie . Um aber aus den gegenseitig beobachteten
Zenithdistanzen dieser Punkte die wahre Höhe derselben zu
finden , inufs offenbar bey jeder Beobachtung der Mittelpunkt
des Instruments in dem Signalpunkte des BeobacliUatgsoi 'ies
selbst stehen , oder doch die aufser diesem Punkte beobachtete
Zenilhdistanz auf ihn zurückgebracht , werden . l ) a bey diesen
Zenithdistanzen es nichts schadet , wenn auch der Beo baclitungs -
punkt den Signalen seitwärts liegt , wenn er nur in eineriey
Ilorizontallinie mit ihm ist , so sey d h der Unterschied heyder
Horizontalebenen , des Beobachtungspunktes und des Signal¬
punkles , e die Entfernung beyder Signalpunkie , und z die aus
dem Beobachtungsorte gemessene , sowie P die corrigirte oder
die aus dem Signalpunkte zu messende Zenitlidislanz , so ist ,
wie man leicht sieht ,

In diesem Ausdrucke ist e nicht der Bogen oder die
Chorde zwischen beyden Gegenständen , sondern die gerade
Linie , welche die Signalpunkie vereiniget . Es ist aber klar ,
da ( 's man für e auch ohne merklichen Kehler den Bogen brauchen
kann , da d li gegen e meistens sehe klein ist . Auch reicht das
erste Glied dieser Correclion meistens hin .

Es seyen also z und z / die beyderi so corrigirten Zenit .li -
distanzen der Signalpunkte , die übrigens noch ihre Refraclio -
nen r und r ' enthalten . Sind A , B ( Fig . (ij ) die beyden Signal¬
punkte , und ist 03 der Mittelpunkt der Erde , so ist

Z A B — z r

die wahre Zenithdistanz an dem Orte A , dessen . Höhe ' über
dem Meere bekannt sevn soll , und

Z ' BA = Z ' + r '

die wahre Zenithflistanz an dem Orte B , dessen Höhe gesucht
wird .

d li Sin 7,
e — d h Cos z

also
Sin 7.

Sin 7, 7.
Sin i "

d 1) \ 3 Sin 3 7,
e ' Sin i "



Man sieht leicht , tlal 's

ZÄB - | - Z ' BA = i8o° -4- « ist .

Ist A to = b « , so ist B 1> = d H die gesuchte Höhendifferenz
heyder Signale und Ab — A die horizontale Entfernung oder
die Chorde beyder Signale . Wir haben also die zwey Gleichungen

I . Dieterrestrische Refration r , r ' ist , wie man gewöhnlich
annimmt , blols eine Function des Winkels « . Sind also beyde
Beobachtungen gleichzeitig , oder unter denselben Umständen an -
gestellt , soislr = r / und wenn man .

und man fand aus den Beobachtungen n nahe gleich o . 08 .

Man wird daher die Refraction bestimmen können , wenn
man die zwey analogen Zenithdistanzen z y/ aus unmittelbaren
Beobachtungen kennt . AYas aber den Winkel w betrifft , so ist
A gleich a multiplicirt mit dem Krümmungshalbmesser , oder

y ^ r —|—z * - j- d — i Bo "b 03
(LII Sin B A b

/ \ Sin A B b

r

setzt , so ist

n = (>° + "l - * fz ' + z >

a Sin i
31 i - Sin 1 f )

wo log a = 6 . 5 14.7

Sey der Kürze wegen

aSim " e

i Sin - j>)

so dafs
« = m A ist ,

II . Es ist
G)

, ro Ab = 90 — —— ,

\

B A b = 180 — ZA B — w Ab = 9 ® — 4”

—- z — r

und
\

ABh = 2 -f- v — «
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also die zweyte der vorhergehenden beyden Gleichungen

3 H = A Cosjz -f - r

Sin ( z - | - r — ic )

und dadurch lindet man d H aus z , wenn r bekannt ist .

Da

z - j- r = 180 + w — z ' — r

so ist auch

dH = - A Cos ( z ' + r - .-f )

Sin ( z ' r )

Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Gröfse

so ist

a — z — z

r = 90 4 - 3 - -

dH =

_ . 55' - 7.
A Sm — —

Cos
z ' — z -+- 01

2

und dadurch findet man dH aus den beyden Zenithdistanzen ,

ohne dafs man r kennt . Ist z / z , so ist dH negativ , oder deren

unbekannter Ort liegt unter dem bekannten .

Exempel : A = 100000 Toisen , — - ■■ = o° ao / o 11

log m = 8 . 7997100
5 .

log CO = 3 . 7997100

co ~ 1 0 45 ' 5 " 36

z ' — z + u
- = i° 12 ' 3s " 68, 2

also gibt der letzte Ausdruck für dH

dH — 58 1 . 9027 Toisen ,

III . Dieselbe Gleichung dient auch , ans z , z ' und dH die

horizontale Entfernung zweyer Orte zu finden . Es ist nämlich

Cos
dH
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wo man ( z ' — z ) aus den beobachteten '/ enillidistanzen , und dH
eiwa durch ßarometermessungen erhält . Es ist klar , dafs dieser
Ausdruck für A in der Ausübung keiner grofsen Schärfe fähig
ist . Um diese Gleichung , in welcher die Grüfse

io — m A

noch unbekannt ist , aufzulösen , , kann man so verfahren

Sey log * dH = 2 . 7648504 , und — - — - = o ö 2 o ' o ' '

log Sinz ' — z = 7 .7647537 log m = 8 . 7997100

2 5 . 0000967

log Cos ^ = -B = 9 . 9999937

log A = 5 . 0000894 — logdl -I = 5 . 0000967

8 . - 997100 sin

log io = 3 . 7997994 log Cos z ' _ _ z4 - w = 9 .9999o33

co = 6307 " log A = S . ooooooo wie zuvor .

$ . i5 .

Wir wollen nun sehen , was sich aus den bisher gemessenen

Breitengraden für die Gröfse und Gestalt der Erde ergibt . Die

vorzüglichsten dieser Messungen sind

Mittlere Breite des Länge des Breiten - Ort und Beobach -

gemessenen Bogens grades ter .

45 ° 4 '
, 7 " 57012 Toisen Frankreich , Delambre 11.

Mechain .

66 20 10 57196 Lappland , Svanbcrg .

12 3 a 20 56763 Bengalen , Lambton .

1 3 i O 56737 Peru , Bouguer .

52 . 2 20 57069 England , Mudge .

3 9 12 0 56888 Pensilvanien , Mason

33 18 0 Südl . 57037 Vorgeb . d . gut . Hoffnung ,
Lacaille . .

43
1 0 56979 Italien , Boscovich .

Yon diesen sind die vier ersten die verläfslichsten . Sucht

man aifs je zweyen derselben nach § . 5 . 1 die Excentricität



232

s = VEl
â -

nnü daraus die Abplattung in Beziehung auf a oder

= ^
iX

= i s * + l e 4 + tV e 6 +
so findet man

Frankreich , Peru a = 3io . 6

- - - Bengalen =
]

3 m 73

- - - Lappland =
i

3i5 . 2

Lappland , Bengalen =
\

312 . 9

Aequator =
1

312 . 4

Im Mittel aus diesen wohl übereinstimmenden Resultaten
« — i — o . oo3a und

3 12 . 5 •

E = . O . O799

Aus dieser Abplattung und der französischen Messung folgt
der Quadrant des Erdmeridians

Q = 5i3i 117 Toiscn
Halbmesser des Aerjuators 3271812

und der der mittleren Breite von 45 Graden entsprechende Brei¬
tengrad

g = 57011876 Toisen

■woraus die Gröfse g ' jedes andern Breitengrades , zu dem die
mittlere Breite cp gehört , folgt

8 ' = S 0 + ; Cos 2 op) *

Hie andern Messungen gewähren nicht dieselbe Ücberem -
stimmung , woran Beobachtungsfehler , Anziehung benachbarter
Gebirge auf das Blcyloth , oder Unregelmäfsigkeiten in der Ober¬
fläche der Erde selbst , deren Gestalt sich von jener eines Elhp *
soids beträchtlich entfernen kann , Schuld s <? j -n mögen .
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I . Genauer würde man verfahren , wenn man für jede der
vorhergehenden Messungen ihren Breitengrad

g = x - f- y Sin“ 9»

geizte , wo <p die mittlere Breite des gemessenen Bogens ist ; und
wenn man dann aus diesen acht Bedingungsgleichungen die wahr¬scheinlichsten YVorthe von x und y nach der Methode der klein¬
sten (Quadrate ( Cap . IX . ) entwickelte . M . s . Dclambres Astro¬
nomie ; dessen Base du Systeme , metrique , und Laplaces Expos ,
du Systeme du monde .

5 - 16 .

Endlich mufs hier noch folgende Methode , die Gestalt des
Erdmeridians aus geodätischen Messungen zu bestimmen , ihrer
Wichtigkeit wegen angezeigt werden .

Ist a der Halbmesser des Erdäquators , b die halbe kleine
Axe , r die Entfernung eines Punktes der Oberfläche vom Mittel¬
punkte und t/> der Winkel der Linie b und r , so folgt aus den
über die Gestalt flüssiger Körper angestellten Untersuchungen ,
denn als einen solchen setzt man auch die Erde in ihrem ursprüng¬
lichen Zustande voraus , dafs die Gestalt des Erdmeridians durch
folgende Gleichung ausgedrückt werden kann

r — b ( i - |- 111 Sin 2 i/i - f - n Sin 4 iji)

wo m eine sehr kleine Gröfsevon der Ordnung der Abplattung ,
und wo 11 von der Ordnung in 2 ist . Heilst diese Abplattung

a — a — b
b

so ist , da r = a für

ij> = 90° ist , m + n — a .

Für den Fall , wo die Gestalt der Meridiane rein elliptisch
ist , hat man , wenn man die Abscisse x auf der grofsen Axe
vom Mittelpunkte , und die Ordinate y darauf senkrecht ; nimmt ,

a 2 y a -f - b s x 2 = a 5 b 2
Es ist aber

y = r Cos ij> j

x — r Sin iji
also auch

' tt '2 Cu * ' -jf - j~ ii 2 Sin 2
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Setzt man in diesem Ausdrucke für a die Greise b ( 1 -{-
und vernachlässigt inan a 3 , so ist

r = b ( 1 - f - ( a — 4 a 2 ) Sin " ^ + 4 Sin 4 if )

woraus folgt , dafs die oben angenommene Gleichung in die der
Ellipse übergeht , wenn

m = Vt
ist . Es sey nun s ein Bogen des Meridians zwischen den zvey
Halbmessern a und r , so ist

d s = — y " r : d ^ 1 - j- *d r 3

also auch , da dr von der Ordnung « ist

oder , wenn man für r und dr ihre Werthe aus der vorherge¬
henden Gleichung substituirt ,

ds = — b d ij> ( i - }- nt Sin 2 n Sin 4 4- H- 3 m 2 Sin 2 4 Cos ’ 4 )

Intcgrirt man diesen Ausdruck , und bestimmt die Consianie
der Integration so , dafs s = o für f — 90 wird , so erhält man

s = b ( i + — + - g - - f - - _■ ) 0 ) ° — ^ )

4 J)
- |~ — ( m + n ) Sine f + 7- ( ein 2 — nlSin /| . ^4 0 ‘i

Ist aber <p die beobachtete Polhöhe , oder der Winkel der
Normale mit a , so ist bekanntlich

Tg ( ? + f — go ) =

also auch , wenn man wieder die dritten und höheren Potenzen
von a vernachlässiget

<1 r

9 + 1 ~ 9 ° = ^ ^ 9woraus man erhält

<j> = qo — f - f - 2 Sin Cos f ( m ( 2 n — m 2 ) Sin“ 1̂ )
m 2 \

= 90 — f - {- ( m + n - — J Sin 2 9

- f - 4 ( m 2 — 2 n ) Sin 4 f

und daraus durch Reversion
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' ij> — qo — 9 4 - ( m + n — ) ® in 2 V

— ^ ( 5 m 2 — ün ) Sin 4 f

Substiluirt man diesen Werth von ij> in dem vorhergehen¬
den Ausdrucke von s , so erhält man

m 3n m 2 >\
9 = L ( * + ~ + T + TJ 9

— | h ( m - f - n ) Sin 2 cp

- | - -jV h ( 3 o m 2 — i 5 n ) Sin 4 ?

Ist also Q der Quadrant des Meridians , so ist , wenn man

? = ‘) ° setzt ,

Q = h ( i -+ -

m
- +2

3 n
IT

-K

2

also auch

s = Q . ^ — - — ( m + n — £ih 3 ) Sina y + g ^ - ( m 2 — ^ n ) Sin 49 >)

und eben so „ wenn s / ein anderer Bogen des Meridians ist , zu

welchem die Breite 9 ' gehört

2 O 3 Q

s ' — s = - ( f 1 — 9 ) — a "^ ( m + n — jm 1) ( Sine . 9 ' — Sine 9 )

15 O

+ - g~ ( m2 — i n ) ( Sin 4 9># — Sin 4 9 )

und dies ist die Gleichung , welche das Verliältnifs irgendeines
Bogens '

s ' — s

des Meridians und der Differenz

Cp' — cp

der 'Breiten seiner Endpunkte gibt . Kennt man die Gröfsen nt

und n , so wird man aus dieser Gleichung auch die Länge Q des
Meridianquadranten erhalten .

Sey der Kürze wegen

3
P = — ( m + n - im ' )

q = ^ 0 « t - in )

so ' s t die vorhergehende Gleichung ;
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— q — = ~ ( 9 ' ~ 9 ) — V fS « 12 9 / ~ öi « 2

- f - q ( Sin 4 9 1 — Sin 4 f )

in welcher p und q die unbekannten Gröfsen sind . Da aber
viel kleiner ist , als p , so kann man in einer ersten Näheruii
die Gröfse q vernachlässigen , und dann werden je zwey der
angestellten Messungen eine Gleichung

— -— ( ? ' — y ) — p ( Sin 3 y ' — Sin 2 y )

geben , und aus allen diesen Gleichungen wird man durch die
Methode der kleinsten Quadrate die wahrscheinlichsten Wertlie
von Q und p linden . Heilst man diese ersten genäherten Wertlie
<4° undp“ , und die verbesserten

Q = = Q° - ( i + x )
Qp = Q°p ^ ( i + y )

fl
und endlich

Q q = T - z

so hat man , wenn man diese Wertlie von Q , Qp , Qq in der
vorhergehenden allgemeinen Gleichung substituirt ,

= -f - ( ? ' — * ) ( * + * )

— p° ( i - J- y ) ( Sin 2 f / — Sin 2 rj>)

+ z ( Sin 4 cp' — Sin 4 f )

und wenn man von dieser Gleichung die vorletzte abzieht ,

o = ( $ /— x ) . x — ( Sin 2 y ' — Sin 2 y ) . y

( Sin 4 y ' — Sin 4 $ ) • 2

so dafs also jedes Paar von Beobachtungen eine Gleichung der
Form

o - As — ■ By + Cz

gibt , wenn man x 2 vernachlässigt . Aus diesen Gleichungen wird
man dann die wahrscheinlichsten Werthe der Gröfsen

x y z

bestimmen können . Kennt man diese , so ist der wahre Werth
von

Q = Q ö ( x + * )

er»b£>



_ P° 0 + y ) i ,
t ) — 1—1 7 9 oder fiähd

p =* P 8 ( i + y — X )

q = — — , oder nahe
* l -+ - x ’

q = Z

Setzt man endlich

k = ir ( ! p - | _ i «. q }
so hat man

m = k — | k a

n = 2m = - | ‘ q T

woraus die Abplattung

a = m -f - n folgt ,.
Ist dann

n — | - m 2 = | m 2 — q ?r = . ö

so ist der Meridian eine reine Ellipse . Ist endlieh

( m1 + — +

% %■}

so ist die Gleichung des Meridians

r = b ( i - f- m Sin a \|/ - J- n Sin 4 \| <)

Eine andere Behandlung dieses Gegenstandes findet man i »
der Mon . Corresp . 1806 . September .

$ • 17 . »

Ein anderes Mittel , die Abplattung der Erde zu finden , gibt
die Länge des einfachen Secundenpendels . Wie man diese aus
Beobachtungen an Zusammengesetzen Pendeln ableilet , kann
man in Delambres Astronomie , oderinBiots Traite d 'astronomie
pliysique III . B . nachsehen . Hier ist es genug zu bemerken , dals
lur jede Breite 9 die Länge 1 des einfachen Secundenpendels
durch die Gleichung ausgedrückt wird

1 = A - f - B Sin 3 Cf> . . ( I )

wo A B zwey Constanten sind , deren die erste die Länge des
Secundenpendels am Aequator ausdrückt , wo tp o ist , und wo

I . Y
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- ' ( £ - 0
a _ 4

und u = - die Abplattung ist ..

In Paris fand man unter der Breite (p = 48° 5 o ' 14 " in der

Holie von 80 Meter über der Meereslläche die Länge des eiula -

chen Pendels , welches eine Schwingung in einer Decimalsecunde

vollendet , gleich

0 . 7419076 , Meter

also die auf die Meeresfläche reduzirte Länge

1 = o . 7419262 Meter ,

also gibt die Gleichung I für Paris

o . 74192620 — A — 0 . 56677210 B = d

Eben so erhielt man

- o . 7420865 — A — 01 6045628 B = o für Dünkirchen .

0 . 7417157 — A — o . 5 1 36 117 B — o Clermont .

0 . 7416151 . — A — o . 497 2 > 22 B — o

0 . 7416243 — A — o . 4932370 B — o

ö . 74125171 — A — o . 3903417 13 ]= o

ö . 74 oo 53 i — A — o . 1001576 B = o

o . 7397671 — A — o . 0276208 B = o

o . 7396332 — A — o . 0000000 B = o

Bordeaux .

Figeae

F ormentera

Pelitgoave

Portobello

Peru am Aequator ,

Sucht man aus diesen neun Gleichungen nach der Methode

der kleinsten Quadrate die wahrscheinlichsten Werllie der Gre¬
isen A und B (.Cap . IX ) so iindet man

o , 74107447 — A — d . 354835 io B — o

o . 29606599 — o . 399189492 A — o . 2 oo 52344 B = o

also A = o . 739648316 Meter

B = o . 0040109736

_ B _ j

a 678 A 309 . 7

welche Abplattung nahe genug mit der übereinstimmt , die wir

§ . i 5 ans den gemessenen Graden gefunden haben .
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Will mail aus beyderi Resultaten das Mittel nehmen , so hat
inan nahe

« —

iind tve 1111 man die allgemeine Pendellänge durch diese Abplat¬
tung und durch die mit grofser Schälle beobachtete Pendeliängü
in Paris ausdrücheu will j so ist

1 — A — A (jj-y -g- — a ) Sin 3 '$
wo

1 = o . 7419262 Meter , und

9 48° 5 o ‘ 1 4 "

ist , also ist allgemein die Länge des DeeimalsecunclehpendeliS

1 — o . 73964376 - |- o . 004027648 Sin 3 cp in Metern

oder die Länge des Sexagesimalsecunden - Pendels

1 = 43ij . 2266955 2 . 39176070 Sin 3 qp in Linien der Toisfc'

ausgedrückt .

Eben so geben die Pendelbeobachtungen , welche die spa¬
nischen Seefahrer Malaspina , Espinosa und Bausa in dei südli¬
chen Halbkugel angestellt habenj für die Äbplaltuug jener Halb *
kugel

3i 1. 5

worauä zu folgen scheint , dafs die Erdmeridiane gleiche und
ähnliche Ellipsen sind j obschon sich andere unmittelbare Grad -
messungen , so wie selbst die Pendelmessung Lacailles am Vor¬
gebirge der guten Hoffnung mit diesem Resultate nicht ver¬
einigen lassen . Endlich gibt es noch unter den Gleichungen ,
welche die Störungen der elliptischen Bewegung des Mondes
durch die Erde ausdriieken , zwey , deren die eine

und die zweyte
a Sin fL (£

b Sin Länge C

ist . Die erste fand schon T . Mayer blofs aus Beobachtungen ,
und er nahm a gleich vier Secunden an . Laplace zeigte zuerst ,
dafs nach der Theorie der allgemeinen Schwere eine solche
Ungleichheit der Mondsbewegung statt linde , unddals der Werth
der Gröise a von der Abplattung der Erde abhängt . Neuere
Beobachtungen gaben

a = 6 " 8

woraus die Abplattung
1 2
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a — b i

b 3 oä

folgt . Wäre die Abplattung der Erde , wie mehrere Astronomen

fanden , gleich so miifste a = i i / ; . 5 seyn . Für die zweite

Gleichung , welche die Breite des Mondes , so wie jene erste

die Länge desselben ändert , fand Laplace , dafs der Werth von

b ebenfalls von der Abplattung der Erde abhänge , und da aus

den Beobachtungen b = — 8 ' ' . o gefunden wurde , so folgt dar¬

aus die Abplattung -7 ^ 7 Wäre diese Abplattung — , so

müfsle b — — \ 3 U . 5 seyn . Diese beydenBestimmungen der Ab¬

plattung der Erde aus der Theorie des Mondes , stimmen nahe

genug mit jener überein , welche wir oben aus den Gradmessun¬

gen und aus den beobachteten Peridellängen gefunden haben .

Der ‘Mond gibt uns daher durch die Beobachtungen seiner Bewe¬

gungen die Ellipticität der Erde , wie er die ersten Astronomen

durch die Beobachtung seines runden Schattens bey den Monds -

hnsternissen die Kugelgestalt der Erde Kennen lehrte . Diese

Störungsgleichungen der Länge des Mondes enthalten noch eine
dritte , welche die Form

c . Sin ( C — © )

hat , und in welcher der Werth des Factors c von der Gröfse

der Sonnenparallaxe abbängt . Schon T . Mayer hat daraus die

Gröfse dieser Parallaxe gleich 7 " . 8 gefunden , genauer , als man

sie vor ihm kannte . Neuere Beobachtungen gaben den Werth

von c gleich 1 , woraus die Sonnenparallaxe 8 / 7. 6 , also

nahe dieselbe folgt , welche aus dem letzten Durchgänge der

Venus vor der Sonne gefunden wurde .

Ist ferner T die siderische Umlaufszeit der Erde um die

Sonne , I die Länge des einfachen Secundcnpendels , R der Halb¬

messer der Erde am Acquator , M und m die Masse der Erde

und des Mondes , und endlich p die Horizontalparallaxe des Mon¬

des unter dem Aequator , so gibt die Theorie zwischen diesen

Gröfsen folgende Gleichung

Sin 3 p oo5

M

M 4 - m

und da nach dem Vorhergehenden die Parallaxe p durch Beob¬

achtungen des Mondes selbst aus einem einzigen ßeobachtungs -

01 t gefunden werden kann , so wird man durch diese Gleichung
den Werth von R oder die Gröfse der Erde bestimmen . Nach

den Beobachtungen ist

p ’= 57 ' o " ,

T = 365 , 256303 Tage .
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i = ' o . 510487 ToiseB
M , r— = 0 ( | . 75
m

also R = 3271691 Toisen ,

welches nahe genug mit den durch unmittelbare Messungen
erhaltenen Resultaten übereinstimmt .

Endlich hängt auch , wie wir im zweyten Buche sehen wer¬
den , die mittlere Bewegung des Mondes in der Länge , so wie
die mittlere Bewegung der grofsen Axe und der Knotenlinie der
Mondsbahn von der Gröfse der Excentricität der Erdbalm ab ,
und da die Aenderungen dieser drey Bewegungen , vorzüglich
die der ersten grofs genug ist , um sie schon nach einigen Jahr¬
hunderten aus den Beobachtungen mit Sicherheit zu bestimmen ,
so liefs sich aucli umgekehrt aus dieser Bestimmung die Aende -
rung der Excentricität der Erdbahn ableiten . Laplace fand diese
Excentricität für den Anfang dieses Jahrhunderts gleich
0 .01679435 , die halbe grofse Axe der Erdbahn gleich der Einheit
vorausgesetzt , und die Abnahme dieser Excentricität in hundert
Jahren gleich o . 000 041632 . Diese Abnahme der Excentricität ;
der Erdbahn , welche seit den ältesten uns bekannten Finster¬
nissen die Mittelpunktsgleichung der Erde noch nicht um acht
Minuten geändert hat , hat in der Länge des Mondes eine Aen -
derung von i° 48 ' und in der milllern Anomalie desselben so¬
gar eine Aenderung von sieben Graden hervorgebracht , so dafs
die äufserst geringen Veränderungen der Gestalt unserer Erd¬
bahn in jener des Mondes , gleichsam wie von einem Hohlspie¬
gel reflectirt , viel gröfser erscheinen . Die Beobachtungen des
Mondes , welche den ersten Astronomen die kugelförmige Ge¬
stalt der Erde zeigten , haben daher ihren Nachfolgern auch die
Gröfse der Erde und ihre Abplattung , sowie die Entfernung
der Erde von der Sonne , und endlich die Aenderung der Gestalt
der Erdbahn kennen gelehrt , ohne dafs es nöthig gewesen wäre ,
diese Kenntnisse , wie jene der Sonnenparallaxe , erst durch
weite und beschwerliche Reisen in entfernte Gegenden , einzu -
sanuneln .

5 - i0 .

Wir haben in dem Vorhergehenden (§ . 14 ) gesehen , wie
man aus den beobachteten Zenithdistanzen terrestrischer Objecte
die Höhe derselben über der Meeresfläche ablcitcn könne . Es
gibt aber noch ein anderes , sehr einfaches Mittel , diese Höhen
*« bestimmen .

Zu diesem Zwecke wollen wir in der die Erde umgebenden
Atmosphäre eine cylindrische vertikale Luftsäule betrachten .
Man setze voraus , dafs die diesen Cylindcr umgebende Luft fest



wird , so dafs jene Luftsäule gleichsam in die festen Wände
eines Cylinders eingeschlossen sey . Wenn die ganze Masse der
Atmosphäre im Gleichgewichte angenommen wird , so wird die¬
ses Gleichgewicht durch jene Voraussetzung nicht gestört . Zu
diesem Gleichgewichte der Atmosphäre wird aber erfordert , dafs ,
wenn man diese Atmosphäre in der Erde concentrische Schick ?
teil zerlegt , jede dieser Schichten gleiche Dichtigkeit , also auch
gleichen Druck und gleiche Temperatur habe . Sey z die Ent¬
fernung einer dieser Schichten von der Oberfläche der Erde ,
dz die Höhe oder Dicke derselben , endlich A ? xund g ' die Dichte ^
die Temperatur und die Schwere dieser Schichte , wo die Rich¬
tung der Schwere senkrecht auf die Schichte , oder parallel mit
dem oben betrachteten Cylinder wirkt . Diese Schichte wird yon
jenem Cylinder einen Theil abschneiden , yon welchem der Druck
an seiner untern Basis gleich p , also an seiner obern gleich p
+ d p seyn soll . Der Unterschied beyder , oder d p , wird daher
dem Gewichte jenes Theiles gleich seyn , und da dies Ge¬
wicht

g ' . A - dz

ist , da überdiefs z wächst , wenn p abnimmt , sq ist

— dp — g ' . A - dz

Da aber nach dem , was in dem Cap . von der Refraction ge¬
sagt wurde , jedes Volum der atmosphärischen Luft für einen
Grad des hunderttheiligen Thermometers sich um seinen o . 004 t0"
Theil ausdehnt , so dafs dieses Volum für die Temperatur x gleich

1 -1- ( 0 . 00 1) X

ist , wenn es für x = o der Einheit gleich ist ; da überdiefs die
elastische Kraft der Luft , oder der Druck , welchen sie ausübt ,
der Dichte A derselben und . der Temperatur proportional ist ,
so hat man

P = a A . ( 1 + ( o . 004 .) x )

wo a das Verhältnifs des Druckes zur Dichtigkeit der Luft für
die Temperatur Null bezeichnet . Substituirt man diesen Wertl }
von A in der vorhergehenden Gleichuug , und setzt der Kürze
wegen u. — o . 004 , so hat man

dp g ' (U
P ~~ a ( 1 H- ct x )

Ist endlich r der Halbmesser der Erde , und g. die Schwere
auf der Oberfläche der Erde , sp ist , da sich die Kraft der Schwere
wie verkehrt das Quadrat der Entfernung verhält

ff . Y2
§ / = ( r + ^ *

pnd daher die vorhergehende Gleichung
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<1 P — _ gr = dz • • • 0 )
«

a ( 1 + a x ) ( r -+ - 7,) 2

Diese Gleichung läfst sich nicht vollständig integriren ,

•wenn der Werth von x in einer Function von z nicht gegeben

ist , das heilst , wenn das Gesetz der Wärmeahnahme für die ver¬
schiedenen Höhen der Luftschichten nicht bekannt ist . Obschon

aber dieses Gesetz unbekannt ist , so kann man doch , da der

Werth von a sehr klein ist , mit einer in den meisten Fällen

hinreichenden Genauigkeit voraussetzen , dafs diese Temperatur

x in jeder Schichte constant ist , wenn man nur für x in jedem

gegebenen einzelnen P ' alle die mittlere Temperatur der zwey
Schichten wählt , in welchen man die Beobachtungen anstellt .

Ist daher x eine beständige Gröfse , so ist das Integral der vor¬

hergehenden Gleichung

der Factor der natürlichen Logaiüthmen ist , durch w Telchenman

sie in die gemeinen Logarithmen verwandelt , und wo C die

Constante der Integration bezeichnet . Um diese letzte zu be¬

stimmen , sey P der Werth von p für z = o , so ist

Diese Gleichung , verbunden mit der vorhin gefundenen »

wird die Werlhe von p und A in einer Function von z geben ,

Nehmen ' wir nun an , dafs man in derselben Höhe z über der

Oberfläche der Erde die Höhe 1F der Quecksilbersäule eines
Barometers beobachtet habe , und dafs h die Höhe des Barome¬

ters an der Oberfläche der F .rde sey .

a ( r - f - a x )

|r = O . 43429448

V- S r
( 1 - t - a x )

also die vorhergehende Gleichung

log _ = — . _
0 P a ( 1 + a x ) r + z

a ( 1 + a x )

oder diese beyden Gleichungen werden das Gesetz der Dichtig¬
keit und des Druckes der Luft enthalten , welches für das Gleich¬

gewicht der Atmosphäre statt haben mufs .

§ . 19 .
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Da das Quecksilber für jeden Grad des hunderttheilwen
Thermometers sich bekanntlich um seinen T :f.T7T ten Theil aus¬
dehnt , so wird man der gröfseren Genauigkeit wegen beyde
Barometerhöhen auf einerley Temperatur bringen . Ist T ' der
Thermometerstand des Barometers in der Höhe z , und T der
des Barometers an der Oberiläche der Erde , so wird man , um
jenen auf diesen zu bringen , die Gröfse h ' durch den Factor

T — T '
t 4“ ~~r ~,5412

multipliciren . Wir wollen diese Multiplication in der Gröfse h '
schon als gescheiten voraussetzen , üebrigens versteht es sich von
selbst , dafs hier die beyden Thermometer vorausgesetzt werden ,
welche mit ihren Barometern in einerley Temperatur stehen , und
zu diesem Zwecke gewöhnlich an der Fassung des Barometers
bei ’esLiget sind . Wir wollen sie die innern Thermometer nennen .

Ist aber , wie zuvor , g die Schwere an der Oberiläche der
Erde , D die Dichte des Quecksilbers , und h die Höhe des Baro¬
meters , so ist der Druck des Theiles der Quecksilbersäule , welche
in der gröfseren verschlossenen Röhre des Barometers , über dem
Niveau des Quecksilbers in der kleineren offenen Röhre des Ba ?
rometers steht , offenbar gleich

gD . h

und eben so ist der Druck des anderen Barometers in der Höhe
Z eieich

g ' . D . h '

und da dieser Druck des Quecksilbers in beyden Barometern dem
Drucke der äufsern Luft gleich seyn mufs , so ist

P — g D . h und

P = S ' D . V = D . h <
oder

I * II R \
lo S — = Io S -^7 + 9 log ( 1 + — )

Sind endlich t ' und t die auf seren Thermometer in der
Röhe z und an der Oberiläche der Erde , welche also die Tempe¬
ratur der äufsern Luft anzeigen , so wird man nach dem Vorher¬
gehenden haben

t + t '
x = - , oder

2 ( t - M ' )
tt % = ■ - 1000
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log

P
- und et v

P

in der Gleichung ( II ) , so ist

a ( t + t ' )
I 1 -+ -

PS= J -S ( l + 1 ^ .- ) C l0 B P + 3 1o s ( 1 + t ) ) ‘ ( 1 + 7 ) -( 111 )

ln diesem Ausdrucke wird man den unbekannten Faclor

a

PS

am sichersten durch eine aus trigonometrischen Messungen

bekannte Höhe z bestimmen . Aus vielen solchen Bestimmungen
fand Ramond

— —- i8336 Meter
PS ‘

für die geographische Breite von 4 ^ Graden . Ha dieser

Factor die Gröfse g enthält , und der Werth dieser Gröfse für

die verschiedenen Breiten nach dem Vorhergehenden verschie¬
den ist , so wird man für die Breite (p haben

— = i8336 ( 1 - 4- 0 . 00284 Cos 2 (p)
PS

Mittels der Gleichung ( III ) wird man also , wenn für zwey

Beobachlungsorte die Barometer - und Thermometerstände

bekannt sind , leicht die Höhe z des einen über den anderen ablei¬

ten . Bey der numerischen Entwicklung derselben kann man zuerst
z z

die Gröfse — vernachlässigen , dar — 6366aooMeter , also — im¬

mer sehr klein ist , und dann bey einer zweyten Berechnung den

ersten genäherten Werth von z in dem Ausdrucke — substituiren .

Vernachlässigt man aber die zweyten und höheren Potenzen
z

von — , und setzt

a log ( 1 + -jj — 0 . 868089 (y — h

so wird jene Gleichung

z = 18336 ( 3 - }- o . 00284 Cos 3 9 ) x
*

( ( 1 + 7 ) Jogp + o . 86858 9 ) | ) - - - ( IV )

/
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•welcher Ausdruck mit demjenigen identisch ist . , denLoplace .

Mec . celeste . Livre X . Chap . IV . gegeben hat .

I . Ist also die Höhe ' des Barometers , des äufseren und inne¬

ren Thermometers in der untern Station h tT und in der oberen

li ' t ' T ' , und die Höhendifferenz beyder Stationen z , so ist

« = i8336 + 52 Cos 2 9

ß = i + o . 002 ( t + t ' )

y — log h

( * + T — T

54 «2

und z — ol . ß . y .

oder genauer

rJ = z + o . ooooooi 364 « ß z

+ o . 0000001671 z *

wo die beyden Thermometer hunderttheilige Quecksilberther -
mometer , und z z / in Metern ausgedrückt sind .

II . Sind aber die Thermometer nchlzigtheilige Reaumur ,
und z z ‘ in Toisen , so ist

« — 9407 . 7244 + 26 . 6798 Cos 2 9

ß = 1 - f- 0 . 0025 ( t - f- t ' )

Y = log ( 1+ 0 .00023 ( T — T ' ) ) h '

und z = « . ß .

oder genauer

h ' = z - f - o . 0000002669 « ß z

- J- o . oooooo 3 o 6 i z -

III . Dieselben Ausdrücke geben auch , wenn man blofs an
einer Station beobachtet , hat , die Höhe dieser Station über der

Meereslläche , wenn man in I setzt ,

h = o . 7629 Meter

t = 12° 8 Gentigr ,

T — T ' = t — t '

oder wenn man in II setzt



h = 338 . 2 Par . Linien

3 .47

t — io° . 34 Reuum .

T — T ' " = t — t '

E .xempel . Für Genf ist aus einer grofsen Anzahl von

Beobachtungen die mittlere Barometerhöhe h ' = o . 7266 Meter ,

und die mittlere Temperatur t ' = 12 . o Centigr .

Setzt man daher h = o . 7629

t = 13 . 0

T — T ' — t _ _ t ' = o . 8

- und <p = 4b 0 12 '

so ist y — log h = 0 . 0211124

also log a = 4 - 263253o

log ß — O . 0210238

log y = 8 . 3245376

log 7 — 2 . 6088144 ) z ~ ^ ( )b . 27

1 . 07

o . o3

z = 4°7 * ^ 7 Meter

Hohe Genfs über der Meeresfläche .

Unter der diesem Werke beygefügten Sammlung von Tafeln

findet man eine , durch welche sich die vorhergehenden Rech¬

nungen eben so sicher als bequem machen lassen .

IV . Vernachlässigt man endlich in den vorhergehenden

Ausdrücken die Gröfse ~ gänzlich , so erhält man

Z V- 8
2 ( t + 1' )

1000

li

¥ '

ein Ausdruck , der in allen Fällen bequem gebraucht werden

kann , wo keine grofse Schärfe gefordert wird , wenn man be¬
merkt , dafs , nafch Ramonds Versuchen , dieser Ausdruck mit

den Beobachtungen am besten übereinslimmt , wenn man für den

Factor —— nicht den oben gegebenen Werth 18336 , sondern
!<■ g ö o .
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18393 Meter oder 9486 . 97 Toisen setzt , und wie zuvor , dieT _ *]V

Gröfse h ' der obern Station durch 1 + - - -j — — mnltiplizirt .

Man hat so in I

z = 18398 ( 1 + o . 002 ( t + tO ) log h

0 + \ ^ !r) h '
und in II .

z = 9436 . 97 ( » o . oos 5 ( t + t ' ) ) log - - - - — _
v v - r ^ z o ( l + 0 .00023 ( T — T ' ) ) h '
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