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SUR LES ELEMENTS DE GEOMETRIE.

NOTE I.

Sur gur_‘fgm’.v noms et (Z(?ﬁru.'r{rm&.

()l\' a2 introduit dans cet ouvrage quelques expressions et
définitions nouvelles qui tendent a donner au langage géo-
métrique plus d’exactitude et de précision. Nous allons
rendre compte de ces changements, ¢t en Proposer quel-
ques autres qui pourraient remplir plus completement les
mdémes vues.

Dans la définition ordinaire du parallélogramine rec-
tangle et du quarré, on dit que les angles de ces figures sont
droits ; il serait plus exact de dire que leurs angles sont
égaux. Car, supposer que les quatre angles d'un quadrila-
tere penvent étre droits, et méme que les angles droits
sont égaux entre eux, c’est supposer des propositions qui
ant besoin d’étre démontrées. On éviterait cet inconvé-
nient et plusieurs autres du méme genre, si, au lieu de
placer les définitions , suivant I'usage, & la téte d’'un livre,
on les distribuait dans le courant du livre, chacune a la
place ol ce qu’elle suppose est déja démontre.

Le mot inclinaison doit éire entendu dans le méme sens
que celui d’angle ; I'un et l'autre indiquent la maniere
d’étre de deux lignes on de deux plans qui se rencontrent,
ou qui, prolongés , se rencontreraient. L’inclinaison de
deux lignes est nulle lorsque l'angle est nul, ¢’est-a-dire
lorsque les lignes sont paralieles oun coincidentes. L'incli-
naison est la plus grande lorsque 'angle est le plus grand,
ou lorsque les deux lignes font entre elles un angle tre

obtus. La qualité de pencher est prise dans un sens diffé-
rent; une ligne penche d’autant plus sur une autre qu'elle

LN . . . .
s’écarte plus de la perpendiculaire a celle-ci.
Douz, éd. 1é
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gles égan des triangles qui ne sont égaux qu’en surface,

res auteurs appellent assez souvent irian-
Pl

el solides égaur des solides qui ne sont égaux qu'en solidité.
Il nous a paru plus convenable d’appeler ces triangles on
ces solides triangles ou solides équivalents , et de réserver la
dénomination de iriangles égaux, solides égaur, i ceux qui
peuvent coincider par la superposition.

Il est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et

les surfaces courbes deux sortes d’égalité qui sont diffé-

rentes. En effet, deux solides, denx angles solides, deux

. . : At . Atre dor c
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dans toutes leurs parties constituantes , sans néanmoins
coincider par la Suprrpusiﬁnu. Il ne parait pas que cette
observation ait été faite dans les livres d’éléments; et ce-

pendant , faute d’y avoir égard , certaines démonstrations
fondées sur la coincidence des figures ne sont pas exactes.

‘ Telles sont les démonstrations par lesquelles plusieurs au-

il teurs prétendent prouver I'égalité des triangles sphéri-
il A .

ik ques dans les mémes cas et de la méme maniere que celle
FLEL

des triangles rectilignes : on en voit sur-tout un exemple
: frappant, lorsque Robert Simson (1), attaquant la démons-
tration de la prop. xxvmi, liv. x1, d’Euclide, tombe ui-

mérme dans U'inconvéninet de fonder sa démonstration sur

une coincidence qui n’existe pas. Nous avons done eru de-
; voir donner un nom particulier a celte égalité qui n’en-
traine pas la coincidence ; nous 'avons appelée égalité par
symmétrie ; et les figures qui sont dans ce cas, nous les ap-
pelons figures symmetriques.
Ainsiles dénominations de figures dgales , figures synme-
triques , figures équivalentes , se rapportent a des choses
différentes, et ne doivent pas étre confondues en une seule

il dénomination.
' l Dans les propositions qui concernent les polygones, les
I; angles solides et les polyedres, nous avons exclus formel-

lement ceux f[ui auraient des angles rentrants. Car, outre
' qu'il convient de se borner dans les éléments aux figures les

(1) Voyez I'onvrage de cet anteur, intitale : Euelidis Elementorum

libri sex, cte, Glasguer , 17 56.




NOTE 1.

plus simples, si cette exclusion n’avait pas lien, certaines
propositions ou ne seraient pas vraies, ou auraient besoin
de modification. Nous nous sommes donc réduits a la con-
sidération des lignes et des surfaces que nous appelons cozn-
veres, et fgul sont telles quune ligne droite ne peut les
couper en plus de deux poinls.

Nous avons employé assez fréquemment 'expression
produit de deur ou d’un plus grand nombre de lignres ; par
ot nous entendons le produit des nombres qui repré-
sentent ces lignes , enles évaluant d’aprés une unité linéaire
prise a volonié. Le sens de ce mot étant ainsi fixé, il n'y a

auctine difficulté a en faire usage. On entendrait de méme
ce que signifie le produit d’une surface par uneligne , d'une
surface par un solide , etc. : il suffit d’avoir établi une fois
pour toutes que ces produits sont on doivent étre consi-
dérés comme des produits de nombres , chacun de I’espece
quiluiconvient. Ainsile produit d'une surface parunsolide
n'est autre chose que le produit d'un nombre d'unités su-
perficielles par un nombre d'unités solides.

uvent, dans le discours, on se sert du mot angle pour
désigner le point situé¢ & son sommet : celte expression est
vicieuse. Il serait plus ¢

ir et plus exact de désigner parun
nom particulier, tel que celui de sommets, les points situés
aux sommets des angles d’un polygone et d'un polyédre.
C’est ainsi qu’on doit entendre la dénomination de sommzets
d un polygone et d’un polyédre dont nous avons fait usage.

Nous avons suivi la définition ordinaire des figures recti-
lignes semblables ; mais nous observerons qielle contient
trois conditions superflues. Car, pour construire un poly-
gone dont le nombre des cotés est n, il faut d’abord con-
naitre un coté, et ensuite avoir la position des sommets des

angles situés hors de ce ¢été. Or, le nombre de ces angles

est n—», et la position de chague sommet exige deux don-
nees ; d’ou il suit que le nombre total des données néces-
saires pour construive un polygonede n cOtés est 1-f2r—4,
ou 27— 3. Mais dans le polygone semblable il y a un coté
a yolonté ; ainsi le nombre de conditions pour qu'un poly-
gone soit semblable 4 un polygone donné, est 27— 4. Orla
définition ordinaive exige, 1 que les angles soient égaux

13.
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chacun & chacun, ce qui fait z conditions ; 2° que les corés
homologues soient proportionnels , ce qui fait n—1 condi-
tions. Il y adonc en tout 22— conditions , ce qui fait trois
de trop. Pour obvier a cet inconvénient, on pourrait dé-
composer la définition en deux autres, de cette maniere :
1° Deux triangles sont semblables , lorsqiils ont deux

angles cgaux chacun a chacun.

2° Deux polygones sont semblables lorsqu’on peut former
dans Uun et dans Cantre un méme nombre de triangles sem-
blables chacun & ehacun et semblablement disposés.

Mais, pour que cette derniere définition ne contienne
pas elle-méme de conditions superflues, il fant que le
nombre des triangles soit égal au nombre des c6tés du po-
] r

On peut mener de deux angles homolosues des diagonales
o e} o

onemoins deux ; ce qui peut avoir lien de denx manieres.

aux angles opposés, alors tous les triangles formés dans
chaque polygone auront un sommet commun , etleur somme
sera égale au polygone; ou bien, on peul supposer que tous
les triangles formés dans un polygone, ont pour base com-
mune un coté du polygone, et pour sommets ceux des dif-
férents angles opposés a cette base. Dans I'un ou autre cas
le nombre des triangles formés de part et d’autre étant

n—2 , les conditions de leur similitude seront au nombre

I

4 5 et la définition ne contiend

de on—

1 rien de superflu,
Cette nouvelle définition étant posée, Pancienne deviendra

un théoréme qu’on pourra démontrer immédiatement.

Sila définition des figures rectilignes semblables est im-
parfaite dans les livres d’éléments , celle des solides polyé-
dres semblables I'est encore bien davantage. Dans Euclide,
cette définition dépend d’un théoréme non démontré; dans
d’autres auteurs elle a l'inconvénient d’étre fort redon-
dante. Nous avons donc rejeté ces définitions des solides
semblables , et nous leur en avons substitué une fondée sur
les principes que nous venons d’exposer. Mais, comme il y
a beaucoup d’autres observations a faire a ce sujel, nous y
reviendrons dans une note particuliere.

La définition de la perpendiculuire ¢v un plan peut étre
regardée comme un théoréme; celle de I'znelinaison de deuz

»lans a besoin aussi d’étre justifiée par un raisonnement;
7 1




NOTE I i
plusieurs autres sont dans le méme cas. C'est pourquoi, en
conservant ces définitions suivant 'ancien usage , nous
avons eu soin de renvoyer aux propositions ol ¢lles sonl
démontrées ; quelquefois nous nous sommes contentés d'y
ajouter un éclaircissement suceincl.

1. angle formé par la rencontre de deux plans, el Pangle
solide formé par la rencontre de plusienrs plans en un méme
point, sont des grandeurs, chacune de son espece, auX-
quelles il serait peut-étre bon de donmer des noms partici-
liers. Sans cela il est difficile d’éviter Pobscurité et les cir-
conlocutions lorsqu’on parle de I'arrangement des plans qui

composent la surface d'un polyedre. Et comme Ja théorie

de ces solides a ¢té peu cul tivée jusqu’a présent, il y 2 moins
dlinconvénient a y introduire des expressions nouvelles ,
si elles sont réclamées par la nature des choses.

Je proposerais d’appeler coin angle formé par denx
plans; Paréte ou faite du coin serait intersection commune
des deux plans. Le coin se désignerait par quatre lettres
dontles deux moyennes répondraient a I'aréte. Alors un coin
droit serait Pangle formé par deux plans perpendiculaires

entre cux. Quatre coins droits rempliraient tout I'espace

angulaire solide autour d’une ligne donnée. Celle nouvelle
dénomination n’empécherait pas que le coin n’eflit toujours
pour mesure 'angle formé par les deux ])I'I'ilf_‘lldi(‘ll]ZIi!‘E'S
menées dans chacun des plans a un méme point de Paréte

ou intersection commune.
NOTE LI

Sur la démonstration de la proposition XIX,
liv. I, et de quelques aulres propositions
fondamentales de la géomeétric.

La démonstration gue nous donnons dans le texte de la
proposition XIX, est peut-étre la plus simple et la plus
directe qu'on puisse trouver dans le genre purement éle-
mentaire’; nous esperons qu'elle sera accueillie par les ama-

teurs de lexactitude géométrique et qu'elle fera enfin dis-
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paraitre des élémens Uimperfeclion & laquelle la thiéorie
des paralléles a été sujette jusqu'a présent,

Nous saisivons cette occasion de faire quelques nouvelles
remarques sur la démonstration que nous avions donnée de
la méme proposition , dans 1a 3éme édition de ceton vrage, pu-
bli¢een 1800, et dans les éditions suivantes jusqu’ala 8imein-
clusivement ; il est nécess

aire pour cela de rappeleren peude
mots le

orincipe sur lequel cette démonstration était fondée.

Nous avons prouvé d’abord d’une maniere rigoureuse
que la somme des angles d’un triangle ne peut étre plus
grande que deux angles droits, proposition qui sépare tout
d’un coup par une différence essentielle, les triangles rec-
tilignes des triangles spheériques. Cette premiére partie étant
établie il restait a prouver que la somme des angles ne
peut étre plus petite que deux angles droits; or comme
Uexcés des irois angles sur denx angles droits, quia liew.dans
les triangles sphériques, est proportionnel & laire du tri-
angle; deméme Je deficit, s’il y en avaitundansles triangles
rectilignes , serait proportionnel & l'aire du triangle. Dés-
lors il est aisé de voir que si on réussit construire, d'aprés
un triangle donné, un autre triangle dans lequel le trian-
gle donné soit contenu aw moins m fois , le défieit de ce nou-
veau triangle égalera au moins 2 fois le déficit du trian-
gle donné, de sorte que la somme des angles du grand
triangle diminuera progressivement i mesure que m aug-
mente, jusqu’a devenir nulle ou négative. Resultat absurde
et qui prouve que la somme des angles dun triangle ne
peut-étre moindre que denx angles droits.

Prenant pour guide ce principe de démonstration qui est
infaillible , nous avons fait voir que toute la difficulté se
réduisait a construire un triangle qui contint au moins deux
fois le triangle donné ; mais la solution que nous avons don-
née de ceprobléme , en apparence res simple, suppose que
par un point donné dans un angle moindre que deux tiers
d’angle droit, on peut loujours faire passer une ligne droite
qui rencontre a-la-fois les deux c6tés de Pangle.

Nous avions ainsi b saucoup approché de notre but, mais
nous ne I'avions pas atteint enticrement , puisque notre dé-
monstration dépendait d'un postulatum qui a loute force
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(1) Clest celte considération qui nous a

pouvait étre nié.
me dition , 4 la simple marche d’Euclide,

faitrevenir dansla g
en ren\'nyant aux notes
les choses avec plus d’attenli
démontrer rompléimm-m,

pour la démonstration rigoureuse.

Fn examinant o1 Nnous som

mes resté convaincu ¢ue pour
allait déduire de la définition de la

caractéristique de cette ligne qui
a forme d'une hyperbole
t

notre postulatumn il f
ligne droite une p]‘f;pt‘it‘-t(!
exclit toute ressemblance avec 1

comprise entre ses deux asymptotes, Voici quel est a ce

égard le résultat de nos recherches.

Soit BAC un angle donné, et M un point donné
de cet angle; divises Uangle BAC en denx également par la
droite AD et du point M mernes MP perpendiculaire sur AD:
je dis que ladroite MP prolongée dans un sens et dans U'autre,
rencontrera nécessairement les deuz cétés de Pangle BAC.
an des cotés de cet angle, elle ren-

contrera I'auntre, tout étant égal des deux ebtes a partir du
point P; si elle ne rencontrait pas un colé, ¢lle ne rencon-
ainsi, dans ce dernier

dans l'espace

Car si elle rencontre

trerait pas I'autre par Ja méme raison;
as elle devrait étre renfermée tout entiere
: or, il répugne a la
ligne , indéfiniment

C
compris entre les cotés de I'angle BAC
nature de la ligne droite qu'une telle
: pnisse dtre renfermée dans un angle.

prolongée
En effet, toute ligne droite AB tracée sur un plan, etin-

définiment p:'ulongéc dans les deux sens , divise ee plan en

arties qui ¢tant supm‘posﬁos coincident dans toute
ue et sont parfailement égales. La partie AMB du
égale en tout ala

deux P

lenr étend

plan total, située d'un coté de AB, est

Jartie AM'B située de lautre cOLés car sil’on prend un yoint
3 I

(r)On voitdans un article du Philosophical magazine de mars 1821

quun savant géometre a essi vé de 1\|~|'El>r_-!immurl:lrih- démonstra-

tion et de la rendre indépendante d
démontrer la seconde p;n'!il-
tous les sommets

e tout postulatuit ; mais la con-
struction ennpln}‘hu pour consiste a
mener d’un point donné différentes droites a
jolygonale , pour raison-

d’une ligne qu’on doit considérer comme |
ner dans Phypothése de celui qui nie la ]n'r:pusirlrm - or la convexité
de cette ligne, si elle avait lieu , ne 1:151-11:1-Ilm'1t pas de continuer
Ziment la construction de l'anteur,, comme il le faudrait pour

indél
Vexactitude de sa démonstration.

au dedans g 274
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fixe C sur la droite AB, tout autre point M de la partie

AMB sera déterminé par la distance CM et Pangle ACM;

prenant done de l'autre ¢6té un angle ACM' —ACM, et une

distance CM'=CM, il est évident que les points M et M’

auront la méme situation dans les deux parties du plan, et

que ces deux parties étant superposdées, les points M et M’

se confondront en un seul.

Supposons maintenant, s’il est possible, qu’une ligne

droite indéfinie XY soit renfermée tout entidre dans un
espace angulaire quelconque, par exemple, dans I'angle
BCM, elle ne pourra que diviser en deux parties égales oun
inégales la partie du plan comprise dans Pangle BCM; cette
partie a sa correspondante BCM’ située de autre cdté de BC;
mais comme oulre ces deux parties égales du plan, il y ena
deux autres renfermées dans les angles égaux ACM, ACM’,
on voit que Pespace angulaire BCM n’est pas la moitié¢ de
toul le plan ; donc la ligne droite XY qu’on suppose parta-
ger en deux portions 'espace BCM, ne pourra partager qu’en
deux parties inégales la tolalité du plan, ce qui est con-
traire 4 la nature de la ligne droite.

Par ce principe trés simple, non seulement le postulatum
qui empéchait notre démonstration d'étre rigoureuse, se
trouve démontré, mais on peut aussi démontrer immédiate-
ment le postulatumn d’Euclide. Ce postulatum se réduit aisé-
ment, comme on sait, au cas ou l'une des droites AC étant
perpendiculaire a AB, 'autre droite BD fait avee ABun angle
ABD moindre qu'un droit. Il s'agit done de prouver yue
dans ce cas BD prolongée doit rencontrer AC.

En effet, celan’étaitpas, en prolongeant AC vers C' et
faisant I'angle ABD'—=ABD, la droite CC’ serait comprise
tout entiere dans I'angle DBD' moindre que deux droits,
ce qui est impossible.

Nous laissons aux g

éometres a décider si cette démons-
tration ne mériterait pas d’étre admise dans les élémens , de
préférence 4 toute autre, pour rétablir la marche d’Euclide
devenue entiérement rigoureuse par la suppression de son
postulatum.

Nous nous proposons maintenant de faire voir qu’on
peut employer I'analyse avec beaucoup d’avantage, pour
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jon XIX et les autres
Cest ce que

NOTE IL.
démontrer rigoureusement la proposit
propositions fondamentales de la géométrie.
nous allons développer avec tout le détail nécessaire, en
commencant par le théoréme sur la somme des trois angles
du triangle.

On démontre immédiatement par la
-éliminaire que deur triangles

superposition , et

sans aucune proposition pr
sont €gaux , lorsqu'ils ont un cdté égal adjacent a deux

angles égaux chacun <& chacun. Appelons p le cHté dont il
C le troisieme

s'agit, A et B les deux angles adjacents,
angle. IL faut donc que I'angle C soit entierement déter-
miné, lorsqu’ on connait les angles A et B..a
les C pouvaient correspondre aux trois

vee le cOté p ;

car, si plusieurs ang
données A, B, p, il ¥y qurait antant de triangles différents

qui auraient un co

té égal adjacent a deux angles égaux , ce
donc 'angle G doit ¢étre une fonction

qui est impossible:
ce que j exprime

déterminée des trois quantités A, B, p;
ainsi, C=0¢:(A,B,p )

Soit 'angle droit égal a1’ unité, alors les angles A, B4 Cy
seront des nombres compris entre o et 25 et puisque C=
9:(A,B,p),jedis que laligne p ne doit point entrer dans
la fonction @. En effet, on a vuque C doit étre entierement
déterminé par les seules données A, B, p, sans autre angle

ni ligne quelcenque,, mais la ligne p est hétérogene avec les
nombres A, B, C; et si on avait une équation quelconque
entre A, B, C,p, on en pourrait tirer la valeur de p en
A, B, C; d’ou il résulterait que p est égal & un nombre, ce
qui est absurde : donc p ne peut entrer dans la fonction @,

et on a simplement C=9 : (A, B)eess (1)

(1) On a objecté contre cette démonstration que, sielle était
appliquée, mot pour mot, aux triangles sphériques, il en résulte-
rait que deux angles connus suffisent pour déterminer le troi-
sieme, ce qui n’a pas licu dans ces sortes de triangles. La réponse

est que, darsles triangles sphériques, il y aun élément deplusque

dans les triangles plans, et cet élément est le rayon de la sphere
dont on ne doit pas faire abstraction. Soit donc 7 le rayon , alors
auliend’avoir C=¢ (A, B, p ), onaura C=¢ (A, B,p,r),ou

s e eI N A
B ”1“"”‘1(47—;—'.‘!\, IJ.’I )I , en vertu de la loi des homogenes.
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Cette formule prouve déja qne, si denx angles d'un
triangle sont égaux a deux angles d'un autre triangle , le
troisieme doit éire égal au troisieme; et, cela posé, il est
facile de parvenir au théoréme que nous avons en vue.

Soit d’abord ABC un triangle rectangle en A ; du point
A abaissez AD perpendiculaire sur Phypoténuse. Les angles
B et D du triangle ABD sont égaux aux angles B et A du
triangle BAC ; done, suivant ce qu’on vient de démontrer,
le troisieme BAD est é¢gal au troisieme C. Par la méme
raison 'angle DAC=DB, donc BAD+DAC, ou BAC
—B}-C: or 'angle BAC est droit ; done les deux angles
atgus d’un triangle rectangle , pris ensemble , valernt un
angle droit.

Soil ensuite BA C un triangle quelconque et BC un cdté
qui ne soit pas moindre que chacun des deux autres : si
de I'angle opposé A on abaisse la perpendiculaire AD sur
BC, cette perpendiculaire tombera au-dedans du triangle
ABC, et le partagera en deux triangles rectangles BAD
DAC: or, dans le triangle rectangle BAD , les deux angles
BAD,ABD, valent ensemble un angle droit; dansle trian-
gle rectangle DAC, les deux angles DA C, ACD, valent
aussi un angle droit. Donec les quatre réunis, on seulement
les trois BAC, ABC, ACB, valent ensemble deux angles
droits ; done dans tout triangle la somme des trois angles
est égale a deuxr angles droits.

On voit par-la que ce théoréme, considéré a priori, ne
dépend point d'un enchainement de propositions, et qu’il
se déduit immédiatement du principe de I'homogénéité ;
principe qui doit avoir lien dans toute relation entre des
quantités quelconques. Mais poursuivons, et faisons voir
qu’on peut tirer de la méme source les autres théorémes
fondamentaux de la géométrie.

Conservons les mémes dénominations que ci-dessus , et

appelons de plus m le c6té opposé a 'angle A, et 7 le coté

Or, puisque le Iuip]‘nm'l}; est un nombre, ainsi que A, B, C, rien
’ A P . .
n'empéche que™ ne se trouve dans la fonction ¢, et alors on
=

n'en peut plus conclure C=5 (A, B)
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opposé a I'angle B. La quantité m doit étre enticrement
déterminde par les seules quantités A, B, p; done m est

- m .
une fonction de A, B, p, et vp-—en est une aussi, de sorte
5 STy : = rcaos T
qu'on peut imre; —d¢:(A,B,p). Mais = est un nom-
bre, ainsi que A ¢t Bj; donc la fonction { ne doit point

contenir la ligne p, et on a simplement E::'—:-l_, (A, B),
oum=—p{y:(A,B).Ona done semblablement n—p { :
(B, A).

Soit maintenant un autre triangle formé avec les mémes
angles A, B, C, auxquels soienl apposésles cotésm', o', p's
respectivement. Puisque A et B ne changent pas, on aura
dans ce nouveau triangle m'=—p'y (A, B), et nli==pii
(B,A)-Doncm:m' tinin iip : 7. Donc, dans les triarn-
gles équiangles, les cOlés opposés aux angles egaux sont
proportionnels.

De cette proposition générale on déduit comme cas
particulier celle que nous avons supposee dans le texte,
pour la démonstration de la proposition XX. En effet ,
les triangles AFG , AML ent deux angles égaux , chacun a
chacun , savoir, I'angle A commun, et un angle droit. Done
ces triangles sont équiangles; donc on a la proporlion
AF : AL :: AG:AM, au moyen de laquelle la prop. KX est
pleinement démontrée.

Ta proposition du guarré de Phypoténuse est, comme
on sait, une suite de celle des triangles équiangles. Voila
donc Lrois propositions fondamentales de la géométr ie, celle
des trois anglss d’un triangle, celle des triangles équiangles,
et celle du quarré de I'hypoténuse, qui se déduisent tres-
simplement et trés-immédiatement de la considération des
fonctions. On peut par la méme voie démontrer trés-suc-
cinctement les propositions concernant les figures sem-—
blables et les solides semblables.

Soit ABCD un polygone quelconque; ayant choisi un
¢olé A B, comme base, formez autant de triangles ABC,
ABD, etc. sur cette base, qu'il y a d’angles C, D, B, etc.
au-dehors. Soit la base AB=—p ; soient A et B les deux

angles du triangle ABC adjacents au coté AB; soient A’ et

-




284 NOTE ITI,

B' lés deux angles du triangle ABD adjacents au méme
coté AB, et ainsi de suite. La figure ABCDE sera entiére-
ment déterminée, si on eonnait le coté p avec les angles
A, B, A, B, A", B, ete., et le nombre des données sera
en tout 22— 3, » étant le nombre des ¢Otés dn polygone.
Cela posé, un coté ou une ligne quelconque », menée
comme on voudra dans le polygone, avec les seules don-
nées qui constituent ce polygone, sera une fonction de

’ x .
ces données ; et comme — doit étre un nombre, on pourra
,j)
x ,
8 S R | 3 r ' ate ) — [ RO 3
supposer . (A, B, A, B, etc.)y oux=p{: (A, B,

A', B', etc. ), et la fonction { ne contiendra point p. Si,
avec les mémes angles A, B, A’ B’, ete. et un autre coté
7'> on forme un second polygone, on aura pour la ligne o,
correspondante ou homologue a4 2, la valeur @ =Pl
(A, B, A" B, etc. ); done @ :a':: p:p'. On peut définir
les figures ainsi construites , figures semblables ; done dans
les figures semblables les lignes homologues sont proportion-
nelles. Ainsi, non-seulement les cotés homologues, les dia-
gonales homologues , mais les lignes terminées de la méme

maniere dans les deux {igures , sont entre elles comme deux

autres lignes homologues quelconques.

Appelons S la surface du premier polygone, cette surface

est homogene au quarré p*; il faut donc quc; soil un
nombre qui ne contienne que les angles A, B, A’, B/, ete.,
de sorte qu'on aura S=pio: (A,B, A, B etc.). Par la
méme raison, si S’ est la surface du second polygone, on
s (ALSB-AT Bl iete i on e SisSsstpaeplis
done les surfaces des figures semblables sont entre elles

3o

aura 8'—p

comme les quarres des cotés homologues.

Venons maintenant aux polyedres. On peut supposer
quune face est déterminée an moyen d’un coté connu p et
de plusieurs angles A, B, C, ete. Ensuite les sommets des
angles solides, hors de cette base, seront déterminés chacun
par le moyen de trois doennées, quon peut regarder comme
autant d’angles; de sorte que la détermination entiere du
polyedre dépend d’un c6té p, et de plusieurs angles A, B,
C, ctc,, dont le nombre varie suivant la nature du polye-
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NOTE 1

dre. Cela pos¢, une ligne qui joint denx sommets, Ol , plus

généralement , toule ligne @
minée dans le polyédre, avec les
2 une fonction des données p,

menée d’une maniere déter-
seules données qui
constituent ce solide , ser
A Bt G erc.s et c:mum:g doit étre un nombre, la fonc-

; 3 L : - X
tion égale a S ne contiendra que les angles A, B .. G etoy

(A, B, C,etc.).La surface

et on []ﬂlll‘ *a Sl]l‘)]](\‘l('l J':;) ’_{;}
du solide est homogene & p*;
représenter par pii (A, B, G, ete. ) sa solidité est homo-
gene ap ;et peut se representer
les fonctions désignces par y et T étant ind épendantes

ainsi, cette surface peul se

par p’ 11 (A, B, C, ete. )5

de p.

Supposons qu’on construise
mémes angles A, B, G, etc., et un coté p' différent de p:
nous appellerons les solides ainsi construils solides sem-
biables ; et, celaposé, laligne qui érait po: (AyB, C, ete.),
ou simplement p @ dans un solide sera p' @ dans un autre;
la surface qui était p* § dans l'un sera p'* ¢ dans l'autre,
et enfin la solidité qui était p* 11 dans I'un sera p'° TI
colides semblables les cotés

» leurs surfaces

un second solide avec les

dans Pautre. Donc, 1° dans les
ou lignes homologues sont '{Jr'u,!m.r'u'muu‘t'.f; o
sont comme les quarrés des cotés homologues ; 3° leurs
solidités sont comme. les cubes de ces meémes cotes.

Les mémes principes s’appliquent aisément aun cercle.

Soit ¢ la circonférence et s la surface du cercle dont le

I deux cercles inégaux

yon est 75 puiﬁqn'il ne peuty avoir

doivent étre

décrits du méme rayon, les q'uamih".
des fonctions détermindes de 7: mais , comuie ces quantités
les ne doivent point conlenir dans leur

sont des nombres , €

; 4 T c 5 p
expression la ligne »; ainsi on aura 2=, elic==15
= =
« et ¢ étant des nombres constants. Soit ¢ la circonférence
et s'la surface d'un autre cercle dont le rayon est 7; on
' '

—¢g., Donec c:chiiir: . et

.6
aura done aussl ———uax, el -
r r
o of v g2 el . .
g5 1'%y done les circonferences des cercles sont comme
2 -

les rayons , et leurs surfaces comme les quarreés des rayons.




286 NOTE 1I.

Considérons un secteur dont 7 soit le rayon et A I'angle
au centre; soit & I'ave qui termine le secteur., et y la surface
de ce méme secteur. Puisque le secteur est entiérement
L
i
l
|

déterminé lorsquon connait r et A, il faut que = et y

sotent des fonctions détermindes de » et de A , done Z et &
r Iz

. . . TR /]
, sont aussi de pareilles fonctions. Mais £ est un nombre ,
11 =

ainsi que -{,—; donc ces quantités ne doivent point coritenir
T

7, et elles sont simplement fonctions de A » de sorte qu'on

anra - —o: A, et ;]4- =4 : A. Soient 2' et y I'arc et la
= = ‘ .

surface d’un antre secteur dont Pangle est A et le rayon 7’ ;

nous appellerons ces deux secteurs secteurs semblables ; et

1

. ) ’ X
puisque I'angle A est ¢gal de part et d’autre, on aura =
= ORAR ll:— =y:A. . Doncz: 2;; TaTis ety s it st
done les ares semblables on les ares des secteurs semblables
sont proportionnels auz rayons, et les secteurs eux-mémes
sont proportionnels aux quarrés des rayons.

Il est clair qu'on prouverait, de la méme maniere , que
les spheres sont comme les cubes de leurs rayons.

On suppose, dans tout ce qui précede, que les surfaces se
mesurent par le produit de denx lignes, el les solidités par
le produit de trois; c’est ce quil est facile de démontrer
aussi par voie d’analyse. Considérons un rectangle dont les
dimensions sont p et ¢, et sa surface qui est une fonction
de ;2 et g, veprésentons-la par ©:(p,q). Si on considere
un autre rectangle dont les dimensions sont Ptpletg,il
est clair que ce rectangle est composé¢ de deux autres , 'un
qui a pour dimensions p et q, 'autre qui a pour dimensions
7' et g ; de sorte qu'on aura

¢:(P+P' 9)=0: (p,q) +0: (p's q)-

Soit p'—p, on aura 02 p, q)= 20 (p, q). Soit p'—
2p,onaurao(3p, ¢g)=o0(p, q)4 o(2p, q)=3a
(75 q)- Soit p'=—3 p, on aura o(4p, q) =0 (p,q)+
0 (3p2,9)=4 9 (p, 7). Doncen général , si /est un nombre

t entier quelconque, on aura O (kp, g )=k 9 (p, q)on
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NOTE IL

est une

P hp
telle fonction de p, qu’e
place de p un multiple quelconque ip. Donc cette fonction

est indépendante de p, et ne doit renfermer que ¢. Mais

Fly b ( aof 3

o(p,g) @k : : P> 9)

AP 4) ¥\ P> 9) 11 pésulte de 12 que i st
)

lle ne change pas en mettant a la

o(p, : g
:1].1]0.‘_‘—]——("‘)—:1011 étre indépendante

q
olp, q) s ; Tk
de g; donc—‘J 2 9) e renferme ni p ni g, et ainsi celte
: PrPa
doit se rédunire a4 une constante . Done on aura
n’empéche de 1:1‘01111:'(-.

par une raison sembl

quantité
@ (pg)=apq; et comie Tien
g —1,0naura 9 (ps q)=prq; ainsi la surface d'un ree-
tangle est égale au produit de ses deux dimensions.

On démontrerait, d’'une maniere absclument semblable,
que la solidité d'un pur:allélvpipml:z rectangle dont les di-
mensions sont p, g, ', est égale au produitp g r de ses Lrois

dimensions.
Nous ohserverons, au reste, que la considération des

fonctions , qui fournit ainsi une démonstration trés-simple
des propositions fondamentales de la Géométrie, a déja été
employée avec succes pour la démonst ration des principes
fondamentaux de la Mécanique. #oyez les Mémoires de
Furin , tome IL.

infin, quoique la théorie précédente soit établie sur les
fondements les plus solides , nous ne devons pas dissimuler
quelle a été attaquée par M. Leslie, célébre professeur
d’Edimbourg , dans ses ¢lémens de géométrie, 27 el Jéme
éditions ; mais sans entrer dans aucun détail a byial
nous suffira de dire que les objections de M. Leslie ont éte
pleinement réfutées , d’abord par M. Playfair, son compa-
triote, dans I’ Edimburg Review Tome XX, et ensuite par M.
Maurice, de I’Académie des sciences de Paris, dans la
Bibliothéque universelle de Genéve, Qctobre 1819. On peut
voir aussi la discussion de ces mémes objections, dans
I'Edition Anglaise de nos élémens donnée par M. David
Brewster, Edimbourg 1822.

e suje




NOTE III.

»
oo
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NOTE ILL
Sur l'approximation de la proposition XV1,
livre 1V .

Dés qu’on a trouvé un rayon excédant et un déficient qui

s’accordent dans les premiers chiffres , on peut achever le
calcul d’'une maniere trés-prompte par le moyen d’une for-

inule algébrique.
Soit @ le rayon déficient et b Vexcédant , dont la diffé-

rence est petite ; soient ' et & les rayons suivants qui s’en

: [ -6
déduisent par les formules &'=:\/ ab, (c’:'(/((z.“ . }>

2

Ce que I’on cherche, c’est le dernier terme de la suite a, &',

a’, etc. , qui est en méme temps celui de la suite &, ', &',
ete. Appelons ce dernier terme 2, et soit b—a (1 - ©);
ON POULTA SUPPOSEr 7 =—d (1 +Po+40Q o'+ etc. j s PetQ
étant des coéfficients indéterminés. Or les valeurs'de &' et a'

donnent

2
b =—a(r4ito—iw’}|etc.);
d=a (1410 —70  tete.).

Etsi on fait pareillement &'—2a' (14-o"), on aura

o'=20—5 0" etc.
Mais la valeur de = doit étre la méme, soit que la suite a ;

a', @', etc. commence par @ ou par a’; donc on aura
a(14-Po--Quv 4 etc.)—=a' (1-}-Po'-+Quw'* |etc.).
Substituant dans cette équation les valeurs de a’ et de w'’

ena et o, et comparant les termes semblables, on en dé-
duira P=2%, et Q=—=—+%; done
r=a(14to—50%).
Siles rayons a et & s’accordent dans la premiere moitié de
leurs chiffres, on pourra rejeter le terme o®, et la valeur
b—a

précédente se réduira a 2= a(1 -5 W == —|———3-—-—
Ainsi, en faisant a=—1, 1282657 , et b=1, 1286063, on
en déduira immédiatement x=—=1, 1283792,

Si les rayons a et & ne s’accordent que dans le premier
tiers de leurs chiffres, il faudra prendre les trois termes de
la formule précédente ; ainsi en faisanta—1, 1265639 et

t—1, 1320149, on trouvera x=—1, 1283791.
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On pourrait supposer que @ et b sont encore moins pres

'un de Pautre; mais alors il faudrait calculer la valeur de
x avee un plus grand nombre de termes.

I’approximation de la prop. XIV, qui est de Jacques

Gregory , est susceptible de semblables abrégés. Nous ren-

voyons a Pouvrage de cet auteur, intitulé : Pera circult et
fl‘l';{/f'j"(';‘(ll’r(' quadratura , ouvrage d’un grand mérite pour le
temps o il a paru.
NOTE LY,
Ou lon démontre que le rapport de la circon-
férence au diametre et son quarré, sont des
nombres irrationnels.

Considérons la suite infinie .
a 1 a® o
14 --+-. —_— e
z 2.3.53-41I 2t 1.2+2
A I a”
dont le terme génédral est — e -
4 L P :.5—[—1.2—!—-2....1'\.’_'-—{-!&—-1)

et supposons que Q:z en représente la somme. Si on met
z-}-1 4 la place de z,¢: (2-1-1) sera pareillement la somme
de la suite

a’ 1 a?

I
Jm—  }—.—————— | elcC
RIS e I WD I S R N T Ly s

Retranchons ces deux suites, terme a terme, I'une de l'autre

a

o=

et mous aurons ¢:z—@: (;Jr 1) pour la somme du reste
qui sera

a e a® ; 1 a
—_t — |- etc.
z.z2-1 z.2-41.242 2 z.34+1.2-+2.2-43
Mais ce reste peut étre mis sous la forme

a

3

a a (43

I
o (i 6 —+—. = —1-etc.
z.7-}1 ( z4-2 2z-}+2.2-+3 )s
1 il tduit & (
et alors i1l se rédmt a —— 0 :|(z-}2). Done on aura
z.z-F1 " )

généralement
(44
@:z—@:(z41)= :_—}-I-f]'; 1 (z4-2).

Divisons cette équation par@: (z—1), et, pour simplh-
fier le résultat , soit § : z une nouvclle fonction de z, telle

Douz, ed. 1g
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a® 1) @
que iz —--. £ ; alors on pourra mettre -
g z zdiz
Q12 (z41)d:(z41 :
- ~, et = A ) au lieu de
e {341 a

a
2+ $: (z4-1)

Mais en mettant successivement dans cette équation z -1,

thi

ta

z~}-2, etc., a la place de z, il en résultera
@

140 (z42)’

yi(zn)=

a
hi(zlo)— ; ete
W= — ; ete.
S a4 a g (243)
Done la valeur de { : 2z peut sexprimer par la fraction
continue :

(e

2414

L R

z -2 -} ete.

Réciproqueinent cette fraction continue , prolongée a I'in-
" {
a 9

fini , a pour somme ¢ : z, on son égale

- 0.

cette somme , développée en suites ordinaires, est

a a’
I 3. -}- etc.
a zt+1 *zt1.24-2
z a@ : o
I—} ;. ———=-|ete.
z Z.z+1

Soit maintenant z==2%  la fraction continue deviendra

3.8

I

dans laqaeile les numérateurs , excepté le premier, sont
tous égaux 4 4 @, et les dénemirateurs forment la suite
des nombres impairs 1, 3, 5, 7, €te. La valeur de cette

fraction continue peut donc aussi s exprimer par
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L a 16 a® 64 a®
~§-- -} ete.

-

S

64 a’

: -} ete.

SRyl

Mais ces suites se rapportent 4 des formules connues , et on
sait qu’'en représentant par ¢ le nombre dont le logarithme
hyperbolique est 1, l'expression précédente se réduit 4
Pa\-"r:__‘,—'.:.v a

— . Va; de sorte qu'on aura en général
(,zv' “'f‘f’" v a -

/' —aV e
el ha
L2 a—=— l ha

,;,QV’”—{-(:__"“' a I === La

De 1a résultent deux formules principales selon que a est
on aura

positif ou négatif. Soit d’abord 4 @ = =*

Soil ensuite fa— — x*, et en vertu de la formule connue

TV —I1 —zV' —1
et l'—e

—|/— 1. tang. x, on aura

oy —1 —azV —1
V=1 ~+t-e

tang. x—
) 1

Colle-ci est la formule qui servira de base a notre démons.
tration. Mais il faut, avant tout, démontrer les deux
lemmes suivants.

Leyme L. Sozt une fraction continue prolongde a Uinfini,

n :
s m

n o+ n_’—i--

;
m"

n' -}- ete.
dans laquelle tous les nombres m, n, m ', n', ete. sont des
entiers positifs ou ,rz("g(z.z{_f.g; §T on suppose que les fractions

19,
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m m' m" . ;
composantes e ete. soient toutes plus petites que
Lunité , je dis que la valeur totale de la fraction continue
sera nécessaurement un nombre wrrationnel.

D’abord, je dis que cette valeur sera plus petite que
P'unité. En effet, sans diminuer la généralité de la fraction
conlinue, on peut supposer tous les dénominateurs », n'
r", elc. positifs ; or, si on prend un seul terme de la suite

2

m :
roposée , on aura , par hypothese, — < 1. Si on prend les
2 2 o . n

e !

deux premiers, a cause de — < 1, il est clair que n~—
7 n
est plus grand que 72— 1 : mais 7 est plus petit que #; et,

puisqu’ils sontl'un et 'autze des entiers, 2 sera aussi plus

(]
) L R,
petit que 7 4+ —. Donc la valeur qui résulte des deux
7

termes

m i
I

n 4 —
n'
est plus petite que I'unité. Calculons trois termes de la
fraction continue proposée ; et d’abord , suivant ce qu’on
vient de voir, la valeur de la partie
r

It o

T m
dai
I
sera plus petite que I'unité. Appelors cette valeur ¢, etil
. m - 3 e
est clair .jue —— sera encore plus petite que I'unité : done
-t

la valenr qui résulte des trois termes

m
= I

esl plus petite que 'unité. Continuant ie méme raisonne-
ment, on verra que, quel que soit le nombre de termes
qu'on calcule de la fraction continue proposée, la valear
qui en résulte est plus petite que I'unité; donc la valeur
totale de cette fraction prolongée & l'infini, est aussi plus
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ait étre égale a I'unité que

petite que Punité. Elle ne pourr:
ée serait de la forme

dans le seul cas ou la fraction propos

m
—_— ' 2
(L e L ke m
m I —
m'" 1 — etc.

dans tout autre cas elle sera plus petite.

Cela posé, si on nie que la valeur de la fraction continue
proposée soit 4gale & un nombre irrationnel , supposons
qu’elle est ézale a un nombre rationnel , et soit ce nombre

B
% B et A étant des entiers quelconques; on aurd done

B m
=== m
A n4— m
I
L e
n" -} ete,
Soient C, D, E, etc. des indétermindes telles qu'on ait
C H."' W
—— m o
n'4—  m
n -1 =
n''" |- ete.
Ryt i
FerE R T m
C w4— mr
’zl'h

" -} ete. i
etainsi 4 Pinfini. Ces différentes fractions continues ayant '
ous leurs termes plus petits que l'unité, leurs valeurs ou

BCDE A —
SomImes TEED etc. seront plus petites que I'unité ,
suivant ce qui vient d’étre démontré , et ainsi on aura
B<A,C<B,D<C, cte.; doitl'on voit que la suite A,
B, G, D, T, ete. est décroissante 4 infini. Mais I'enchai-
nement des fractions continues dont il s’agit donne

ac Nala - 1 3
—_—C; d’ou résulte C=mA—nDB,

B

D
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Et puisque les deux premiers nombres A et B sont entiers
par hypothese , il s'ensuit que tous les autres € D,
L, ete., qui jusqu'a ce moment étaient indéterminés , sont
aussi des nombres entiers. Or, il implique contradiction
qu’une suite infinie A , B, C, D, E, etc. soit a-la—fois dé-
croissante et composée de nombres enliers ; car d’ailleurs
aucun des nombres A, B, C, D, E, etc. ne peut étre zéro,
puisque la fraction continue proposcée s’étend a Iinfini, et
. Bl B
qu'ainsi les sommes représentées par —, —, —, ete. doivent
AB°C
toujours étre quelque chose. Done I'hypothese , que la
somme de la fraction continue proposée est

ale a une
3
quantité rationnelle —, ne saurait subsister; donc cette

somme est nc

ssairement un nombre irrationnel.
L I1. Les méimes choses étant posées , si les Jractions

m m > m"

composantes —, — —-, ete. sont d’une grandeur quelcon-
D (o

que au commencement de la suite ; mais qulaprés un certain
intervalle , elles soient constamment plus petites que Uunité ;
je dis que la fraction continue Pproposee , en supposant tou-
jours qu'elle s’étende a linfind, aura une valeur irrationnelle.
. 15) ! !
Car, si a compter de 7, par exemple, toutes les frac-
7!
d " e TN . :
tions e ete. a lUinfini , sont plus petites que

Punité, alors, suivant le lemme I, la fraction continue

aura une valeur irrationnelle. Appelons cette valeur w, et
la fraction continue proposée deviendra

.Hi '




NOTE 1V. 2D
il est clair que, o élant irrationnelle , toutes les quantités
oy u, o', doivent I'étre pareillement. Or, la derniere o'
est égale & la fraction continue proposée; doneJa valeur de
celle-ci est irrationnelle.
Nous pouvens maintenant, pour revenir a notre sujet,
démontrer cette proposition générale.
THEOREME.

St un arc est commensurable avec le rayonr, sa tangente

sera incommensurable avec le meme rayon.
. Ja . L ne '
Fn effet , soitle rayon =1, et Vare @ — —, m el r etant
3 J b n ?
des nombres entiers , la formule trouvée ci-dessus donnerd,
en faisant la substitution ,

i g
tang. ———— m

7 n— etc.

Or cette fraction continue ¢st dans le cas du lemme II; car
il est clair que les dénominateurs 3n,bn,qn,etc. aug-
mentant continuellement , tandis que le numéraleur »*
reste dela méme grandeur, les fractions composanies seront

ou deviendront bientot plus petites que I'unité, donc la

m St
valeur de tang. — est irrationnelle ; done, st are £st comi-
n

mensurable avec le rayom , sa tangenie serd incominen=
surable.

De la résulte , comme conséquence trés-immdédiate , la
proposition qui fait Pobjet de cette note. Soit 7 la demi-
circonférence dont le rayon est 13 81 % était rationnel , I'arc
4 s i :

— le serait aussi, et par conséquent sa tangente devrait étre

(1

irrationnelle : mais on sait, au contraire, que la tangente
3 ™ ‘ A .
de larc = est égale au rayon 1; done 7 ne peut étre ration-
A
nel. Done le rappart de la circorférence au diametre , est

un nombre irrationnel (1).

(1) Cette proposition a éte démontrée pour la premiere fois par
Lambert, dans les Mémoires de Berlin , annce 1761,
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Il est probable que le nombre 7 n’est pas méme compris
dans les irrationnelles algébriques , c'est-a-dire , qu'il ne
peut étre la vacine d’une équation algébrique d’un nombre
fini de termes dont les coéfficients sont rationnels : mais il
parait tres-difficile de démontrer rigoureusement cette pro-
positicn 5 nous pouvons seulement fairve voir que le quarré
de 7 est encore un nombre irrationnel,

En effet, si dans la fraction continue qui exprime tang. 2,

on fait x==m , 4 cause de tang. ® — o, on doit avoir
-1
: 0
0—3 —— G2
s
: g — ete,
L s e . ; i ~ m
Mais si %° était rationnel, et qu'on eut ©* = —, m et a
n

étant des entiers, il en résulterait

=5 i
3= = 1
Qe — — 172

o

n
Qlt e —
LI — €LC.

Or, il est visible que cette fraclion continue est encore
dans le cas du lemme II, sa valeur est donc irrationnelle ,
¢t ne saurait étre ¢égale au nombre 3. Done /e quarreé du
rapport de la cireonférence au diametre , est nn. nombre
irratonnel.

NOTHE V.

Ot lun donne la solution analytique de divers
problémes concernant le triangle , le quadri-
latére inscrit , le paral lélepipede et la pyra-
mide triangulaire.

PROBLEME PREMIER.

Etant donnés les trois edtds dun triangle , trouver sa sur- I
Jace , le rayon du cercle inscrit et le ra yor du cerele cur- )
conscrit.

Soient les cotés BC—=a, AC=25, AB— c; si du som-

met A on abaisse la perpendiculaire AD sur le coté opposé
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= :;____J.- = o —
(i___l—-.(————)-- Cette valeur donne AB— BD ou AD=¢"

2 a
a’c*—b\* ha’ ot — (a? > —0%)°
—_ ———— :L_____.—-—-—————'l, donc AD
2@ h a®

r 3 .3 £ .2 2y 2’

ZL['_G._(_:‘L_I__L_-__-—L._\IJ Soit S l'aire du triangle,
2 4a

on aura S—+ BC X AD ; done
S=t/[4e "r‘-—-;:u‘—f—r:"-—."}‘)’]:-lv/['
Cette formule peut encore s€ réduire a une autre forme
plus commode pour le calcul Ioguri!hmiqlm; pour cela il
fant observer que la quantité fja° c’— (a* ¢ — b?)? est
le produit des deux facteurs 2 ac-+(a*-+¢ —b*)etaac—
a’-c¢—b*);le premier = (e ) —b'= (at-c-+ b)
e) (b—a tet);

(a+c—b); le sc‘uomi:b‘-—{u-—c?]’.—_(f;-i—(,-.

done on aura

S=21/[ (a+b-t-c) (a4-b—c) (atc— b) btec—a),
a-+b+e¢

Enfin si on fait =p,ice qui donne a-}-b-Fc—2p,

a}-b—c—ap—2¢,4a J-e—b=—2p—2b, bt c—a=—2p—>2a;
on aura encore plus simplement
S=y/(p.p—2a .p—0b .p—e)

D’ot 'on voit que pour avoir la surface d'un triangle dont
les trois cotés sont donnés , il faul prendre la demi-somme
des trois cotés, de cette demi-somme retrancher successive-
ment chacun des edlés, ce qui donnera trois restes, multi-
plier ces trois restes entre eux et par la demi-somme des
coLés , et enfin extraire la racine quarrée du produit : cette
racine sera laire du triangle.

Soient maintenant z le rayon du cercle circonserit au
triangle , et u le rayon du cercle inscrit dans ce méme tri-
angle, on aura suivant la prop. XXxIt, liv. 111,

+ abe 28 S 4
— et u=— —_; donc en substituant la
5 a-¥b-+4c P

=

valeur trouvée de S, il viendra

-I.‘ abe

== (i"‘"'” -]?—.0 ./,_,.3

Vo (pp—ap—b Yt
L Jp—op—c) P S

'),cfb"~{--).a.“f"—1—')lﬁc;—a."—b;—c )
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A PROBLEME II.
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il

i ", Ltant donnds les quatre eétés d'un quadrilatere inscrit ,

| ¥ ¢ .

L trouver le rayon du cercle , la surface du quadrilatere et

| il ) Ses f’f{fe_l"n'ff.‘\\'.

E |] fig. 135. Soient les cotés donnés AB=—=a , BC=CD=—¢ NA—7.
i : - :

{ l b et les diagonales inconnues AC=x, BD=y, on aura, sui-

14 5 ! @ ad-tbe
E vant le théor. 33 ) liv. 111, ay —ac—t-bd et == o T 28,
[ i ¥y ab--cd
]

i_ d’oit I’on tire

.HIE ‘ e (I:fe:-l_—_f)n/:' (ad+- N _\// ((ff‘—}—r’wf:u I:(.r/}+rtr£}>
} It 2T \/ 3 ab—-cd j"} = ad-}-be

Mais , suivant le probléme preeédent | le rayon du cercle
circonserit an triangle ABC, dontles cotés sont a, b, a, peut

£ - g (‘-fJ =
! s expruner par la formule z — - : : o
il V [4a {)'—[({. G462 )]
i i : : :
;-il“ Substituant au lieu de = la valeur qu'on vient de trouver

et décomposant le résultat en facteurs, on awmra

il (ac+-bd) (ad+bc) (ab+cd)
TV (@rbre—a) e 4040 (aFetd=0) (b+etd—a)

S . A e e :
Cela posé , Taire du triangle ABC = & , celle du trian-

: redx e : oy
! gle ADG =< —; done l'aire du quadrilatere ABCD =

(ab~-cd) =

:_i—v’[(({ﬂ—bq‘—r‘——([j (\(z—{-f)-{—r.’—r:\) (at-c4-d b)) (bt-c-d- -az)].
Et si on fait,, pour abréger , p —2 (a4 b} c+-d), on
_; _ aura l'aire ABCD =~ (p—ap- -b.p—ec.p —d). Enfin pour

avoir 'un des angles , par exemple , Pangle B , on obser-

1 " 5 a4 /J"——.r’;
‘ vera que le triangle ABC donne cos B— e
} 2 ab

i1 substituant la valeur de x et véduisant , ou aura cos B —
f

|

a* -6 —er— >, g . 1—cos B
—————— .De la on tire — .
2 ab-}-9 ed 1 -} cos B

ou tang.’ z BB
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i"'{"”}']_(“'_”’(":‘ (af-c+ d—D) (b4-e+ i

= (_r’i_—r—b: o (l:—-n’) .\n‘—}—l’:—|—( —-r/fl I\r:—|—fﬂ - ﬂ'—-t )

L o e T
tang. %B:l/<p r(‘ p }).

P—C.: p——-u’

. Donc

PROBLEME IIL

et C sont drotts , étant donnes les deuxr cotés AB, AC avec

Pangle compris BAC, trouver les deux autres cdtés et la

diagonale AD.

Soit AC— 0, AB—=c, et 'angle BAC =— A ; sil'on pro-
longe BD et AC jusqu’é leur rencontire en F , le triangle
BAE rectangle en B, ot on connail Pangle BAE etle coté

c c

AB , donnera AE = ——=} done CE ——— — b. Ensuite
cos A cos A

e triangle DCE rectangle en C, ou l'on connait le cbté

CE et P'angle CDE = A, donnera C D= GLE cot Aiz=

-b cos A b—ceos A
e b Oy auraidones emblablement BD — ———
sin A sin A

deux cotés cherchés du qn.uh latere.

—

Ce sont les valeurs des
De-14 résulte la diagonale AD — 1~ ( AC --I— DC)=
(7!') cos A \ 7 (b? —l—f —)fh c0s ,"\

[/ ) =— e N b
\/<) +\ sin IABIE ,f sin A it

le triangle BAC on aurait BC = V(b —-¢c>—abe cos A).
Donc la diagonale AD , qui joint les deux angles obliques,
est 4 la diagonale BC qui joint les deux angles droits i 1
tsin A.

Scholie. La diagonale AD est en méme temps le dia-

metre du ce.nlv dans lequel le quadrilatere ABDC serait

inscrit.
Dans ce cercle on aurait 'angle ABC= ADC , donc en

abaissant CF perpendiculaire sur AB, les Irlnn-l:s BFC,

' ;\l}( sont semblables et donnent AD: B ol 0, Bt et

n A ; ce qui s’accorde avec le résultat |mcv|lu:!

Dans le quadrilatere ABDC dont les angles opposés B fig. 2
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PROBLEME IV.

Etant données les trois arétes d’un parallélepipede avee
les anrgles qu’elles font entre elles , trouver la solidité du
parallélepipede.

Soient les arétes SA—/F, SB—g, SC=1, et les angles
compris AﬁB:\_—, ASC=¢ , BSC=g4. Si du point C on
abaisse CO perpendiculaire sur le plan ASB , le triangle
rectangle CSO donnera CO =CS sin CSO =/ sin CS0. I)ail-
leurs la surface du parallélogramme ASBP — fg sin y- Done

si on appelle S la solidité du parallélepipede ST, on aura
S = fg': sin 4 sin CSO. Il reste a trouver sin CSO.

Pour cela du point S comme centre et d’un rayon = 1,
décrivez une surface sphérique qui rencontreenD , E, F, G
les droites SA , SB, SG, SO vous aurez un triangle DEF
dans lequel I'are FG est perpendiculaire sur ED , puis-
que le plan CSO est perpendiculaire sur ASB. Or le
triangle DEF, ou 'on a les trois c6tés DE—=y, DF =

s €0S §—COS o COS
€, EFf =g, donne cos E = X

- - ,etsin E—=
sin g sin y

V(1 — cos® o — cos* € — cos® y - 2 cos & cos 6 cos y)

sin o Sin
Ensuite Ie triangle rectangle EFG donne sin GF ou sin CSO
— sin E sin EF —sin ¢ sin E. Donc S = fg# sin 4 sin y sin E:
ou
S=/gly (1—cos* o —cos> € — 05" y—|-2 €08 o COS § COS T}!
Dans cette expression la quantité sous le radical est le

produit des deux facteurs sin g sin y -}~ cos £ — cos ¢ cos y et

SII o SIN v—C0S £-4-C0S ¢, COS v+ Li¢ premier=cos &—cos [a-+4vy)
i i N Y/

D,..i_:’._'l_.. ,,._|_..._f.’

-ty . ad-y—E <

! sin ——,le second—=cos (a—y)—cos€
2

—2 51n

St

% =y iy I}
——> Donc la solidité cherchée

Y . o6& . o4y—8 | éH4y—a
sin ———=sin—' “gin—»\ |
2 2 2
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PROBLEME V.

Les mémes choses etant données que dans le probleme
récédent . trouver lexpression de la diagonale qui joint
J‘ ? =] .

dewx sommets Opposes.

Soit la diagonale de la base SP— z et la diagonale fig.

cherchée ST = u ; le triangle ASP dans lequel cos SAP
— — cosy, donnera 2—=f>4-g* +ofgcosy; pareillement
le triangle TSP dans lequel cos TPS=—-— cos CSP, don-
nera u*— z>-+A*-2kz cos GSP. Il ne s’agit plus que
d’avoir le cosinus de 'angle CSP ou de l'arc FH : or
dans le triangle sphérique EFH, on a cos FH=
cos EF cos EH - sin EF sin EH cos E; substituant les

cos § — CO0S o COS Y

valeurs EF—u et cos E— - - , il viendra
sin g Sin y

sin EH

cos FH— cos o cos EH-}-——— (cos € —¢0s a €OS 7 ==
sin
T
sin EH cos S+sm (v—l Il\ cosa sin EH cos €+sin DHcos 2=
sin vy sin y sin y
Donc 24z cos FH , ou 2%z cos CSP = 2k cos &.
z sin EH zsin DH : .
- —+2/A cos ¢.. ———. Mais dans le triangle BSP
S y S y 3
S S BP SP sin BSP L BS 8P sin BPS g
maBP————et BS————7——, C¢ J
sin SBP i sin SBP ’ | oSy
z sin EH . zZsin DII
- = ek ». Donc 2%z cos CSP— 12 f/A
s1n . Sill s

cos 62 gk cos a. Donc enfin le quarré de la diagonale

cherchée :

ut =g k' +ofg cosy +ofh cos €+ 284 oS o,
Corollaire. T'angle solide A est formé par les arétes

/5 &, h,faisant entre elles deux 4 deux les angles 200°—y,

200°—€, ; ainsiil suffit de changer les signes de cos v et

2

cos § dans l'expression de .Sl_‘l pour avoir celle de AD.
Faisant de méme pour les deux aulres diagonales , on aura

ies valeurs de lenrs quarrés comme il suit :

an
/)

3.
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oor.

=g
3
&
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=

ST = +g*+A*+-2 fgcos v+2/%cos 642 gh cos g
Y

AM=Ff* " h*—o fgcos y—2fhcos €42 g % cos g
BN=/f*+-g"+ h*— 2 fg cos y+2/%cos E—a g/ cos 4
CP =f"+g’ -7+ fg cos y—a fh cos §— 2 ghcos g
De la on tire ST 4~ AM BN 4-CP =4 Ltk A2,
Done, dans tout parallélepipede , la somme des quarres des
quatre dragonales est dgale & la somme des quarrés des
douze aretes. Ce théoréme remarquable et analogue a celui
qui a lien dans le parallélogramme*, pourrait se déduire
immédiatement de ce dernier. Car au moyen des parallélo-
grammes SCTP, ABMN , on a

ST

4+ CP=2SC—+2SP,
A.Tll-i ~ ]1.\_ ): 2 ]_i lﬁg-—f— 2 TH

Ajoutant ces deux équations et observant qu'on a SC=BM

et SP AB—a S;&xr{— 9._‘;;112, il viendra STTQ—I— .;{EIJ—{-

BN+ CP—4SA44SB4SC.
PROBDLEME VI.

Litant données les trois arétes qui abouiissent ¢ un wéme
<02
que ces arétes forment entre elles , trouver la solidité de la
pyramzde.

sommet d’une pyramide treangulaire , et les troiv angles

Soit SABC la pyramide triangulaire proposée , dans
laquelle on connait les arétes SA — 7, SB =g, 560 =%,
et les angles compris ASB—y, ASC=¢, BSC—.,. Si
sur les arétes SA., SB, SC, données de grandeur et de
position , on décrit le parallélepipede ST , Ia pyramide
qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMC sera le
sixieme du paralléiepipede ST. Done en appelant P la soli-
dité de la pyramide, on aura, d’aprés le probl. 1v
P=3/ghy/ (1— 050 — 005" — cos*y—|-2 ¢0S 4 cos & cosy)

= , S . — o
ouP=5fg/ |/ [sin H—ﬂh siuc-’li sin @by bsini-aE
2 2 2 2
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PROBLEME VIL

< » 0 = » ‘. "3 ..
FEtant donnés les six cotés ou arétes d’une 1;)'mmzr!r' tri-
anrgulaire , trouver sa solidite.

Si I'on conserve les mémes dénominations que dans le

probléme précédent , et qu'on fasse de plus BC =/
e ﬁ.;.7/{r= N

CA—g', BA—/', on aura cos y =" - cos 6 =

; o fe
3 2 fa a 2 ta
A y-hr—g o> hi—f 5
i =i , COS —;__—:’1 Y . Substituant ces va-
3 [l 20k
leurs dans la formule trouy C-(-. et f':-.i'iaml pmn' abréger
g h*—f1*=F, h*— =G, -5 Tl G

on aura la solidité dvmamh:c
P—1/(4f & k*—f* F>—g G*—h* B TGH).
]}’lllh Papplication de ces for mulh on observera que f',
, k', désignent les cotés d’une méme face ou base, et
j » &, 2, les trois autres arétes , qui aboutissent au sommet,
lulr dlhpt)bllloll étant telle que f est opposce afl,gag
et o ald.

Scholie. Soit A la somme des quatre triangles qui com-
posent la surface de la 11\'1"11111.1111 soit rle rayon de la sphere
inscrite; il est aisé de voir qu'on a P—=A X 37 ; car on pru!
concevoir la pyramide décomposée en quatre autres, qui
auraient pour sommet cOmMmun le centre de la sphere,
et pour bases, les différentes faces de la pyramide. On a

2
donc le rayon de la sphere inscrite r— %

PROBLEME VIIIL

Les mémes choses étant données que dans le probléme FI,
trouver le rayon de la .«‘pfwnr circonscrite @ la pyramaide.

Suit M le centre du cercle circonscrit au triangle SAB,
MO la perpendiculaire menée par le point M sur le plan
SAB ; soit pareillement N le centre du cercle cireonserit
au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée par le
point N sur le plan SAC. Ces deux pe-r'pt‘mlicnl;:ir'vs sitnées
dans un méme plan MDN IN_‘:‘p(-mliml[a]rr a SA , se ren-

contreront en un point O qui sera le centre de la sphere

fige 279+
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circonscrite ; car le point O , comme appartenant a la per-
pendiculaire MO , est a égale distance des trois points S,
B, A; et ce méme point , comme appartenant a la per-
pendiculaire NO , est a ¢égale distance des trois points
S, A, C; donc il esta ¢gale distance des quatre points S,
A ELC,

On peuat imaginer que le point M est déterminé dans le
plan SA B, au moyen du quadrilatere SDMH , dont les
deux angles D et H sont droits, et oi I'ona SD—=1 F,
SH—

tg, et ASB—~. Donc on aura (d’aprés le pro-

S S&—=JScosy
bléeme i), =DM —-——

——; semblablement on aura
sin +

DN — _‘-:__]_,___ L fcos €

sin €
Appelons D T'angle MDN qui mesure Iinclinaison des
deux plans SAB, SAC ; dans le triangle sphérique dont
a4 6,7, sont les cotés, D sera angle opposé au coté o, et

S : €OS 5 — COS 4 COS §
ainsi cn aura cos D —

- - de sorte que
sin v sin g 3 q

!

I'angle D peunt étre supposé connu
Cela posé, dans le quadmlatere OMDDN dont les deux
angles M et N sont dreits , et ol 'on connait les deux

cotés MD, DN et l'angle compris MDN =D, on aura
par le probléme 11z, le quarré de la diagonale oD —
DM -+ DN — 2 DM x DN cos D

— - Ensuite dans le triangle
sin®* D

— —a
OSD rectangle en D, on aura SO—=0D - SD: cest la
valeur du quarré du rayon de la sphere circonscrite.

Si on fait la substitution des valeurs de DM, DN et

ensuite celle des valeurs de cos D et de sin D , afin d’avoir
immédiatement 'expression du rayon SO, par le moyen
des dennées du probléme vi, on trouvera pour résultat :

\f‘ s'lrx‘l of-g*sin? £4-f2sin2 ]’--mfg (cosy—cosg cos %) ?
50—+ \/ J—2fh (cos g—cos ot cosY)—- 28k ( cose. — cosy ¢ ) >

( 1— cos* o —cos? §—c0s* Y - 2cos o cos g cus s




NOTE VL

Sur la p/u,.s courte distance de deux droites non
situées dans le méme plan.

Soient AB, CD, deux droites données, non situées dansle
méme plan , dont il s’agit de trouver la plus courte distance,
l Suivant AB faites passer deux plans perpendiculaires

entre enx qui rencontrent CD I'un en C, Pautre en D; des
points C et D abaissez CA et ] B perpendiculaires sur AB;
dans le plan ABD menez DE paral lele et AE perpendiculaire
4 BA , ce qui formera le rectangle ABDE ; dans le plan CAE
joignez CF et menez AL perpendiculaire 4 CE; enfin dans le
plan CDE menez IK parallele a DE jusqu'a la rencontre de
CD en K, faites AL=IK et joignez KL; je dis, 1°
droite KL est perpendiculaire a-la-fois aux deux droites
données AB, CD; 2° que cette méme droite KL est plus
courte que toute autre qui joindrait deux points des lignes
AB, CD, et qu’ainsi KL , ou son égale AT, est la plus courte

que la

distance demandée.

En effet, 1° les trois droites AB, AC, AE étant par
construction perpendiculaires entre elles, 'une d’elles AT
est perpendiculaire au plan des deux autres; donc AB
est perpendiculaire 4 Al; d’ailleurs KI est parallele a DE,
et DE a4 AB, donc KI est parallele & AB, et puisqu’on a fait
AL—KI, il s’ensuit que la figure AIKL est un rectangle.
Cela posé, angle AIK est droit ainsi que AIG, done la
droite AL est perpendiculaire au plan KIC ou CDE; donc

sa parallele KL est perpendiculaire au méme plan CDE,
et par conséquent est perpendiculaire 4 CD. Donc, 1” la
droite KL est perpendiculaire a-la-fois anx deux droites
AB, CD.

2° Soit M un point quelconque de la droite €D si par

ce point on mene MN parallele 2 DE ou a AB, la distance
du point M 4 la droite AB sera égale a AN, puisque 'angle
BAN est droit. Or on a AN > AL; done Al est la plus courte
distance des lignes donuées AB ., CD.

Soient les pf*rpcndirnhires CA=a:et DB=AE=4¢,
Douz. éd. 20
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on aura CE =y~ (@® +6"); et parce que aire du triangle

)

ACE s exprime également par 2 ACX AE et par ! CEX AT,

ACXEA ab il _

—————— . C’est I'expression
CE Via*1-6*)

de la plus courte distance des lignes données.

on aura Al—

Si en méme temps on fait la distance AB—=c¢, et qu'on
appelle A Pangle compris entre les deux lignes données
c'est-a-dire langle CDE, compris entre la ligne CD et une
parallele DE a la ligne AB, le triangle CDE rectangle en E

DE ]
donnera cos CDE— ——, ou cos A — 4 :
C Vi(e* b -c*)
car on a (l): L_J' l—ﬁ::_:n’ -} b* -}-¢*. De la on tirerait
sl vV (a*4-0%) ]
aussi sin A — (2t - et cot A —= :

|V ( a’* - 1/ +c? )+

V(a'+-6%);
NOTE VIL
Sur les polyedres symétrigues.

C'est pour plus de simplicité que nous avons supposé
dans la déf. 16, Liv. VI, que le plan ﬂuquel les p()l}rf'[lrcs
symméltriques sont rapportés, est le plan d'une face : on
pourrait supposer que ce plan est un plan I‘{ul-lcom]ue.
et alors la définition deviendrait plus générale, sans qu’il
y elt rien a changer a la démonstration de la propos. 11,
par laquelle nous avons établi les relations mutuelles des
denx pol}-‘i-drt‘s_ On peut anussi ]‘Jl'l"rlrh‘c une idée [I'f:s:ius[c
de la maniére d’¢tre de ces deux solides, en regardant 'un
des deux comme l'image de 'autre formée dans un miroir
plan, lequel tiendra lieu du plan dont nous venons de
parler.

NOTE VIIIL
Sur la proposition XXV, livre FII.

Ce théoréme qu'Euler a démontré le premier dans les
Mémoires de Pétershourg, année 1758, offre plusieurs
conséquences qui méritent d’étre développées.
1° Soit « le nombre des triangles , & le nombre des qua-
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lateres, ¢ le nombre des pentagones, ete. qui composen!
la surface d'un polyedre; le nombre total des faces sera
a—-b-4 ¢+ d-+-ete., et le nombre total de leurs cotés sexa
3a+4- 4o+ 5c4-6d4-ete. Ce dernier nombre est double de
celui des arétes, puisque la méme arvéte appartient a deux
faces , ainsi on aura
HU— a4 b4 c+ d-}ete.

2 A—3a-} 4t be-}6d-- etc.
Et puisque , suivant le théoréme dont il s’agit, S+ H=—A
42, on en tire
2 S— 4 +a-+} 2b4 e+ fid-}-etc.

Une premiere remarque que fournissent ces valeurs, c'est
que le nombre des faces impaires @ -} ¢ -k ¢ -} etc. est tou-
jours pair.

On peut faire pour abréger 0 =—>0-42¢- 3d -4 cle., et
alors on aura

A—=H+4-0,
S—a-iH|f-zo.

Ainsi dans tout polyédre on a toujours A>-H, el S>>
2~ H, ot il faut chserver que le signe > n’exclut pas Péga-
lité, attendu qu'on pourrait avoir @==0.

I.e nombre de tous les angles plans du polyedre est 2.A,
celui des angles solides est S, de sorte que le nombre moyen

des angles plans qui forment chague ai

Ce nombre ne peut étre moindre que 3, puisqu’il faut
au moins trois angles plans pour former un angle solide;
ainsi on doit avoir 2 A > 38, le signe > n’excluant pas
I'égalité. Si on met au liew de A et S leurs valeuws en
Hetw, on aura 3 H-- >64iH4-20,oudll>12 40,
Remettant les valeurs de H et @ en a, b, ¢, elc., ilen
résultera

3a-}204c>12 e -2+ 3g-1 ete.
d’oit I'on voit que @, &, ¢, ne peuvent pas étre zero a-la-
fois, et qu’ainsi il n’existe aucun polye¢dre dont toutes les
faces aient plus de cing cotés.

Paisqu'on a H> 44

deS et de A donnera S>4 -2, et A>6-4 w. Mais en

o, la substitution dans les valeurs

méme fempsona < I —12:etdelailrésulie S<oH—

20,
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et A < 3H— 6, ou l'on se souviendra que les signes > et
< n'excluent pas I'égalité. Ces limites ont lien généralement
dans tous les polyédres.

2° Supposons 2A>4S, ce qui convient a une infinité
de polyédres , et nommément 4 ceux dont tous les angles
solides sont formés de quatre plans ou plus , on aura dans
ce cas H> 8w, ou, en faisant la substitution,

a>8 4 c+42d+43eete.

Donc il faut que le solide ait an moins huit faces triangu-
laires; la limite H> 8 4w donne S>6 4w, et A >2 w12,
Mais on a en méme temps 0 < H—8; et de 1a résulte S<H

—a2, A<oH—4.

3% Supposons 2A > 55, ce qui renferme entre autres
polyédres cenx dont tous les angles solides sont au moins
quintuples, il en resultera H>20--3 0, ou

a>2042b4be4 8d-}-ete.
Et on aura en méme temps S>12+ 20, et A>30 4 5w;
enfin de ce que » <+ (H—20), on tire les limites S <
2(H—2), A<i(H—2).

On ne peut supposer 2 A =—1065; car on a en général
2A 2w+t 12=—068; done il n’y a aucun polyedre dont
tous les angles solides soient formés de six angles plans ou
plus ; et en effet la moindre valeur gu’aurait chaque angle
plan , 'un portant I'autre , serait 'angle d'un triangle équi-
latéral , et six de ces angles feraient quatre angles droits ,
ce qui est trop grand pour un angle solide.

4° Considérons un polyédre dont toutes les faces soient
triangulaires , on aura =0, ce qui donnera A—7 H, et
S_=o-} * H. Supposons en outre que tous les angles solides
dun polyédre soient en partie quintuples, en partie sextu-
ples; soit p lenombre des angles solides quintuples, g celui
des sextuples , on aura S—=p -+ g et 2 A—=>5p—-6¢, ce qui
donne 6S—2 A= p : mais ona d’ailleurs A—3 H, et S—

2--+H; done p=6S—2A=—12. Donc si un polyédre a
toutes ses _faces trrangulaires, et que ses angles solides soient
en partie quntuples , en partie sextuples , les angles solides
quintuples seront towjours au nombre de 12. Les sextuples
peuvent étre en mombre quelconque : ainsi, en laissant ¢

indéterminé, on aura dans tous ces solides S — 12 4 g,
H—a2042g9, A—30-434.
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Nous terminerons ces applications par la recherche du

nombre de conditions ou données né
question intéressante , ct qu’il ne

t'(:ss:li!'t's [l{"lll'l‘ déter-

miner un polyédre; parait

pas qu’on ait encore résolue.

Supposons d’abord que le polyedre soit d’une
st-a-dire quon connaisse le nombre de ses
.otés individuellement, et leur

espece dle-

terminée , c'¢
faces, le nombre de leurs ¢

disposition les unes a U'égard des autres. On connait done
; il ne s’agit

les nombres H, §, A, ainsi que @, b, cyd,ete:s;
nombre de données effectives , lignes ou

plus que d’avoir le
ut étre cons~

angles, parle moyen desquelles le polyedre pe
truit et délerminé.

Considérons une des faces du polyédre que nous pren=
drons pour sa base. Soit 7z le nombre de ses cOlés 5 1l faudra
sterminer cette base. Les angles

an — 3 données pour &
le som-

solides hors de la base sont au nombre de § — 7 ;
met de chaque angle exige trois données pour sa détermi-
nation; ainsi la position de S—7 sommels exigerait 35—
37 données , auxquelles ajoutant les 27— 3 de la base,
— 72— 3. Mais ce nombre est en gé-
diminué¢ du nombre de con-

on aurait en tout 35

néral trop grand, il doit étre
ditions nécessaires pour que les sommets qui répondent a
une méme face soient dans un méme plan. Nous avons
appelé » le nombre de cotés de la base, appelons de méme
n', n", etc. les nombres de cotés des aulres faces. Trois
points déterminent un plan; ainsi ce qui se trouvera de
plus que 3 dans chacun des nombres 7'
tions pour que les différents sommets soient

v
, ", ete. donner:

autant de condi
situés dans les plans des faces auxquelles ils appartiennent ,
et le nombre total de ces conditions sera ¢gal a la somme
(' —3)4(n"— 3) 4 (»"'—3) -} ete. Mais le nombre des
termes de cette suite est H—1, et daillenrs 7 n --n"
“}-etc.—2 A : donc la somme de la suile sera 2 A—n—
3(H—1). Retranchant cette somme de 38 —n—73,1lres-
tera 38—oA -|-3H— 6, quantité qui, i cause de S~-H—
A—}-2, seréduit 2 A. Donc fe nombre de donnces necessaires

pour déterminer un 1;(){}'(3(11'8 , parmi tous ceuw de la meme

‘ espece , est (‘gu( au nombre de ses argtes.
i s
} Remarquez (.-epvndunc que les données dont il s’agit ne
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doivent pas éire prises au hasard parmi les lignes et les

ang

s qui constituent les éléments du polyédre ; car, quoi-

t{ll’u:l efit antant ll‘l."rln.'\!inns que d’i]u'nni]u:-s‘.1 1l l)Olll'l':lil

)

se faire que certaines relations entre les quantikés connues
rendissent le probléme indéterminé. Ainsi il semblerait ,
d’aprés le théoréme qu'on vient de trouver, que la connais-
sance des arétes seules suffit en général pour déterminer un
polyeédre; mais il y a des cas ot celte connaissance n’est
pas suffisante. Par exemple, étant donné un prisme non
triangulaire quelconque, on pourra former une infinité
d’s

Ia méme maniere. Car, deés que la base a plus de trois cOlés ,

res prismes qui auront des ardtes égales et placées de

on peut, en conservant les cotés, changer les angles , et
donner ainsi a cette base une infinité de formes différentes ;
on peut aussi changer la position de I'aréte longitudinale
du pri

combi

me par rapport au plan de la base, enfin on peut

* ces deux changements l'un avec l'autre; et il en

es ou cOtés nm'an-

tera toujours un prisme dont les a

ront pas changé. IVon Fon voit que les arétes seules ne

suffisent pas dans ce cas pour déterminer le solide.

Les données qu'il convient de prendre pour déterminer
un solide, sont celles qui ne laissent aucune indétermina-
tion, et qui ne donnent absolument gu'une solution. Et
d’abord la base ABCDE sera déterminée entre autres ma-
nieres , si on connait le coté AB, avec les angles adjacents
BAC, ABC, pour le point C; les angles BAD, ABD, pour
le point D, et ainsi des autres. Soit ensuite M un point dont

il fant déterminer la position hors du plan de la base; ce

point sera déterminé, si, en imaginant la pyramide MABC,

ou seulement le plan MAB, on connait les angles MAT,

ABM , et Tinclinaison du plan MAB sur la base ABC. Si
on détermine, par le moyen de trois données pareilles la
position de chacun des sommets du polyédre hors du plan
de la base, il est clair que le polyédre sera determiné abso-
lnment et d’une maniere unique, de sorte que deux polyé-
dres construits avee les mémes donndes seront nécessaire-

ment éganx ; ils seraient cependant symmétriques I'un de

‘ils étaient eonstruits de différents cotés du plan
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1l n'est pas toujours nécessaire d’avoir trois donndes
pour déterminer chaque sommet d’un polyédre ; caxr si
le point M doil se trouver sur un plan déja déterminé dont

Pintersection avee la base soit FG , il suffira, aprés avoir

pris FG a volonté , de connaitre les angles MGF, MFG;
ainsiil fandra une donnée de moins. Sile point 1M doit se
trouver sur deux plans déja déterminés , ou sur lenr inter-
section commune MK qui rencontre le plan ABC en K, on
connaitra déja le coté AK, I'angle AKM, et 'inclinaison du
plan AKM sur la base; il suffira done d’avoir pour nouvelle
donnée Pangle MAK. Clest ainsi que le nombre de données

nécessaires pour déterminer un polyedre absolument et
d’'une maniere unique, se réduira toujours an nombre de
ses arétes A.

Le ebté AB et un nombre A — 1 d’angles donnés déter-
minent un polyédre; un autre coté & volonié et les mémes

angles détermineront un polyedre semblable. D’otli il suit que

le nombre de conditions nécessatres pour que deux polyedres
de la méme espece sotent semblables, est égal au nombre des
arétes moins un.

La question qu'on vient de résoudre serait beauncoup plus
simple si on ne connaissait pas espece du polycdre, mais
seulement le nombre de ses angles solides S. Déterminez
alors trois sommets 2 volonté par le moyen d'un triangle
ot il y aura trois données; ce triangle sera regardé comme
la base du solide, ensuite les sommets hors de cette base
seront au nombre de 8§ — 3; et la détermination de chacun
d’eux exigeant trois données, il est clair que le nombre
total de données nécessaires pour déterminer le polyeédre,
sera 343 (S—3), ou3S—6.

Il faudra done 3 S — 7 conditions pour que deux polye-
dres qui ont un égal nombre § d’angles solides soient sem-
blables entre eux.

NOTE IX.
Sur les polyédres réguliers. (Voyez lCappendice
: £ / :
aw livre V11.)
Nous nous sommes attachés dans la proposition IT de cet
appendice a démontrer existence des cing polyedres régu-




figr,

fig. 43.
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liers, c’est-a-dire, la possibilité d’arranger un certain nombre
de pians égaux de maniere qu’il en résulte un solide uniforme
dans toute son étendue. Il nous a paru que dans d’autres
ouvrages on suppose cet arrangement existant, sans trop
en rendre raison; ou bien on ne le démontre, comme a
fait Buclide, que par des figures compliquées et difficiles
a entendre.

Le probléme de déterminer I'inclinaison de deux faces
adjacentes du polyédre, et celui de déterminer les rayons
des spheres inscrite et circonserite, sont réduits dans les
probi¢mes IIf et IV a des constructions fort simples ; mais
il ne sera pas inutile d’appliquer & ces mémes problémes le
calcul trigonométrique qui fournira d'ailleurs de nouvelles
propositions.

Soienta, &, ¢, les trois angles plans qui composent I'angle
solide O, ct soit propesé de trouver Iinelinaison des plans
ot sont les angles @ et &, on déerira du centre O le trian-

gle sphérique ABC, dans lequel on connaitra les trois e6tés

BC=a, AC=0b, AB=¢, et il faudra trouver I'angle C
compris entre les cotés @ et b. Or, par les formules con-

COS ¢ — C0S @ cos b

nes, on a cos

: . Cette formule appli-
@ sin b

quée aux eing polyedres réguliers , va nous faire connaitre
I'inclinaison de deux faees adjacentes dans chacun de ces
solides.

Dans le tétraédre , les trois angles plans qui composent

Pangle solide S, sont des angles de triangles équilatéranx;

soit donc la demi - circonférence ou l'arc de 200° ==, on
L €03 @ — c0S* @
aura c—b—ec=— +=; donc cos C= - =
sin® a

cos a (1—cos a) cos a

= ; mais on sait que cos : =
1—cos'a 1-}-cos a
= %, donc cos C=21.

Dans Phexaédre ou cube, les trois illl.glt’s plzms qui for-

ment 'angle solide A, sont des angles droits; ainsi on a

==

=, el cos a=—o, done cos C—o0. Donc I'angle
de deux faces adjacentes est un angle droit.
Dans Poctaédre , si 'on fait e =DAS =1 =

; T Aoy
—5 7, c—= TAS=s+, on auracos C = —
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z=—=21y/3;donccos C=

Ty il Ty x i
=0, COS 3 F —7y S1IL 3

Or, cos; 7=
Pinclinaison des faces de I'octaédre

—2<. Do lon voit que
et Pinclinaison des faces du tétracdre sont deux angles sup-
pléments l'une de lautre.

Dans le dodécaédre , un angle solide est formé de trois fig. 246.

angles plans égaux , chacun , a I'angle d’un. pentagone

régulier ; ainsi, en falsant @ — b—c—=—4% =, on aura
cos a : 5 Jos, 1—\v' b
cos C— ; mais €05 : T—— S0 - T = "
14cosa A
K
11—V ¢ 4 2
done cos C= == L s S0 C—=—, et tang =
h—v'D v'h v'h
— 2.
Dans Licosaédre , il faut faire ¢ = C'B D =2%r,a= fig247
b . cos:m—cos* 37
b =C'B' A/ =+ =, et on aura cos (==
sin® - @

i et

; done sin €= 3. Telles sont les

/b
- 3

expressions trés-simples par lesquelles on détermine Uineli-
naison de deux faces dans les cing polyédres réguliers. Mais
nous remarquerons qu'on aurait pu les comprendre dans

une seule et méme formule.

fn effet, soit » le nombre de cOtés de chaque face, mz le fiz. 248.
nombre d’angles plans qui se réunissent dans chaque angle
solide ; si du centre O et d'un rayon=1, on déerit une
surface sphérique qui rencontreen p, g, s les lignes OA,
0C, OD, on aura un triangle sphérique p g 7, dans lequel

(13 ™

et I'angleg——3;
L

on connait I'angle droit r, 'angle p—
8 > glep

2
m
1 cosp
on aura donc, par les formules connues, cos g 7= -
sin g
Mais cos g r=cos COD = sin CDO —sin+ C, C dési-
T«
cos—
y s m o
gnant 'angle CDE; donc sin 3 C ——— Formule giéné-
sin
i

rale qui, appliquée successivement aux cinq polyedres,
doanérait les. mémes valeurs de cos G ou de 1—2 sin* 7€
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qu’on a trouvées par une autre voie; pour cela, il faut subs-

tituer, dans chaque cas, les valeurs de 1z et 2, savoir :
Tétracdre , Hexaedre, Octaédre, Dodécacdre, Lcosaédre.

=03 3 3 4 3 5.

] B -

it L R 4 ST 5 5 v
Le méme triangle sphérique pgr, d'ou 'on vient de
déduire l'inclinaison de deux faces adjacentes, donne

cO = = ¢
cos pg—cotp cot g, ou ——=—cot — cot —. Donc, si on
OA m 7

appelle R le rayon de la sphere circonserite au polyedre,
et 7 le rayon de la sphere inscrite dans le méme polyédre,

on aura ——tang — tang —; d’ailleurs, en faisant le e6té
r m I
TR . E
AB=—a, on a CA——"—, et par conséquent R* — »* |-
sin —
7l
—a*
———. Ces deux équations donneront pour chaque polyédre,

sin* —
I

les valeurs des rayons R et r des spheres circonscrite et

T
inscrite. On a aussi . en supposant C connu ,7=—1= @ cot =
tang - C et R—"1 & tang — tang ~ C.

e
Dans le dodéeacdre et I'icosaedre , on voit que le rapport

R 2 1a méme valeur 1:mg-_%— tang st Donc, si R est le méme
Ll

pour tous les deux , r sera aussi le méme; c’est-a-dire , que
si ces deux solides sont inscrits dans une méme sphere,, ils
seront aussi circonscrits 4 une méme sphere, el vice versd.
La méme propriété a lieu entre I’hexacdre et Poctaédre,

puisque la valeur de -I}i est, pour 'un et pour l'autre,
tang T tang —.
- 4
flemarquons que les polyedres réguliers ne sont pas les
seuls solides qui soient compris sous des polygones réguliers
égaux; car, si on adosse par une face commune deux té-
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a un solide compris

NOTE X.

tracdres réguliers égaux, il en résulter

iraux el équilatéraux. On pmu‘l':lil encore
avec dix triangles égaux et équilaté-
les seuls quiaient en

sous six triangles
former un autre solide
raux;mais les polyédres réguliers sont

méme temps les angles solides égaux.
8 :
NOTE X.

Sur Uaire du triangle sphérique.

Soit 1 le rayon de la sphere, = la demi-circonférence d'un
b, ¢, les trois cotés d'un triangle

grand cercle; soient a ,
rcle qui mesurent

sphérique; A, B, C, les ares de grand-ce

les angles opposés. Soit A 4B+ C—n=S, suivant ce
qui a éte démontré dans le texte *, Iaire du triangle sphé-
4 Parc S multiplié par le rayon, et ainsi
S. Or, par les analogies de Neper,

rique est égale
est représenlée par
on a:

A+B G a—b a—-6

<ot — s c08 ———COS -
2 2 2 2

de 14 . tirant la valeur de tang < {;\—}-B} , on en déduira

aisément celle de tang (A +B4- ’TC) ——cot +S5:0n

\

I.III]‘E‘!‘

aura ainsi
ity s
__cottacot3b-f-cos C
sin C

tres - simple qui peut servir a calculer I'aire d'un

3
cot 5 ¥

formule
le sphérique lorsqu’on connait deux cotés a, b, et

triang
On peut aussi en déduire plusieurs con-

I'angle compris C.
séquences remarquables.
1° 8§i Pangle C est constant, ainsi que le produit

a b

cot .ot —, 'aire du triangle sphérique représentée par S,
2 2

demeurera constante. Donc deux triangles CAB, CDE,

qui ont un angle égal C, seront équivalents’, si on a

tang 2 CA:tang CD:tang 3 CE:tang CB, c’est-i-dire, si
les tangentes des moitiés des cotés qui comprennent Pangle
¢gal , sont réciproquement 111‘0]!!}l‘lillllllt‘”l?!i-

Pour faire sur le coté donné CD et avec le méme

0o
2

fig. 282.
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angle C, un triangle CDE équivalent an triangle donné
CAB, il faut déterminer CE par la proportion :
tang+ CD:tangs CA:: tang} CB:tang: CE.
3° Pour faire avec 'angle du sommet C un triangie isos-
1 cele DCE équivalent au triangle donné CAB, il faut
prendre tang; CD, ou tang+ CE, moyenne proportionnelle
entre tang CA et tang CB.
cotia cott b4 cos C
sin C
peut servir a démontrer d'une maniere tres - simple la pro-
position XXVI du livre VIL; savoir, que de tous les trian-
. it gles sphériques formés avec deux cotés donnés a et &, le

g 0

4" La méme formule cot: § —

I plus grand est celui dans lequel I'angle G compris par les
H cotés donnés, est égal 4 la somme des deux autres angles
L A et B.

fig.283.  Du rayon OZ —1 décrivez la demi-circonférence VMZ ,
{l faites I'arc ZX = C, et de l'autre coLé du centre prenez
OP —=cot ;- a cot; b; enfin joignez PX et abaissez XY per-
pendiculaire sur PZ.

i PY
]J Dans le triangle rectangle PXY on a cot P =xy=
§
col> @ cot+ b+ cos C
Db islec ‘+ 3 donc P =21 S; donc la surface §
sin C

sera un maaunum , sil'angle P en est un. Or, il est évident
que si on mene PM tangente & la circonférence, I'angle
MPO sera le mawzimun des angles P, et alors on aura MPO
—MOZ —; =. Donc le triangle sphérique , formé avec
deux cotes donnés, sera un mazimum si on a -5 —C
—-wm, 00 C=A4B,ce qui s’accorde avec la proposition
citee.

n’y aurait pas lieu a mazimurmn sile point P était au-dedans
du cercle, c’est-a-dire, sil’on avait cot: a cot: b < 1.
Condition d’ou I’on tire successivement col; a< tang ; b,

‘
|j On voit en méme temps, par cette construction, qu’il
|
.
|
.
|

tang (s 7—2a)<tangtd,twn—2a< b, et enfinw<
a-b, ce qui s’accorde encore avec le scholie de la méme
proposition.
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Prosrtme L. Trouver la surface d’un truangle sphirique

par le moyen e ses trois ¢Otés.

Pour cela, il faudra dans la formule
L(’IT.—-R(’O' -b—| cus(

cot+S—= —
i sin C

aer les valeurs de sin C et cos C exprimées ena, b, e
2 r

by cos c— €08 & €08 h
or, on acos C—=—

substit

. et cot + a cot 3 b=
sm @ sin n b

}-cos a 1—|~(0=‘.b

sin a sin B

; de la résulte :

--|—~ cos a —|— cos b—]— cos ¢

cos C - cot ta cot s b=— L :
sinasin b

Ensuite la valeur de cos C donne

. atbtc . atb—
9 sin ——— SIN———
c0S c—CO0S [(r+b} 9 a2

14cosC— = -
sin @ sin &

ate—b , btec—a
sin

2 2

sin @ sin &

2. sin
_ cos(a—b)—cosc
1=—c0sC= ———5——
sin a sin &

Multipliant ces deux quantités entre elles et extrayant la

sin @ sin b

racine du produit, on aura
at-b+c . atb—c . a+t-c—b ., btc—a
ay/( sin

— S1I. —— S1N1 SN —————
2 2

b

sinG=— - -
sin a sin &

Donc enfin

Gh 1 --cos @a—4-cos b-cosc
rot=S— d
S a+b+{' . a+b—c ., atc— b . b4a—
91/( in —— 51n 51n 1o
2 2 2

S11L ~ - §

Cette formule résout lo probléme proposé , mais on pent

parvenir a un résultat plus simple.
Pour ceia reprenons la formule
- (,oL--fz Lﬂ!—- b-{—rosC
tiS=— 15
“sin C

nous en tirerons d’abord 1 -} cot LS, on
isgati s tacot?ib—t-2c0t; acottbcos C- -1
0 St Lihe Slte s S ulnE e

sin” C
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Or, la valeur de cos C donne 2 cot 2 a cotd & cos C=

cos € — €05 @ C0s b

—; mettant dans le numérateur, au
-

2 Slll T Sll

lieu de cos ¢, cos @, cos b, leurs valears 1 — 2 sin* 2 ¢,

1—2 sin® @, 1—2 sin* L &, et réduisant, on aura

sin® - @-|-sin® £ b—sin® ¢
2 cot+acot=beos C= — = — 2.

sin®t@sin®*tb

¥ 1—sin® +a 1—sin* 4
On a d’ailleurs cot* La.cot* 2b—=— > .- > —
sin®ta sin® > 6
1 — sin® >a—sin® b :
= S ~+ 1. Donc, en substituant ces va-

sin® Lasin® b

a

leurs, on aura , ce qui donne

sin*i8~ sin*tasin (Jsm C

s sintasin2&sinC
sin 5 8 =—- A e §

» et, en remettant la valeur de
cos =+ ¢

sin C, on a

+bte | atb—c ., atc—b |, S
L/(sm ———8In———siIn————sin fepiet

Sal) 2 2 2
sin + S— . L

2 COS ~ a oS+ b cos =

Formule commode pour le calcul lng:u'ilhmique.

Si on multiplie celle-ci par la valeur de cot = 8§, il en
résultera
: 1-+cosa--cosb-cosec  cos*ia+cosib4-cos*Lte—1

\
cos 3 S=— —
7 fcostacostbeos e 2 L()R—-(L(Ob—-l"){,osl e

Nouvelle formule qui a 'avantage d’étre composé: de ter-
mes rationnels.
3 s 1—cos+ S
De la on tire encore ———— ou
sin+ S

1—c08” ;a—c08* 16—cos* Le+acost sacos ~beos-
. atbtc . atb—c . atc—b _ bt-c—a
V7| sin‘————sin 1
2

tang ;S =

Sin— ST
2 2 2
Or, le numérateur de cette expression peut se décomposer
en facteurs, comme on I'a fait pour une quantité sem-
blable, note V, probléme IV ; on aura ainsi
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a-b-f-c , atb—c . a—-c—b . btc—a
4 sin— 5171 sin Ml
f f f h .
fang . S————— o Lo AR P s
y e d—g by }-c . n—| b—r ’ s tc—b . btc—a
vV k\ln T —SIN———8IN———
2 2 2
sinip sin*+p ° o
Mais on a ""] = - f =\ (5 tang+p);
Vv sinp \ 2 sinipcossp

donc enfin

b—c at-c—b
tang

L

b4-c—a
ang

: N (p—|—f:-—|—r? a4
tang I-hr:;/(l:mg - tang——
¢

Cette formule trés-élégante est due 4 Simon Lhuillier.

ProsrimE 11. Btant donnés les trots edtés BC—a, AC=D,
AB = ¢, déterminer la position du point L, pdle du cercle

circonscrit au treangle ABC.

Soit Pangle ACI=2=, et 'are Al =CI—=BI=¢; dans
les triangles CAT, CBI, on aura par les formules connues

cosO—cosbecosy 1T—cosh sin b
cos = - . = - cotp—————coty,
sin & sinQ sin b B ;—i--cos/;
= I — COS @ cos (C— =)
cos (C—a) = - cot @. Donc , ou
sin @ €cos @
1-}-cos b) (1—cosa
cos C -} sin C tang = { ( ) ; substi-

tuant dans cette équation les valeurs de cos C

sin 4 sin b

exprimées en @, b, ¢, et faisant, pour abréger,

M—=—\/ (1—cos*@a—cos* b—cos”* c-{-2 COs @ c0S beosc),
081 1-}-cos b—cosc——cos a
on en déduira tang »=—
qui détermine I'angle ACI. On peut observer qu’a
ABI, BCI, on a ACI—=

des triangles isosceles ACI,
&

M

4
&

)

et sin C

, formule

cause

t (C4-A—B); on aurait de méme BCI—=+ (B+C—A),

BAI—
quables :

tang: (A+C—B

tang: (B-C—A )=

1 cos b— cosa—cos ¢

M

1} cosa—cosb—cosc

M

(A4 B—C). De la résultent ces formules remar-
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tang £ (A+B—C)= L3hicos "‘_I:;O-‘i 72 —cos b !

auxquelles on peut joindre celle qui donne cot + §, et qui

peut se mettre sous la forme :

— 1 —cC0s @a— 05 b—cos ¢

tang - (A+B4C)= .
M
La valeur de tang = qgu’on vient de trouver, doune
’ I 2(14cosb)(1—cose)(1—cosa
1 -}-tang’ .» ou _ = - ’J( }
cos* x M*
16 cos® 2 b sin® + c sin* % a 1
= - ; donce
M * cos
4 cos £ bsin £ ¢ sin ; @ ! i £
— . Mais de l'équation
M
I — cos' b P o G
C05 v ——— cot © — tang = b co , on tire
sin & ? 5 3 ‘
tang = & fsintasinibsinic
tang © — ———; donc tang 9 —
! cos = M

2sintasintbsinec
. a+btc . atb—c ., atc—b , b+tc—a
7| sin sin sin————— sin————
2 2 2

ProeLimE wr. Déterminer sur la surface de la sphere lo
ligne sur laquelle sont situcs tous les sommmets des triangles

de méme base et de méme surface.

Soit ABC l'un des triangles sphériques dont la base
commune est AB—¢, et la surface donnée A +B 4 C—
= = 8. Soit IPK une perpendiculaire indéfinie élevée sur
le niilien de AB; ayant pris IP égal au quadrant, P sera le
pole de Farc AB, et Parc PCD mené par les points P, C,
sera perpendiculaire sur AB. Soit ID—p, CD—=gq; les
triangles rectangles ACD, BCD, dans lesquels ona AC=5,
BC—a, AD—=p-+}1c, BD—p—1:c, donneront cos a—
cos g cos (p—=c), cos b=rcos g cos (p—-+ % ¢ ). Mais on
a trouvé ci-dessus :

1 -}-cos a-4-cos b~-cos ¢

k)

cot + S— s : s
sin @ sin & sin C

substituant dans cette formule les valeurs cos a4-cosbh=
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2 €0S g COS p cost ¢, 1-}-cosc=2 c0s* s ¢, sindsinC=
sin ¢ sin B—a2a sin X ¢ cos 2 ¢ sin B ; on aura

i cos ; c—}-cos p cos q
cot + S—— =
; sin @ sin ;¢ sin B
IYailleurs dans le triangle rectangle BCD, on a encore

i N i : ~}-cos p cos ¢
sin 2 sin B=s1n ¢ ; done cot + S = —— S ==y
¥ 1 = Sl g

ou cos p cos g =cot } Ssinl ¢sin g—cos ;c; c'est la rela-

tion entre p et g qui doit déterminer la ligne sur laquelle
sont situés tous les points C.

Ayant prolongé IP d’une quantité PK=—=uz, joignez KC
et soit KC=y; dans le triangle PKC, oit 'on a PC=

tm—gq et I'angle KPC—=
par la formule cos KC—=cos KPC sin PK sin PC - cos PK

w=—p, le c61é KO se trouvera

cos PC , ou

€08 y ==sin ¢ cos &— Sin & c0s g €0S 7 ;
dans Jaquelle substituant au lien de cos ¢ cos p sa valeur
cot = 8 sin % ¢ sin q—ws ¢, ON aura

cos ¥y —sin 2 cos + r.‘—]--smq \(_05 r—sin.x (.Ol LS sin :
Dela onvoit que sil’on prﬂnd cos.z—sinx cot Ssm e _.n,
ou cot r—cot 3 Ssint ¢, on aura t.ﬁs_)':mn TC08 =6 et
ainsi la valeur dc_) tlewendm constante.

Done si apres avoir mené ’are TP perpendiculaire sur le
milieu de la base AB, on prend au-dela du pole la partie
PK telle que cot PK=—=cot+ S sin % ¢, tous les sommets des
triangles qui ont la méme base ¢ et la méme surface S,
seront situds sur le petit cercle déerit du point K comme
pole a la distance KC telle que cos KC—=sin PK cos ; c.

Ce beau théoréme est di a Lexell. ( Voyez le tome V,
part. I des noca Acta Petropolitara.)

N@ LR XL
Sur la proposition I11, livire PIIL.

Cette proposition peut étre démontrée plus rigoureu-
sement en la ramenant aux lemmes pt't"limilmil'os, de la
maniere suivante.

Je dis d’abord que la surface convexe terminée par les
arctes AF, BG, et par les ares A u B, ¥ G| ne saurait
Douz. ed. 21
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¢tre plus petite que le rectangle ABGF, partie correspon-
dante de la surface du prisme inscrit.

En effet, soit S la surface convexe dont il s’agit, et soil,
s’il est possible, le rectangle ABGF ou ABXAF—=S5-}+M,
M érant une guantité positive.

Prolongez la hautenr AF du prisme et du cylindre jus-
qua une distance AT’ ¢gale a n fois AF , n étant un
nombre entier quelcongue; si 'on prolonge en méme lemps
le eylindre et le prisme. il est clair que la surface convexe
S’ comprise cntre les arétes AF', BG’, contiendra »n fois la
surface S; de sorte qu'on aura S'—=aS , el parce que
% AF=AF', on aura ABXAF—=nS|-nM=514rM.
Orv n ¢tant un nombre entier a volonté et'M une surface
donnée, on peut prendre z de maniere qu'on ait 2 M plus
grand que le double du segment AuB, puisqu'il suffit pour

2Aul :
—; done alors le rectangle AB X A F'

cela de faire n >
i |

ou la surface plane ABG'F’ serait plus grande que la sur-

face enveloppante, composée de la surface convexe S' et

de deux segments circulaires égaux AzB, I’

2'G'. Or, au
contrairve , la seconde surface est plus grande que la pre-
miere, suivant le premier lemme préliminaire; done, 12 on
ne peut avoir S < ABGF.

Je dis en second lieu que la méme surface convexe S ne
saurait étre égale a celle du rectangle ABGF. Car suppo-

sons, s'il est possible; qu’en prenant AE—AB, la sur-

face convexe AMK soit égale au rectangle AFKE ; par un
point quelconque M de 'are AME , menez les cordes AM,
ME , et ¢lever MN perpendiculaire sur le plan de la base.
Les trois rectangles AMNF , MEKN, AEKI, ayanl méme
hauteur . sont entre eux comme leurs bases AM, ME, AE.
Or on a AM-}-ME>AE, donc la somme des rectangles

MNE, MEEN est plus grande que le rectangle AFKE.
Ue
AMI. . f'H!.!!!HN.‘t‘ des denx surfaces }Jcll'lil.‘Hrﬁ AN, MK.
INF, M ]

g I'a T'I-ZE." II“:(' l!:] Zp”!l”]'lf'li!':; 5\”[‘!‘{”_‘['3 convexes ('iII'I“.‘!\}N}EH}ilflrl's

ui-ci est équivalent par hypothese a la surface convexe

Donc la somme des rectangles A est plus

AN, MK. Donc il faudra que 'un an moins des rectangles

, MEKN soit plus grand que la surface convexe
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correspondante; Cette conséquence est contraire & la pre-
miere partie déja démontrée. Donc, 29 la surface convexe
S ne saurait étre égale a celle du rectangle correspondant

ABGF

Il suit de la qu'or a S>ABGF, et quainsi la surface

convexe du cylindre est }Jltl.‘i :I\‘I’('!I!Jit‘ que celle de tout
nrisme inserit.
Par un raisonnement absolument semblable, on prou-

vera que la surface convexe

I eylindre est plus petite que
celle de tout prisme circonscrit.
[ I b ER 3 21
Sur égalité et la similitude des polyédres.
On trouve 4 la téte du XI® livre d’Euclide, les défini-
tions g et 10 ainsi concues :
9. Deux solides sont semblables , lorsqu’ils sont COmpris

sous ur méme nombre de plans seinlilables chacun a

r‘/zf."m‘{?}.

10. Deux solides sont egaux el semblables, /ru‘.\vn’f{.v
SONE compris sous un méme nombre de plans cgauz et
semblables chacun & chacun.

I’objet de ces définitions étant un des points les plus
difficiles des éléments de géométrie, nous 'examinerons
avec quelque détail, et nous disculerons en méme temps

les remarques faites a cc sujet par Robert Simson dans son

édition das éléments , p 588 et suiv.

D’abord nous observerons avec Robert Simson que la
définition 10 n'est pas proprement une définition, mais
bien un théoréme qu’il faudrait démontrer; car il n’est
pas évident que deux solides soient égaux par cela seul
qu'ils ont les faces égales; et sicette proposition est vraie,
il fautla dérmontrer soit par la superposition, soit de toute
autre maniere. On voil ensuite que le vice de la défini-

tion yo est cornmun a Ia définition g. Car, sila définition 10

, i > ) i
n’est pas démontrée , on pourra croire qu’il existe deux

solides inégaux et dissemblables dont les faces son! 3
mais alors , suivant la définition ¢, un troisieme solide qui
aurait les faces semblables & celles des deux premiers serait

semblable a chacun' @’cux, et ainsi serait semblable & deux

1.
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corps de diffévente forme, conclusion qui implique contra-
diction, ou du moins qui ne s’accorde pas avec 'idée qu'on
attache naturellement au mot semblable.

Plusieurs propoesitions des XI® et XII®livres d’Euclide
sont fendées sur les définitions g et 10, entre autres la
proposition XXVIII, livre XI, de laquelle dépend la me-
sure des prismes et des pyramides. Il semble dene qulon
pourrait reprocher aux éléments d’Euclide de contenir un
assez grand nombre de propositions qui ne sont pas rigou-
rensement démontrées. Mais il y a une circonstance qui

o
L

sert a affaiblic cetlte inculpation , et qu’il ne faut pas
ometire,

Les figures dont Eunclide démontre 1'égalité ou la simili-
tnde en se fondant sur les définitions g et 10, sont telles,
quelenrs angles solides n’assemblent pas plus de trois angles
plans : or, si deux amgles solides sont composés de Lrois

angles plans égaux chacun a chacun , il est démontré assez

claivement dans plusieurs endroits d’Euclide que ces angles
solides sont egaux. D'un autre cdté, si deux poly2dres ont

les faces égales on semblables chacune a chacune, les angles

sclides homologues seront composés d’un méme nombre
d’angles plans égaux, chacun a chacun. Donc, tant que les
angles plans ne sont pas en plus grand nombre que trois
dans chaque angle solide, il est clair que les angles solides

homologues sont égaux. Mais, si les faces homologues sont

iles et les angles solides homologues égaux, il n’y a plus
de doute gue les solides ne soient égaux; car ils pourront
&
de T

10 est vrai et admissible, au moins dans le cas des angles

1Derposes, ot au moins ils seront symmétriques I'un
autre. On voil done que 'énoncé des définitions g et
solides triples , qui est le seul dont Euclide ait fait usage.
Ainsi le reproche d'inexactitude qu'on pourrait faire a cet
auteur, en a ses commentateurs , cesse d’étre aussi grave
et ne tombe plus que sur des restrictions et des explications
qu’il n’a pas données.

Il restc a examiner si I’énoneé de la définition 10, qui
st vrai dans le cus des angles solides triples, est vrai en
geénéral. Robert Simson assure qu’il ne I'est pas, et qu'on
peut construire deux solides inégaux qui seront compris
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ales chacune a chacune.

sons un méme nombre de faces ¢

Il cite, a appui de son assertion, un exemple qu'on peut
généraliser ainsi.

Si a un polyedre quelconque on ajoute une pyramide ,
en lui donnant pour base une des faces du polycdre; si en-
suite, au lien d’ajouter la pyramide, on la retranche, en
formant dans le polyédre une cavité égale a la pyramide ,
on aura ainsi deux nouveaux solides qui auront les faces

égales chacune a chacune, et cependant ces deux solides

seront inégaux.
Il n'v a aucun doute sur linégalité des deux solides

ainsi construits; mais nous observerons que I'un de ces
solides contient des angles solides rentrants : or, il est
plus que probable qu'Euclide a entendu exclure les corps
irréguliers qui ont des cavités ou des angles solides ren-
trants, et quil s’est born¢ aux polyedres convexes. En
admettant celte vestriction, sans laquelle d’ailleurs d'autres
propositions ne seraient pas vraies , exemple de Robert
Simson ne conclut point contre la définition ou le théoréme
d'Euclide.

Quoi qu'il en soil, il résulte de toutes ces observalionsque
les définitions g et 1o d'Euclide ne peuvent étre conservees
telles gqu’elles sont. Robert Simson supprime la définition
des solides égaux , qui en effer ne doit trouver place que
parmi les théorémes; et il définit solides semblables ceux
qui sont compris s0us un meme nombre de plans sembla-
‘aux chacun a chacun.

bles , et qui ont les angles solides ¢
Cette définition est vraie, mais elle a linconvénient de
contenir bien des conditions superflues. Sion supprimait
la condition des angles solides égaux , on retomberait dans
I'énonecé d’Euclide, qui est défectuenx en ee qu’il suppose
la démonstration du théoréme sur les polyedres égaux.

nous avons cru a !I!'!!JJ("I{ d{'

Pour éviter tout embarras,

diviser la définition des solides semblables en deux parties:

d’abord nous avons donné la définition des pyramides

triangulaires semblables , ensuite nous avons défini solides

) 57 4 . ., 3
semmbiables ceux qui ont des bases semblables , et dont les

sommets homologues hors de ces bases sont détermings par

:_H]llil'l S5 Hi'[”})li!‘l‘-]('.‘v f']l.'ll'll!ll_‘ i i"ll:lr ung

Yacin v 5 3
des pyramides triang
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Cette définition exige pour les bases, en les supposant
triangulaires , deux conditions, et pour chacun des som-
mets hors des bases , trois conditions ; de sorte que , si § est
le nombre des angles solides de chacun des polyédres, la
similitude de ces denx polyedres exigera 243 (S—3)
angles égaux de part et d’autre, ou 3 S— 7 conditions ;
et aucune de ces condilions n’est superflue ou comprise
dans les autres. Car nous considérons iei deux polyedres
comme ayant simplement le méme nombre de sommels ou
d’angles solides ; alors il faut rigoureusement , et sans en
omellre une, les 3 S—47 conditions pour que les deux
solides soient semblables ; mais si on supposait avant tout
qu’ils sont de la méme espece Pun et Iautre , clest-a-dire
qu'ils ont un égal nombre de faces, et que ces faces compa-
rées chacune & chacune ont un ¢gal nombre de colés , cette
supposition renfermerait des coenditions dans le cas ou il
y aurait des faces de plus de trois ¢dtés, et ces conditions
diminueraient d’autant le nombre 3 5—n, de sorte qu’au
lieu de 3 §— 7 conditions il n’en faudrait plus que A —1;
sur quoi voyez la note virr. On voit par la ce qui donne
lieu a la difficalté de poser une bonne définition des solides
semblables ; c’est qu'on peut les considérer comme étant
de la ral

o

éme espece, ou seulement comme ayant un é
nombre dangles solides. Dans ce dernier cas toute difficulté
est ecarlée, et il faut que les 3 S— 7 condilions renfermdées
dans la définition soient remplies toutes pour que les solides

soient semblables, et on en conclura a plus forie raison

qu’ils sont de la méme espece. Au reste, notre définition

¢tant complete, nous en avons déduit comune théoréme la

définition de Robert Simson.

On voit done qu’il est possible de se passer, dans les élé-

ments , du oréme concernant P'égalité des polyédres;
mais, comme ce théoréme est intéressant par lui-méme,
on sera bien aise d’en trouver ici la démonstration , qui
servira 2 compléter la théorie des polyedres (1).
(1) La déemonstration que nous donnons ici est, & quelques déve-

loppements prés, la méme que M. Canchy a présentée 4 Plnstitut

1612 il 2 déconverte ¢n pavtant de quelques iddes gui
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La question qu'il faut examiner, est de savoir si, en
faisant varier les inclinaisons des plans qui composenl la
surface d’nun polyédre convexe donné, on peut former un
second polyedre convexe, compris sous les mémes plans
polygonaux, assemblés entre eux dans le méme ordre.
Nous observerons d’abord que, s'il y ann s¢ »cond polye dre
e le lml\ufl!c

qut satisfait a la :]:l('slmu ce ne pent pas &t
symmétrique du polyedre donné , puisque dans ces deux

polyedres les plans égaux sont di!apnsc:s dans un ordre in

verse autour des angles solides correspondants. Ainsi la
considération des pol\'i'(h‘es 5}.‘:1111‘1:'5LrE:in:-r. doit étre en-

sartée de I'objet dont nous nous occupons.

tierement ¢
[ous observerons, en second lien, que si le polyedre

donné contient un ou plusieurs angles solides triples, ces
angles sont de leur nature invariables , puisque la connais-
sance de trois angles plans suffit pour déterminer les in-
clinaisons mutuelles de ces plans , lorsqu’ils sont réunis en
angle solide. On peut done supprimer dans le solide pro-
posé toutes les pyramides triangnlaires qui forment les
angles solides triples (1); et si le nouvean polyédre qui
résulte de cetle suppression , offre encore des angles solides
triples , on pourra de méme les supprimer, et ainsi succes-
sivement , jusqu’a ce qu’on paryienne a un polyédre dont
tous les :mglvs solides n’assemblent pas moins de quatre
angles plans chacun. En cffet , si le solide proposé peut
changer de figure par des variations gquelconques dans les
inclinaisons de ses plans , ce changement ne peut avoir lieu

sur les pyramides !.l'lzu]gulllln-\ relranchées, et il devra

s’opérer tout entier sur le polyédre restant apres la sup-

pression de toutes les pyramides triangulaires. Nous ne

nous occuperons donc dans ce qui suit, que des polyedr
dont tous les angles solides assemblent an moins quatre
angles plans.

Cela posé, soit § Tun quelconque des angles solides du

avalent ete proposees pour le meme t dans la ['='l'l“i"-‘"‘-f edition

de ces Eléments , pag. 327 et SUIV.

(it commune A denx angles solides triple

I:l ) S1 one méme avele

on ne supprimerait dans la premiere operstion gir'an de ces angles
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polyedre, et soit décrit, du sommet § comme centre, une
surface sphérique dont I'intersection avec les plans de
I"angle solide formera le polygone sphérique ABCDEF. Tes
cotés de ce polygone AB, BC, ete. servent de mesure aux
angles plans ASB, BSC, etc. et sont par conséquent inva-
riables ; quant aux an

gles A, B, C, ete. du polygone, cha-
cun d’eux est la mesure de Pinclinaison de deux plans ad-
Jacents de Iangle solide : ainsi I'angle B estla mesure de
Finclinaison des plans ASB, SBC, que nous appellerons ,
pour abréger, melinaison sur Paréte SB; de méme Iangle C
est la mesure de l'inclinaison sur Paréte SC, et ainsi de
suite.

Nous pourrons donc juger des changements de figure de
chaque angle solide S, par ceux du polygone sphérique
ABCDEF, dont Ies cotés sont constants, et dont les angles
varient d'une maniére quelconque , pourvu que le polygone
ne cesse pas d’éire convexe. Or, dans ces polygones , les
signes des variations sur les angles offrent des lois assez
remarquables , que nous allons exposer dans les deux
lemimes suivants.

LEMME I.

Tous les cotés dun polygone sphérigue AB, BC,
CD, DE, étant donnés, il ‘exception du dernier AT,
si l’on fait varier l'un des angles B, C, D, E, opposés
au cot¢ AT, les autres ctant constants, Je dis que le
cote AF augmentera si Pangle augmente, et qi’tl dimi-
nuera st Cangle diminue. Dans tous les cas , on suppose
que le polygone est convexe avant o apres son change-
ment de_figure.

Supposons d’zbord qu’on fasse varier Pangle B, les trois
autres C, D, B, étant constants, si I'on joint BE, la figure
BCDEF n’éprouvera aucune variation, et BF sera constant.
On aura donc un tria

gle sphérique ABF, dont les colés

AB, BF, sont constants , et dans lequel I'angle ABF varie

d'nne méme quantité que 'angle ABC du polygone, puisque

Ia partic FBC reste constante. Gr, par les propriétés comn-
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nues (1), on sait que le coté AF augmentera si I'angle ABF
augmente , et qu’il diminuera si 'angle ABF diminue.

Supposons maintenant que I'angle G varie, les trois
autres B, D, I, étant constants; si on tire les diagonales
AC, FC, il est visible que ces diagonales demeureront
comstantes, ainsi que les angles ACB, FCD; on aura done
encore un triangle sphérique ACF , dont les cotés AC, CF,
sont constants, et dans lequel I'angle ACF varie de la méme
quantité que angle C du polygone; d’our I'on conclura de
méme que le coté AF augmentera si Pangle C augmente,
et qu’il diminuera si 'angle C diminue.

Tl est évident que le méme raisonnement peut s'appli-
quer a la variation de I'un ou l'autre des angles D et I, et
qu’il aurait également lieu pour tout autre polygone sphé-
rique de plus de trois cotés. Ainsi la conclusion sera , dans
tous les cas, conforme a I'énoncé dela proposition, si tou-
tefois le polygone est convexe avant et aprés son change-
ment de figure. Cette restriction est nécessaire , car si
Tangle E, par exemple, diminunait jusqu’a ce que le point F
tombit sur la diagonale AE, alors AF serailt un zaintmnuin ;
et si, a compter de ce point, on continuait de diminuer
I'angle E, il est visible que le coté AT augmenterait au
5, 'angle AFE

lieu de diminuer ; mais, dans ce dernier
deviendrait un_angle rentrant, et le polygone cesserait
d’étre convexe.

Corollaire. Les mémes choses étant posées, si plusicurs
des angles opposés au dernier coté AF augmentent, et
gu'aucun d’eux ne diminue, le coté A¥ angmentera néces-
sairement par Deffet de toutes les variations réunies. Le
contraire aura lieu, si plusieurs des angles opposés au
coté AF diminuent, et qu’aucun d’eux n’augmente.

Car, si par effet de I'augmentation ou de la diminution
simultanée, les angles A, B, C, etc. du polygone doivent
étre changés en A, B, €', etc. on pourra passer suceessive-
ment du polygone proposé a celui qui ne contient quun

angle vari¢ A'; de celui-ci au polygone qui ne conlient que

N O . . " -
(1) Cette proposition e démontre de la méme maniére gae la

proposition X, liv. I, pour les triangles rectilignes.
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les deux angles varids A’ et B, et ainsi de suite. Or, dans
chacun de ces passages, Papplication de la proposition est
manifeste, et conduit toujours au méme résullat.

LEMME II.

ve dont les
cdtes sont constants, et qui en a plus de trois, si on fait
varier les angles d’une maniere quelconque, sans ce-

/)e’fs.«/rwr que f:e)_.l;u[_l ‘gone cesse d etre convexe; St on met

Etart donné un polygone sphérigue conve

ensuite le signe —- aw sommet de chaque angle qui
augmente , le signe — au sommet de chague angle gui
dimsiniue, et gu’on ne mette aucun signe aii angles qui
demeurent constants ; je dis qu’en faisant le tour du
j!r*(J gone, on devra truover aw moins quatre (.’/.'(.'ug'e--
ments de signe d'un sommet aw sommet suivant.

En effet, 1° si 7 est le nombre des angles du polygone,
il ne pourrait y avoir n— o angles conséeutifs, qui aug-
mentent tous a-la—fois, o dont les uns augmentent et les
autres restent constants; car si I'un ou l'autre de ces cas
avait lieu, il s’ensuivrait, par le corollaire du lemme pré-
cédent , que le coté du polygone qui est opposé i ces 72— 9
:m;h-s, augmenterait; ce qui est contraire a I'h_\’put}n-sv
que tous les colés du polygone sont constants. Par une
raison semblable, on ne pourra supposer que 72— 5 angles
consécutifs diminuent tous a-la-fois, ou que quelques-uns
diminuent, les autres restant constants. Done, dans la série
de n— 2 angles consécutifs, il devra ¥ avoir au moins un
changement de signe; a plus forte raison ce changement
devra-t-il étre observé dans la série des 7 angles consécu-
tifs , lorsqu’on fera le tour entier du polygone.

2° Les variations dans les angles du polygone ne peuvent
étre telles, qu’elles offrent seulement une série de signes—-,
et une de signes —, de sorte qu'il n’y ait que deux change-
ments de signe dans le tour entier du polygone.

Lar soient, par exemple, A, B, C, les trois angles mar-
qués du signe -}, et D, E, F, G, les quatre marqués du
signe — (cette hypethese comprend celle on il y aurait un
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nombre de signes moindre dans chaque série, & raison de
Pinvariabilité de quelques angles). Si la figure représente
I’état initial du polygone, la diagonale GD devra augmen-
ter lorsqu’on augmentera tous les angles A, B, C, ou seule-
ment quelques-uns d’eux; mais la méme diagonale GD,
comme appartenant au polygone GFED, dont les autres
¢blés sont constants, devea diminuer en méme temps que
les angles F et I, ou an moins rester constante, si deg
quatre angles D, E, F, G, il n’y a que D et G, ou seule-
ment l'un dleux qui diminue; done I'hypothese dont il
3

avoir lieu:; donc la variation des angles

sagit ne saur
ne peut étre telle, qu'elle offre seulement deux séries, I'une
de signes' 4, I'autre de signes —.

3° T est encore impossible qu’en faisant le tour du poly-
gone, on ne trouve que trois séries alternatives de signes —}
et de signes —; car, dans cette hypothese, la premiere et
la troisieme série seraient de méme signe, et se suivraient

t, de sorte qu'elles ne formeraient qu'une

immédiaten

seule série; d’ott Von voit qu’il n’y aurait réellement dans

le tour du polygone que deux séries, I'une de signes -,
autre de signes — ; ce que nous avons démontré Impossi-
sibie.

Donc enfin, les changements de signe quon trouvera
en faisant le tour du polygone, deivent étre au moins au
nombre de guatre.

Corollaire. Ce que nous venons de démontrer pour les
polygones sphériques, s’applique immédiatement aux angles
solides dont ces polygones sont la mesure. Ainsi, étant
donné un angle solide convexe, qut assemble plus de trois
angles plans, st on Jfatt varier les inclinaisons sur les arétes
e

d’une maniere quelconque, telle cependant que Lai
solide ne cesse pus d’élre convexe; §Z ensutte on met le
signe 4~ ou le signe — sur chagque aréte, selon que Lin-

elinaison sur cette aréte augmente ou diminue, et qu’on

ne marque daucun signe les arétes sur lesquelles Uincli-
natson reste constante , je dis qu’er faisant le itour de
Pangle solide, on devra trouver au moins quatre change-
ments de .\';"::;.r;' dune aréte a la sutvante.

Au moyen de cette proposition ef du théoréme d’Euler
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sur les polyédres *, nous pouvons maintenant démontrer
le théoréme suivant dans toute sa généralité.

THEOREME.

Etant donné un polyédre conpexe, dont tous les
angle:

s solides assemblent plus de trois angles plans, il
st unpossible de faire varier les inclinaisons des plans
de ce solide,, de maniere & produire un second polyedre,
qui serait formé avec les mémes plans disposes entre eux
de la méme maniere que dans le polyedre donné.

Pour démontrer cette proposttion, il faut distinguer
deux cas, selon qu’on fait varier les inclinaisons sur toutes
les arétes , or seulement quelques-unes de ces inclinaisons.

Premier cas.

Supposons qu’on fasse varier a-la-fois les inclinaisons
sur toutes les arétes , et soit N le nombre total des chan—
gements de signe qu’on trouvera d’une aréte 4 la suivante,
en faisant le tour de chaque angle solide,

On a vu dans le lemme II, que le nombre des change-
ments de signe ne peut étre moindre que quatre pour
chaque angle solide.

Done si on appelle S le nombre des angles solides

aura N > 48, le signe > n’excluant pas 1’

, on

Jobserve maintenant que deux arétes consécutives d'un
angle solide appartiennent toujours 4 une face du polyeédre,
et w’appartiennent qu’a une seule ; done le nombre total des
changements de signe observés sur les ardtes consécutives
de chaque angle solide, doit étre ¢gal au nombre total d
changements de signe observés sur les cdtés conséeutifs de
chaque face; car il n’est aucun changement de signe dans
un systéme qui ne réponde & un pareil changement dans
Pautre.

Or, pour chaque face triangnlaire , Je nombre des chan-
gements de signe ne peut éire plus grand que deux;caren
faisant rentrer sar elleméme Ia suite - — -, ou la suile
-4 , on n'obtient que deux hangements de signe.
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Pour chaque face quadrangulaire, le nombre des chan-
wements de signe est de quatre au plus, ce qui est éyident.
En général, si le nombre des cotés d’une face est pair
—o 2, le plus grand nombre des changements de signe
qu'on puisse trouver en faisant le tour des coiés, est 27
ce qui aura lieu lovsque les colés portent alternativement
les signes -}~ et —.

Mais si le nombre des cotés d'une face est impair,

—an-1, le plus grand nombre des changements de
signe sera 27 sculement, parce qu’en donnant alternati-
vement aux cotés les signes - et —, le pre nier et le der-
nier auront nécessairement le méme signe; ce qui fait un
changement de moins qu’il n’y a de cotés.

Cela posé, soit @ le nombre des triangles, & le nombre
des quadrilatéres, ¢ le nombre des pentagones, ete. qui
composent la surface du polyedre donné, il résulte de ce
quon vient de dire, que le nombre total des changements
de signe observés en faisant le tour de chaque face, ne
pourra excéder 2 a sur les faces triangulaires, 4 & sur les
faces de quatre cdtés, 4 ¢ sur celles de cing cotés, 6d sur
celles de six cotés. Done on aura :

N<a2a—t+4b4 het6d-t 6e-+ 8F-1 8g - etc.
Soit A le nombre des arétes du polyédre, et H celui de ses
faces, on aura :
2A = 3a-} 4o+ He 4 6d 4 ge 4 8F4 8g - etc.

H= a+bt+c+d+e+f+ g+ ctc
Mais suivant le théoréme d'Euler, S 4- H —= A -~ 2; donc
4S =8 -+ 4A — 4H, et en faisant les substitutions :

18— 8 4+ 2a-+4 4b 4 6c+ 8d + 10e | ete.
Comparant cette valenr a la limite trouvce ci-dessus, on
en Lirve :

N < ;S -—8.
Mais on ne saurait avoir a-la-fois N > 4S ¢t N < 4S — 83
done il est impossible que les inclinaisons sur les arétes du
polyédre varient toutes a-la-fois, sans détruire la cohé-
rence des plans qui forment la surface du polyedre.

Second cas.

Supposons maintenant que les inclinaisons sur les ardtes
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ne yarient pas toutes a-la=fois; et qu’il v en ait quelques-
unes qui demeurent constantes,

Soit FL une de ¢

avétes, on pourra imaginer qu’elle
soit supprimée, et que les deux faces adjacentes FIG
EFIH, se réunmissent: en ‘une senle von plane terminée
par le contour de forme invariable EFGIH. Appelons §’, H'
et A’ ce que deviennent les nombres S, H et A , apres la

suppression d’une aréte, nous aurons H' — H —1, et

A' = A.— 14 dailleurs on a8 = § puisque le nombre
des angles solides est le méme dans les deux solides ;
donc onaura §8' 4 H' — Al — S—+H-—A—=—9. Dot Ton

voit que le théoréme d’Euler a encore lien dans le nouvean
solide qui contient wne aréte de moins , et une face de
moins, puisque deux faces se sont réunies en une seule
non plane.

de ce second solide on' retranche encore une des
arétes sur lesquelles I'inelinaison reste invariable, la sup-

pression de cette

cle oecasionnera de nouveau la réunion
de deux faces conti

uésen une seule; et on prouvera de

méme quele théoréme '] a encore lieu dans le troi-
sieme solide qui résulte de Ia suppression de deux arétes.
On peat continuer a supprimer tant d’arétes qu'on veu-
dra,, pourvu gque;cette suppression n'entraine cellé d’ancuin
angle solide; et le théoréme d’Euler aura toujours lien dans

’

le solide restant: ¢

st aussi ce quion pent voir directement
el généralement, en examinant la démonstration que nous
avons donnée du théoréme d’Euler; en effet, cette démons-
tration, ne, suppose pas que les faces du polyedre sont
planes; elle aurait également lieu, quand méme ces faces
seraient terminées parl des contours' non situés’ dans' les

meémes plans; elle suppose sealement que chaque contour

soit représenté, suivant notre construction, par un poly-

gone sphérique, et que la somme des surfaces de ces pely-

gones soit égale a la surface de la sphére. Et il n’est pas

méme nécessaire que tous ces polygones soient convexes;
il suffit que chacun d'eux puisse étre régardé comme la
somme de plasieurs polygones convexes; ce qui arrivera
toujours, lorsque, par la'suppression de plusieurs arétes

appartenant au polyedre donné, plusieurs faces planes se
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réuniront en une seule non plane; car alors le polygone
sphérique qui représente celle-ci, sera composé de la somme
des polygones sphériques convexes (qui représentaient les
faces planes supprimées.

Venons maintenant au cas o la suppression des urctes

sur lesquelles Uinclinaison ne varie pas , entraine celle d'un

ou de plusienrs angles solides, soit parce que les inclinai=

sons sur toutes les arétes, dans chacun de ces angles, sont

invariables, soit parce que ces inclinaisons ne pourraient
varier que sur Irois arétes seulement, et qu’alors elles
seraient nécessairement constantes.

Supposons d’abord gu'on ne supprime qu'un angle
solide. et soit m le nombre des faces de cet angle, ou le
nombre d’arétes qui aboutissent & son sommet. Fn sup-
primant Pangle solide dont il s’agit, on supprimera en
méme temps 2 aretes, el les m faces formant I'angle solide

se réduiront 4 une seule; donc, si on appelle &

ke
que deviennent les nombres S, A, H, apres Ja suppression
d'un angle solide, on aura §'=05 — 1, !

H' —H— (m— 1). De l4 on tire §' - H’ ‘
A —2 : donc le théoréme d'Euler a encore lien dans le
nouveau solide.

Il est clair maintenant qu’on peut supprimer tant d’angles
solides qu'on voudra du polyedre doenné, et que le théoréme
d’Euler aura toujours lieu dans le polyedre restant; car en
supprimant les angles solides un a un, on a successivement
différents polyedres , dont deux conséeutifs rentrent dans
le cas que nous venons d'examiner.

Donc en général, si du polyédre proposé on supprime
toutes les arétes sur lesquelles l'inclinaison ne varie pas;
soit qie par cetle suppression le nombre des angles solides
teste leméme, ou qu’il devienne moindre, le polyedre res-
tant satisfera toujours au théoréme d'Euler, c'est-a-dire
qu’en appelant s, &, @, les quantités qui pour ce polyedre
correspondent aux quantités S, H, A, du polyédre pro-
posé, on aura s +-A—a =S+ H — A — 2.

Mais dans ce dernier solide, les inclinaisons sur les arétes

devront varier toutes a-la-fois, puisqu’on a supprimé toutes

lesarétes sur lesquelles l'inclinaison ne varie pas; donc ce
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solide rentre dans le premier cas; donc la variation simul-
tance de toutes ces inclinaisons ne saurait avoir lieu sans
dénaturer le solide.

Done enfin un polyédre convexe quelconque ne peut étre

changé en un autre polyédre convexe qui serait compris

sous les mémes plans polygonaux, et disposés dans le méme
ordre les uns a ’égard des autres.

FIN DES NOTES.
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