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LIVRE VIII.

LES TROIS CORPS RON DS.

DEFINITIONS,

produit par la réyvo-

lution d'un rectangle ABCD, quon imagine tourner

autour du coté immobile AB,

Dans ce mouvement les cotés AD, BG,
toujours perpendiculaires 4 AB, déerivent de
circulaires égaux DHP, CGQ,
bases du cylindre, e

restant
s plans
qu'on appelie les
t le coté CD en déerit 7z surface
coltvexe. .
Laligne immobile AB s’a ppelle Vaxe dy eylindre.
Toute section KLM, f

aite dans le cylindre perpen-
diculairement & i

‘axe, est un cercle égal & chacune
des bases : car pendant que le rectangle ABCD
tourne autour de AB, Ia ligne IK perpendiculaire 3
AB, décrit un plan circulaire égal a

la base, et ce
plan n’est autre choge que 1

a section faite perpendi-

culairement i 1'axe an point I,
Toute section PQGH, faite suivant l'axe, est un

rectanigle double du rectangle générateur ABCD.

II. On appelle cone le solide pr
lution du triangle rectangle SAB, qu’on imagine tour-
ner autour du coté immobile SA.

Dans ce mouvement le coté AB dé
culaire BDCE, qu’on appelle /z base

poténuse SB en décrit la surface eony

oduit par la révo-

crit un plan cir-
du cone, et Fhy-
‘exe.

Le point S sappelle Ze sommer du cone, SA Paxe
ou la hauteur, et SB le cété ou Capothéme.

Toute section HKFI, faite

perpendiculairement A
I'axe, est un cercle ;

toute section SDE, faite sui-
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vant l'axe, est un triangle isoscele double du triangle
générateur SAB.

[1I. Si du cone SCDB on ret ranche , par une sec-
tion parallele a la base, le cone SFKH, le solide res-
tant CBHF .-;’:1ppvlh-: cone .":rwr_,rmf ou tronc de cone.

On peut supposer qu’il est déerit par 1a revolution
du trapeze ABHG, dont les angles A et G sont droits,
autour du ecoté AG. La ligne immobile AG H-a!;)iwll('
Pupe ou da hawtewr di tronc les cercles BDC, HFK ,
en sont les bases, et BH en est le cote.

IV. Deux cylindres ou deux cOnes sont semblabdles
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diametres
de leurs bases.

V. Si, dans le cercle ACD qui sert de base a un
cylindre, on inscrit un polygone ABCDE, et que sur
la base ABCDE on éleve un prisme droit (::'."Ill on
hauteur au cylindre, le prisme est dit znscrit dans le
<) lindre, ou le :‘.ylim]rn circonscrit ait [Jf'?'.«‘meu

I est clair que les arétes AF, BG, CH, etc. du
prismu, étant ]'!(*.'I'l'){‘ﬂ(iii'll]ﬂii‘t'.ﬁ au p]‘;m de la base,
sont comprises dans la surface convexe du cylindre;
donc le prisme et le cylindre se touchent suivant ces
arétes. -

VL. Pareillement , si ABCD est un polygone circon-
scrit a la base d’un eylindre, et gue sur 1a base ABCD
on construise un prisme droit égal en hauteur au cy-
lindre, le prisme est dit eirconscrit au cylindre, ou Te
cylindre inserit dans le prisme.

Soient M, N, ete. les points de contact des chHIds

AB, BG, etc. et soient élevées par les pomnts M, N,

etc. les [_)ul'pemii:‘u_!:ii|'e.~' Iy ¥, etc. au plan de la
base; il est clair que ces 1‘1&1';sc|uli:-|1ini|'cs seront a-la-
fois dans la surface du cylindre et dans celle du prisme
circonscrit ; donc elles seront leurs lignes de contact.

N. B. Le eylindre , le cone, et la sphere, sont les trols cory

0 diels

lont on s'occupe dans les elements.

Douz. édit. 10
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GEOMETRIE.

Lemmes préliminaires sur les surfaces.
I

Une surface plane OABCD est plus petite que
forie autre surface PABCD , terminée aw méme
contour ABCD.

Cette proposition est assez-évidente pour étre rane
gée au nombre des axiomes; car on pourrait suppo-
ser que le plan est parmi les surfaces ce que la ligne
droite est parmi les lignes : la ligne droite est la plus
courte entre deux points donnés, de méme le plan
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ont
un méme contour. Cependant comme il convient de
réduire les axiomes au plus petit nombre possible,
voici un raisonnement qui ne laissera aucun doute
sur cette proposition.

Une surface étant une étendue en longueur et en
largeur, on ne peut concevoir guune surface Soit
plus grande qu'une autre, & moins que les dimensions
de la premiere n’excedent dans quelques sens celles
de la seconde; et sl arrive que les dimensions d’'une
surface, solent en tous sens plus petites que les dimen-
sions d’une autre surface, il est évident que la pre-
miere surface sera la plus petite des deux. Or, dans
quelque sens qu'on fasse passer le plan BPD, qui cou-
pera la surface plane suivant BD, et l'autre surface
suivant BPD , la ligne droite BD sera toujours plus
petite que BPD ; done Ia surface plame OABCD est
plus petite que la surface environnante PABCD.

I

Toute surface convexe OABCD est moindre
qu’une autre surface quelcongue qui enveloppe-
rait la premiere en s’appuyant sur le méme con-
tour ABCD.
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Nous répéterons ici que nous entéendons par sur-

p

face conpeae une surface qui ne peut étre rencontrée
par une ligne droite en plus de deux points : et ce-
pendant il est possible qu'une ligne droite sapplique
exactement dans un certain sens sur une surface
convexe ; on en voit des exemples dans les surfaces
du cone et du cylindre. Nous observerons aussi que
la dénomination de surface convexe n'est pas bornée
aux seules surfaces courbes; elle comprend les sur-
faces polyédrales ou composées de plusieurs plans,
et aussi les surfaces en partie courbes, en partie po-
lyédrales.

Cela posé, si la surface OABCD n'est pas plus
petite que toutes celles qui I'enveloppent, soit parmi
celles-ci PABCD la surface la plus petite qui sera au
plus égale a OABCD. Par un point quelconque O,
faites passer un plan qui touche la surface OABCD
sans la couper; ce plan rencontrera la surface PABCD,
et la partie qu‘il en retranchera sera plus grande que
le plan terminé & la méme surface™: duné, en con-
servant le reste de la surface PABCD, on ]mlll‘l‘:llt
substituer le plan a la partie retranchée, et on aurait
une nouvelle surface qui envelopperait toujours la sur-
face OABCD, et qui serait plus petite que PABCD.

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo-
these; donc cette hypothese ne saurait subsister, done
la surface convexe OABCD est plus petite que toute
autre surface r{lli L!ln'&:](}ppcl';xit OABCD, et ({ul serait
terminée au méme contour ABCD.

Seholie. Par un raisonnement enti¢crement semblable
on prouvera,

1° Que, si une surface convexe terminde par deux
contours ABG, DEI", est enveloppée par une autre
surface quelconque terminée aux mémes contours,
la surface enveloppée sera la plus petite des deux.

T8

*lem, I.

i, 250




hig. 207

! ' "lem.1.
!
|
I

fig. 258.

244 CGEOMETRIE.

© 2% Que, si une surface convexe AB est enveleppée

de toutes parts par une autre surface MN, soit qu’elles
aient des points, des lignes ou des plans communs,
soit qu’elles n'aient aucun point de commun, la sur-
face enveloppée sera toujours plus petite que la surface
enveloppante.

Car parmi celles-ci il me peut y en avoir aucune
qui soit la plus petite de toutes, puisque dans tous les
cas on pourrait toujours mener le plan CD tangent
a la surface convexe, lequel plan serait plus petit
que la surface CMD*; et ainsi la surface CGND serait
plus petite que MIN, ce qui est contraire & 'hypothese
que MN est la plus petite de toutes. Donc la surface
convexe AB est plus petite que toutes celles qui 'en-
veloppent.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

La solidité d’un cylindre est égale au produit
de sa base par sa hauteur.

Soit CA le rayon de la base du cylindre donné,
H sa hauteur; représentons par surf. CA la surface
du cercle dont le rayon est CA ; je dis que la
solidité du cylindre sera surf. CA x H. Car, si
surf. GAX H n'est pas la mesure du cylindre donné,
ce produit sera la mesure d'un cylindre plus grand
ou plus petit. Et d’abord supposons quil soit la
mesure dun cylindre plus petit, par exemple, du
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la
hauteur.

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD, un
polygone régulier GHIP , dont les c¢Otés ne rencon-
trent pas la circonférence dont CA est le rayon *;
imaginez ensuite un prisme droit qui ait pour base le
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poiygone GHIP, et pour hauteur H, lequel prisme
sera circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de
la base. Cela posé, la solidité du prisme ™ est égale a
sa base GHIP, multiplie par la hauteur H; la base
GHIP est plus petite que le cercle dont CA est le
rayon : donc la solidité du prisme est plus petite que
surf. CA x H. Mais surf. CA x H est, par hypothese ,
la solidité du cylindre inscrit dans le prisme ; donc
le prisme serait plus petit que le cylindre: or, au
contraire, le cylindre est plus petut que le prisme,
puisqu’il y est contenu; done il est impossible que
surf. CGAxXH soit la mesure du cylindre dont GD
est le rayon de la base et H la hauteur; ou, en termes
plus généraux, le produit de la base dun cylindre
par sa hauteur ne peut mesurer Ui cylindre plus
petit.

Je dis en second lieu que ce méme produit ne peut
mesurer un cylindre plus grand : car, pour ne pas
multiplier les figures, soit CD le rayon de la base du
cylindre donné, et soit, s'il est possible, surf. CD X H
la mesure dun cylindre plus grand, par exemple,
du cylindre dont CA est le rayon de la base et H la
hauteur. :

Si on fait la méme construction que dans le premicr
cas, le prisme circonscrit au cylindre donné aura
pour mesure G HIP x H : I'aire GHIP est plus grande
que surf. GD ; donc la solidité du prisme dont il
sagit est plus grande que surf: CDxH: le prisme
serait donc plus grand que le eylindre de méme hau-
teur qui a pour base surf. CA. Or, au contraire, le
prisme est plus petit que le cylindre, puisqu’il y est
contenu ; done # est impossible que la base d’un cy-
lindre multiplice par sa hauteur soit la mesure d'un
cylindre plus grand.

Done enfin la solidité d’un cylindre est égale au

ESET B [ LS =
produit de sa base par sa hauteur.
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Corollaire 1.

GEOMETRIE.

Les eylindres de méme hauteur sont
entre eux comme leurs bases, et les cylindres de
méme base sont entre eux comme leurs hauteurs.
Corollaire 11, Tes cylindres semblables sont comme
les eubes des fhauteurs, ou comme les cubes des dia-
metres des bases. Car les b:

1ses sont comme les quarrés
de leurs diametres

; et puisque les cylindres sont
semblables, les diametres des bases sont comme les
hauteurs* : donc les bases sont comme les quarrés
des hauteurs ; done les bases multipliées par les hau-
teurs, ou les cylindres eux -mémes, sont comme les
cubes des hauteurs.

Selrolie. Soit R le rayon de la base d'un cylindre,
H sa hauteur, la surface de la base sera mR**, et la
solidité du cylindre sera tR* x H, ou nR*H.

PROPOSITION 11.
LEMKE.

La surface convexe d'un prisme droitest égale
au périmetre de sa base multiplié parsa hauteur.

Jar cette surface est éoale 4 la somme des rectangles
AFGB, BGHC, CHID, ete. dont elle est composée :
or les hauteurs AF, BG, CH, ete. de ces rectangles
sont al

wuteur du prisme; leurs bases AB,

o
BC, CD, ete. prises ensemble, font le périmetre de la
base du prisme. Done la somme de ces rectangles ou

la surface conve

edu prisme est gale au périmetre de
sa base ltllali'ipiiﬁ. par sa hautenr.

Corollaire. Si deux prismes droits ont Ia méme
hauteur, les surfaces convexes de ces prismes serent

entre elles comme les perimetres de leurs bases.
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PROPOSITION IIL
L EM M E.

La surface convexe du cylindre est plus grande
que la surface convexe de tout prisme inserit, et
plus petite que la surface convexe de tout prisme

circonscrit.

Car la surface convexe du cvlindre et celle du

prisme mserit ABCDEY peuvent &tre considérées
comme ayant meéme longueur, puisque toute section
fuite dans I'une et dans lautre pm:a‘.l{timnent A Al
est égale a AT ; et si pour avoir les largeurs de ces
surfaces on les coupe par des plans 11:11‘3';11_&(:5 a la
base ou perpendiculaires a laréte AF, les sections
seront égales , 'une a la circonférence de la base,
Lautre au contour du polygone ABCDE plus petit
que cette circonférence : donc , puisqu'a longueur
égale la largeur de la surface (‘ylim]:'it]m: est plus
grande que celle de la surface prismatique , il 5en-
suit que la premiere surface est plus gr:‘md(_‘ que la
seconde.

Par un raisonnement enticrement semblable on
prouvera que la surface convexe du c-}-'}indl'c est
plus pct:il‘c que celle de tout prisme circonscrit
3CDKLH.

PROPOSITION IV,

TIHEOREME.

La surface convexe d’'un cylindre est égale a
la circonférence de sa base nzuf{z}n(’iél’ par sa
hauteur.

Soit GA le rayon de la base du cylndre donné,
H sa hauteur ; si on représente pan cire. CA la

circonférence gui a pour rayon CA , je dis que

£ 302

fig. 253
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cire. GA x H sera la surface convexe de ce cylindre,
Gar , si on nie cette proposition , il faudra que
cire. GA x H soit la surface d'un cylindre plus grand
ou plus petit; et d’abord supposons qu'elle soit la
surface d’un cylindre plus petit, par exemple, du
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la
hauteur.

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD un
polygone régulier GHIP, dont les ¢btés ne rencon-
trent pas la circonférence qui a GA pour rayon ; ima-
ginez ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur
H, et pour base le polygone GHIP. La surface con-
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone
GHIP multiplié par la hantenr H* : ce contour est
plus petit que la circonférence dont le rayon est
CA; done la surface convexe du prisme est plus petite
que cire. CA x H. Mais cire. CGA X H ost » par hypo-
these, la surface convexe du cylindre dont CD est le
rayon de la base, lequel cylindre est inscrit dans le
prisme ; done la su

> CO

; xe du prisme serait plus
petite que celle du cylindre inscrit, Or, au contraire ,
elle doit ére plus grande * ; donc I'hypothese d’ot
lon est parti est absurde : done, 1° circonférence
de la base d’un cylindre multiplice par sa hauteur
ne peut mesurer la surface convexe diun cylindre
plus petit.

Je dis en second lieu gue ce méme produit ne peut
mesurer la surface dun cylindre plus grand. Car,
our ne pas char

I iger de figure, soit CD le rayon de
la base du cylindre donné, et soit, s'il est possible ,
cire. GDxH la surface convexe dun cylindre qui,
avec la méme hauteur, aurait pour base un cercle
plus grand, par exemple, le cercle dont le rayon est
CA. On fera la méme construction que dans la pre-
miere hypothese, et la surface convexe du prisme

sera toujonrs égale au contour du polygone GHIP
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multiplié par la hauteur H. Mais ce contour est plus
grand que eire. CD; done la surface du prisme serait
lus grande que cire. GDx H , qui, par hypothese ,
est la surface du (:y}iudl’c de méme hauteur dont CA

est le rayon de la base. Donc la surface du prisme
serait plus grande que celle de ce cylindre. Mais,
quand méme le prisme serait inscrit dans le cylindre,
sa surface serait plus petite que celle du cylindre *;
a plus forte raison est - elle plus petite lorsque le
prisme ne sétend pas jusquau cylindre. Donc la se-
conde hypothese ne saurait avoir lieu; donc 2° la
circonférence de la base d’un eylindre multiplice par
sa hawfeur ne peu mesurer la surface d’urn cylindre
plus grand.

Done enfin la surface convexe dun cylindre est
égale A la circonférence de sa base multipliée par sa
hauteur.

PROPOSITION V.
PTHEOR R ME.

La solidité d’un céne est égale au produit de
sa base par le tiers de sa hauteur.

Soit SO la hauteur du cone donné, AO le rayon
de la base; si on désigne par supfc AO la surface de
Ia base, je dis que la solidité de ce cOne sera égale a
surf- AO x5 50.

En effet, supposons 1° que surf. AOX 5 SO soit la
solidité d'un cone plus grand, par exemple, du céne
dont SO est toujours la hauteur ; mais dont OB, plus
grand que AO, est le rayon de la base.

Au cercle dont le rayon est AO CIrcONSCrivez un
polygone régulier MNPT qui ne rencontre pas la
circonférence dont le rayon est OB *; imaginez en-
suite une pyramide qui ait pour base le polygone
et pour sommet le point S. La solidité de cette py-

# 3

fig. 259.
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10, 4.
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*19, 6. ramide * est ¢gale a laire du polygone MNPT mul-

tipliée par le tiers de la hauteur SO. Mais le poly-
gone est plus grand que le cercle inscrit représenté
par surf. AO; donc la pyramide est plus grande
que surf. AOx 550, qui, par hypothese, est la me-
sure du cone dont S est le sommet et OB le rayon de
la base. Or, au contraire, la pyramide est plus petite
que le cone, puisqu’elle y est contenue; donc 1° il
est impossible que la base d'un c6ne multipliée par
le tiers de sa hauteur soit la mesure d’un cone plus
grand.

Je dis 2° que ce méme produit ne peut étre la me-
sure d'un cone plus petit. Car, pour ne pas changer
de figure, soit OB le rayon de la base du edne don-
né, et soit, sil est possible, surf. OB x %S0 la soli-
dité du céne qui a pour hauteur SO et pour base le
cercie dont AQ est le rayon. On fera la méme con-
struction que ci-dessus, et la pyramide SMNPT aura
pour mesure l'aire MNPT multipliée par £ SO. Mais

:
laire MNPT est plus petite que surf. OB; donc la
pyramide aurait une mesure plus petite que surf.
OB x5 SO, et par conséquent elle serait plus petite
que le cone dont AO ‘est le rayon de la base et SO la
hauteur. Or, au contraire, la pyramide est plus grande
que le cone, puisque le cone y est contenu: donc 20
il est impossible que la base dun cone multipliée par
le tiers de sa hauteur soit la mesure d’un céne plus
petit.

Done enfin la solidité d'un cone est égale au pro-
duit de sa base par le tiers de sa hauteur.

Corollaire. Un céne est le tiers dun cylindre de
méme base et de méme hauteur ; d'oi il suit ,

1° Que les comes d’égales hauteurs sont entre eux
comme leurs bases ;

2" Que les cbnes de bases égales sont entre eux
comme leurs hauteurs ;
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39, Que les cones semblables sont comme les cubes

des diametres de leurs bases, ou comme les cubes de

leurs hauteurs.
Scholie. Soit R le rayon de la base d’un cone, H
sa hauteur; la solidité du cOne sera =R’ X+ H ou

‘m R H.
PROPOSITION VL

THEOREME.

Le cone tronqué ADEB, dont AO, DP sont les fig. 260.

rayons des bases et PO la hauteur, a pour me-

e el
suresw. OP. (,-\U:—lﬂ DP 4+ AO x 1)1’).

Soit TFGH une pyramide triangulaire de méme
hauteur que le cone SAB, et dont la base FGH soit
équivalente a la base du cbne. On peut supposer que
ces deux bases sont placées sur un meéme plan; alors
les sommets S et T seront a égales distances du plan
des bases, et le plan EPD prolongé fera dans la pyra-
mide la section IKL. Or je dis que cette section IKL
est équivalente a la base DE; car les bases AB, DE,
sont entre elles comme les quarrés des rayons AO,
DP*, ou comme les quarrés des hauteurs SO, SP;
les triangles FGH, IKL, sont entre eux comme les
quarrés de ces mémes hauteurs *; donc les cercles
AB, DE, sont entre eux comme les triangles FGH,
IKL. Mais, par hypothese, le triangle FGH est équi-
valent au cercle AB; donc le triangle IKL est équiva=
lent au cercle DE.

Maintenant, la base AB multipliée par 150 est la
solidité du cdne SAB, et la base FGH multipliée par
280 est celle de la pyramide TFGH ; done, a cause
des bases équivalentes, la solidité de la pyramide est
égale a celle du cone. Par une raison semblable, la
pyramide TIKL est équivalente au cone SDE; done
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le tronc de cone ADEB est équivalent au tronc de
pyramide FGHIKL. Mais la base FGH, équivalente
au cercle dont le rayon est AO, a pour mesure

— ——a

T X AO; de méme la base IKL—==x DP, et la
moyenne proportionnelle entre 7 x AO et =x DP
est © X AO x DP; done la solidité du trone de pyra-
mide, ou celle dutronc de come , a pour mesure +OP x

*20, 6. (7x AO47x DP+4-7x AO X T)P) *, qui est la méme
chose que ;7 x OP x (I(.)‘Jr-l'_)il"_]ﬂ AOxDP )

PROPOSITION VII.
THEOREME.

La surface convexe d'un cone est égale a la
circonférence de sa base multipliée par la moi-
té de son coté.

fig.25.  Soit AO le rayon de la base du cone donné, S son
sommet, et SA son cOté; je dis que sa surface sera
cire. AO X SA. Car soit, sil est possible, cire. AO x
354, la surface d'un céne qui aurait pour sommet le
point S et pour base le cercle déerit du rayon OB plus
grand que AO.

Circonscrivez au petit cercle un polygone régulier
MNPT, dont les ¢btés ne rencontrent pas la cir-
conférence qui a pour rayon OB; et soit SMNPT
la pyramide réguliere, qui aurait pour base le poly-
gone, et pour sommet le point S. Le triangle SMN,
I'un de ceux qui composent la surface convexe de la
pyramide, a pour mesure sa base MN multipliée par
la moitié de la hauteur SA, qui est en méme temps
le cdté du come donné; cette hauteur étant égale
dans tous les autres triangles SNP, SPQ, ete. il
sensuit que la surface convexe de la pyramide est
égale au contour MNPTM multiplié par £ SA. Mais
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le contour MNPTM, est plus grand que cire. AQ;
done la surface convexe de la p}*t':nuidc est plus
grande que circ. AOX:SA, et par conséquent plus
grande que la surface convexe du cone qui avec le
méme sommet S aurait pour base le cercle décrit
du rayon OB. Or, au contraire, la surface convexe
du cone est plus grande que celle de la pyramide;
car si on adosse base & base la pyramide a une pyra-
mide égale, le cone a un cone égal; la surface des
deux cones enveloppera de toutes parts la surface des
deux pyramides; donc la premiere surface sera plus
grande que la seconde *, donc la surface du cone est
plus grande que celle de la pyramide qui y est com-
prise. Le cont aire était une suite de notre hypothese;
done cette hypothese ne peut avoir lieu : donc 1 la
éirconférence de la base d'un coéne multipliée par la
moitié de son cOré ne peut mesurer la surface d'un
cone plus grand.

Je dis 2 que le méme produit ne peut mesurer
la surface dun cone plus petit. Gar soit BO le rayon
de la base du coté donné, et soit, sil est pnssilu)le,
cire. BO %2 SB la surface du cone dont 5 est le som-
met, et AO, plus petit que OB, le rayon de la base.

Ayant fait la méme construction que ci-dessus,
la surface de la pyramide SMN PT sera toujours
égale au contour MNPT multiplié par £ SA. Or le
contour MNPT est moindre que circ. BO, SA est
moindre que SB; donc par cette double raison la
surface convexe de la pyramide est moindre que cire.
BO x £SB, qui, par hypothese , est la surface du cone
dont AO est le rayon de la base ; donc la surface de
la pyramide serait plus petite que celle du cbne in-
serit. Or, au contraire, elle est plus grande ; car en
adossant base a base la pyramide a une pyramide
égale, le cone a un cone égal, la surface des deux
pyramides enveloppera celle des deux cones, et par

*lem. 2
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conséquent sera la plus grande. Donc 2° il est 1mMpos-
sible que la circonférence de la base d’un c¢one donné
multipliée par la moiti¢ de son ¢6té mesure la surface
d'un cone plus petit,

Donec enfin la surface convexe d'un cone est égale
a la circonférence de sa base multiplie par la moitié
de son coOté.

Scholie. Soit L le ¢6té dun cone, R le rayon de
sa base, la circonférence de cette bhase sera 2w R,
et la surface du cone aura pour mesure 2nRx:L,
ou wRL.

PROPOSITION VIII.
THEOREM E.

La surface convexe du ironc de céne ADEB est
égale ason coté AD multiplié par la demi-somme
des circonférences de ses deux bases AB, DE.

Dans le plan SAB qui passe par l'axe SO, menez
perpendiculairement 4 SA la ligne AF, égale a la
circonférence qui a pour rayon A O; joignez SF, et
menez DH parallele 4 AF.

A cause des triangles semblables SAO, SDC, on
aura AO:DC :: SA:5D; et a4 cause des triangles
semblables; SAF, SDH, on aura AF:DH :: SA:SD;
done AF:DH :: AO:DC, ou :: eire. AO : cire. DC ™.
Mais par construction AF = circ. AO; donc DH —
cire. DC. Cela posé, le triangle SAF, qui a pour
mesure AF X $8A, est égal a la surface du cone
SAB qui a pour mesure circ. AO X 2SA. Par une rai-
son semblable le triangle SDH est égal a la surface
du cone SDE. Done la surface du trone ADEB
est égale a celle du trapeze ADHF. Celle-ci a pour
mesure * AD X (ﬂ;ﬁ;f’j_‘\ done la surface du

3
tronc de come ADEDB est épale i son coté AD mul-

o
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tiplié par la demi-somme des circonférences de ses
deux bases.

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menez
IKL parallele & AB, et IM parallele & AF ; on dé-
montrera comme ci-dessus que IM —=cire. IK. Mais
le trapeze ADHF — AD x IM=AD X circ. IK. Donc
on peut dire encore que la surface Lun trone de

cone est égale & son coté multiplic par la circonfé-
rence d’une section faite @ égale distance des deuwx
bases.

Scholie. Si une ligne AD, située tout entiere
d’un méme coté de la ligne OG et dans le méme
plan, fait une révolution autour de OC, la sur-
face, décrite par AD aura pour mesure AD x
(j_‘iT_'iﬁijt_J, ou AD % cire. IK; les lignes
AO, DC, IK, étant des perpendiculaires abaissées
des extrémités et du milieu de la ligne AD sur
Paxe OC.

Car si on prolonge AD et OC jusqu’a leur ren-
contre mutuelle en S, il est clair que la surface dé-
crite par AD est celle d’un céne tronqué dont 0OA
et DC sont les rayons des bases , le cone entier ayant
pour sommet le point 5. Donc cette surface aura la
mesure mentionnée.

Cette mesure aurait toujours lieu, quand méme le
point D tomberait en S, ce qui donnerait un cone
entier, et aussi quand la ligne AD serait parallele a
Paxe, ce qui donnerait un cylindre. Dans le premier
cas DC serait nulle, dans le second DG serait égale &

AO et a IK.




}
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PROPOSITION IX.

LEMME.

Soient AB, BC, CD, plusieurs cotés successifs
d’un polygone régulier, O son centre, et Ol le
rayon duw cercle inscrit; si on suppose que la
portion de polygone ABCD, située teut eniicre
d’un méme coté du diametre ¥G, fasse une ré-
volution autour de ce diametre, la surface dé-
crite par ABCD aura pour mesure MQ x circ. O,
MQ étant la hauteur de cette surface ou la par-
tie de l'axe comprise entre les perpendiculaires
AM, DQ.

Le point I étant milieu de AB, et IK étant une
perpendiculaive 4 l'axe abaissée du point I, la sur-
face décrite par AB aura pour mesure AB X circ. IK*.
Menez AX parallele a I'axe, les triangles ABX, OIK,
auront les cOtés perpendiculaires chacun 2 chacun :
savoir O a AB, IK a AX | et OK 4 BX; donc ces
triangles sont semblables et donnent la proportion
AB:AX ou MN :: OI: 1K, ou :: cire. Ol : circ. IK;
done AB x cire. IK=MN x cire. OI. D’ou1 'on voit
que la surface décrite par AB est égale a sa hauteur
MN multipliée par la circonférence du cercle inserit.
De méme la surface décrite par BC, =NP X circ. OI,
la surface décrite par CD, —PQ X cire. OL. Donc la
surface décrite par la portion de polyzone ABCD,
a pour mesure (MN - NP - PQ) x cire. OI, ou
MQ X cire. OI; donc elle est égale a sa hauteur multi-
pliée par la circonférence du cercle inscrit.

Corollaire. 5i le polygone entier est d’un nombre
de cotés pair, et que 'axe FG passe par deux som-
mets opposés I et G, la surface entiere décrite par la
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révolution du demi-polygone FACG sera égale a son
axe FG multiplié par la circonférence du cercle inserit.
Get axe I'G sera en méme temps le diametre du cercle
circonscrit.

PROPOSITION X.
TH EOREME,

La surface de la sphere est égale a son dia-
metre multiplié par la circonférence d’un grand
cercle.

Je dis 1° que le diametre d’une sphere, multiphié
par la circonférence de son grand cercle, ne peut
mesurer la surface d’'une sphere plus g!‘:mdu. Car
soit, s'il est possible, AB X circ. AC la surface de la
sphere qui a pour rayon CD.

Au cercle dont le rayon est CA, circonscrivez un
polygone régulier d’un nombre pair de cotés qui ne
rencontre pas la circonférence dont CD est le rayon;
soient M et S deux sommets opposés de ce ]31';13'3':_:1135
et autour du diametre MS faites tourner le demi-po_
lygone MPS. La surface décrite par ce polygone aura
pour mesuze MS x cire. AC* : mais MS est plus grand
que AB ; done la surface décrite par le polygone est
plus grande que \B % circ. AC, et par conséquent
plus grande que la surface de Ja sphere dont le rayon
est CD. Or, au contraire, la surface de la sphere est
plus grande que la surface décrite par le polygone,
puisque la premiere enveloppe la seconde de toutes
parts. Donc 1° le diametre d’une sphere multipli¢ par
1a circonférence de son grand cercle ne peut mesurer
agrande.

8
Je dis 20 que ce ménme pruduir ne pent mesurer

la surface d'une sphere plus

la surface d'une sphere plus petite. Car soit, s'1l est
Douz. éd. 17

fig. 263.
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possible, DE x efrc. CD la surface de la sphere qui a
pour rayon CA. On fera la méme construction gue
dans le premier cas, et la surface du solide engendre
par le pelygone sera toujours 1_?g:l|e. a4 MS x cire. AC.
Mais MS est plus petit que DE, et cire. AG plus petite
que cire. CD 5 done, par ces deux raisons , la surface
du solide décrit par le polygone serait plus petite que
DE x cire. CD, et par conséquent plus petite que la
surface de la sphere dont le rayon est AC. Or, au
contraire, la surface décrite par le polygone est plus
grande que la surface de la sphere dont le rayon est
AC, puisque la premiere surface enveloppe la seconde;
donc 2° le diametre d'une sphere multipiié par la cir-
conférence de son grand cercle ne peut mesurer la
surface dune sphere plus petite.

Donc la surface de la sphere est égale a son dia-
metre muluplié par la circonférence de son grand

cercle.

Corollaire. La surface du grand cercle se mesure
en multipliant sa circonférence par la moitié du rayon
ou le quart du diametre; done o surface de lu sphere
est quadruple de celle d’'un grand cercle.

Scholie. La surface de la sphere étant ainsi mesurée
et comparée a des surfaces planes, il sera facile d’avoir
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques
dont on a déterminé ci-dessus le rapport avec la sur-
face entiere de la sphere.

D’abord le fuseau dont l'angle est A, est & la surface
de la sphere comme langle A est & qualre angles
droits *, ou comme l'are de grand cercle gui mesure
fangle A est a la circonférence de ce méme grand
cercle. Mais la surface de la sphere est égale a cette
circonférence multipliée par le diametre; done la
surface du faseau est égale a Tarc qui mesure langle
de ce fuseau mulsiplié par le diametre.
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En second lieu tout triangle sphérique est équi-
valent A un fuseau dont I'angle est égal a la moitié de

lexces de la somme de ses trois angles sur deux

angles droits *. Soient donc P, Q, R, les arcs de *a3, 7.

g‘:uui cercle qui mesurent les trois angles du trnan-
gle ; soit C la circonférence d'un grand cercle
et D son diametre; le triangle sphérique sera

équivalent au fusean dont l’:mglc a pour mesure

PA-Q-R—=C

9 2

: ki J )
”x(]:_| (:_,T]}. ;(j.

2

Ainsi, dans le cas du triangle tri-rectangle, cha-
cun des arcs P, Q, R, est égal & ; G, leur somme
sur £C est $G, et la
la surface du triangle
Cx D), ce qui cst la huitieme partie

est 2C, lexceés de cette somme
moitié de cet exces — (G ; done

o
8

tri-rectangle

et par conséquent sa surface sera

/

de la surface totale de la sphere.

La mesure des polvoones sphérigues suit immédia-
poiys I 1

tement de celle

entiérement déterminée par la prop. xxiv, liv. vir,
puisque 'unité de mesure, qui est le E'r'iungle tri-
rectangle, vient d’étre évaluée en surface plane.

PROPOGSITION XI.

La surface d’une zone sphérique quelcongue
est égale & la hauteur de cette zone multiplice
par la circonférence d’'un grand cercle.

Soit EF un arc quelconque pius petit ou plus grand
que le quart de circonférence, et soit abaissée FG per-
pendiculaire sur le rayon EG; je dis que la zone a une

des triangl

THEOREME.

17
P,

les, et d'aillenrs elle est

14;:. abg
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base, décrite par la révolution de l'arc EF autour
de EC, aura pour mesure EG X cire. EC.

Car supposons d’abord que cette zone ait une me-
sure plus petite,, et soit, 5’il est possible, cette mesure
—BG x ctre. CA. Inscrivez dans 'arc EF une portion
de polygone régulier EMNOPF dont les cotés n’at-
teignent pas la circonférence décrite du rayon CA ,
et abaissez CI perpendiculaire sur EM ; la surface
MF tournant autour de EC,

i

déerite par le polygone
aura pour mesure EG xecire. CI*. Cetie qlmntil'é est
plus grande que EG X cire. AG, qui, par hypothese,
est la mesure de la zoue déerite par I'arc EX. Donc la
surface décrite par le polygone EMNOPF serait plus
srande que la surface déerite par 'arce circonserit EF ;

o

or,aucontraire, cette derniere surface est plus grande

que la premiere, puisquelle 'enveloppe de toutes
parts ; doue 1° la mesure de toute zone sphérique
a une base ne peut étre plus petite que la hauteur de
cette zone multipliée par la circonférence d'un grand
cercle.

Je dis en second lieu que la mesure de la méme
zone ne peut étre plus grande que la hauteur de cette
zone luull.ipliée par la circonférence d’'un :_;‘I‘:II'I([ cercle.
Car supposons qu’il sagisse de la zone décrite par
I'are AB autour de AG, et soit, s'il est possible , zone
AB > AD % cire. AG. La surface entiere de la sphere,
composée des deux zones AB, BH, a pour mesure
AH xcire. AG*, ou AD xcire. AC+-DH X cire. AG;
si donc on a zone AB> AD Xcire. AG, il faudra
gqu'on ait zone BH < DHXcire. AG; ce qui est
contraire a la premiere partie déja démontrée. Done
50 la mesure d’'une zone sphérique & une base ne
peut étre plus grande que la hauteur de cette zone
multipliée par la circonférence d’un grand cercle.
Done enfin toute zone sphérique i une base s pour
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mesure la hauteur de cette zone multipliée par la cir-
conférence d’'un grand cercle.

Considérons maintenant une zone guelconque, a
deux bases, décrite par la révolution de P'arc FH
autour du diametre DE, et soient abaissées les per-
pendiculaires ¥O , HQ sur ce diametre. La zone dé-
crite par l'arc FH est la différence des deux zones deé-
crites par les arcs DIH et DI ; celles-ci ont pour
mesures DQ xcirc. CD et DO x cire. CD ; donc la
zone décrite par FH a pour mesure (UQ_—DO) X
circ. GD ou 0Q X cire. CD.

Donec toute zone sphérique a une ou A deux bases
a pour mesure la hauteur de cette zone multipliée
par la circonférence d’un gl'aml cercle.

Corollaire. Deux zones prises dans une méme
sphere on dans des spheres égales , sont entre elles
comme leurs hauteurs, et une zone quelconque est
la surface de la sphere comme la hauteur de cette
zone est au diametre.

PROPOSITION X1I
THEOREME,

Si le triangle BAG et le rectangle BCETF de
méme base et de méme hauteur tournent simul-
tanément autour de la base commune BC, le so-
lide décrit par la révolution du triangle sera le
tiers du cylindre décrit par la révolution du
rectangle.

Abaissez sur Paxe la pel‘peudi(’.l.l.luirc AD; le coOne
décrit par le triangle ABD est le tiers du cylindre dé-
erit par le rectangle AFBD*, de méme le cone décrit

ig. 264,

et 265

fig. 264.

*5.
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par le triangle ADC est le tiers du cylindre décrit par
le rectangle ADCE ; donc la somme des deux cnes ou
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle
BCEF.

Si la perpendiculaire AD tombe au-dehors du
triangle, alors le solide décrit par ABC sera la dif-
férence des cOnes décrits par ABD et ACD; mais en
méme temps le cylindre déerit par BCEF sera la
différence des cylindres déerits par AFBD, AECD.
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera |
toujours le tiers du cylindre décrit par la révolution ;
du rectangle de méme base et de méme hauteur.

Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pour
surface w X ﬁ), done = x?’(ﬁ')}( BC est la mesure du
cylindre décrit par BCEF, et —;—xxIﬁxBG est celle
du solide décrit par le triangle ABC.

PROPOSITION XIII,

PROBLEME,

Le triangle CAB étant supposé faire une révo-
lution autour de la ligne CD, menée comme on
voudra hors du triangle par son sommet C, trou-
ver la mesure du solide ainst engendré.

Prolongez le c6té AB jusqua ce qu’il rencontre
Paxe CD en D, des points A et B abaissez sur axe
les perpendiculaires AM, BN.
Le solide décrit par le triangle CAD a pour me- !
T
sure” 27 X AM x CD; le solide décrit par le triangle

CBD a pour mesure iw x BN x CD; donc la diffé-
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cence de ces solides ou le solide décrip par ABG aura
pour mesure ;. (\_ﬂ,f__ ]}_\\) x GD.

r A cette expression une autre
Du point I, miliew de AB, menez IK perpendiculaire
A CD, et par le point B menez BO parallele a CD,

on aura AM4-BN— SIK* et AM—BN= AOQ; donc, * 7,3
AM -+ BN) x (AM—BN), ou AM — BN = 2IK X

AO*. La mesure du solide dont il s’agit est done * 10,5
ussi par 5% X IK % AO X CD. Mais si on
abaisse CP perpe:‘nlicuiuiz‘u sur AB, les triangles ABO,
DCP, seront semblables, et donneront la proportion
AO:CP::AB:CD; d'on résulte AO X CD=CP X
AB; dlailleurs CP X AB est le double de Vaire du
triangle ABG ; insi on a AO X CD=2ABC; donc
Je solide décrit par le triangle ABG a aussi pour me-
sure 47 X ABG X IK , ou, ce qui est la méme chose,
ABC X 2cire. 1K 5 (car circ. IK=27. IK.) Donc le
solide décrit par la révolution du triangle ABG, a
pour mesure Paire de ce triangle multiplice par les
conférence que décrit le point 1

On peut donne forme.

exprimée a

deux tiers de la cir
milien de sa base.
Si le coté AC=CB, la ligne CI sera fig. 267
Paire ABC sera égale a ABXx

LCI, et la solidité 4% X ABG X IK deviendra 2T X
AB x IK % GI. Mais les triangles ABO, CIK | sont
semblables et donnent la pl'oportion AB : BO ou
MN :- CI:IK; donc AB X [K — MN x CL; donc le
le ABC aura pour

Corollaire.
pe_rpen(liculail'e a AB,

solide décrit par le 1'1’iamglu 150sce

mesure 57 X MN x CI.

Scholie. Ta solution générale p:u':til. supposer que

) 5 " - d :
la ligne AB prolongee rencontre Paxe ; mais les
résultats nlen seraient pas moins vrais , quand la

ligne AB serait parallele a Paxe.



I':;". 268,

264 GEOMETRIE,

En effet le cylindre décrit par AMNB a pour me-
sure 7. AM. MN , le cone @éerit par ACM=—:ix. AM.
CM, et le cone décrit par BON=1r. AM.CN. Ajou-
tant les deux premiers solides et retranchant le
troisieme, on aura pour le solide décrit par ABC,
w.AM. (MN -+ £CGM—CN) : et puisque GN— CM
:MV cette expression se réduit A 7. AM. 2MN, ou

2

=S P MN, ce qui s'accorde avec les résultats déja
trouvés.

PROPOSITION XI1IV.
THEOREME.

Sotent AB, BC, CD, plusicurs cotés successifi
d’un polygone régulier, O son centre, et Ol le
rayon du cercle inscrit; si on imagine que le sec-
teur polygonal AOD, situé d’un méme cété du
diametre ¥G, fasse une révolution autour de
ce diametre, le solide décrit aura pour mesure

=i _ :
s®.OLMQ, MQ étant la portion de U'axe termi-
rée par les perpendiculaires extrémes AM, DQ.

En‘ effet; puisque le polygone est régulier, tous
les triangles AOB, BO(, etc. sont égaux et isosceles.
Or, suivant le corollaire de la proposition précé-
dente, le solide Ilf‘()(]lll" par le triangle isoscele AOB

a I]lllll mesure

2w.0L.MN, le squIL décrit par le
triangle BOG a pour mesure =.0L. NP, etle ‘iolule

décrit par le triangle COD a pour mesure in 0T .
PO ; donc la somme de ces solides, ou le solide entier
dctnt. par ]( secteur Pnl\morill \OD, aura pour me-

sure 3 =.0I. (MN + NP + PQ) ou 2 c.Ol. MQ.
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PROPOSITION XV.
THEOREME.

Tout secteur sphérique a pour inesure la zone
qui lui sert de base multipliée par le tiers du
rayon, et la sphere entiere a pour mesure sa
surface multipliée par le tiers du rayon.

Soit ABC le secteur circulaire qui, par sa révo-
lution autour de AC, déerit le secteur sphérique; la
zone décrite par AB étant AD Xcire. AC ou 2w . AG.
AD*, je dis que le secteur sphérique aura pour me-
sure cette zone multipliée par FAC, ou 37, AC.AD.

En effet, 1° supposons, s'il est possible, que cette
quantité . AC . AD soit la mesure d’un secteur
sphérique plus grand, par exemple, du secteur sphé-
rique décrit par le secteur circulaire ECF semblable
a ACB.

Inscrivez dans larc EF la portion de polygome
régulier EMNT dont les cOtés ne rencontrent pas
Parc AB, imaginez ensuite que le secteur polygonal
ENFC tourne autour de EC en méme temps que le
secteur circulaire ECF. Soit Gl le rayon du cercle
inscrit dans le polygone, et soit abaissée FG perpen-
diculaire sur EC. Le solide déerit par le secteur
polygonal aura pour mesure 5. G EG* : or CI
est plus grand que AC par construction, et EG est
plus grand que AD : car, joignant AB, EF, les trian-
gles BFG, ABD, qui sont semblables, donnent la
proportion EG: AD:: FG:BD::CF: CB; done EG
> AD.

——1
Par cette donble raison iw. GI. EG est plus

fig. 260,
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gl'arltl que 3. (_]:\.JAD: la premiere expression est
la mesure du solide décrit par lé secteur polygonal,
la seconde est par hypothese celle du secteur sphé-
rique déerit par le secteur circulaire ECF ; donc le
solide décrit par le secteur polygonal serait plus
grand que le secteur sphérique décrit par le secteur
circulaire. Or, au coutraire, le solide dont il s’agit
est moindre que le secteur sphérique, puisqu’il y est
contenu ; donc 'hypothese d’'oti on est parti ne sau-
rait subsister; donc 1° la zone ou base d'un secteur
sphérique multipliée par le tiers du rayon ne peut me-
surer un secteur sphérique plus grand.

Je dis 2° que le méme produit ne peut mesurer un
secteur sphérique plus petit. Car, soit GEF le secteur
circulaire qui par sa révolution produit le secteur
sphérique donné, et supposons, s'i! est possible, que

2%.CE. EG soit la mesure d’un secteur sphérique
plus petit, par exemple, de celui qui provient du
secteur circulaire ACB.

La construction précédente restant la méme, le
solide décrit par le secteur polygonal aura toujours

pour mesure >7. CI. EG. Mais CI est moindre que

CE ; done le solide est moindre que= . CE. EG , qui,
par hypothese, est la mesure du secteur sphérique
déerit par le secteur circulaire ACB. Donc le solide
décrit par le secteur polygonal serait moindre que le
secteur sphérique déerit par ACB. Or, au contraire,
le solide dont il sagit est plus grand que le secteur
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans lautre.
Done 2° il est impossible que la zone d'un secteur
sphérique multipliée par le tiers du rayon soit la
mesure d'un secteur sphérique plus pett.

Done tout secteur sphérique a pour mesure la zone
qui lui sert de base multipliée par le tiers du rayon.
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Un secteur circulaire ACB peut augmenter jus-
qu'a devenir égal au demi-cercle ; alors le secteur
slnhériq‘._u: décrit par sa révolution est la sphere en-
tiere. Donc la solidité de la sphere est égale & sa sur-
Jace muisz}u(&fe par le tiers de sorn rayon.

Corollaire. Les surfaces des spheres étant comme
les quarrés de leurs rayons, ces surfaces multipliées
cubes des rayons.

I!ill‘ h,‘& f'il}’(ﬂ'ls sont comme lL’:"\
les

Done les solidités de dewx spheres sont comime
cubes de leurs rayons, ow comme les cubes de leurs
diametres.

Scholie. Soit B le rayon d'une sphere, sa sur-
face sera 4mR?, et sa solidité 4= R xiR, oufmwR
Si on appelle D le diametre , on aura R=3 D, et
' —211" ; done la solidité s'exprimera aussi par

irxiD? ouiwD’.
PROPOSITION XVL
THEOREME,

La surface de la sphere est a la surface totale
du cylindre circonscrit (en y comprenant Scs
bases ) comme 2 est a 3. Les solidités de ces deux
corps sont entre elles dans le méme rapport.

Soit MPNQ le grand cercle de la sphere, ABCD
le quarré circonserit ; si on fait tourner a la fois le
| demi-cercle PMQ et le demi-quarré PADQ autour

du diametre PQ, le demi-cercle déerira la sphere,

et le demi-quarré décrira le eylindre ecirconscrit a

la sphere.

La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia-
metre PQ, la base du cylindre est égale au grand
cercle, puisqu’elle a pour diametre AB égale a MN ;
done la surface camnvexe du (‘ylin(ll‘e * est (—"g’:dc a la

"

fig. 2n0.
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circonférence du grand cercle multipliée par son
diametre. Cette mesure est la méme que celle de
la surface de la sphere™ : dott il suit que la sur-

Jace de la sphere est égale a la surface convexe

du eylindre circonscrit.

Mais la surface de la sphere est égale & quatre grands
«cercles; done la surface convexe du cylindre circon-
scrit est égale aussi 2 quatre grands cercles: si on y
joint les deux bases qui valent deux grands cercles,
la surface totale du cylindre circonscrit sera égale
a six grands cercles; donc la surface de la sphere
est & la surface totale du cylindre circonserit comme
4est i 6,o0u comme 2 est 2 3. Cest le premier point
quil sagissait de démontrer.

En second lien, puisque la base du cylindre cir«
consicrit est égale a un grand cercle et sa hauteur au
diametre, la solidité du cylindre sera égale au grand
cercle multiplié par le diametre *, Mais la solidité de
la sphere est égale a quatre grands cercles multipliés
par le tiers du rayon *, ce qui revient a un g]'nnd
cercle multiplié par 4+ du rayon, ou * du diametre;
donc la sphere est au cylindre circonscrit comme
2 est & 3, et par conséquent les solidités de ces
deux corps sont entre elles comme leurs surfaces.

Scholie. Si on imagine un polyedre dont toutes les
faces touchent la sphere, ce polyédre pourra étre
considéré comme composé de pyramides qui ont
toutes pour sommet le centre de la sphere, et dont
les bases sont les différentes faces du polyedre. Or
il est clair que toutes ces pyramides auront pour
hauteur commune le rayon de la sphere, de sorte
fll](_‘ ('llllq]ll“ ]1}'1':2mi(11: sera (""_’;iil(’. a lil i‘il(‘L‘ Lll] [JO’
lyedre qui lui sert de base, multipliée par le tiers
du rayon : done le polyedre entier sera égal a sa
surface multipliée par le tiers clu rayon de la sphere
inscuite,
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On voit par 1a que les solidités des polfédres cir-
conscrits 4 la sphere sont entre elles comme les
de ces mémes polyedres. Ainsi, la pro-
nous avons démontrée pour le cylindre
d’antres

surfaces
priél:l’: que
circonscrit est commune a une infinité
corps.

On aurait pu remarquer également que les sur-
faces des pol}'g(mes circonscrits au cercle sont entre
elles comme leurs contours.

PROPOSITION X VIL

PROBLEME.

Le segment circulaire BMD étant supposé fg. o3t

faire wne révolution autour d’'ur dianetre ex-
térieura ce seement , trouver lavaleur du solide
engendré.

Abaissez sur laxe les perpendiculaires BE, DF;
du centre 'C menez CI ,'_-crpcml.]culnire sur la corde
BD, et tivez les rayons GB, CD.

Le solide décrit par le secteur BCA ==& 7. iGB.
AE*; le solide décrit par le secteur DCA = 5 .
CB.AF; donc la différence de ces deux solides, ou le
solide décrit par le secteur DCB — 2 =. CB.(AF —

—_—
AE)=3w.CB. EF. Mais le solide déerit par le trian-

—
gle isoscele DCB a pour mesure 2. CL. EF¥; donc

le solide décrit par le segment BMD —: =. ET.

e R

{cB — CL ). Or dans le triangle rectangle GBI,
a —_— —_ —_—

onaGB — CI=BI =:BD; done le solide décrit

il
par le segment BMT} aura pour mesure 5. EF. > BD,
. 7

ouxT . ﬁ_ﬁz”




fig. an1.
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Scholie. Le solide décrit par le segment BMD est &

TN
la sphere qui a pour diametre BD, comme ; =. BD,

EF est 4 % BD, ou :: EF : BD,

(]

PROPOSITION XYVIII

THEOREME.

Tout segment de sphere, compris entre deux
plans paralleles, a pour mesure la demi-somme
de ses bases multipliée par sa hauteur, plus la
solidité de la sphere dont cette méme hauteur
est le diametre.

Soient BE, DF, les rayons des bases du segment,
EF sa hauteur, de sorte que le segment soit produit
par la révolution de lespace circulaire BMDFE
autour de laxe FE. Le solide décrit par le seg-
ment BMD * =2 =. B_D:.EF, le tronc de cdne déerit

par le trapeze BDFE*—.=.EF. (—]ﬁ_‘i{—]ﬁ:{- BE. DF];
donc le segment de sphere qui est la somme de ces
deuxsolides—=Ir. EF.(D. BE - 2 DF--2BE. J_‘:.T*H—Flj) :
Mais , en menant BO parallele &4 EF , on aura DO =
DF-—BE, DO—= DI'—2DF. BE +ﬁ;, et par conse-

quent BD =BO 4 DO==EF - DF—a DF x BE+BE.

Mettant cette valeur a la place de BD dans Pexpres-
sion du segment, et effacant ce qui se détruit, on
aura pour la solidité du segment,

i1n.EF.(3BE43DF4EF ),
expression qui se décompose en deux parties ; I'une
e e Y C—a =
2%z .EF.(3BE-+3DF), ou EF . ( 7. BE+ = .m)
2

est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur;
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I'antre ib'r:.lfl"‘ 11‘0}n'(~.~;0m‘c la sphere dont EF est le

diametre * : donc tout segment de sphere, etc. *15.5¢h,
Corollaire. Si I'une des bases est nulle, le segment

dont il s’agit devient un segment sphérique, a une

seule base ; donc tout segment spherique a une base

équivant a la moitié du ¢ylindre de méme base et de

méme hauteur , plus la sphere dont cette hauteur est

le diametre.

Scholie général.

Soit R le rayon de la base dun cylindre, H sa
hauteur ; la solidité du cylindre sera = B* X H, ou
o REEH

Soit R le rayon de la base d'un cone, H sa hauteur;
la solidité du céne sera #R*. S H, ousmR*H.

' Soient A et B les rayons des bases d’un céne tron-
qué, H sa hauteur; la solidité du tronc de cone sera
*xH (A* 4 B> 4 AB).

Soit R le rayon d’une sphere ; sa solidité sera
iR,

Soit R le rayon d'un secteur sphérique, H la
hauteur de la zone qui lui sert de base ; la solidité du
secteur sera -« R* H.

Soient P et Q les deux bases d'un segment sphé-
rique, H sa hauteur, la solidité de ce segment sera
(”*‘_""—). H 41 H.

Si le segment sphérigue n’a qu'une base P, lautre
étant nulle, sa solidité sera - PH 4 & = H”.

3

FIN DS ELEMENTS DE GEOMETRIE
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