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LIVRE IV.

LES POLYGONES REGULIERS,
ET LA MESURE DU CERGLE.

DEFINITION.

[J v polygone qui est a-la-fois équiangle et équ ilatéral,
sappelle polygone regulier.

Il y a des polygones réguliers de tout nombre de
c6tés. Le triangle équilatéral est celui de trois cOtes ;

et le quarré, celul de quatre.
PROPOSITION PREMIER E.
PHEOREME.

Deux polygones réguliers d’un méme nombre
de cotés sont deux figures semblables.

Soient , par c:xmnple‘.les deux hexagones réguliers
ABCDEF , abcdef; la somme des angles est la méme

I

dans une et dans Vautre figure; elle est égale & huit
angles droits ™. L'angle A est la sixieme partie de
cette somme aussi bien que l'angle a; donc les deux
angles A et a sont égaux; il en est par conséquent de
méme des angles B et &, des angles G et ¢, etc.

De plus, puisque par la nature de ces polygones
les cdtés AB, BG, CD, etc. , sont égaux, ainsi que ab,
be , ed , ete., il est clair g won a les proportions AB :
ab - BC:be :: CD:ed., ete. ; donc les deux figures dont
il s’agit ont les angles égaux et les cotés homologues
proportionnels ; donc elles sont semblables *.

*a8, 1.

* def. 2.

liv.

3.
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Corollatre. Les peérimetres de deux polygones ré-
guliers d’'un méme nombre de c¢dtés sont entre eux

comme les cotés homologues, et leurs surfaces sont

comme les quarrés de ces mémes cdrés *

Seholie. Langle d'un polygone régulier se déter-
mine par le nombre de ses ¢dtés comme celui dun
polygone équiangle *

PIROPOSITTON L.
THEORE ME.
Tout polygone régulier peut étre inscrit dans
le cercle, et peut lui étre circonscrit.
Soit ABCDE, ete., le polygone dont il s’agit, ima-

ginez quon fasse passer une circonférence par les
trois points A, B, C; soit O son centre, et OP la per-

pendiculaire abaissée
AO et OD.

Le quadrilatere OPCD et le quadrilatere OPBA
peuvent étre superposés : en effet le ¢dté OP est com-

sur le milieu du cté BC; joignez

mun , langle OPC=O0PB, puisqu’ils sont droits ;
donc le coté PC sappliquera sur son égal PB, et le
point C tombera en B. De plus, par la nature du
polygone, I'angle PCD—=PBA, donc CD prendra la
direction BA, et puisque CD = BA, le point D tom-
bera en A et les deux quadrilateres eoincideront en-
tiecrement I'un avee l'autre. La distance OD est done
égale a AO, et par conséquent la circonférence qui
passe par les trois points A, B, C, passera aussi par
le point D : mais, par un raisormement semblable,
on prouvera que la circonférence qui passe par les
trois sommets B, G, D, passera par le sommet sui-

vant B, et ainsi de suite; done la méme circonié-

rence qui passe par les points A, B, C; passe par tous
les sommets des angles du polygone, et le polygone

est inscrit dans cette circonférence,
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in second lien, par rapport A cette circonférence,
vous les cotés AB, BG, CD, ete:, sont des cordes égales;
elles sont donc également éloignées du centre™ ; done *8, a
si du point O, comme centre , et du rayon OP, on
déerit une circonférence , cetie circonférence tou-
chera le cbté BC et tous les autres cotés du polygone,
chacun dans son milieu, et la circonférence sera in-
serite dans le polygone, ou le polygone circonscrit a
la circonférence.

Scholie 1. Le point O, cenire commun du cercle
inserit et du cercle circonscrit , peut étre regardé
aussi comme le centre du polygone, et par cette raison
on appelle angle au cenire, langle AOB formé par
les deux rayons menés aux extrémités d'un meéme
coté AD.

Puisque toutes les cordes AB, BC, etc. , sont égales,
il est clair que tous les angles au centre sont égaux ,
et quainsi la valeur de chacun se trouve en divisant
quatre angles droits par le nombre des cotés du po-
lygone.

Scholie 11. Pour inscrive un polygone régulier d'un
certain nombre de ¢dtds dans une circonférence don-
née, il ne sagit que de diviser la circonférence en
autant de parties égales que le polygone doit avoir de
cOtés ; car, les arcs étant égaux, les cordes AB, BC, fg. (58
CD, etc., seront égales; les triangles ABO, BOG,
COD, ete. , seront égaux aussi , parce qu'ils sont équi-
latéraux entre eux ; donc tous les angles ABG, BCD,
CDE, etc., seront égaux; dong la igure ABCDE, etc.,

sera un 11:':1}';;1”::3 1‘:3;;nlic]'.
PROPOSITION IIL
PROBL l‘i M E.

Inscrire un quarré dans une circonférence
donnée.




fig. 157.
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Tirez deux diametres AG, BD, qui se coupent a
angles droits; joignez les extrémités A, B,C, D, et la
figure ABCD sera le quarré inscrit : car les angles
AOB, BOG, etc., étant égaux, les cordes AB, BC, etc.,
sont égales.

Scholie. Le triangle BOC étant rectangle et isoscele,
ona*BG:BO::V 2:1 ; done le coté du quarré inscrit
est au rayon comine la racine quarrée de 2 est &
Cunize.

PROPOSITION IV.

PROBLEME.

Inscrire un hexagone régulier et un triangle
équilatéral dans une circonférence donnde.

Supposons le probléme résolu, et soit AB un coté
de Thexagone inscrit; si on mene les rayons AO, OB,
je dis que le triangle AOB sera équilatéral.

Car l'angle AOB est la sixieme partie de quatre an-
gles droits ; ainsi en prenant l'angle droit pour unité ,
on aura AOB =—Z==1:les deux autres angles ABO,
BAO, du méme triangle valent ensemble 2 — 2 ou 4 ;
et comme ils sont égaux , chacun d’enx = 2 ; done le
triangle ABO est équilatéral ; donc le ¢6té de Phexa-
gone inscrit est égal an rayon.

Il'suit de la que pour inscrire un hexagone régu-
lier dans une circonférence donnée, il faut porter le
rayon six fois sur la circonférence, ce qui ramenera
au méme point d'ott on était parti.

L'hexagone ABCDEF étant inscrit, si I'on joint les
sommets des :1:15'1(_-5 alternativement, on formera le
triangle équilatéral ACE.

Secholie. La figure ABCO est un parallélogramme et
méme un losange, puisque AB—BC =00 =A0;

2
donc * la somme des quarrés des diagonales AC—-

BO, est égale a la somme des quarrés des cbtés,
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laquelle est 4 AB ou 4 BO; retranchant de part et

d’'autre l_i(), il restera AC=3 BO l; donc AU:B()1::
3:1, ou AG:BO:: V' 3:1; donc le cote du triangle
éq:u.'frm:ra-/ inscrit est aw rayon comme la" racine
quarrée de 3 est & lunite.

PROPOSITION V.

PROBLEME.

Inscrire dans un cercle donné un décagone
régulier, ensuite un pentagone et un pentédé-
cagone.

Divisez le rayon AO en moyenne et extréme raison
au point M.*, prenez la corde AB égale au plus grand
segment OM, et AB sera le cbté du décagone régulier
quil faudra porter dix fois sur la circonférence.

Car en joignant MB, on a par construction AO:
OM:: OM:AM; ou, 4 cause de AB=OM, AO: AB
:» AB:AM; donc les triangles ABO, AMB, ont un
angle commun A compris entre cotés proportionnels ;
donc ils sont semblables *. Le triangle OAB est isos-
cele , donc le triangle AMB I’est aussi, et on a AB—
BM : dailleurs AB— OM; donc aussi MB=—O0OM;
donc le triangle BMO est isoscele.

L'angle AMB, extérieur au triangle isoscele BMO ,
est double de Uintérieur O*; or I'angle AMB=—MAB;
donc le triangle OAD est tel que chacun des angles a
la base , OAB ou OBA, est double de l'angle au som-
met O ; donc les trois angles du triangle valent cing
fois I'angle O, et ainsi 'angle O est la cinquieme
partie de deux angles droits , ou la dixieme de ¢ua-
tre : donc larc AB est la dixieme partie de la cir-
conférence , et la corde AB est le cOté du décagone
régulier,

fig. 150.
*prob.4.
liv. 3.

*a0,3.

* 19, I.
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Corollaire 1. Si on joint de deux en deux les sommets
du déecagone régulier, on formera le pentagone régu-
lier ACEGI.

Corollaire 11. AB étant toujours le cdté du déca-

gone, soit AL le cOté de 'hexagone: alors 'arc BL
T 7 el ]

sera, par rapport a la circonférence, 1 — ' ou —=; donc
la corde BL sera le coté du pt’nit:dt?t‘ngmu'r ou poly-
gone régulier de 15 ¢dtés. On voit en méme temps
que l'arc CL est le tiers de CB.
Scholie. Un polygone régulier étant inscrit, si on
divise les ares sous-tendus par ses ¢Otés en deux par-
ties' égales , et qu'on tire les cordes des demi-arcs 5
celles-ei formeront un nouveau polygone régulier
dun nombre de c6tés double : ainsi on voit gue le
quarré peut servir a inscr
ly

€ successivement les po-
ones réguliers de 8, 16, 32, ete., coté

. De méme
I'hexagone servira a inscrire les polygones réguliers
de 12,24,48 , ete., cbtés ; le décagone, des polygones
de 20, 40, 8o, etc.’ cbtés; le pentédécagone , des
polygones de 30, 6o, 120, etc., cotés (x).

PROPOSITION VI.
PROBLEME.

Etant donné le polygone régulier inscrit
ABCD, etc. , circonscrire a la méme circonfé-
9
rence un polygone semblable.

(1) On a cru long-temps que ces ]ml}'gmm.ﬂ étaient les seuls
qui pussent ¢tre inscrits par les procédés de la géométrie élé-
mentaire , ou, ce (ui revient au méme, par la résolution des
équations du premier et du secend degré : mais M. Gauss a
prouvé , dans un ouvrage intitulé Disquisitiones Arithmetice s Lip=
sice, 1801, qu’on peut inscrire par de semblables movens le po-
lygone régulier de dix-sept cdtés, et en général celui de 2™-}-x

cotés, pourvu que 2”-]-1 soit un nombre premier.
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Aupoint T, milieu del'arc AB, menez latangente GH,

qui sera parallele 2 AB *: faites la méme chose au milieu
de chacun des autres arcs BG, CD, ete.; ces tangentes
formeront par leurs intersections le polygone régulier
circonserit GHIK , ete. , semblable au polygone inscrit.

11 est aisé de voir d'abord que les trois points O,
B, H, sont en ligne droite, car les triangles rectan-
gles OTH, OHN, ont 'hypoténuse commune OH, et
le c6té OT —=ON; donc ils sont égaux *; done
I'angle TOH = HON, et par conséquent la ligne OH
passe par le p(‘;ia‘il: B miliea de 'arc ‘TN : par la méme
raison le point I est sur le prolongement de OG, ete.
Mais, puisque GH est parallele a AB et HI a BCG,
l'angle GHI= ABC *; de méme HIK —=BCD, etc.;

donc les angles du puh_g;‘onu circonserit sont egaux

sgone inscrit. De plus,, a cause de ces
mémes paralleles, on a GH:AB:: OH:0B, et HI:
BC::OH:0B ; done G H:AB:: HI:BC. Mais AB —
BC, donc GH=—HI. Par laméme raison HI=IK, etc. ;

done les ebités du polyeone ecirconscrit sont égaux
l e te ]

a ceux du pol

entre eux; donc ce |)U|3ff__;ﬁ:|p est régulier et semblable
au polygone inscrit.

Corollaire 1. Réciproquement , si on donnait le
polygone circonserit GHIK, etc. , et qu'il falltwt tracer
par son moyen le pu!_‘_,-'gmuc mscrit ABC, ete., on

voit quil suffirait de mener auxsommets G, H, 1, ete. ,

du polygone donné les lignes OG, OH, ete. , qui ren-
contreraient la circonférence aux pointsA, B, G, etc.;
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB,
BC, ete., qui formeraient le polygone inscrit. On
pourrait aussi, dans le méme cas, joindre tout sim-
plement les points de contact, T, N, P, ete., par les
cordes 'I,'NJ j‘“-‘, etc., ce tlui formerait ("_:;':lleanL un
polygone inscrit semblable au circonserit.

Corollaire 1I. Donc on peut circonscrire a un
Doz, ed. o)

* 10, 2,

26, 1,
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cercle donné tous les polygones réouliers (]U‘Or] sait
Y8 S

mscrire dans ce cercle, et réciproquement

PROPOSITION VII.
THEOREM E.

L’aire d’un polygone Hmm’cu est égale a son
périmetre multiplié par /cz moitié ((H rayon du
cercle inscrit.

B 6o, Soit, par exemple, le polygone régulier GHIK  ete.
le triangle GOH a pour mesure GH x 20T, le tri .mglc
OHI a pour mesure HIx:ION : mais ON—_--UT;
donc les deux wiangles réunis ont pour mesure
(GH—-HI) x:0T. ln continuant ainsi pour les
autres tlmnbl{-‘a, on verra que la somme de tous les
triangles, ou le polygone entier a pour mesure la
somme des bases GH , HI, IK, etc., ou le périmetre
du polygone, lHLLlLlp]I{: par -OT, moitié du rayon du
cercle inscrit.

Scholie. Le rayon du cercle inscrit OT n’est autre
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur
un des cotés ; on appelle quelquefois Yapothéme du
polygone.

PROPOSITION VIII.
' THEOREME.

Les périmetres des polygones réguliers d'un
méme nombre de cotés sont comme les rayons
des cercles circonscrits, et aussi comme les rayons
des cercles inscrits; leurs surfaces sont comme les
quarrés de ces mémes rayons.

Soit AB un coté de I'in des polygones dont il
s'agit, O son centre, et par conséquent OA le rayon
du cercle circonserit, et OD, perpendiculaire sur AB,
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le rayon du cercle inscrit; soit pareillement ab le
¢dté d'un autre polygone semb lable, o son centre,
oa et od les rayons des cercles circonserit et inscrit.
Les 1\('1[[]1(11[‘-\ des deux polygones sont entre eux

comme les cotés AB et ab; mais les ar ngles A et @ sont

(""dli\ comine tl.ll” i!ul( un il IUJHl' (l(' d!.’l"

» ddu pn-

]_\'gmw' il en est de méme des angles B et /, done les
triangles ABO , abo, sont semblables , ainsi que les
tr muul( s rectangles ADO, ado; donc AB:ab:: AG:
ao :: DO :do; donc les iwu imetres des ]mi' oones sont
entre eux comme les rayons AQ , ao, des cercles cir-
conscrits, et aussi comme les rayons DO, do, des
cercles inscrits.

Les surfaces de ces mémes polygones sont entre

elles comme les quarrés des cotés 3- ymologues AB, ab;
elles sont par ':;1|~,c"]u( nt aussi comme les quarrés des
rayons des cerc sles civeonserits A0, a0, ou comme les

U'mrrvn des rayons des cercles inserits OD, od.

PROPOSITION IX.

LEMM E.

Toute ligne courbe ou polygone qui enveloppe
d'une extrémité a Uautre la ligne convexe AMB
est plus longue que la ligne wew’;’mw(‘w AMB.

Nous avons déja dit que pa - licne convexe nous

entendons une ligne courl

& OU E'i(‘.l'.';!}lll'._\ ou en i?ll]'-

tie courbe et en partie polygone, telle quune ligne
droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la
ligne AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo-
sités, elle cesserait d’8tre convexe, parce qu 11 est aisé

'i:rrEI.-'

(It_‘. \"(')lI' {'I]l il!l[‘ lI ’]I(' !ll(!tl l')l_lll'lulf. d “”1

de deux ]3(}!111‘-: ?I::.-a arcs de cercle sont essentielle-

ment um\vum:m;lu la munfmi!u'l dontil s’ w:r main-
tenant sétend i une hegne f!'ll{’]l_(_‘.llf{l!{.‘ qui remplit la

condition exigée.
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Cela pos¢, si la ligne ANMIB n'est pas plus petite que

toutes celles qui I'enveloppent

i
i

, il existera parmi ces
dernieres une ligne plus courte que toutes les autres,
laquelle sera plus’ petite que AMB, ou tout au plus
égale a AMB. Soit ACDEB cette ligne enveloppante ;
entre les deux lignes menex par-tout ol vous voudrez
la droite PQ, qui ne rencontre point la ligne AMB,
ou du moins qui ne fasse que la toucher; la droite PQ
est plus courte que PCDEQ; done, si a la partie
PCDEQ on substitue la ligne droite P(}, on aura la
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB.
Mais, par hypothese , celle-ci doit étre la plus courte

de toutes; done cette | ypothese ne saurait subsister ;
done toutes les lignes enveloppantes sont plus longues
que AMB.

Scholie. On démontrera absolument de la méme
maniere quune ligne convexe et rentrante sur elle-
méme AMB, est plus courte gue toute ligne qui en-
\'{‘1[111[\=-z';1i1 de toutes parts, soit que la Ii;_;'i'l{! c’l‘n‘r'lnl'}--
pante FHG touche AMDB en un ou plusieurs points,
soit quelle 'environne sans la toucher.

PROPOSITION X.
LEMBME,

Deux circonférences conceniriques étant dorn-
nées, on peut toujours inscrire dans laplus grande
un polygone régulier dont les cotés ne rencontrent
pas la [_z;!{{..s' pelite; el on peul ausst circonscrire a
la plus petite un polygone régulier dont les cétés
ne rencontrent pas la ‘_:_;?'(Uz(?(J : de sorte que dans
Cun et dans Uautre cas les cotés du polygone dé-
critseront renfermés entre les deusr circonférences.

Soient CA, CGB, les rayons des deux circonférences
données. Au ]_m.iut. A menez la tangente DE termi-
née a la grande circonférence en D et I : inscrivez
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dans la gr:lmle circonférence 'un des polygones ré-
guliers qu'on peut inscrire par les prrﬂ:!(‘:ums précé-
dents, divisez ensuite les arcs sous-tendus par les
cOtés en deux parties égales, et menez les cordes des
demi-ares; vous aurez un pol_‘y‘;‘mnr réoulier d'un
nombre de cotés double. Continuez la bissection des
arcs I]I[%:’[:I‘:L ce que vous E'):\:'\'onivz A un arc p‘.m‘ pc.I.'n:
que DBE. Soit MBN cet arc (dont le milieu est sup-
posé en B); il est clair que la corde MN sera plus
¢loignée du centre que DE, et quainsi le polygone
t':'-gu]icrllmn:‘vi?q est le cOté ne saurait rencontrer la
circonférence dont GA est le rayon.

Les mémes choses étant posées, joignez CM et CN
qui rencontrent la tangente DE en P et Q; PQ sera le
coté d'un polygone circonscrit a la petite circonfé-
rence, semblable au polygone inscrit dans la grande,,
dont le cbté est MN. Or il est clair que le polygone
circonscrit qui a pour cdté PQ, ne saurait rencei-
wer la grande circonférence, puisque CP est moindre
que CM,

Donc, par la méme construction , on peut décrire
un polygone régulier inscrit dans la grande circon-
férence, et un polygone semblable circonscrit a la
petite, lesquels auront leurs cOtés compris entre les
deux circonférences.

Scholie. Si on a deux secteurs concentriques FCG,
ICH, on pourra de méme inscrire dans le plus grand
une portion de polygone régulier, ow circonscrire au
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte
que les contours des deux polygones soient compris
entre les deux circonférences : il suffira de diviser
Pare FBG successivement en 2., 4,8, 16, etc., parties
égales, jusqu’a ce quon parvienne a une partie plus
pulil't' que DBE.

Nous appelons ici portion de polygone regulier la

figure terminée par une suite de cordes ¢gales inscrites
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dans lare FG d'une extrémité a Pautre. Cette portion
a les propriéiés principales des polygones réguliers,

elle a les angles égaux et les ¢Otés égaux , elle est i-la-
fois inscriptible et circonseriptible au cercle ; cepen-
dant elle ne fera

it partie d'un polygone régulier pro-
|!i'L'IIE£‘1It rfi[i. qu autant que l'are sous-tendu par un
de ses eOtés serait uine partie aliquote de la circon-
férence.

' A
THEOREM L.

Les circonférences des cercles sont entre elles

comme les rayons, et leurs surfaces comme les
7 5
quarrés des rayons.
5_)(-::1-

nons , pour abréger, par cire. CA la circon-

——t

férence qui a pour rayon CA; je dis quon aura
cire. OB :: CA:OB.
(ar, si cette m'!‘:pf‘n'linu n’a pas lien, CA sera a

OB

} comme cire. GA est a un quatrieme terme plus

Circ.

grand ou plus petit que eirc. OB : supposons-le plus
petit, et soit, s’il est possible, CA:O0B:: eirc. CA:
cire. OD.

Inserivez dans la circonférence dont OB est le rayon

un polygone régulier EFGKLE, dont les cbtés ne
rencontrent point la circonférence dont OD est le
rayon *; inscrivez un polygone semblable MNP'ISM
dans la eirconférence dont CA est le rayon.

Cela pose, puisque ces polygones sont semblables,
leurs périmetres MNPSM, EFGKE sont entre eux
OB, des cercles circonscrits *,
: EFGRE :: CA: OB; mais,
t cire. CA :cire. OD; donc
MINPSM : EFGKE :: cire. CA : ¢ire. OD. Or, cette
proporton est impossible, car le contour MNPSM

est moindre que cire. GA ¥, et au contraire EFGKE
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est plus grand que cire. OD; done il est impossible
que GA soit & OB comme cire. GA est & une circonfe-
rence plus petite que cire. OB, ou, en termes plus
généraux, il est impossible quun rayon soit & un
rayon comme la circonférence décrite du premier
rayon est a une circonférence plus petite que la eir-
conférence décrite du second rayon.

De 1a je conclus qu'on ne peut avoir non plus, CA
est 2 OB comme circ. GA est a une circonférence
plus grande que cire. OB ; car si cela était, on aurait,
en renversant les rapports : OB est 4 CA comme une
circonférence plus grande que cire. OB est & cire. GA,
ou, ce qui est la meéme chose, comme cire. OB est &
une circonférence plus petite que cire. CA; donc un
rayon Serait i un rayon comme la circonférence de-
crite du premier rayon est a une eirconférence plus
petite que la circonférence déerite du second rayon,
ce qui a été démontre iml_iossi]_s'!c.

Puisque le quatrieme terme de la 1.11‘0'[‘.1)1~Li01'1 CA:

OB :: cire. CA: X ne peut étre ni plus petit ni plus
.:_jl‘;uui que cire. 0B, il faut qu‘il SO1L é{t;:tl acire. OB;
done les circonférences des cercles sont entre elles
comme les rayons.

UUn raisonnement et une constra »tion entiérement
semblables serviront A démontrer que les surfaces
des cercles sont comme les tllml'r(‘s de leurs rayons.

Nous n’entrerons pas dans dautres détails sur cette
proposition , qui d'ailleurs est un corollaire de la sui-
yante.

Corollaire. Les arcs semblables AB, DE, sont
comme leurs rayons AG, DO, et les secteurs sembla-
bles ACB, DOE, sont comme les quarrés de ces memes
Payons.

Car, l)'uisquu les ares sont semblables

est a':\,;ui A 1';111;_;&1 OFreie Tullglﬁ C est a gquatre :m:‘_;lcn

droits comme Yare AB est a la circonférence entiere

g. 166.
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déerite du ryon AGT, et angle O est a quatre angles
droits commoe l’arc DE est a la circonférence dée rite
du rayon OD; done les arcs AB, DE, sont entre eux
comme les circonférences dont i!:a font partie : ces cir-
conférences sont comme les rayons AC, DO, donec
arcAB:areBE :: AC:DO.

Par la méme raison les secteurs AC B, DOE, sont
comme les cercles entiers, ceux-ci sont comme les
quarrés des rayons; donc sect. ACGB:sect. DOE::

AC:DO.

PROPOSITION XII.

18

THEQ!

L’aire du cercle est égale au produit de sa
cuum érence par la mottié du rayon.

D(.nlgnmm par surf. CA la surface du cercle dont le
rayon est CAj je dis qu'on aura surf. CA=—2CA x
cwre, CA.

Car si; CA X cire. CA n’est pas laire du cercle dont
CA est le rayon, cette quantité sera la mesure d’'un
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d’abord
qu'elle est la mesure d'un cercle plus grand, et soit,
s'il est possible, - CA x cire. CA —=surf. CB.

Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez un
polygone régulier DEFG, etc. , dont les cdtés ne ren-
conirent pas la circonférence qui a GB pour rayon *
la surface de ce polygone sera égale a son contour
DE - EF 4-I'G - ete. multiplié par2 AC* : mais le
contour du polygone est plus grand que la circon-
térence inscrite , puisqu’il lenveloppe de toutes parts;
1

donc la surface du polygone DEFG, etc., est plus

grande que+ AC X cire. AC, qui, par hypothese, estla
mesure du cercle dont OB est le rayon; donc le poly-

gone serait plus grand que le cercle. Or au contraire
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il est plus pptit, lnlir‘.qn'il y est contenu; done 1l est
impossible que 3 CA x cire. GA soit plus grand que
surf. GA, ou, en d’autres termes, il est impossible que
la ecirconférence d'un cercle multipliée par la moitié
de son rayon soit la mesure d’un cercle plus ;;'1"(111:1.

Je dis en second lieu que le méme produit ne peut
stre la mesure d'un cercle plus petit; et, pour ne pas

changer de figure, je supposerai qu'il s'agit du cercle
dont CB est le rayon; il faut done prouver que- CB
% cire. CB ne peut étre la mesure dun cercle plus
petit, par exemple, du cercle dont le rayon est GA.
En effet, soit, sil est possible, zCB X cire. CB—=
surf. CA.

Ayant fait la méme construction que ci-dessus, la
surface du polygone DEFG, etc., aura pour mesure
(DE + EF + ¥G+- ete.) X =CA; mais le contour
DE -+ EF 4+ FG -t etc., est moindre que circ. GB
qui Venveloppe de toutes parts; donc Taire du poly-
gone est moindre que - CA X cire.CB, et a plus forte
raison moindre que ;+ CB X cire. CB. Cette derniere
quantité est, par hypothese, la mesure du cercle dont
CA est le rayon; donc le polygone serait moindre
que le cercle inscrit, ce qui est absurde; donc il est
impossible que la circonférence d'un cercle, multi-
pliée par la moitié de son rayon, soit la mesure d’un
cercle plus petit.

Donc enfin la circonférence dun cercle multipliée
par la moitié de son rayon est la mesure de ce méme
cercle.

Corollaire I. La surface dun secteur est égale a l'arc
de ce secteur multiplié par la moiti¢ du rayon.

Car le secteur ACB est au cercle entier comme
Tarc. AMB est & la circonférence entiere ABD*, oun
comme AMB x = AC est & ABD x :AG. Mais le cercle
entier—=ABD x - AC; done le secteur ACB a pour
mesure AMB x - AC,
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Corollaire I1. Appelons = la circonférence dont le
diametre est I'unité; puisque les circonférences sont
comme les rayons ou comme les diametres, on pourra
faire cette proportion : le diametre 1 est i sa circonfé-
rence = comme le diametre 2CA est 4 la circonfé-
rence qui a pour rayon CA; de sorte quon aura
1:w:: 2CA : cire. CA; done eire. CA = 2 7 x CA.
Multipliant de part et d’autre par £ CA, on aura
=GA X'cire. CA—=m X (L-XZ ou surf. CA=m. CA;
done la surface d’un cercle est égale auw produit du

quarré de son rayon par le nombre constant =, que
represente la circonférence dont le diametre est 1, ou
le rapport de la circonference aw diametre.

Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon

1 I 3

OB sera égale a # X OB; or X CA :m X OB::
CA:0B; donc les surfaces
comme les quarres de leurs rayons, ce qui saccorde
avec le théoréme précédent.

des cereles sont entre elles

Seholie. Nous avons déja dit que le probléme de la

quadrature du cercle consiste 4 trouver un quarré égal
en surface a un cercle dont le rayon est connu; or on
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec-
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon,
et ce rectangle se change en guarré en prenant une
moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions*:
ainsi le probléme de Ia quadrature du cercle se ré-
duit a trouver la circonférence quand on connait le
rayon, et pour cela il suffit de connaitre le rapport
de la eirconférence an rayon ou au diametre,
Jusqu’a présent on na pu déterminer ce rapposxt
que d'une maniere approchée; mais Papproximation
a été poussée si loin, que la connaissance du rapport
exact n'aurait aucun avantage réel sur celle du rap-
port approché. Aussi cette question, qui a beaucoup

occupé les géometres lo rsque les méthodes dapproxi-
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mation étaient moins connues, €st maintenant relé-
guee parmi les questions oiseuses dont il n'est permis
de sioccuper qua ceux qui ont & peine les premieres
notions de géométrie.

chimede a prouvé que le r: + de la circon-
Archimede a prouvé que le rapport de a circon
{¢érence au diametre est compris entre Fit et Dty

ainsi 3+ ou - est une valeur déja fort approchée du
nombre que nous avons 1'(:]_\1'{?5(:!111-': par =, et cette
premiere :1|_1p1‘(;:;im:1li(:n est fort en usage i cause de
sa .a'impl':(‘iu':. Métius a trouve pour le méme nombre
la valeur beaucoup plus :11){!1'01'111"1: 135, Enfin la va-
leur de =, développée jusqu’a un certain ordre de
décimales, a été trouvée par d’autres calculateurs
3,141 59:1(5;'53335_);15)7’)2, etc., et on a enla patience de
prolonger ces décimales jusqu’a la cent \-'inf,;t»scp[.il-nm
ou méme jll.i-i(ill":{ la r:unl:—quau'uur.i(:m:':. 11 est évident
qu'une telle approximation équivaut a la vérité, et
qu’on ne connait pas mieux les racines des plissances
ilnp;n'{'uit'es.

On expliquera, dans les, problémes suivants, deux
des méthodes élémentaires les plus simples pour obte-

nir ces al)i)r(,'xim;ll'itnlls.
PROPOSITION XIIL
PROBLEME.

Ftant données les surfaces d’un polygone re-
gulier inscrit et d’un polygone semblable cir-
conscrit ., trouver les surfaces des /)u/}-;;;‘rmr_f.» re-
guliers inscritet circonscrit d’un nombre de cotés
double.

Soit AB le coté du polygone donné inscrit, EF
parallele 4 AB, celui du polygone semblable circon-
serit, C le centre du cercle; si on tire la corde AM et

les tangentes AP, BQ, la corde AM sera le cOté du

fig. 10g
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polygone inscrit d'un nombre de ebiés double, et
PQ double de PM sera celui du polygone semblable
circonscrit *. Gela posé, comme la méme construction
aura lieu dans les différents angles égaux & ACM, il
suffit de considérer Pangle ACM seul, et les triangles
qui y sont contenus seront entre enx comme les poly-
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit
dont AB est un cbté, B la surface du polygone sem-
blable circonserit, A’ la surface du polygone dont
AM est un ¢oté, B' la surface du polygone semblable
circonscrit; A et B sont connus, il sagit de trouver
A’ et B'.

1o Les triangles ACD, ACM, dont le sommet
commun est A, sont entre eux comme leurs bases
CD, CM; d’ailleurs ces triangles sont comme les po-
lygones A et A" dont ils font partie; donc A:A'::
CD:CM. Les riangles CAM, CME , dont le sommet
commun est M, sont entre eux comme leurs bases
CA, CE; ces mémes triangles sont comme les poly-
gones A’ et B dont ils font partie ; donc A’ : B::CA : CE.
Mais 4 cause des paralleles AD, ME, on a GD:CM::
CA:CE; donc A:A’::A’:B; done le polygone A’,
Pun de ceux que 'on cherche, est moyen propor-
tionnel entre les deux polygones connus A et B, et on

a par conséquent A'—1~ A x B.

2% A cause de la hauteur commune CM, le trian-
gle CPM est an triangle CPE comme PM est PE ;
mais la ligne CP divisant en deux parties égales
Pangle MCE, on a* PM:PE::CM:CE::CD:CA ::
A:A’; done GPM:CPE::A:A’, et par suite , CPM:
CPM -+ CPE, ou CME::A:A -+ A", Mais CMPA
ou 2GMP et CME sont entre eux comme les poly-
gones B’ et B dont ils font partie; donc B':B::

2A:A+A'. On a déja déterminé A': cette nou-

o

velle proportion déterminera B', et on aura B —
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2 AXD : g
3 i donc, au moven des pni\ oones A et B, il est
A -1 1 J

facile de trouver les 1\(:]3'5;‘1_a:|\‘> A’ et

nr
i

) qui ont deux

fois plus de cOiés.
PROPOSITION XIV.
PROBLEME.

Trouver le rapport approché de la circonfeé-
rence aw diametre.

Soit le rayon du cercle =1, le cbté du qn:n‘ré
inscrit sera /2%, celul du quarré circonsecrit sera
égal au diametre 23 done la surface du quarré ins-
crit— 2, et celle du quarré circonserit = 4. Mainte-
nant, si on fait A—2 et B—4, on trouvera par le
probléme précédent I'octogone inserit A'—V 8—
2,8284271 , et loctogone eirconscrit l’:':;—TI_{:/—S-,—_
3,3137085. Connaissant ainsi les octogones inscrit
et circonscrit, on trouvera par leur moyen les po-
lygones d’un nombre de cotés double; il faudra de
nouveau supposer A=—2,8284271, B=3,3 137085, et
2A X B
A4-A’
—3,1825979. Tnsuite ces polygones de 16 coOtés ser-

on aura A/—V/AxB=3,0614674, et B' =

viront A counaitre ceux de 32, et on continuera ainsi
jusqu’a ce que le calcul ne donne plus de différence
entre les polygones inserit et circonscrit, au moins
dans Lordre de décimales auquel on s’est arrété, qui
est le septieme dans cet exemple. Arrivé & ce point,
on conclura que le cercle est égal au dernier résultat,
car le cercle doit toujours étre compris entre le po-
lygone inscrit et le polygone circonscrit ; done si

ceux-ci ne different point entre eux jusr{u’:‘x un certain
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ordre de décimales, le cercle n’en différera pas non
plus jusqu’au méme ordre.

Voici le caleul de ces polygones prolongé jusqu’a
ce qu'ils ne different plus dans le septieme ordre de

décimales.

Nombre des edtés. Polygone inscrit. Polygone circonscrit.

RSO 000000 DO LN 4,0000000

8 «iaus. 2,828 0mr ... 33137085

16 RS a0 B/ T :5?]53525:();‘()

Bl S, DLEDEAADE A 3,1517249

Bl SxB6h AR T 31441184

E8B eiamtils DILAOTOET oo s 3,1422236

256 ...:.. 3,xdz2772 ...... 31417504
DD utisrentsls IDARTOIDS wsteivs oot {O:TATOO2

: : e 9 Sl
BO2AN % <ol DA TDTAG N vy eishe SDLTATLOCDD

2
2GS it 3,1418877 ...... 3,1415951
AOOHE Nt 331415985 (1 i 3,1415933
BTg2 anen S gedlEus 3,1415928
TOBA4 & cpeaien Dy TAT GBS J, 1415927

32768 ...... 3,1415g26 ...... 3;x415026

De li je conclus que la surface du cercle —
3,1415926. On pourrait avoir du doute sur la der-
niere décimale i cause des erreurs qui viennent des
parties négligées; mais le calecul a été fait avec une
décimale de plus, pour étre stir du résultat (que nous
venons de trouver jusque dans la derniere décimale.

Puisque la surface du cercle est égale i la demi-
circonférence multipliée par le rayon, le rayon étant
1, la demi-circonférence est 3,1415926; ou bien le
diametre étant 1, la circonférence est 3,1415926;
donc le rapport de la circonférence an diametre dé-
signé ci-dessus par ®=3,1415926.
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PROPOSITION XV.
LEMME.

Le triangle CAD est ff._f‘(zr[v{.'r.’e*.!zi au triangle isoscele DCE ,
qui a le méme angle C, et dont le ¢dté CE égal a CD est
moyen puwru'ifrumr‘a’ entre CA. et CB. De plus, st Langle
CAB est droit, la /;r')',w'Hrﬁf‘lrfrm‘r' CF abaissée sur la_base
du triangle isoscele , sera MOy enice proportionnelle entre le
cité CA et la demi-somme des cétés CA., CB.

Car, 1° 4 cause de I'angle commun C, le triangle ABC est
au triangle isoscele DCE comme AC X CB est aDCxCE, oun
1_')(".-‘-I_; donc ces triangles seront équivalents, si DC —AC
% CB, ou si DC est moyenne pl'oporlimmvﬂ(r entre AC
et CB.

22 La porpmulicu!nirv CGF coupant en deux parties égales
'angle ACB, on a* AG:GB::AC: CB, d'ou résulte, compo-
nendo, AG:AG+H-GB ou AB::AC: ACH4CB; mais AG
est & AB comme le triangle ACG est au triangle ACB ou
2CDF ; dailleurs,, si I'angle A est droit, les triangles rectan-
gles ACG, CDF, seront semblables, et donneront ACG:

CDF:: AC:CF, donc,
AC: o CF:: AC:AC—CB.
Multipliant le second rapport par AC, les antécédents de-

-3

viendront égaux, et on aura par conséquent 2 CF —=ACX
_ = oA C-+CB _
(AC+CB), ou CF= ACX | —— ); donc 2° si angle
o5 '
A est droit, la p(-rp:‘nt_'licuhirc' CF sera moyenne propor-

tionnelle entre le cbté AC et la demi-somme des c6tés
AC, CB.

PROPOSITION XVIL
PROBLEME,

Trouver un cercle qui differe ausst pew qu’on voudre & un
polygone régulier donné.

Soit prupns&'- , par exemple, le quarré BMINP ; abaissez du

fig. 172,
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centre C la perpendiculaire CA sur le ebté MB, et joignez
CB.

Le cercle décrit du rayon CA est inscrit dans le quarré ,
et le cercle décrit du rayon CB est circonscrit i ce méme
quarré; le premier sera plus petit que le quarré, le second
sera plus grand ; mais il s'agit de resserrer ces limites.

Prenez CD et CE égales chacune a la moyenne propor-
tionnelle entre CA et CB, et joignez ED ; le triangle isoscele
CDE sera équivalent au triangle CAB*; faites de méme pour
chacun des huit triangles qui composent le quarré, vous
formerez ainsi un octogone régulier équivalent au quarré
BMNP. Le cercle déerit du rayon CF, moyen propor-

_ _ _CA4CB
tionnel entre CA et— !

, sera inscrit dans octogone , et
3 5

le cercle décerit du rayon CD lui sera circonserit. Ainsi le
premier sera plus petit que le quarré donné et le second
plus grand.

Si on change
CDF en un tri:

de la méme maniere le triangle rectangle

1gle isoscele équivalent, on formera par ce
moyen un polygone régulier de seize cdtés, équivalent an
quarré proposé. Le cercle inserit dans ce polygone sera puls
petit que le quarré, et le cercle circonserit sera plus grand.

On peut continuer ainsi jusqua ce que le rapport entre
le rayon du cercle inserit et le rayon du cercle circonserit
differe aussi peu qu'on voudra de I'égalité. Alors I'un et
Pautre cercle pourront étre regardés comme équivalents au
quarré proposd.

Scholie. Voici a quoi se réduit la recherche des rayons
successifs. Soit @ le rayon du cercle inscrit dans I'un des
polygones trouvés, & le rayon du cercle circonscrit an méme
polygone; soient @ et & les rayons semblables pour le po-
lygone suivant qui a un nombre de cdtés double. Suivant ce
que nousavons démontré , 4’ est une moyenne proportion-
nelle entre @ et 4, et @' est une moyenne proportionnelle

a--b 2 3 ’ s
entre a ('l—;—; de sorte quon aura & = aXb, et a' =

a—+b . i
\/ux ; done les rayons @ et & d’un polygone étant
= ] Y8
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connus, on en conclut facilement les rayons a' et &' du po-
lygone suivant: et on continuera ainsi jusqu’a ce que la
différence entre les deux rayons soit devenue insensible ;
alors I'un ou lautre de ces rayons sera le rayon du cercle
équivalent au quarré ou au polygone proposé.

Cette méthode est facile a pratiquer en lignes, puisque

elle se réduit i trouver des moyennes proportionnelles suc-

gnes connues ; mais elle réussit encore

cessives entre des
mieux en nombres , et ¢’est une des plus commodes que la
géomélrie ¢lémentaire puisse fournir pour trouver promp-
tement le rapport approché de la circonférence an diametre.
Soit le c6té du quarré =2, le pr(rmit:r rayon inscrit CA sera
1, et le premier rayon circonscrit CB sera /2 ou 1,4142136.
Faisant done a—1, b—r1,4142136, on trouvera (==
1,18g2071 , et a'=— 1,0086841. Ces nombres serviront a
calenler les suivants d’apres la loi de conlinuation.

Voici le résultat du caleul fait jnsqu’a sept ou huit ehiffres
par les tables delogarithmes ordinaires.

Ravons des cercles cirvonserits, Rayons des cercles inscrits.
X, 41421360 eve cara e 1,0000000.
T 302071l inticias wes maienie = 3,00868 43,
11D 0D 00 CTela vt ie st . 1,1210863.
H TR00TAG ele- st LG o0 Eep A e
1,1202860 "clsenl-e. s I, TANG207.
l\]gsﬁgf;"‘: S e et e e 1,[93165—‘

Maintenant que la premiere moitié des chiffres est la
méme des deux cOlés, on pourra , au lien des moyerns géo-
méiriques , prendre les moyens arithmétiques , qui n'en dif-
ferent que dans les décimales ultérieures. De cette maniere

I'opération s'abrege heaucoup, et les résultats sont :

1, 1284360 cieisesrieasiniaine 1,1283508.
Y, 1283084 aeisicincivs i e e (L Lo €
Pt L SO OO G 1,1283774-
1,128380x siece-n e T 12830867,
rra8loglin s aisnee ceanes 1,1283791.
DT aSfnaas sl 1,12837g2.
Douz. éd. g
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Done 1,1283792 est a tres- peu prés le rayon du cercle
égal en surface au quarré dont le c6té est 2. De la il est fa-
cile de trouver le rapport de la circonférence an diametre :
car on a démontré que la surface du cercle est égale au
quarré de son rayon multiplié par le nombre = ; donc, si
on divise la surface 4 par le quarré de 1,1283792 , on aura
la valeur de =, qui se trouve par ce calcul de 3,1415926, etc.,
comme on I'a trouvée par une autre méthode.

APPENDICE AU LIVRE IV.

DEFINITIONS.

I. ()\ appelle maaxinum la quantité la pius grande entre
toutes celles de la méme espece; minzmum la plus petite.
Ainsi le diametre du cercle est un maximuwn entre toutes
les lignes qui joignent deux points de la circonférence, et
la perpendiculaire est un menunum entre toules les droites
menées d’un point donné 4 une ligne donnee.
11. On appelle figures dsoperimetres celles qui ont des peé-

vimetres égaux.
PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Entre tous les triangles de méme base et de méme peri-
metre , le triangle Teaximum est celui dans tequel les deux
cdtés non déterminés sont egauz.

Soit AC—CB, et AM -+ MB—=—AC - CB; je dis que le
triangle isoscele ACB est plus grand que le triangle AMB
qui a méme base et méme périmetre.

Du point C, comme centre, et du rayon CA.—=CB, dé-
crivez une circonférence qui rencontre CA prolongé en D;
joignez DB et 'angle DBA inscrit dans le demi- cercle,
sera un angle droit *. Prolongez la perpendiculaire DB vers
N, faites MN=—MB, et joignez AN. Enfin des points M et C

abaissez MP et CG, p:’r[mnfliml]airvs sur DN. Puisque GB==
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¢D et MN=—=MB, on a AC - Ch — AD ., et AM MB—
AN - MN. Mais AC-+CB=AM -} MB; donc AD=— AM-+4-

MN ; done AD > AN : or si Poblique AD est plus g nde que

oblique AN, elle doit étre plus éloignée de la perpendicu-

¥ *
B *. (%, 1.

T

laire AB; donc DB >BN; done BG, qui est moitié¢ de

sera plus grande que BP moiti¢ de BN. Mais les triangles
ABC, ABM, qui ont méme base AB, sonl entre eux comme
leurs hauteurs BG, BP; donc, puisqu’on a RG> BP, le tri
angle isoscele ABC est plus grand que le non-isoscele ABM

de méme base et de méme périmetre.

PROPOSITION 11
THEOREME.

Fntre tous les polygones isopérimetres et d'un meme
nombre de cbtés , celué qui est un maximnm a §es coles
Cganr.

Car soit ABCDEF le polygone maxtmum ; si le coté BO fig. 173
n'est pas égal 4 CD, faites sur la base BD un triangle isos-
cele BOD qui soit isopérimetre a BCD, le triangle BOD sera
plus grand que BCD *, et par conséquent le polygone * pr. 1s
ABODEF sera plus grand que ARCDEF ; done ce dernier

3

e serait pas le maaxtmun entre tous ceux qui ont le méme
périmetre et le méme nombre de cOtés, ce qui est contre la
supposition. On doit done aveir BC = CD : on aura par la
méme raison CD = DE, DE—=FEF, etc.; domnc tous les coteés

du polygone recximan SONt égaux entre eux.
PROPOSITION ILL
i A
THEOREME.

De tous les triangles formds avec deux céts donnes fai-
sant entre eur un angle a wvolonté , le maximum est celut
dans lequel les deux cotés dornés font un angle drott.

Soient les deux triangles BAC, BAD, qui ont le coté AD fig.

commun, et le ¢coté AC=—AD; si 'ang

e BAC est drait, je
dis que le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAD,
dans lequel I'angle en A est aign ou obtus.

0.
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s BAC

Car la base AB étant la méme, les denx triar
BAD ., sont comme les hautenrs AC, DFE : mais la per

pendiculaire DE est plus courte que I'oblique AD cn son

érale AC ; done le trian:

1 7 o,

e BAD est plus petit que BAC.

PROPOSITION

THEOREME,

De tous les polygones formes avec des cote's donnes et un
dernier & volonté, le maximum doit etre tel que tous ses
angles sowent tnserits dans une demi- circonference dont le
cdte tnconnu sera le diainetre.

Soit ABCDEF le plus grand des polygones formés avec
les cotés donnés AB, BC, CD, DE, EF, et un dernier AF
ADF

n’était pas droit, on pourrait, en conservant les parties

4 volonté; tivez les diagonales AD, DF. Si I'angle

ABCD , DEF, telles qu'elles sont, augmenter le triangle
ADF , ¢t par conséquent le polygone entier, en rendant
Pangle ADF droit, conformément a la proposition précé-
dente ; mais ce polygone ne peut plus étre angmenté, puis-
qu’il est supposé parvenu a son maxinum ; done 'angle
ADF est déja un angle droit. Il en est de méme des angles
ABF, ACF, AEF ; denc tous les angles A, B, C,D, E,F,
du polygone mazimum sont inscrits dans une demi-circon-
férence dont le coté indéterminé AF est le diametre.
Scholie. Cette proposition donne lieu a une guestion ; sa-
voir, §'il y a plusieurs manieres de former un polygone avec
des cotés donnés , et un dernier inconnu qui sera le diametre
de la demi-circonférence dans laquelle les antres cotés sont
inscrits. Avant de ddcider cette question, il faut observer
que si une méme corde AD sous-tend des arcs décrits de
différents rayons AC, AD, l'angle au centre appuyé sur
cette corde serva le plus petit dans le cercle dont le rayon
est le plus grand ; ainsi ACB< ADB. En effet 'angle ADO
— ACD -]'--'[_:_-\1)* 5 dene ACD< ADO , et en doublant de

part et d’autre on aura ACB < ADB.




A . . ARCDEE

Il n'y a qu'une mamere de former le polygone ABCDEY,
avec des cotés donnés et un dernier tnconnit qut $oi le dia-
N 0 r ! How

melre de la demi-circonférence dans laquelle les autres cotes

sount (nscrts.

Car, supposons qu'on a trouvé un cercle qui satisfasse 2
la question si on prend un cercle plus Iy‘t';lml , les cordes
AB, BC, CD, ete., répondront 4 des angles au centre plus d
petits. La somme de ces angles au cenfre sera donc moindre
que deux angles droits ; ainsi les extrémités des cotes

> i 5 . g e 2. o e
donnés n'aboutiront plus aux extrémités d'un diametre,

I inconvénient contraire aura lien si on prend um Ccercic

plus petit; donc le polygone dont il s’agit ne peul
inscrit que dans un seul cercle.

Stholie. On peut changer & volonté Pordre des cotés A,
BC, CD, elc., etle diametre du cercle circonscrit sera tou
jours le méme , ainsi gue la surface du polygone; car, quel
que soit I'ordre des ares AB, BC, ete., il suffit que leur

somme fasse la demi-circonférence , et le polygone aura

u demi-

toujours la méme surface, puisquil sera égal
cercle moins les segments AB, BG, etc., dont la somme

est Loujonrs la méme.
PROPOSITIO N VL
; A
THEOREME,

De tous les polygones formes avee des cotés donnés , le
maximum est celui quon peut inserire duns un cercle.

Soit ABCDEFG le polygone inserit, et abedefg le non-
inscriptible formé avec des cotés égaux, en sorte qu'on ail
» AB—ab, BC=bc

plus g__-,r;md que l'autre.

ete.; je dis que le polygone inserit est

Tivez le diametre EM; joignez AM , MBj sur ab=—AB

faites le triangle abm égal a ABM, et joignez emn.

En vertu de la pr'upnsilinn IV, le polygone EFGAM cost
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plus grand que efgam , a moins que celui-ci ne puisse étre
pareillement inscrit dans une demi- circonférence dont le
cOté em serait le diametre, auquel cas les deux polygones

seraient g

anx en vertu de la proposition V. Par la méme
raison le polygone EDCBM est plus grand que edcbm , sauf
la méme exception on il y aurait égalité. Donc le polygone
entier KFGAMBCDE est plus grand que efgamberle, a moing
qu’ils ne soient entiérement éganx : mais ils ne le sont pas,

puisque I'un est inscrit dans le cercle, et que P'aulre est

supposé non-inseriptible; done le polygone inscrit est le
plus grand. Retranchant de part et d’autre les triangles
wx ABM, abm, il restera le polygone inscrit ABCDEFG
scriptible abedefg.

Scholie. On démontrera , comme dans la proposition V,

plus grand que le non-ir

qu’il ne peut y avoir qu'un seul cercle, et par conséquent
qu’un seul polygone maximum qui satisfasse 4 la question;
et ce polygone serait encore de méme surface, de quelque

maniere qa’on changeiat i'ordre de ses cotés.

PROPOSITION VII.
T H EORLME.

Le pn{rgom: r'r-',;wdwr' est unz maximum entre tous les poly-
gones isopérimetres et d’un méme nombre de cdtés.

Car, suivant le théoréme IT, le polygone maximum a tous
ses cétés égaux; et, suivant le théoréme précédent, il est in-

scriptible dans le cercle; done ce polygone est régulier.

PROPOSITION VIIL

LEMM E.

Deuxr angles au centre , mesurés dans dewr cercles diffe.
rents , sont entre eux comme les ares compris divisés par
leurs rayons.
E s y T r‘\“ L]
Ainsi 'angle C est a 'angle O comme le rapport T est
: AC

DE
DO

D'un rayon OF ég

au rapport

a AC décrivez l'arce F'G compris enlre
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ayons égaux A€,
; : AB I EG e
OF, on aura d’abord C: 0 1 ABFGT, ou..—re Bt VI USRS

AC YO
4 cause des ares semblables FG, DE, on a * PG;DE «: FO:
: VG DE
DO ; donc le rapport 70 est ¢gal au rapport )

LIVRE 1V.

les cotés OD, OE, prolongés; & canse des 1

4 et ona

AB DE

par conséquent GOy i—=mi o
AC DO

PP\OPORi'l‘IUN LXe.
FHEOREME,

De deux polygones réguliers isopérimetres , celttl qui a le
plus grand nombre de cotés est le plus grand.

Soit DE le demi-coté de l'un des polygones, () son cenire,
OE son apothéme; soit AB le demi-coté de ’autre polygone,
C son centre, CB son apothéme. On suppose les centres O
et C situds a une distance quelcongue 0OC, et les apothémes,
OE, CB, dans la direction OC : ainsi DOE et ACB seront
les demi-angles an centre des polygones , et comme ces an-
gles ne sont pas égaux, les lignes CA., 0D , prolongges se
rencontreront’ en un point F; de ce point abaissez sur OC
la pc-rpvndit»ulaira‘ FG; des points O et €, comme centres ,
déerivez les aves GL, GH, terminés aux cotés OF, CF.

; GI GH

Cela posé, on aura par lelemme précédent 021G 1 —= =23

0G CG’
mais DE est au peérimetre du premier polygone comme
Pangle O est a quatre angles droits,, et AB est an périmetre
Jdu second comme I'angle C est & quatre angles droits; donc,
puisque les périmetres des polygones sont égaux, DE: AD

d ! GL GH
-+ 0:C, ou DE:AB::—:—

0G CG
par OG et les conséruents par CG, onaura DEX 0G:ABX
CG -: GI : GH. Mais les triangles semblables ODE,; OFG,
donnent OF : 0G::DE : FG, d'ot vésulte DEX OG = OL
% FG; on aura de méme ABX CG=CBX FG; done (9) ¢
FG:CB X FG :: GL: GH, ou OFE :CB ;:: GI: GH. Si done

on fait voir que I'arc GI est plus grand que are GH, il

. Multipliant les antéeddents

s’ensuivra que l'apothéme OFE est plus grand que GE.
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De l'autre coté de CF soit faite la figure CKx entiérement
¢gale ala figure CGx , de sorte qu'on ait CK=CG, langle

HCK-=HCG, et I'arec Kx=2G ; la courbe KaG envelop-

pera 'are KHG , el sera plus grande que cet are *. Donc Gz,
moitié¢ de la courbe, est plus grande que GH moitié de 'arc;
donc, a plus forte raison, GI est plus grand que GH.
| Il résulte de la que 'apothéme OF est plus grand que CB:
I A mais les deux polygones ayant méme périmeire sont entre
| eux comme leurs apothémes ™ ; done le polygone qui a pour
| _ demi-coté DE est plus grand que celui qui a pour demi-coté
AB : le premier a le plus de cétés, puisque son angle au
[ centre est le plus petit; done de deux polygones réguliers iso-
périmetres, celui qui a le plus de cotés est le plus grand.

PROPOSITION X.
THEOREME.

f £z 180, Le cercle est plus grantd que tout polygone tsopérimetre.

Il est déja prouvé que de tous les polygones isopérimetres
et d'un méme nombre de cétés le polygone régulier est le
plus grand ; ainsi il ne s’agit plus que de comparer le cerele
a un polygone régulier quelconque isopérimetre. Soit Al le
demi-e6té de ce polygone, € son centre. Soit dans le cercle
isopérimetre I'angle DOE—ACI, et conséquemment l'arc
DE égal au demi-coté Al Le polygone P est an cercle C
comme le triangle ACI est au sectenr ODE ; ainsi on aura
P:C:: 2AT % CI: 2 DEXOE:: CI:OE. Soit menée au point
E la tangente EG qui rencontre OD prolongé en G ; les tri-

s semblables ACI, GOE, donneront la proportion CI;
OE::AlouDE:GE; donc P:C:: DE:GE, ou comme DE X
5 OF qui est la mesure du secteur DOE est a GE Xz OE qui

est la mesure du triangle GOE : or le secteur est plus petit

que le triangle; done P est plus petit que C, done le cercle

est plus grand que tout polygone isopérimetre.




	[Seite]
	Seite 108
	Seite 109
	Seite 110
	Seite 111
	Seite 112
	Seite 113
	Seite 114
	Seite 115
	Seite 116
	Seite 117
	Seite 118
	Seite 119
	Seite 120
	Seite 121
	Seite 122
	Seite 123
	Seite 124
	Seite 125
	Seite 126
	Seite 127
	Seite 128
	Seite 129
	Seite 130
	Seite 131
	Seite 132
	Seite 133
	Seite 134
	Seite 135
	Seite 136

