Hin und dreyfsigstes Capitel.

Complanation der Flichen.

§. 262. (Element der krummen Oberflichen.)

Wenn man, wie in § 216, die kramme Oberfliche eines Kérpers
durch zwey nichste der = parallele Ebenen MQQ"'und NRR"
(Fig.101), und eben so durch zwey andere nichste dery zparallelen
Ebenen MQ P und M'Q'P schneidet, so erhilt man dadurch einen
von diesen vier Flichen eingeschlossenen Theil M N M'N' der Ober-
fliche ¢ des Korpers, den man als das Element do dieser Ober-
fliche betrachten kann.

Dieselben vier, auf der Ebene der zy senkrechten Ebenen
schlielsen aber auch, in dieser Ebene, das ehene Rechteck QROQR
ein, undda QQ =PP=dz, QR = Q'R'= dy ist, so ist die
Fliiche dieses Rechteckes Q R Q'R (nach §. 118.) gleich dem Pro-
ducte dax.dy.

Allein dieses Rechteck ist zugleich die Projection (§. 181, I.)
des Vierecks M N M N' oder des Elements d® der krummen Fliche,
so dals daher, nach der a. a. O, gegebenen Erklirung der Projec-
tion, wenn n die Neigung der unendlich kleinen Ebene MNM N’
gezen die coordinirte Ebene dér 2y bezeichnet, die Gleichung
bestehen wird:

dd,.Cosn = da dy.

Diese Neigung n ist aber identisch mit der Neigung der die
krumme Fliche in M berithrenden Ebene gegen dieselbe Ebene
der 2y, und da (nach §. 216, IIL.) dieser Winkel n durch die
Gleichung

x I
Cospn = ——

Vikrtp

erhalten wird, so ist auch der allgemeine Ausdruck des Elements

einer krummen Fliche

d? = dzdy. 'p{l ‘l“ﬂf_’é T (/7"’
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wo P:(ilt) und q:(l_f}_) die partiellen Differentialien von z

in Beziehung auf @ und aul  bezeichnen, die man aus der gege-
benen Gleichung der krummen Fliche ebenfalls als gegeben an-
nimmt. — In der Bestimmung dieses Integrals besteht die soge-
nannte Complanation der Flichken,

I. Einfacher wird dieser Ausdruck fiir solche krumme F Ll-
chen, die durch die Rotation einer gegebenen Curve um eine
feste Gerade entstehen,

Nimmt man die Axe. der 2 in dieser fixen Geraden, und
schneidet man dann die Rotationsfliche durch zwey einander
nichste, auf dieser Axe der z senkrecht stehende Ebenen PM
und PM (Fig. 97 oder Fig. g7, A.), so werden diese Schnitte
Kreise seyn, deren Mnlclpunctc P, P'. .. in der Rotationsaxe
AX liegen, und deren Halbmesser PM, PM' die Ordinaten y der
Curve M N Q ausdriicken, durch deren Rotation um die fixe Ge-
rade A4 X jene Fliche entstanden ist.

Die Peripherie des Kreises, zu welchem der Halbmesser
PM=y gehort, wird gleich 2xy, und die des niichstfolgenden
Kreises, zu welchem dcr Halbmesser PM = y -} dy gehort,
wird gleich 2z (y -+ dy) seyn. Zwischen beyden Peripherien
wird sich ein ringférmiger Theil der gesuchten Oberfliche des
Rotationskorpers befinden, den man, da MM mit der Tangente
TM der Curve NMQ zusammenfillt, als die Oberfliche eines
abgestumpften Kegels betrachten kann, von welchem die Halb-
messer der beyden Grundflichen

r=yg und R =y -} dy,
und von welchen die Seitenlinie m oder

MM = ds = \/da* 4 dy*
das Element des Bogens der gegebenen Curve N M Q ist, so dafs
man daher fiir die chr[hchc dieses abgestumpften Kege plsshidich,
fiir das gesuchte Element der Rotationsfliiche (nach §, 163.) hat:

dP —= (R |rymm,

oder, wenn man die vorhergehenden VWerthe von R, r und m=—ds
substituirt:

f

d® = (2y 4 dy) =ds,

das heifst, nach dem oben aufzestellten Princip der Differential-
rechnung :
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ddl == D d e ARG

und diels ist der Ausdruck, auf welchen wir nun wieder mehrere
specielle Fotationsflichen anwenden wollen,

§. 253. (Oberfliiche des parabolischen Conoids.)
Wenn sich eine Parabel, deren Gleichung
= ax
ist, um die Axe der x dreht, so wird die Oberfliche des so ent-
stehenden kegelf6rmigen Korpers gleich
= 2xfyds = zxfdaV a* + haz

seyn, wovon das Integral (nach {§.234, L) ist:

3
¢ — & (a* 4 4az)* 4 Gonst.
a*m

Soll @ mit @ zugleich verschwinden, so ist Const:—T

?
(v
und daher

o LS
S = s (a*+ 4ax)* — ta*n.
) £

I. Wenn sich, statt der Parabel, eine gerade Linie, deren

Gleichung
1_9’ — ax

ist, um die Axe der z dreht, so hat man noch einfacher fiir die
Oberflache des so enlstehenden senkrechten Kegels mit kreisfér-
miger Basis:
¢=2z)1+4 a*. fazder=axa? Vidab = zyVa? -+ 97,
also & gleich der Peripherie 2 =y, multiplicirt in die halbe Seiten-

linie 1 V_.a_q—; des Kegels, wie oben . 163,

§. 254. (Oberfliche der Iﬁ!’g(‘l) Wenn ein Kreis des
Halbmessers ¢ sich um einen sciner Durchmesser dreht, so be-
schreibt die Peripherie des Kreises wahrend seiner Bewegung die
Oberfliche der Kugel.

Ist dieser Durchmesser zngleich die Axe der @, so hat man
fiir die Gleichung des Kreises

4y = a,

also ist auch

ads = VIL’;L‘Z S+ dy? = Lt

' Ve at
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und daher
¢ = 2axfdr = 2axx,
wenn @ mit 2 zugleich verschwindet. Dieser Ausdruck fir x=a
doppelt genommen, gibt die Oberfliche der ganzenKugel gleich
ha*m,
oder viermal so
Kreise (§. 244.).
I. Nimmt man aber fir die Gleichung des Kreises die bey-
den Ausdriicke

grols, als die Oberfliche eines ihrer grilsien

2 = a Cos¢ und y = a Sing,
so erhilt man
ds = — ad9,
das negative Zeichen, weil s wichst, wenn ¢ abnimmt. Es ist
daher
= 2arfyds =— 2a*z[dg Sing = 2a*= Cosy,
wenn & fir ¢ =0qo° verschwindet. Dieser Ausdruck fir ¢=0
doppelt genommen, gibt die Oberfliche der Kugel gleich 4 a* =,
wie zuyor.

§. 255. (Oberfliche des verlingerten Sphiroids.)
So wird, nach §. 224, derjenige Korper genannt, der durch die
Umdrehung einer Ellipse um ihre grolse Axe entsteht, Sind 2a
und 25 die grofse und kleine Axe der Ellipse,, und ist dic coor-
dinirte Axe der 2 zugleich die Rotationsaxe der Ellipse, so hat

man fir die Gleichung dieser Curve

x* + 2
—_— —_— = 1,
a* b= !
woraus folgt:

di— Vda;*—{—-d_g'—:-: da;v/

wenn a?e*=—a*—Db* gesetat wird.

% — at

Man hat demnach

o = axfyds = sbefusV/ i,

Setzt man aber

c.r S,
— =— Sing
= b il
so 1st auch

a )
dae = —dg Cosg,
e
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und daher

sabm abrw

] [de Cos*op =

(¢ -} Sin ¢ Cos o),

e e
wenn @ mit ¢ oder mit @ zugleich verschwindet.

Will man diesen VWerth von @ durch die Abscisse ausdrii-
cken, so hat man, da ez = a Sing ist:
abx e
p A S ne—
€ 22

Nimmt man endlich dieses Integral von 2 =o bis 2 =a dop-
pelt, so erhilt man fur die Oberfliche des ganzen verlingerten
Sphireids den Ausdruck

aagbs

2b*z 4 Are Sin e.
&

Fir e=o oder a==0b gibt der letzte Ausdruck die Ober-
fliche der Kugel 4a* =, wie oben.

0. 286, (I'liche des abgeplatteten Sphiroids.)
Fiir denjenigen Korper aber, der durch die Rotation einer Ellipse
um ihre kleine Axe 26 entsteht, oder fiir das abgeplattete Sphi-
roid (§. 224.) hat man

]

i

&
— = t—=1,

TR St
also auch

ate

o= 2x[yds = g(z,«z.fcixV| - b““"

Setzt man aber
Zxexr 5
—_— = \;/-—1 . Sing,

also auch

b2
== —1.d9 Cos o
ucv 4 7
so hat man
abrxm ~ AR
i s .__V-—l . fdo Cos* g,
= § P

und davon ist das Integral

bt r
B == \/—1 -

¢ 4 Sing Cos ¢].

Nach §. 105, ist aber
9V —1 = lognat (Cos¢ 4 ¥/ —1.8in ?),
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also ist auch, wenn man dic Werthe von ¢ und Sin¢ Cos ¢ wie-
der durch @ ausdriickt:

an

@:T; —Vb-=+gL-L z* = . IOD( T

wo man in der Grilse nach dem Lugzu‘ithmuszcichen auch den

constanten Nenner b* ganz weglassen kann, da er schon in der
Constante der Integration enthalten vorausgesetzt wird.
Soll dann @ mit & zugleich verschwinden, so hat man

2b2m

Const = — log b.

(A

Setzt man endlich in dem so erhaltenen Ausdrucke zuerst
#=-b und dann 2=—10, so gibt die Diflerenz beyder VWerthe
fiir die gesuchte Oberfliche des ganzen abgeplatteten Sphiroids

brr 1 4 e
2a*w — log ———.
shver OBl os
Fiir e=o oder a==b wird der letzte Ausdruck die Ober-

fliche der Kugel gleich 4a* z, wie zuvor, geben.

§. 257. (Complanation des Rotationskorpers der
Astrois.) Setzt man, wie oben, fiir die Aslrois
z = aCos’p und y = a Sin*g,
s0 erhilt man
ds = — 3afdg Sing Cos g,
und daher auch fiir die Oberfliche des Korpers, der durch Ro-
tation dieser Curve um die Axe der z entsteht:
$ = — ba*z [do Sin*p Cos ¢,
wovon das Integral, nach . 230, V., genommen werden konnte.
Allein nach der Bemerkung des §. 234, I erhilt man kiirzer noch
fde Cosg . Sintg = §Sin’¢,,
so dals man daher hat:
$ — — a2z Sin’¢ -~ Const.
Ist d=o0 fir ¢==qo, so0 ist

Const —= za*=,

and daher

d = 2q*x (1 — Sin’ ¢).
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Dieser Ausdruck fiir =0 doppelt genommen, gibt fiir die
Oberfliche des Kérpers, der durch die Rotation der ganzen
Astrois um die Axe der x entsteht, den VWerth

2 a? .

§.268. (Complanation derjenigen Flichen, welche
durch die Rotation der Cyclois entstehen.)

A. Wenn sich die Cyclois um die Axe 4B (Fig. 104) dreht,
s0 hat man, wie in {. 249:

a (p — Sing) und
a (1 — Cosg),

Il

¥
also auch

a

yds = a*dg (3 Sinlg — Sind_‘?),
2

und daher, nach §. 230, L:

¢ = 2xfyds = ax (E;COS%? — ba? Cos}g.o) -} Const.
Soll @ mit ¢ zugleich verschwinden, so ist
Const — Patxy
also ist auch die Fliche, welche durch die Rotation des Bogens
AM der Cyclois um die Axe 4B entsteht:
¢ = 2a’x (5C0s29 — 6 Costg - 29),

Nimmt man diesen Ausdruck fir ¢ — 180 doppelt, so erhiils
man fiir die Fliche, welche durch die Rotation der ganzen Cy-
clois 4D B um 4B entsteht:

b = Lg2q,

B. Wenn sich aber der Bogen DM um die Tangente DE
der Cyclois in ihrem hichsten Puncte D dreht, so hat man, nach
. 207, L, fiir die Gleichungen dieser Curve

2 = a (¢ 4 Sing),

g = a (1t — Cosg);
also auch

ds = 2ade Cos<g,
und daher

16 a*

= 2z [yds = Sin® - ¢

J
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wenn @ mit ¢ zugleich verschwindet, oder wenn der Bogen D M
der Curve von dem Puncte D an gezihlt wird,

Nimmt man diesen Ausdruck fiir g==180 doppelt, so er-
hilt man fir die ganze, auf diese VVeise entstehende Fliche:

@ = a’rm;
und diese Flache wendet ihrer Rotationsaxe DE die convexe
Seite zu, wihrend die erste (in A) durch @ bezeichnete Fliche
ihrer Axe 4B die concave Seite zukehrt. Auch ist, wie man
sieht,
¢ — od oder O - ¢ = 32a*~m.

C. Wenn sich ferner der Bogen der Cyclois um die AxeCD

dreht, so hat man wieder

Z a (1 — Cosg) und
b a (¢ —1— Sin @),
und daher auch fiir das Element des Bogens

Il

ds = 2adg Cos;¢ und
yds = 2a*dg (¢ -+ Sing) Cos 9,
wovon das Integral ist
fyds = 8a* (¢ Sin9 | Cos9 — 1Cos?Ltg) -~ Const,
Soll dieses Integral fir p=0 verschwinden, so ist
Const = — - a%
und daher
@' — 160z (2¢ Sinip 4 Cosip — 3C0s* 30 — 2)s
woraus man fiir p==180 erhdlt:
o' = B (x— s
und diels ist die Oberfliche des Korpers, der durch dieRotation
des halben Bogens D M 4 der Cyclois um die Axe CD entsteht.
D. YWenn sich endlich der Bogen 4D um die Tangente 4 E
in dem Anfangspuncte 4, die daselbst senkrecht auf 4B steht,
drveht, so ist wieder
xz = a(n — Cosp),
y = a (p — Sing),
also auch

ds = ad@ V2 — 2Cos ¢,
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und daher

Jyds = 2a* (48in}p — 29 Costp — £Sin3 2 p),
wenn dieses Integral mit ¢ zugleich verschwindet, so dafs man
daher hat:

"= fa*x (4 Sinip — 2pCostp — 4 Sin’ 2 p).
Fir p=3060 gibt dieser Ausdruck
"= 16 at =2,

fiir die Oberfliche des Korpers, der durch die Rotation des
ganzen Bogens 40 B der Cyclois um die Tangente derselben in
A oder B entsteht. Diese Oberfliche ist demnach gleich der
Fliche eines Kreises, dessen Halbmesser J;.a\/r: ist.

e TR —
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