Neun und zwanzigstes Capitel.

Rectification der Curven.

§. 231. (Element des Bogens einer Curve.) Wir
wollen nun zu der Anwendung der Ausdriicke der vorhergehen-
den Tafel auf die oben (§. 226, 1) erwihnten interessanten Pro-
bleme ibergehen, und unter diesen zuerst diejenigen betrach-
ten, welche sich auf die Bestimmung der Linge des Bogens einer
Curve zwischen zwey gegebenen Puncten derselben, oder auf
die sogenannte Rectificaiion der Curven bezichen.

Wir haben bereits oben (§. 210, IV.) den allgemeinen Aus-
druck fir das Element des Bogens einer Curve kennen gelernt,
Sind nimlich M und M' (Fig. 97) zwey nichste Puncte einer
Curve NQ, und betrachtet man diese Curve als ein Polygon von
anendlich kleinen geradlinien Seiten, so hat man in dem recht-
winkligen Dreyecke M a M’y in welchem Ma=dz und M'a=dy
die Differentialien der beyden Coordinaten AP —=x und PM =y
bezeichnen, wenn man den Bogen NQ der Curve iitberhaupt
durch s bezeichnet, fiir das Element MM = ds dieses Bogens -
den Ausdruck

ds = Vda* + dy* + - (A).

Substituirt man dann in diesen allgemeinen Ausdruck fiir
ds den Werth von dy durch @ und dz so ausgedriickt, wie er
aus der Gleichung irgend einer gegebenen Curve folgt, so er-
hilt man den particuliren Verth des Elements ds, wic er fir
diese gegebene Gurve gehort, in einer Gleichung der Form aus-
gedriickt:

ds = f(z).dz;
und wenn man dann von diesem Differentialausdrucke f(z).d 2,
aus den Vorschriften der letzten Tafel, den endlichen Ausdruck
in 2, das heifst, wenn man das Integral dieser Grofse J(z).dx
angeben kann, so hat man dadurch auch s durch bestimmt, oder
man hat dadurch die Linge des Bogens dieser Curye durch die
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zu seinem Endpuncte gehérende Abscisse @, und zwar ganz all-
gemein ausgedriickt, da man in der so erhaltenen Gleichung
zwischen s und « fiir die Gréfse @ jeden willkiirlichen Werth an-
nehmen kann, um daraus sofort auch den ihm entsprechenden
VWerth des Bogens s zu finden,

I. Um diefs zuerst auf ein sehr einfaches Beyspiel anzuwen-
den, sey die Gleichung

€T = (I‘j' —

der geraden Linie CDM (Fig. 77) gegeben. Das Differential
derselben ist daw = ady, also ist auch das Element MM’ der
gegebenen Geraden selbst

tisi\— "/a'.'u; —Bidytt —id'x \/1—

Von diesem Ausdrucke hat aber die Integration keine wei-

a=
a*

| tere Schwierigkeit , so dals man fir das gesuchte Integral sofort

erhalt
/1 a2 L
| s = a2l -—T—- -+ C,
@€-
1 ' wo C die oben (§. 226, IIL) erwihnte Constante der Integration
{14 bezeichnet.

i Ist & der Winkel, welchen die Gerade CM mit der Axe der

y bildet, ist also 4CD = go — %, so hat man a = Tang A,
und das vorhergehende Integral geht in den folgenden einfache-

EIR ren Ausdruck iiber:

s= — _ 1 (C

Sin fi

il Um diese Constante C zu bestimmen, kann man z. B. dieLiinge

il unserer Geraden von demjenigen Puncte C an zihlen, wo sie die

| Axe der a schneidet. Da fiir diesen Punct y=o0, also auch
w==-—a ist, so gibt die vorhergehende Gleichung

i o (24

0= — + € oder C = Siah

Sin &
und daher unser vollstindig bestimmtes Integral

1T

Sinf ?

S =

oder auch, wenn man statt z seinen Werth ay—a=y Tangh—«
substituirt ;
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und durch die beyden letzten Gleichungen ist die Linge CM==s
unserer Geraden fiir jeden gegchenen VWerth von 4P = z oder
yon PM =y gegeben,

Zihlt man aber die Liinge dieser Geraden von dem Puncte
D, wo sie die Axe der y schneidet, so hat man fiir diesen Punct

a n .
z =0, also auch » = —, so0 dals daher anch C=o0 wird, wo-
@

durch das vorhergehende Integral in den einfachen Ausdruck
ubergeht:
z ¥ a
8 = g oder s = e Ty
aus welchem man wieder die Linge DM = s fir jeden gegebe-
nen Werth von AP.— o oder PM =y finden wird.
Alle diese Ausdriicke stimmen auch mit denjenigen itberein :
e D
Sin h Sinh’
die man unmittelbar aus der Auflosung des recktwinkligen Drey-
eckes B PM erhilt.
IL. Um dasselbe Verfahren auch auf eine im Raume ver-
geichnete Gerade anzuwenden, deren Gleichungen sind
z = az -+ «

y=0bz+48 ;

so hat man fir das Element dieser Geraden (nach §. 215.) den
Aunsdruck

ds = \/?.1-'* -+ dy* -+ dz2.
Differentiirt man aber diebeyden vorhergehenden Gleichun-
gen, so0 hat man
dez — adz und dy = bdz,
und daher auch
ds =udzl/ W,
wovyon wieder das Integral ist
8 = z\/’1 s A Const.
Nennt man f, g, h die Winkel, welche diese Gerade mit
den coordinirten Axen der z, ¥, 5 macht; so hat man (vach

§. 180, IL)

Cos Cos g
a = = S ands, b= v—s
Cos /2 Cos lz
= ————— P
e o SO ===




412 § 232,
also auch, da Cos®f -} Cos*g |- Cos*h =1 ist:
1 -—I—~ a? + bt — . i

T Cosk!

so dals daher das vorhergehende Integral in folgendes iibergeht :

i + Const,

M Cos h
Will man nun die Grifsen s und =z zugleich verschwinden
lassen, d. h. zihlt man die Lénge der Geraden von dem Puncte,
wo sie die Ebene der 27 schneidet, so ist auch Const==o0, und
daher
Zihlt man aber diese Gerade von der Ebene der zz,

so ist fir den Anfangspunct y = o0 und z= — g, also auch

B 8 L
Const = E_Clu—s/_z = 6}152” und daher jenes Integral
- IS y
—_ ———tader g5 ==rtIE LA ALES (i
$ Cos & Cos g G Cos g ( )

Nimmtman endlich den Anfang der Ziahlung in der Ebene y z,
. a 4 a@ a
so ist #=o0 und z =—-— —, also auch Const = —=_——,
a aCosh Cos f
und daher das gesuchte Integral
z [#4 " r
o — [ —— oder § = —— . o . (3
Cos A i Cos f Cos f ( )’
und diese Gleichungen (1), (2) und (3) geben den gesuchten
Werth der Linge s der gegebenen Geraden fiir jeden Werth von
2, 9 oder z.

§. 232. (Rectification des Kreises.) Indem wir nun
zu den eigentlichen krummen Linien ibergehen, wihlen wir
zuerst die einfachste derselben, den Kreis, dessen Gleichong
nach § 190.

r —= 2aCosv
ist, wo a der Halbmesser, r eine Sehne, und » der Winkel der
Sechne mit einem durch ihren Endpunct gehenden Durchmesser
des Kreises ist.

Da aber diese Gleichung nicht mehr zwischen rechiwinkli-
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gen Coordinaten z, y, sondern zwischen den Polarcoordinaten
(§. 180, L) rund » besteht, so werden wir zuerst den oben ge-
gebenen allgemeinen Ausdruck von

ds = Vdaz* + d_y'-l
fiir diese neuen Coordinaten umgestalten. Man hat aber (a.a.0.)
x = rCosv,
y = r Siny,
also auch, wenn man diese beyden Gleichungen differentiirt:
dor = drCosy — rdv Sinv,
dy = dr Sinw ~- rdvCosv,
und wenn man diese VWerthe von dz und dy in den vorherge-
henden Ausdruck von ds substituirt:
ds = Vdrr Frrdv: . .o (A),
welches demnach der allgemeine Ausdruck fiir das Element jeder
ebenen Curve zwischen den Polarcoordinaten r und » ist, wie wir
auch schon frither (§. 213.) gefunden haben.
Substituirt man daher in diesem Ausdrucke von ds den
YVerth von
dr = — 2ady Sinvp,
der unmittelbar aus der obigen Gleichung des Kreises folgt, so
erhalt man

ds = dv; \/4 a* Sin*v -+ 4a* Cos*v oder
ds = 2adv,
wovon das Integral ist
§ = 2av,
wenn niimlich s zugleich mit » verschwinden soll
Fir v=x, wo ==3.14159..., erhilt man die ganze Pe-
ripherie des Kreises, dessen Halbmesser a ist, gleich
2am,
iibereinstimmend mit § 124, Y.
I. Dasselbe findet man auch aus der Gleichung des Kreises
(§- 199.)
a% + J.'.: — a*
zwischen rechtwinkligen Coordinaten. Diese Gleichung gibt

2
namlich

ada + ydy = o oder dy = — i)::(.u,
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also ist auch fiir den Kreis
— adx

ds = Yda* 4 dy* = \/
at— x*

Um diesen Ausdruck zu integriren, kénnte man die Glei-

Ll chung (1) des §. 227, IIL beniitzen, Setzt man nimlich in dieser

5 X %
Gleichung = statt &, so erhalt m:m
[
41 r? 2
i et Arc Sm -
i \/fr- T
so dafs demnach das gesuchte Integral ist

adx -
SEJ\/ = @ Arc Sin —,
@

ar—x?

wenn s mit @ zugleich verschwindet. Fiir 2==a wird aber
AreSin — = Are¢Sina = ix,
a
i Al also ist auch der vierte Theil der Kreisperipherie gleich fan,
it und daher diese Peripherie selbst gleich 22z, wie zuvor.
I ; II, Allein da es unsere Absicht ist, alle hier und in der
i Tolge noch zu entwickelnden Integrale ganz aus der Tafel des
. §. 230. zu nehmen, und somit aus einer einzigen Quelle [der
i Gleichung (A) des §. 228.] abzuleiten, so wollen wir schon jetzt

einer mmlm-uldlgm Umgestaltung der Gleichungen einer jeden

,'; il Curve erwihnen, die uns in der Folge sehr niitzlich seyn wird,

lil1 da sie es eigentlich ist, die uns in den Stand setzt, die erwihnte

Quelle gehbrig zu beniitzen.

i Obschon nimlich jede ebene Curve, ihrer Natur nach, nur

i durch cine einzige Gleichung zwischen 2 und » ausgedriickt wird,
so ist es doch oft sehr vortheilhaft, dieselbe, mittelst Einfithrung
einer Hiilfsgrilse, durch zwey Gleichungen zu geben. VVir ha-

I ben davon bereits oben (§. 207.) ein Beyspiel bey der Cyclois

St = A 2
kennen gelernt, wo » — - diese Hiilfsgrofse oder das Ver-
(47

l.ain('hmg:m'littcl zwischen den beyden dort aufgestellten Gleichun-
gen dieser Curve ist, — s ist in den meisten Fillen sehr leicht,
eine solche Hiilfsgrifse aufzufinden, und man sieht, dals man
sie, zur Beniitzung der Tafel von §. 230, aus den trigonometrischen
Functionen wihlen wird. Fir den Kreis, dessen Gleichung

+ .) = q*
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ist, biethet'sich, da man nach §. g5. eben so fiir jeden Winkel
¢ hat
Cos*¢ -}~ Sin%p = 1,
diese Wahl gleichsam yon selbst dar. Man wird nimlich den
Kreis auch durch dic beyden folgenden Gleichungen ausdriicken
konnen: !
x = aCoso 2
) =g Sing s.
Diese Gleichungen geben aber sofort
dx — — ado'Sing,
dy = adgy Cosg,
ond daher auch, wenn man diese VWWerthe von dz und dy in der
Gleichung (A) substituirt:
ds = adep,
wovon das Integral ist
s=ag,
wenn s mit ¢ verschwindet, Nennt man also wieder 2 = die Pe-
ripherie eines Kreises, dessen Halbmesser die Einheit ist, so hat
man, wenn man in der letzten Gleichung ¢—=2x selzt, fiir die
Peripherie desjenigen Kréises, dessen Halbmesser a ist, den Aus-
druck 2ax~, wie.zuvor,
I11. Man sieht iibri

den Werth 'von = als bereits bekannt voraussetzen, und dals z. B,

gens, dals alle vorhergehenden Ausdriicke

die obige Gleichung

- X
s — a Are Sin —
;

(23

uns tiber den eigentlichen Werth dieser Gréfse = nichts kennen
lehrt. Wir haben zwar diese Grifse schon oben (§. 103.) mit
einer fiir alle wissenschaftlichen Bediirfnisse mehr als hinling-
lichen Genauigkeit kennen gelernt, aber nur durch die Summirung
von zwar Gonyergenten, aber doch immer unendlichen Reihen,
und da man kein anderes Mittel kennt, diesen Zweck zu errei-
chen, oder da es, wie es scheint, unméglich ist, den VWerth eines

Kreishogens, zu welchem z. B. die Abscisse » gehort, durch

eine endliche und geschlossene Function dieser Abscisse auszu-
driicken, so sagt man, dafs der Kreis eine nicht rectificable Curve
sey, deren es noch viele andere gibt, was uns aber nicht

hindern soll, den bereits gefundenen, wenn auch nur geniher-

F O e SRR S -
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ten VWerth von = auch in der Folge noch oft mit grofsem Vor-
theil anzuwenden, wie diels bereits in dem Vorhergehenden

hiufig genug geschehen ist.

§. 233, (Rectification der Parabel) Die Gleichung
der Parabel ist
y: = aa

Setzt man, um diese Gleichung durch zwey andere auszu-

driicken ,
2 = faTang*9, so ist y = sa Tangy,
so dafs man daher hat
Tang ¢
de — *ade , —2%
¢ 2 e Cosg ’
1 aid
dy = - — ,?f.
2 Cos?g

Substituirt man aber diese Ausdriicke von da und dy in
der allgemeinen Gleichung (A), so erhilt man
g sade
R Coss ?’
und davon ist das Integral (nach §. 230, IV.)

Sillﬁ; q;)._.?
— e neg
Y 3 @ ]:(.Jos‘lcl: logTa O g j 3

wenn s mit ¢ (oder was dasselbe ist, mit 2) zugleich verschwin-
det, oder wenn der Bogen s von dem Scheitel der Parabel ge-
nommen wird.

I. Wollte man diesen Bogen s durch die Abscisse = aus-

driicken, so hat man
m b o
Tange = 2 ‘/—,
(13
also auch

Sing == ﬂx/a. = und Cose — Va—[—_ai,z’

und iiberdiefs

0—o 1 — Sing \/rr‘-—}-f;:r.‘-—‘ﬁav’n:
iy U(]S? & i AT V‘; 198

Substituirt man diese VWerthe in dem vorhergehenden Aus-
drucke von s, so erhilt man

Tang 2

i \/u 1 o Fiy
s =Vax + 42* — falog—~ 'V‘—h—p v .
(4
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Die Parabel ist demnach cine rectificable Curye, da man fir je-
den Werth von x oder von @ den ihm entsprechenden Bogen s

durch einen geschlossenen Ausdruck findet,

§. 234. (Rectification der Neil’'schen Parabel.)
Die Gleichung dieser Curve ist (§. 202.)
3'3 g s

! q Tang?¢, so ist y = ;a Tang? ¢,

Setzt man daher z = .
und daher auch

84 Tang?o.do i 8a Tango.dg
P S
und dadurch wird die Gleichung (A)

8a d¢ Sing

Cosio

dr =

ads —

wovon nach §, 230, XII das Integral ist
8a 1
8 = i -+ Const,

27 Cos?o
T

Zihlt man den Bogen s vom Scheitel dieser Curve, oder ist
— o fiir 2—=¢ =0, so hat man

Const = — —,

8a 1
G = et e T
27 \ Cos® o

VWill man den Bogen s durch die Ordinate y ausdriicken,

und daher auch

s0 ist
9

i

-

1

Tang*¢ =

5 ha
<, also auch Cosg = ‘/7____1
@ G4 a + 9y

and daher der gesuchte Bogen der Curve

84 N
=+ -]
w77 - G

so dals daher fiir die Neil’sche Parabel der Bogen durch eine

algebraische (oder nicht transcendente) Function yon ¥ gegeben

wird.

I. Ubrigens wird man bemerken, dafs man auch hier noch
die vorhergehende Tafel entbehren kounnte, da die gegebene
Gleichung y* = aa* zu ihrem Differential gibt

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mather. 27
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i wodurch die Gleichung (A) wird
1 d5=d3-\/1+£.
|'|

Ausdriicke dieser Art aber, in welchen der eine Factor dy
das vollstindige Differential der in dem anderen Factor enthal-
tenen Gréfse ist, geben immer ein algebraisches Differential.

So ist z, B.

2 m--1
f(l ) W st A — (-——l +—-~—) 5
n(m==1)

und eben so ist auch

2
3= fd)—\/l 4 2L = ;%a(l -+ —2—% :—|-< Const,

4a
wie zuvor,

§ Al §. 235. (Rectification der Astrois.) Nimmt man in
A t| der oben (§. 204.) gegebenen Gleichung dieser Curve
i 4 = dd
[k die Coordinaten
z — aCos®¢ und 5 = a Sin%¢,
so erhilt man durch die Gl(.‘ichung (A) fiir das Element des Bo-
gens der Astrois
i ds = — 3a.d¢ Sing Cos 9,
wovon das Integral (nach §. 230, V.) ist

il =% (2 Costg — 1) -} Const,

| s:/

4
| Ist s=o fiir ¢=q0°, das heilst fiir v =0, oder zihlt man
den Bogen E M (Fig.go) von dem hichsten Puncte E der Curve,
so ist
Const = — 2aq,
und daher

2
2 2N, ‘ i
s = -a Cos*¢p oder s — la(—)
a

Die Astrois lilst sich daher ebenfalls algebraisch rectificiren

-

Nimmt man in dem letzten Ausdrucke 2 = 4 C — a, so erhilt
& nd ¥, s nEL ~
man den Bogen EMC = a, so dals daher der ganze Umfang

der Astrois gleich 6a oder gleich der dreyfachen geraden Linie
BC oder DE ist,
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§- 236. (Rectification der Evolute der Ellipse.)
Setzt man der Kiirze wegen

a*—b* o 52
und 3 = <!

o = '
@

so hat man fiir die Gleichung dieser Curve (§. 212):
T AT
@G
Ist daher wieder
2 = BCos’¢ und y = aSin®p,
so erhilt man fiir das Element des Bogens:
ds = 3dg¢ Sing Cosg )/ a*Sintg + [* Cos*¢, oder auch

ds = 3dg Sing Cos¢ \f(ﬁ—-(u"ﬁpi)(,‘.os‘g),
sofort nach der Bemerkung des

wovon wieder das Integral
§. 234, L, die hier auch Statt hat, bekannt ist, so dals man hat
Le— L5 0 [a? —(a*— (3*) Cos?* 5>:]l7+ Const.

T e

Ist s=o fiir z==o0, das heifst fir p=qo, S0 erhilt man
a‘)

Const = — —
ar— g

L]

also ist auch der Bogen s == E M (Fig. 90) der Curve

i I ] 22 2 :3 o®
s = ot [ — (@ — ) Cost o] — e

Setzt man in diesem Ausdrucke ¢ = o oder y = o0, oder

s a*— b? b 5 ' .
endlich @ = , so erhilt man, ohne Beriicksichtigung der
@

Zeichen, fiir den vierten Theil EMC des Anfangs dieser Curye

w—F _ o +abt @

EﬂiC:a:_ﬁ; PREE)

:

und daher auch fiir den ganzen Umfang derselben

a3+aﬁ+ﬁ9__f;(d—ﬁb) 5 iy
e 1) (a* 4 ab 4 b%).

4

§. 237. (Rectification der Logistik.) Die Gleichung
dieser Curve ist (. 205, Fig. 91)
e B'F.,
A4C =1 und CD = e die Basis der

wo A==, PﬂI:"—"-J',
27-*
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natiirlichen Logarithmen bezeichnet. Setzt man daher

§. 238.

== 'J_‘angg),
80 hat man
deo do
A == nd dy = T
4z Cos* ¢ = J Sin g Cos c:'.’

wodurch die Gleichung (A) wird
do
Sin ¢ Cos?g ?

und davon ist das Integral (nach §. 230, XIV.)

dsi—

s = -+ logTang o -~ Const.

Cos o
Zghlt man den Bogen DM von dem Puncte D an, wo
a = Tang ¢ == ¢ ist, so hat man fiir die Constante der Integra-
iion &

Const == log (1 -} V’z -+ e?) — V: -+ e

§. 238. (Rectification der Cyclois.) Fir diese Curve

hatten wir oben (§. 207.) die beyden Gleichungen
z = a(p —Sing) und y = a(1 - Coso),
wo (Fig.93) AP= =z, PM = » und der Winkel MO H — % ist.
Davon sind die Differentialien
dz = ad¢ (1 — Cos9) und dy = ade Sing,
also ist auch die Gleichung (A) oder dasElement des Bogens der
Cyclois
ds = adg er — 2C0s¢ = 2adgp Sinlo,
und davon ist das Integral
§ = — 4aCosio - Const,
Ist s—o fiir =0, so hat man
Const = 4a,
und daher ist der gesuchte Bogen 4 M = s der Cyclois
§ = 4ta(1 — Cosle) = 8¢Sin? T

Nimmt man diesen Ausdruck von s fiiv den Werth ¢ =1809,
8o hat man, da Sin45°=\/2 ist, den halben Bogen der Cy-
clois AMD = 4a, und daher den ganzen 4 MDB — 8a oder

8
gleich dem achtfachen Halbmesser des erzeugenden Kreises.
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6. 239. (Rectification der Kettenlinie.) Fir diese
Curve haben wir oben (§. 206.) die Gleichung erhalten:
z #f _2(ad2)
e e 2= S
wo (Fig. 92) DP=2 und PM =y ist.
Setzen wir demnach

a4 x 1

. ]
a Cos o

so hat man

y
= 2

7 g
oa e a — o
_I_ Co:i:?’

oder, wenn man alle Glieder dieser Gleichung durch ¢ multi-

plicirt:
4
.y =
—— a " eﬂ
et — - — U E=STH07
Coso
7
Lést man diese fiir ¢ quadratische Gleichung auf, so er-
hilt man
Y
= 1 1 Sin g0
e — -~ Tang ¢ = + il Tang '_.ﬂ
Cos ¢ Cos o q

so dafs man daher die Kettenlinie auch durch folgende zwey
Gleichungen ausdriicken kann:

@ y
L = m——mmms === a und
Gos 9
o godo
y = alog Tang A
Davon sind die Differentiale
i ado Sin ¢ . i
de = —1—7% und dy = ey
Cos*¢ Gos o

und damit wird die Gleichnng ()

ade

ds = — it
Gos*o”

wovon das Integral (nach §. 230, 1V.) ist

S s
s = a Tang ¢.

§. 240. (Rectilication der Spiralen.) Fir die Spivale
Archimed’s ist (§. 208.)
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also auch
dy — 2=xdr.
Substituirt man diesen VWerth von dr in der Gleichung (A')
des §. 232, oder in
ds = Var + r*dy?,
s0 erhalt man
dy | ,———
_ 1 v,
P A
Um diesen Ausdruck zu integriren, sey » = Tangg, also

auch

= do

Cos*o 2
so dals man daher hat

1 Sin @ 1 + Sin %)
5§ = — 1 .
47 [Uus-’ce + S8 (1059 J
Um diefls wieder durch » auszudriicken, hat man

; Sin o
Tangy — » oder m:v.\/: —+ 7,

und iiberdiels
1 - Slrlcla
(..0\9

A e

so dafs man daher fiir den Bogen s dieser Spirale erhilt

§ = g%:'[v.\/l—kv: -+ ]03(;}—'— \/1+y'-')],

Eben so hat man fiir die logarithmische Spirale

r— a’,
also auch
dr = a".dv, loga,

Setzt man daher b = loga, so findet man
adgii== V.a‘.r: + rrdyt = a’.dy \/1 - b2,
woraus sofort (nach §, 227, L) folgt

; 1 4 b2 1 02
fomy aJ . e dc s =T
5 T oder = 1 B
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§. 241. (Rectification der Ellipse.) Die Gleichung
der Ellipse ist (§. 198.)
x? 2

LK}

@ e
wo 2a und 2b ihre grofse und kleine Axe bezeichnen. Zerlegt
man diese Gleichung (nach §. 232, IL) mittelst einer Hiilfsgrofse
¢ in zwey andere, so dafs man hat

Z

¥

aSing:l
bCosg |’

|l

so ist auch
de = adg Cosp und dy == — bdgySingp,
und daher geht die Gleichung (A) in folgende iiber:
ds = ady. \/mﬁ s

wo der Kiirze wegen ac = |/ a>— b* gesetzt worden ist.

Allein dieser Ausdruck lifst sich, wie man ihn auch, etwa
durch Einfithrung anderer Hiilfsgréfsen, verindern mag, weder
durch unsere Tafel (. 230.), noch auch sonst durch irgend ein
bekanntes Mittel integriren.

In solchen Fillen bleibt nichts iibrigs als den gegebenen
Differentialausdruck in eine Reihe zu entwickeln, und die Glie-
der derselben einzeln zu integriren. Diefls ist offenbar 1mmer
ausfithrbar, aber das Totalintegral wird auf diese Weise durch
eine endlose Reihe gegeben, aus welcher man den Werth des
gesuchten Integrals nur dann anniihernd finden kann, wenn diese
Reihe convergent ist.

Ist ¢ eine gegen die Einheit nur geringe Grofse, oder ist
die Excentricitit der Ellipse nur klein, ist alsc diese Ellipse

selbst nur wenig von einem Kreise verschieden, so hat man,

wenn man die YWurzelgrofse |/ 1 —.e* b“m'*a_j; nach dem Binom
L entwickelt:
e 1 Ol &
ds = (Ldij)[‘l — L¢2Bin>g — ——— ¢e'Smte
7 L.3.22

1

Lo iien: sts Oien -::b‘ 8 7.__]_
1,23 25 e 1.'z.d“|<z"o Ll

Substituirt man dann die Verthe der Integrale

fdg Sin‘g, [dg¢Sinte, [dpSin’y
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aus der Tafel des {. 230, Nr. L, so erhilt man fiir den ellipti-
schen Bogen s folgenden Ausdruck:

I | 1 .0 (¢ 5 88 ;
i A8 ko :m(‘ _9—1811129’:——}— : Sml;g))

| 24 24. 2

3 s 15, 6 e
il ———c(( R Sinag HI—E8111L|9

: 5
e ST ) e
.3._11'IJ§J)

2.
20

Um den (\?uadmmcn oder um den vierten Theil des Um-
fangs der Ellipse zu erhalten, wird man in dem vorhergehenden
Ausdrucke den Winkel ¢ =qo0°= -z setzen. Nimmt man dann

_ der ganzen Ellipse den Ausdruck
it iAo 2 i N 2
| a e WL AR e, T L s, 2 a3
g el "”‘[1 Ge) 3(-1.4{’) 5(-:-..4.:)(7)
{ A S R 2
H: — | —— L g —_— e s o la
it 7(:&.4.0.8 ) ]

Ll Fir a="b oder fiir e=o erhilt man den Umfang des Krei-
il ses gleich 2 ez, wie zuvor ({. 232.).

|
i
[ die so erhaltene Grifse vier Mal, so hat man fiix den Umfang

il o5 I. Fiir die Hyperbel hat man die G[cichung

i _T/“ ‘,.J.’.‘.
7 ey
';: Setzt man also auch hier
'i';E' 2 = a.Sing,
‘E | o emiih \/r—l .Cos g,

so erhilt man fiir den hyperbolischen Bogen

= farfgr‘l/l — g2 Sint o,
wie zuvor, wo aber a¢ — 1,/’0,I —- b ist.

Man sieht, dafs die elliptischen und hyperbolischen Bogen {‘
eine eigene Classe von transcendenten Grofsen bilden. Die Pa-
rabel ist, wie wir oben geschen haben (§- 233.), durch einen
einfachen logarilhmischen Ausdruck rectificabel, aber nicht die
beyden andern Curven der zweyten Ordnung, die weder unmit-
telbar von dem Kreise, noch auch von den Logarithmen abhiin-
gen, Man pilegt Ausdriicke der Art




fdy \/1 — ¢>8in*¢ oder auch f———i?——_ u. del.
\/l — ez 8inZa

elliptische Funciionen zu nennen, die in der neueren Analysis
cine sehr wichtige Rolle spielen, da man eine grofse Anzahl an-
derer Integralien auf sie eben so zuriickfithren kann, wie man
z. B, die Ausdriicke
dx s =
f - oder fd¢Sin*¢, [¢dg Cosy u.dglh
in dem Vorhergehenden auf Kreisbogen zuriickgefithrt hat, so

dals jene die Rectification der Ellipse, und diese die Rectilica-
tion des Kreises als bekannt voraussetzen.

Die vorhergehenden Beyspiele werden hinreichend das Ver-
fahren zeigen, welches man bey der Bestimmung der Linge der
Curven zu beobachten hat. Wir wollen nun sehen, wie man
auch den ebenen Raum bestimmen kann, der von den Bogen
dieser Curven eingeschlossen wird.

e —
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