Acht und zwanzigstes Capitel.

Principien der Integ ralrechnung,

§. 226. (]_‘:1‘1‘;1511‘11[]3.) VVir haben in dem Vorhergehenden
die Gleichungen mehrerer krummen Linien und Flichen kennen
gelernt, und da diese Gleichungen als der vollstindige Ausdruck
derjenigen Gegenstande im Raume, die sie reprisentiren, zu be-
trachten sind, so werden wir auch durch diese Gleichungen selbst
in den Stand gesetzt, alle Eigenschaften, durch welche sich jene
krummen Linien und Flichen unter einander unterscheiden und
auszeichnen, aufzufinden, wie diefs z.B. bey der krummen Linie
des zweyten Grades geschehen ist, die wir oben (§. 195, u. f.
und §. 210.) umstindlicher betrachtet haben,

Allein es gibt noch Fragen anderer Art, welche dieselben
Gegenstinde betreffen — Fragen, die wir bisher noch kaum be-
rithrt haben, und die sich aus jenen Gleichungen nicht, wenig-
stens nicht so unmittelbar, ableiten lassen, wie diefs allerdings
mit den iiln'igcn_Eigenschaﬂcn dieser Curven und Flichen der
Fall ist.

1. Wenn man z. B. die Linge einer krummen Linie, etwa
der Ellipse, oder wenn man die Fliiche sucht, welche sie ein-
schlielst, oder wenn man um die Oberfliche und um das Folum
desjenigen Korpers fragt, der durch die Rotation dieser Fllipse
um irgend eine Axe entstanden ist, so sieht man nicht sogleich,
wie man, blofs mit Hiilfe jener gegebenen Gleichung dieser Curve,
2u Kenntnissen solcher Art gelangen kann.

Vir haben in dem Vorhergehenden, bey Gelegenheit der
Tangenten und Kriimmungshalbmesser, das Verhalten der klein-
sten Theile oder der Elemente der Curven und Flichen gegen
einander untersucht, und dasselbe, wie es die Natur der Sache
fordert, aus den Differentialgleichungen dieser Curven abgeleitet,
Auch haben wir berveits frither noch (Cap. X.) gesehen, dals man

von jedem gegebenen Ausdruck zwischen cndlichen Grilsen,
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welcher Art derselbe auch seyn mag, das Diflerential desselben
ohne Miihe und durch ein im Grunde schr einfaches Verfahren
ableiten kann.

1I. Hier aber, bey der Jeantwortung dieser neuen Fragen,
handelt es sich offenbar um ein jenem yorhergehenden ganz entge-
gengeselzles Verfahren. Hier ist nimlich das Element des Bo-
gens oder der Fliche einer Curye gegeben, und es soll daraus
dieser Bogen oder diese Fliche selbst abgeleitet werden; oder
mit anderen Worten, hiersoll man aus einem gegebenen Differential
riickwiirts aufdcnj{:nigcn endlichen Ausdruck schlielsen, durch des-
sen I)i!Tbrcn:iirung jenes unendlich kleine Element entstanden ist,
Man nennt aber diesen endlichen Ausdruck das Integral von seinem
Diflerentialausdrucke, so wie auch das Verfahren, durch welches
man yon einem gegebenen Differentiale zu seinem Integrale ge-
langt, die Integralrechnung genannt wird. — Endlich pflegt man
auch, so wie man oben das Differential eines endlichen Ausdru-
ckes durch d angezeigt hat, das Integral eines gezebenen Diffe-
rentials durch ein dem letzten vorgesetztes _," auszudriicken. So
haben wir z. B. in § 51, fir das Differential der Griflse a™ er-
halten:

d.a™ = mam"'da;
also wird auch umgekehrt das Integral von mam— da durch
fm z™—tdz ausgedriickt werden, oder man wird haben:
[manr—1dy = gm;
und da die constante Gréfse m auf das Integrale selbst keinen
weiteren Einfluls haben kann, so wird man dieselbe auch aulser
dem Integralzeichen setzen kénnen, wodurch man erhilt:
mf‘t’“—' dia =g s

oder auch, wenn man statt m die Gréfse m 1 setzt:

In der That erhilt man auch die Gréfse unter dem Integral-
zeichen wieder, wenn man das Integral selbst, nach den oben

gegebenen Vorschriften, differentiirt. So gibt

1
Ji-1
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oder, was dasselbe ist, so gibt
1
nm 4= 1

wenn man die Gréfse d.a™1! nach §. 51. differentiirt, den vor-

. d.amt )

hergehenden Ausdruck z™dz wieder, wie es seyn soll, da die
beyden Symbole d und [ eine einander direct entgegengeselzte
Bedeutung haben.

111, Allein ganz eben so wird man auch den Ausdruck haben:

e
farda = —— T 4 C
wo C irgend eine constante Grofse bezeichnet. Denn nimmt man
wieder von den beyden Theilen dieser Gleichung das Differential,
so erhilt man fiir den ersten Theil
d. fandz = amdz,
und fir den zweyten, da die bestindige Grofse C, als solche,
kein Differential hat:
L
d'. ”L+ - +b) — zndx,

wie zuvor,

Da nimlich durch die Differentiation eines endlichen Aus-
drucks, wie wir oben (§. 220.) gesehen haben, eine constante
Grilse verloren gehen kann, so wird man, so oft man von einem
gegebenen Differential zu seinem Integrale iibergegangen ist,
dem letzten eine solche constante Grofse wieder hinzufiigen. Der

eigentliche » VWerth dieser Constante kann iibrigens in den meisten
Fallen sehr leicht bestimmt werden, Denn hat man z. B. das

Integral
]'fi'J'

= (itadan = C
el AT
gefunden, und weils man, oder nimmL man an, dals dieses In-

tegral y =4 fir a=a ist, so hat man

; ”m—[—n C
“ e 4 1 + :
also auch
-1
C = 4 — ———
m — 1

Soll aber y mit @ zugleich verschwinden, so hat man, wenn
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m -1 positiy ist, auch C=o0, w. s. f, in allen dhnlichen Fillen,
Wir werden in der Folge diese Constanten der Integration bey
jedem Integrale als schon betrachtet voraussetzen, ohne ihrer
immer ausdriieklich zu erwihnen.

§. 227. (Einfachste Integralformeln.) Alle analyti-
schen Ausdriicke, mit welchen wir uns bisher beschiiftiget haben,
sind entweder aus Potenzen, oder Logarithmen, Exponential-
griolsen, oder endlich aus den sogenannten trigonometrischen
Functionen Sinz, ArcSinaz u. f. zusammengesetzt; und da wir
bereits oben (Cap. X, und §. 102.) die Differentialien dieser ein-
zelnen Classen von Grifsen gefunden haben, so ist dadurch auch
das Diflerential eines jeden aus ihnen zusammengesetzten Aus-
drucks gegeben. Aus diesem Grunde ist die Differentialrechnung
als ein vollendeter, fiir sich abgeschlossener Theil der mathema-
tischen Analysis zu betrachten, und nicht mehr sie selbst, son-
dern nur die Anwendung ihrer Grundsitze auf verschiedene Pro-
bleme kann Veranlassung zu weiteren Entdeckungen seyn.

Nicht so verhiilt es sich mit der Integralrechnung. Die For-
men, unter welchen die Differentialausdriicke von einer oder auch
von mehreren verdnderlichen Gréfsen aufireten kionnen, sind so
mannigfaltig, und die Veréinderungen (vergl. §. 220.), die sie er-
litten haben, kinnen so verschieden seyn, dafssie sich nicht leicht
auf einzelne Vorschriften, wie bey der Differentialrechnung,
noch auf bestimmte, das Ganze umfassende Classen zuriickfithren
lassen, und dals es oft sehr schwer, ja nicht selten sogar unmog-
lich ist, denjenigen geschlossenen endlichen Ausdruck, aus wel-
chem das vorgeleste Differential entstanden ist, d. h. das Inte-
gral desselben anzugebeu.

Aus dieser Ursache ist die Integralrechnung, obschon auf
sie vielleicht mehr Mithe und Scharfsinn, als auf irgend einen
andern Zweig der Mathematil verwendet worden ist, noch nmer,
einige allerdings sehr wichtige Partien derselben ausgenommen,
mehr als ein Aggregal von oft nur wenig unter einander zusam-
menhidngenden Theilen, denn als ein wissenschaftlich geordnetes,
in sich abgeschlossenes Ganze zu betrachten. Und diefls ist zu-
gleich der Grund, warum sie noch so wenig in diejenigen Schril-

ten aufgenommen worden ist, die sich mit dem ersten Unterrichle
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in den mathematischen VWissenschaften beschiftiget haben, da
die diesem Gegenstande ausschliefslich gewidmeten VWerke (z.B.
Euler’s Instit. calculi integralis, 4 Vol. 1V., oder Lacroiz lraité
du cale. intégral , 3 Vol. 17.) fiir jenen Zweck zu voluminds und
auch ohne Weitldufigkeit keines angemessenen Auszugs fihig sind.
So ist es gekommen, dals die wichtigsten und interessantesten
Resultate der neueren Analysis immer nur als der Antheil
ciniger Wenigen, die sich ausschliefsend der VVissenschaft
widmen, betrachtet wurden, und dals sie von jenen Lehr-
biichern, und somit auch von der Kenntnils des bey weitem grofs-
ten Theiles der Leser, immer fern geblieben sind, indem man
auf alle diese schinen und bewunderungswiirdigen Entdeckungen
der Neueren verzichtend, sich mit den wenigen und kargen
Lehrsitzen begniigte, welche die alten Griechen, mithsam genug,
da ihnen unsere Analysis fremd war, iiber die Kugel und den
Cylinder gefunden hatten.

Versuchen wir es daher, einen anderen VWeg einzuschlagen,
und sehen wir zu, ob wir, auch ohne Hiilfe jenes gelehrten Ap-
parats von so vielen Binden, auf eine einfachere Veise zu der
Beantwortung der oben (§. 226.) aufgestellten Fragen gelangen
konnen.

Da, nach dem Vorhergehenden, das Verfahren der Integral-
rechnung das Umgekehrte von dem der Differentialrechnung 1st,
so werden wir zuerst, durch eine blofse einfache Inversion der
oben (§.54. und 102.) aufgestellten Formeln der Differential-
rechnung, sofort auch eben so vicle Fundamentalausdriicke fir
die Integralrechnung erhalten, so dals man daher folgende ein-
fache Ausdriicke haben wird.

I, Durch Umkehrung der Formeln des § 54

Tm—l—l
fd-'md.’l-' —_-
m -1
dx
g — lognata,
2
fafd.:u —_
log nat a

o

ferdax = e=, wo lognate = 1.

11. Und chen so durch Umkebrung der Formeln des §. 1of;
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J‘(.‘!SD Sing = — Cos g,
frlc_,‘) Cosp — Sing,

do Sing

(Jus"?_‘ ==t

doCosao
f Bl Cosecyp,

de Bk i

Cos?a = LRI

ch,:
fb'T‘: —_ — COtat'lg&u,

{Z‘J 5L 23 1 — (:ns;‘;
f'_‘ = logTang ; ¢ = log —— i

ing Sin ¢
de 9o - ¢ 1 - Sin
. — log Tang = ok _:'J
fﬂusg 2 B 2 log Cosg °

ITI. Aus den Gleichungen des Nr. I, kénnte man sofort meh-
vere andere Gfter vorkommende Integralformeln, z. B. die von

f dx dzx
e cand, f —_—
(e Vi + 2
ableiten.

Setzt man nimlich die Grifse @ = Sing, so hat man
da = dgp Cose, und daher

f dx
Vi — 2= TR Ah

oder, was dasselbe ist:

= AreSina i Gl (1).

\/:—-14

o s
Geht dann in diesem Ausdrucke 2 in 2 |/ —1 iiber, so ist

r A -
el ?_i_:z ¢, oder auch T/u; U ey,
1 a2 14zt x

Allein nach §. 105, IL ist
—¢.}/—1 =1log(Cosp —}/ —1. Sing) = log (V1 2?4 2);
also ist auch
f Gkt o (@ 4+ V1 4 2?) (2)
\/l + R o . - - .

Ganz eben so erhilt man, wenn man 2 =Tang¢ setst:

dx ]
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also auch

dx :
f: = — = ArcTangz . . . (3);

und wenn man in diesem Ausdrucke V -1 statt & setzt:

d: d
\/-—-ifl .__'fx; = ¢ oder fl _r_r; —_ — l?,:r.v_--l.J

also auch, wenn man statt —¢. V/— 1 wieder den \'011ﬂcn Werth

substituirt, da

ist,

§-228. (Integration des: Ausdrucks dpSin”pCos™@).
Durch ein dem ‘orhewchendun (§. 227, IIL) dhnliches V erfahren,

oder auch durch andere Mittel, konnte man chen so die Integrale
famdz (1 + az)" und [amdz (1 + a2?)* u £
ableiten, wo m und n ganze oder gebrochene, positive oder ne-
gative Zahlen ]}czc‘chnul, und diels ist es auch, was in den oben
anfrcfu!nlcn Werken geschehen, und bisher in allen anderen
Schriften iiber diesen Gegenstand beybehalten wor den 1ist.

Allein zu unserer Absicht wird es angemessener seyn, aus
den einfachen, in §. 227, Nr. IL. gegebenen trigonometrischen
Ausdriicken, die sich im Grunde, wie wir oben (§. 102, 1) ge-
sehen haben, auf die einzige Grundformel

d.Sing == d¢ Cosg oder fd¢ Cosp = Sing
zuriickfilhren lassen, das Integral
fdg Sinmg Cos™g
zu entwickeln, wo m und n blofs ganze, iibrigens entweder po:
sitive oder negative Zahlen bezeichnen, indem dieses Integral,
wie wir bald sehen werden, zur Auflisung der hier in Rede sie-
henden Probleme vollkommen hinreicht.

I. So lange nun die Grofsen m und n blofs positive ganze

Zahlen andeuten, konnte man das gesuchte Integral
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fdg Sinmg Cos"p
unmittelbar aus den Gleichungen des §. 9g. ableiten, welche die
Potenzen der Sinus und Cosinus der einfachen Bogen durch die
Sinus und Cosinus derselben vielfachen Bogen geben. Auf diese
Weise wiirden uns diese Gleichungen fiir die Integralrechnung )
von nicht geringerem Nutzen seyn, als es die ihnen entgegen-

gesetzten des unmittelbar vorhergehenden §. ¢8. fiir die Bestim-

mung der regelmilsigen Polygone (§. 121.) gewesen sind,
VVollte man z. B. das Integral
fdo Sin*e
finden, so hitte man, nach (. 99:
4Sin®¢ = 3Sing — Sin3¢;
also ist auch sofort, nach den Fundamentalformeln des §. 227,
Nr. 1L
Jdo Sin®ep = 3 [do Sing — ;[dgSin3g,
das heilst:
Jd¢ Sin®¢ = [, Cos3¢ — 2Cosg.
Suchte man eben so das Integral
fdg Sin*e Cos’g,
so hiitte man, nach §. 9q:
Sin*¢ Cos®¢ = ; (1 — Cos2¢) . { (3 Cosp | Cos3¢),
oder wenn man dieses Product entwickelt:
Sin* ¢ Cos® o
= §(3Cosp — 3Cos9 Cos2¢ 4 Cos3¢ — Cos 29 Cos 3 ¢).
Da man aber nach den ersten Gleichungen des §. 96. hat:
Cosa Cos3 = ;Cos (a — 8) 4~ £Cos (a 4~ ),
so hat man auch
Cosp Cosz2o

= ;(Cos¢ 4~ Cos3¢) und
Cos29Cos 3¢ =

(Cosp -~ Cos 5¢),

win wlm

so dals daher ist:
b sulad, digdha ;
d¢Sin*¢ Cosbyp = == (2 Cosp — Cos3 ¢ — Cos 5¢),
und diels wieder nach §. 227, Nr, IL integrirt, gibt sofort

JdgSin*pCos®p = J;(28inp — +8in3¢p — LSin59).
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Man sicht, wie sich dieses Verfahren auf alle Werthe von

fdg¢ Sinmg Cos”¢
ohne Miihe fortsetzen lilst, wenn m und n ganze und positive
Zahlen bedeuten.

II. Allein fiir negative VWerthe dieser Zahlen lifst sich jene
Methode nicht unmittelbar anwenden. Statt aber fiir die letzte-
ren wieder ein zweytes, jenes gleichsam erginzende Verfahren
aufzusuchen, wollen wir eine andere, beyden Bedingungen zu-
gleich entsprechende Methode aufstellen.

Nach einem der ersten Grundsiitze der Differentialrechnung
(§. 49) ist das Differential des Products von zwey verinderlichen
Grofsen @ und y

d.zy = ady e ydz,
also ist auch, wenn man von allen Gliedern dieser Gleichung das
Integral nimmt:

frdz =y — fady.

Dieser einfache, aber durch das ganze Gebiet der Integral-
rechnung hochst fruchthare Satz zeigt, dals, wenn y irgend eine
Function von &, und wenn das Integral [ dy bereits bekannt 1st,
daraus auch sofort dasIntegral fyda, oder umgekehrt, abgelei-
tet werden kann *). Man sieht, dafs bey diesem Verfahren alles

*) Um diefs durch ein einfaches Beyspiel zu zeigen, sey das Integral
fu*. (lognatu). du
zusuchen. Setzt man den gegebenen Ausdruck w2 (logu) du=ydz,
so kann man, dem beabsichtigten Zwecke gemils,
y = logu und de = uw*du
nehmen, wodurch man erhilt:

du Y

und & = Fu,

(Z) =

[’3
Substituirt man diefs in dem vorhergehenden allgemeinen Aus-
drucke , so hat man, da
frdy = sfwdu = S us
und j3 dx = [u* (logu) du
ist, fiir das gesuchte Integral
" 1 £ 1 £
Jur (logn) du = suslogu — it
Diese Art zu integriren wird die theilweise Integration (Inté-
gration par pm'ti&a‘) genannt.
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auf eine schickliche Trennung des vorgelegten Integralausdrucks

§. 228.

in zwey Factoren  und d2, oder x und dy ankémmt, wo von
den beyden Producten ydax oder ady die Integration des einen
bereits bekannt ist,

Um diesen allgemeinen Ausdruck auf unser gegenwirtiges
Problem, d. h. auf die Bestimmung des Integrals fd ¢ Sin™¢ Cos”¢

anzuwenden, wollen wir

i Tang ® B
gy = (Gosp)rtris und dz = € ang o) @
((Jub <..)- i
setzen, wodurch daher auch wird:

dy = — (m +n - 2) (Cosg)ntnt: Singdo

und

o FET-—. (Tang @)+,

Substituirt man diese Werthe von 2, », d2 und dy in der
vorhergehenden allgemeinen Gleichung, so erhilt man

Jdg Sinmg Cos®gp

e

m-1 n--1 mebrt2 . S I A B
m_!_]Sm +1 ¢ Cosnt u+~ﬁj d ¢ Sinm 2 ¢ Cos™e...(A),

oder auch umgekehrt, wenn man das letzte Glied dieses Ausdrucks
zuerst setzt:

fd¢ Sinmi2 9 Cosng
—-—m e Sinm+t1g Cosntie *fn_—_ﬁ:::.;;
und diese Gleichung (A) oder (A") ist es, die uns das gesuchte
Integral

ll

fd¢Sinm9Cos™g...(A);

[d¢ Sinmg Cosg
fir alle ganzen, sowohl positiven als negativen Werthe der Gris-
sen m und n geben wird,
Setzt man z, B. in der Gleichung (A") die Grifse n=o0, so
erhilt man

e inmfa o 2 1nm-t1 = m
fdoSinmip = — mSm T ¢pCosgp - < + fdgpSm

Da man aber das Integral des letzten Theils fiir m — o und
m=—1, namlich

JdpSin®°p = ¢ und fdpSing = — Cosp,
schon aus dem Vorhergehenden (§. 227, I1.) kennt, so erhilt man,
wenn man m nach der Ordnung gleich o, 1, 2, 3, .., setzt:




§. 228.
— ~Sinp Cosp + 30y
— +Sin>pCosp — 3 Cos P,
fdpSintp — +8in*pCosp 3 [dpSin*p,
fdpSin‘p — :Sin*gp Cosp 4 3 fdpSin®p u. fi
in welchen Ausdriicken man noch, wenn man will, die Potenzen
von Sin ¢ nach den erwihnten Ausdriicken des §§. 99. in die Sinus
und Cosinus dieser vielfachen Winkel verwandeln kann,
Setzt man dann in diesen Ausdriicken go—¢ statt ¢, 80 er=
hilt man auch die analogen Integrale von
d¢ Cos*p, dp Cos®o, dg Cos*p u. f.
VWenn man also in der allgemeinen Gleichung (A") die Grolse

n=o0 setzt, so erhilt man das Integral von

fdp Sin*p
fd p Sin®op

i

dg Sinmt2p, wo.m == 0,1, 218y od oists
Setzt man eben so in der Gleichung (A') statt n die Grofse
so erhilt man die Integrale von
dg Sinmt2¢ Cos g,
d g Sinm1? ¢ Cos* @,
dp Sinmt3¢ Cos?p u. £,

151243500 0y

wo wieder m ‘nach der Ordnung die Zahlen o0, 1, 2, S

bezeichnet. -
Setzt man aber in der Gleichung (A) die Grifse m gleich

—m, so hat man

doCos" o 1 Cos™ T © m—n—ardeCos'e
Sinm?- i m— 1 gip™" ? e b Sin" "¢
und in diesem Ausdrucke gibt
de o
n=—o das Integral von fir m=—0, 1,2y 5. ¢
Sin™p
do Cos
n==1 » » » _?_.__?-’
Sin™ ¢
1o Cos?
b il S ¥ ¥ f-?-(-JOb—Q i B
« 1T 7
Slll ‘lJ
uand eben so erhilt man auch fir n=—1, —2; — Fioiis inis a9
Integral von
d d d
Pt ATnaT G PR u £ fir me=0,1,2,3, ..+

L] 9
Sinmtl) Cos g Sinm? Cos? @ Sin™* 3 Cosd )

Littrow's Anfangsgr. d. gesammi, Mathom. ?.6




EEEf und ganz eben so gibt
!
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und so fort fiir alle besonderen Werthe, die man den beyden
Griofsen m und n geben kann. Man findet am Schlusse die-
ses Capitels die vorziiglichsten zur bequemeren Ubersicht zu-

sammengestellt, so dafs man demnach die ganze lntegralrech- 1
nung, so fern sie sich auf die Auflésung der oben (§. 226, L)
' aufgestellten Probleme bezieht, aus der einzigen Gleichung (A), \

wie aus einer ihnen allen gemeinschaftlichen Quelle, eben so
ableiten kann, wie wir oben die Trigonometrie, und durch
sie die ganze Geometrie, deren eigentliche Basis die Trigono-
metrie ist, aus der einzigen Gleichung (A) des (. g1. abgeleitet
haben.

§. 229. (Integration des Ausdrucks ¢™deSing.)
Wenn man in der yorhergehenden allgemeinen Gleichung

frde ==y — fazdy
die Grifse

y=¢" und daz = dp Sing,
also auch

dy = mgm™—'dp und 2= — Cosgp
setzt, so erhilt man sofort
| Jomdo Sing =— ¢mCosp | m [pm—dp Cosg.
Ist dann wieder
Jy = o™ und dz = d¢ Cosgp,

so findet man auf dieselbe VWeise

JomdpCosp = ¢m—'8inp — (m—1) fp™dpSing,

y = ¢m* und dzr = d¢ Sinp
den Ausdruck
fgb’-‘"" dpSing — — @™ Cos p — (m— 2)_[@"’—3 d @ Cos .
b Setzt man dieses Verfahren fort, und substituirt dann die
einzelnen Integrale in einander, so erhilt man
fq;”*u'g) Sing = — ¢mCos g
-+ men— Sin g
- m(m—1) pm— Cos @
— m(m—1) (m—z) pn—3 Sing — -} T,
wovon das Gesetz des Fortgangs deutlich ist.




Ganz auf dieselbe Art orhilt man auch den dem vorherge-
henden analogen Ausdruck: \
fprdpCosp = pmSing
+ mom— Coso
— mn— i) @3 Sinp
— m(m—1)(m— 2)pmn—3Cosp + 4 . + -y
e beyden Ausdriicke gelten fiir alle VWerlthe von m.

un(l dies
ein Fall, der am hiu-

VVenn aber m eine ganze positive Zahl ist,
figsten yorkommt, §O brechen beyde Reihen ab, und dann wird
das Integral von

pmdp Sinp und ¢mdp Cos ¢

durch einen endlichen oder geschlossenen Ausdruck gegeben.

§. 230. (Zusammenstellung der vorhergchenden
AllSdl‘iiCkC.) Ehe wir die einzelnen Formeln, welche nach
dem Vorhergehenden aus der allgemeinen Gleichung (A) entsprin-
gen, zum bequemen Gebrauche sammeln, wollen wir ihnen noch
einige Bemerkungen vorausschicken.

Erstens gelten alle diese Ausdriicke auch dann, wenn man
in jhnen die Grifse ¢ in go—¢ verwandelt, das heifst (nach

§- 94, B), wenn man

statt setzt
bl oty 90— 9,
do o R — dg,

Sing » - - 1 0052,
Cosp. « - -} Sin ¢,
G e i Sin2¢,
Eos 200 .0 a s Cos2¢,

3 s
SHhED O} vk i e o= Cos 39,
Gos'd Gt ¥ yish. s\ TT Sin3d g,
SINHP @S S = Sin 4 ¢,

GO h D o Cos 49,
Sinfhe SIMTEN -+ Coso9,
Clos O, il Sinb¢ u. f

Demnach erhilt man z. B. durch den Ausdruck [dgSin®g Cos* o
cich den von [d¢ Cos’e Sintg,

der folgenden Tafel .auch sogl
2b *
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daher auch der letzte| “als iiberflissig, nicht durchaus in der
Tafel erscheint, Die Tafel gibt nimlich
Jd9 Sin®p Cos*p = % (:CosHp'— 3 Cos 3¢ — 2Cos¢),
also ist auch sofort
Jdp Cos®g Sin*¢ = — - (:Sin5p = Sin 3¢9 — 2 Sin¢).
Zweitens kommen, ans demselben Grunde, auch Ausdriicke

der Art
Jdo Tang®e oder [d¢Scce Tang?g u. f.

nicht unmittelbar in der Talel vor, da sie schon in den ihnen

1¢ Sin3 1 Sinz
f——_“f % oder f---?SI_n Lt
Lus-"p L:ny?
enthalten sind,

Drittens endlich lifst sich das allen Formeln dieser Tafel
zu Grunde liegende Integral
fci&_p Sinm¢ Cos”g
auch auf die zusammengesetzte Formel anwenden:
Jd¢ Sin"(ag < b) Cos*(ag - b),
wo a und b constante Gréfsen bezeichnen, wenn man nur in den
Ausdriicken der Tafel a¢ 4- b statt ¢ setzt, und dann das Ganze
durch die Gréfse a dividirt,

gleichgeltenden

Nimlich
Jd9 Cos¢ = Sing gibt

fdg Cos(ap 4+ b) = Sin(a¢ + b);
@€
Jdg Sin®¢ Cos¢ = 1Sin*¢ gibt sofort
fdg¢ Sin* (a9 4 b) Cos (a9 + b) = éSirﬁ(a@—]— b);

d © Sin2 ¢ s . Wy 90 4o .
fTh_?—" = — Singp -}~ log T'ang —— gibt eben so

'd o Sin? (ag - b) L1 : 1 . 90+ ap4-b
SR = sy + Logtag 2,

.lutugrult;tfel.
I fdgSin*#g, wo =g o ent
Jd9 Sing = — Cosg,

JdeSin*¢g — — 1S8inagp + 1o,




JdeSinte
Sdg8intg
fdg.v Sin®
fdoSin®e

fdo Cosg

fd¢ Coste
JfdeCos’e

§. 230.
-+ Cos39p — 3Cos9,
- Sin 49 +Sin2g = 19,

@ — & Cosbp - 5 Cos3p — 5Cos9,

- 8inbgy - 7 Singp — 43 Singe -
1. fdg Cos™¢

i

Sing,

fdyCos*y +Sin2g 4 f9,
fdugC()S"‘? L Sin3¢ - 1Sing,

2 Sinfp = 1Sinag + 15
'r;'T Sin 57’ + -_;}Sin.'ﬁy + r‘Sil'lkp,

15

bnnnn

JfdgCos’e ~1_Sinbp -~ & Sin4e 4 33Sin2¢ + ¢
do
111, N
f:jjllm @

de 5t {
s = logTang 9,
_.r_z?__ — — Cotang ¢,
Sin%q %

dii. Cos g 40 1 (de

fgi:139 = 2 Sin? @ 2 ) Sing %

1 &

f‘ Y = Cotang ¢ — 5 Cotang® g,
Sint o

d? 1 3 rf?
—_— = - Co Sa

fﬁillig ( Siat o + 8‘:1!1 ? e + "T!in:‘)’

do 1
e O — e - ) Cos ¢.
Sinf g Jblllb(‘j + labm» + ”bmg 4

' ey
Uub”‘?‘
1 L
ff? = logT an"9‘14?,
GCos @
do
e e=rilang ¢
Cos® g g%
5 de i Sing + d?
L:.n:-;‘cr'a 2 (JU&':C‘) 2 L-U‘;?

dg m - 1T, g

fU%_‘? = Tangy + ilmg‘?,

d?— — ( : -4 — Sin ¢ -I g —-—«({r"
Cos® ¢ 4 Gosio J ﬂ(us (,uar:a
*do 1 : 4
N | S At L 3 I

J(_Jus“- @ (} Cos® ¢ T 35 (]u&."g 15 Cus:,,) o

e — S TIEEEELL SRR
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V. fde Sin™¢ Cos ¢.
fdg Sing Cosp = — 7 Cos 2,
fdgSin*9Cosg = — -;Sin3p |- ;Sing,
fdy8Sin®g Cosgp = 35 Cos 49 — 5 Cos 2y,
fdg8intg Cos g = = Sinbp — = Sindp - §Sing.
YL fdsv Sin” ¢ Cos® ¢,
fdo Sing Cos? 9 = — 75 Cos3p. — 7 Cosg,
fdeSin*pCos*p = — ;8in4e + 59,
fdgSin®g Cos?p = y;Cos5p — 75 Cos3p — ~Cos ¢,
fdeSintgCos®y = 53 Sinbg — Z-Sinfe — ;Sin2y 4 559,
VIL. fdg Sin™g Cos®¢.
fdo Sing Cos®¢ = £Sin49,
fdgSintg CosPe = = £ 8inb5p — 58ind¢ -} 5Sing,
[doSin®g Cos’p = —_Cos bp — 7 Coszy,

153
fde Sint ¢ Cos® ¢ = 755 Sin79 — 335 8indp — = Sin 3¢
- +7Sing.

VI fdg Sin™g Cos* .
fdo Sing Costy = — — Cos59 — Cos39p — $Cos¢,
fdy Sin? ¢ Cost¢ == — 53> Sin bg — - Sin 49 — 7 Sin2p — - 9,
fdgSin®g Costy = <5 Cos 79 -~ 515 Cos bp — 77 Cos 3
— +#Cos g,
fdeSintg Cost g = +:Sin8p — 15 8in4p - 359

IX. J"(zp S'ln”‘c‘:-
Cosg

Sin ¢ -
fdo e g log Cos o,
Sinz a Z
Pogn L e g [,
05 @ 059
Sin® ¢ A d ¢ Sing
—— ISintg LR
."dgb Cos @ s Sp ot Coso ’
Sin1e Ty ! do
fde Frli :Sin® ¢ Sing - Gaig:
X d o Sin™ ¢
' Cos®
d Sing ¥ 5
-r ? Cos* @ T

Sin? g
; — Tange¢ — ¢
j‘d? ‘_:05-_-? 0¥ b ot |




-~y e e e

§. 230
SinSo 1
i L. == Cos¢ e
f‘ y Cos* g COS? + Uus:‘;’
Sindo 1 ‘ﬂ‘iu_g
L — b e e e
f‘ ? Cos* g 2 Cos g B s e i
XI d @ Si_n"“ ¢
= ! Cos® @ )
Sin 1
fd9 ot = o
057 @ 2 Uos® g
fdg 2223 _Sfj_?_ ab 2N de
Cos® @ 2 L;os’—' Cos c‘:
Sins o
log —— = o
fdo Gos' ¢ AT 3 ——— 4 logCos ¢,
“d Sinio Sm’ + 3 Smg 5 do
g Cosig — Cos*p 3 Cos? ? Cosg
<IL (Zngillmc‘;”
Cost g
d Sin ¢ 1
f E4 G??a; e SUU&?Q'
Sin%o
Pdo k. = = Mangde
j ? Cost o > L40g Pa
fd(,’) Sind o bt Sinz @ il 9
C Cost o Cos? o 3(_105"':9’
Sint o
— LTang®e — Tangg @
.’.l? LOS'? 3 ‘D? D?+J
do
L Sin™ o Cosa ’
f____(?_?J—- = log Tang ¢,
Sing Gose
d d
Sin* ?L & 5 — + e
in* o Losg mn‘a Cos o
de
e log :
fSin*c; Cos g 2 Sin%a =+ loglang ¢,
do 1 1 it do
J.'Si_n-WquJs? — T 3S8in%gp Sin g Uosg‘
S d
XIV. is

Sinm g Cos* o

j‘ dg
Sin g Gos? g e (le.‘(r + bmcr

da
o e ) :
Sin? ¢ Cos* ¢ COtang 2¢,

I




deg 2% 43
Sind o Gos o ' Sin® ?L(Jb(ta "ml cg

do 1 -
————— L e | e, " e Cﬂlﬂn" 20.
fSim o Cos? o 8 Cos ¢ Sind g * g 2¢
Lok 1
XV, S fmed _LE
Sin o Cso? =]
f - d? — gTango
Sm g Los* g 2
do i _I. S +
Sin? ¢ Cos? @ = 9 Sin o Cos? o 2 S;n @ C (]so
(.)ctz 2 Cos 20
—_—— - 2 - IO"" Ti
fbm‘rr Cos? g SinZ 20 + & TNg8s
do 1 x b do
fbmq o Cos’g 2 Cos? Q_Sin-?q 3 fSin-! = C;.:?
et 1
XVIL £?

S ~ . .
Sin ?(103 ?

f‘nn o Gosig 3 (Jb" Coso ) + “nn

:f? 1

—— — 2Cotang 29,
Sin? o Cost ¢ d Sin o Cos? @

T 1 + 5 5 » (f:‘;
f‘in"tp Cos? g T 3 Sin2 g Cos®o 3 Sin%g Cos g + JSin"’(‘:;’

|

ge 8 Cos 29 16 Cos 20
fS]:ﬂ? Coste T 3Sinday {13 8inag °

XVIL [¢™d¢ Sing.
f9d9 Sing = — ¢ Cos¢ -~ Sinp,
f¢*deSing = — ¢*Cos¢ - 29Sin¢ 4 2Cosyp,

f9*dgSing = — ¢*Cosp 4~ 3¢*Sing 4 69 Cosg — 6Sing,
f¢'d9Sing = — ¢1Cosp - 49°Sing 4 12¢* Cosg
— 249 Sing — 24 Cos ¢.
XVIIL, fgmde Cos¢. |
f9dg Cosp = ¢ Sing -~ Cosg,

[9*deCosg = ¢*Sing 4 2¢Cosp — 28ing, :
f9*dpCosg = ¢*8ing - 3¢?Cosp — 6¢Sing — 6Cos 9,
JotdpCosp = ¢t Sing 4 4¢*Cosg — 129*Sing

— 249 Cos¢ - 24 Sin p,

ey
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