
Sechs und zwanzigstes Capilel.

Bcriihningen der Curvc 11.

§. 209. (Differentialien der Coordinaten der Cur-
Ven.) So wie wir oben (§. 124, V.) den Kreis als ein regel¬

mässiges Polygon von unendlich vielen Seiten betrachtet haben,

so werden wir auch jede in einer Ebene verzeichnete Curve,

wie auch schon im Eingänge des zehnten Capitels §. 47, III. ge¬

sagt worden ist, als irgend ein Polygon von unendlich vielen Sei¬

ten betrachten, und diese unendlich kleinen Seiten gleichsam als

die Elemente ansehen können, aus welchen diese Curve besteht.

Sey NMQ (Fig. 97) eine solche Curve, und MM', M'M”

zwey nächstliegende Elemente derselben. Sey AX die Abscis-

senaxe, A der Anfang der Coordinaten, und AN, PM, P'M, . . .

senkrecht auf A X. Man ziehe durch die beyden nächsten Puncle

M und M' die Gerade TMM'c, und nehme Ma und Mb mit AX

parallel.

Nennen wir wieder AP — x und PM =y die Coordinaten

des Punctes M, und setzen wir PP = P'P'. . . = dx für die un¬

endlich kleine Änderung, oder für das constante (§. 55 , I.) Diffe¬

rential, der Abscisse x. Bezeichnet man nun die Ordinaten der

dem M nächstfolgenden Puncte

P'M' durch y,

P'M" » y" u. f.,

so ist der im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Unterschied

der beyden ersten Ordinaten gleich Ma, so wie der Unterschied

der beyden letzten gleich M"b. Wir wollen jenen durch dy,

und diesen durch dy bezeichnen, so dafs man hat

M'a = dy = y — y und

M"b = dy = y" — y.

Dicfs vorausgesetzt, hat man für die Differenz dieser bey¬

den Gröfsen dy und dy, das heifst, für das ztveyle Dijß'crcnlial
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dPy der Ordinate PM = y den Ausdruck

dPy = dy — dy = y" — 2/ -f* J 1
oder auch

d 1y = ilf'ö — M’j.

Da aber die durch die beyden ersten Puncte M und M' ge¬

zogene Gerade TMM' die Ordinate P"M" in dem Puncte c schnei¬

det, so sind die beyden rechtwinkligen Dreyecke MM'a und

M'bc gleich und ähnlich, also ist auch bc = M'a, und daher

d*y = M"b — bc oder d-y = M" c ,

d. h. die kleine Linie M"c ist das Bild des zweyten Differentials

der Ordinate y.

Demnach erhalten -wir für die dritte Ordinate P"M' den

Ausdruck

y"= PM - f all' -f- bM",

oder da PM=y , aM'z=.bc=:dy und cM"= d*y ist:

f = y + 2d x +

I. Da die Curve in der Zeichnung der Fig, 97 gegen die

Abscissenaxe AX convex erscheint, so ist auch das zweyte Dif¬

ferential M"c — dry positiv. Ist aber die Curve gegen AX con-

cav, so fällt der Punct M" derselben zwischen die Puncte b und

c, und dP y wird negativ, w :ie man in Fig. 97, A sieht.

5. Q io. (Tangenten und Normalen der Curven.)
Wenn die Gerade TM (Fig. 97) blofs durch zwey nächste Puncte

M und jM der Curve geht, ohne diese Curve in der ersten Nähe

dieser Puncte zu schneiden, wie diefs in §. 209. vorausgesetzt

worden ist, so hat die Gerade TM mit der Curve blofs ein Ele¬

ment MM' gemeinschaftlich, und heifst in diesem Zustande die

Tangente (oder die Berührungslinie) der Curve für den Punct M.

Diese Tangente drückt demnach gleichsam die Richtung aus, wel¬

che der diese Curve beschreibende Punct, während seiner Be¬

wegung, in dem Puncte Afliat, und man sieht, dafs es nicht

ohne Interesse für die Kenntnifs einer krummen Linie seyn wird,

diese Richtung ihrer Krümmung für jeden Punct derselben zu

erhalten.

Eben so wird eine auf diese Tangente in dem Berührungs-

puncte M derselben errichtete senkrechte Gerade MR die JYo/v
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male der Ctrrve für den Punct M genannt. Auch pllegt man diq

Entfernung der Durchschnittspuncte dieser zwey Geraden mit der

Axe der x von dem Puncte P, oder

die Linie P T die Subtangenle ,

und die Linie PR die Subnormale

der Curve für denselben Punct M zu nennen.

I. Diefs vorausgesetzt, wollen wir nun die Gleichung der

Tangente einer gegebenen Curve suchen.

Diese Gleichung wird, da sie einer geraden Linie angehört,

die Form haben (§. 176.)

y — ax -|- 6 ,

wo x undjr' die veränderlichen oder die laufenden Coordinaten

für jeden Punct dieser Geraden, und wo a und b constante Grös¬

sen seyn werden, die wir zu bestimmen haben.

Sey die Gleichung der gegebenen Curve zwischen den Coor¬

dinaten x und y ausgedrückt, die sich mit den vorhergehenden

Coordinaten x und y auf dieselben Axen und auf denselben An-

fangspunct beziehen.

Da die Tangente durch einen bestimmten Punct M der Curve

gehen soll, dessen Coordinaten wir überhaupt x und y genannt

haben, so wird man die Bedingungsgleichung haben:

y — ax -J- b . . . (x).

Da aber diese Gerade, wenn sie in der That Tangente zur

Curve in dem Puncte M seyn soll, auch noch durch den nächst¬

folgenden Punct M’, oder da sie durch das Element MM' der

Curve gehen soll, von welchem die Coordinaten des letzten Punc-

tes M' sind

x -j- dx und y -j- dy,

so mufs auch noch diese zweyte Bedingungsgleichung

y -{- dy = a (x -j- d x) -|- b . . . (2)

Statt haben. Zieht man von dieser Gleichung (2) die erste (1)

ab, so erhält man

dy = ad x ,

und diese ist offenbar das Differential der Gleichung (1). Wir

haben daher die zwey einfachen Bedingungsgleichungen:

y = ax -f bl

und dy = adx J
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und diese reichen hin, die gesuchten Werthe der beyden Con-

stanten a und b, unserer Aufgabe gemäfs, zu bestimmen.

Wir erhalten nämlich

a

b

—

d x
und

x dy
d x

Substituirt man daher diese Werthe von a und b in der oben

angenommenen Gleichung

/ = «'+ b,

so erhält man für die gesuchte Gleichung der Tangente den Aus¬

druck

/ — 7 = 0 '— • • • ( A )*

II. Daraus folgt auch sofort (nach §. >77? III.) für die auf

die Tangente in dem Berührungspuncte M derselben senkrechte

Normale MR die Gleichung

/ — T = — O' — x ) • • • ( B )‘

III. Setzt man in den beyden Gleichungen (A) und (B) die

Gröfse y — o, um denjenigen Punct T oder R zu erhalten, in

welchem die Tangente oder die Normale die Abscissenaxe schnei¬

det , so erhält man
"Vd y"

für die Subnormale P R = x — x = -——,d x

und für die Subtangente PT = sc — x = — y& x
dy

das negative Zeichen, da T und R auf verschiedene Seiten des

Punctes P fallen.

IV. Dieselben Ausdrücke wird man auch aus der Bemer¬

kung ableiten, dafs die Dreyecke TPM , PMR und MaM' un¬

ter sich ähnlich sind. Setzt man nämlich, wie zuvor, Ma — dx ?

M'a = dy, und noch der Kürze wegen

so hat man

pder

MM' = Vdx 1 -(- dy- = ds,

TP : PM = Ma : M'a

Subtangente TM — —y— >
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wie zuvor, und elien so findet man auch

Subnormale MR = dx 5
so wie

MT =und MR =
dy dx

V. Nennt man endlich noch co den Winkel MT A, welchen

die Tangente mit der Abscissenaxe bildet, so hat man

also auch
Tang co = g,

dy , dx
Sin co = und Cos co =

ds ds

Ex. Für die Ellipse hat man die Gleichung (J. 198.)

f! _l_ =sd2 ' b 2 ’
also ist auch

x dx . ydy
— +‘ I /= 0 ’

und daher

dy j m b 2 x-d- oder Tansrco = — -- =
dx a'-y

b x

so wie

ds = \/d x 2 -j- dy- == —— ■

a v/ ei-— x %

d x , fd 2 — (d1 — b 2) x 2
a 2 — x 2

Man erhält demnach für die Gleichung der Tangente der

Ellipse zwischen den veränderlichen Coordinaten x und y den

Ausdruck
x x' , y y

und eben so für die Gleichung der Normale

x (y — y) y (x‘— x )

Ferner ist die

d2 b 2

Subtangente

Subnormale = —

x
b 2 x

Tangente MT= ~V aZ — x% • V a * — (a* — b l ) x 2 ,

Normale MR = )/«4 — ( a 2 — b 2) x 2 .
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Man sieht daraus z. B. dafs die Tangente der Ellipse in den

Leyden Endpuncten A und B (Fig. 84) der grofsen Axe senkrecht

auf AB, und in den beyden Endpuncten D und E der kleinen

Axe parallel mit AB ist, und dafs diese Tangente unter dem

Winkel von 45 Graden gegen AB geneigt ist für diejenigen Puncte

der Ellipse, zu welchen die Coordinaten gehören:

— a ~ j
+ 6 - ^ a z b z

Setzt man in den vorhergehenden Ausdrücken die Gröfse

a = b, so erhält man die analogen Werthe für den Kreis , für

welchen daher die Normale immer gleich dem Halbmesser des

Kreises ist, während die Tangente auf diesem Halbmesser senk¬

recht steht. (Yergl. §. n 5 .) Setzt man aber statt a und b die

Gröfse —a und b —1, so erhält man die analogen Ausdrücke

für die Hj'perbel.

Ist TMt (Fig. 84) die Tangente der Ellipse in M, so ist

FT — Suhtang -J- FP = —- x -f- (x — ae) = ^ (a — ea:),
und eben so auch

F'T=^a + cx),

wo ae =CF = CF' die Excentricität der Ellipse bezeichnet.

Aber die Gleichung (B) des §. 197, III. gibt

r = p — ex,

oder da p = a(i—e 2) und x = x — ae ist:

r = FM = a — ex,

und eben so, da (nach §. 198, I.) FM'= r= za — r ist:

r = F'M = a -J- ex,

so dafs man demnach hat

FT = — und F'T == — ,x x

woraus folgt
FT F'T

r r

^ , FT SmFMT , F'T Sin F'Mt .
Da aber ——= ■ ... - und —- — ist, so istr Sin T r Sm T

auch

FMT = FRIl,
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oder die Winkel der Tangente mit den beydcn Radien FM und

F'M sind für jeden Punct der Ellipse unter sich gleich. Dasselbe

hat auch für die Hyperbel Statt. Für die Parabel aber findet man

(Fig. 85 ), dafs der Winkel FMT gleich dem Winkel tMQ ist,

wenn durch den Punct M die Gerade MQ mit der Abscissenaxe

AP parallel gezogen wird. Auf diese Eigenschaften dieser drey

Curven gründet sich bekanntlich die Anwendung derselben zu

Brennspiegeln und Reverberen.

§.2n. (Krümmungskreise der Curven.) Wie wir

in dem Vorhergehenden diejenige Gerade gesucht haben, die

durch zu>ey nächste Puncte einer gegebenen Curve geht, so wer¬

den wir nun auch eine solche Linie bestimmen können, die drey

nächste Puncte mit der gegebenen Curve gemein hat. Zu dieser

Linie wird sich vorzüglich der Kreis eignen, da derselbe, nach

§. in, 1 . durch drey Puncte seiner Gröfse und Lage nach voll¬
kommen bestimmt wird.

Sind a und ß die den laufenden Coordinaten x und y pa¬

rallelen Coordinaten des Mittelpunctes dieses Kreises, und ist p

der Halbmesser desselben, so hat man für die allgemeine Glei¬

chung des Kreises (§. 199, Gleichung (4))

(x — a y + (y — ßy- = p z . . • (i)>

in welcher man daher die drey Gröfsen a, ß und p, den Bedin¬

gungen des Problems gemäfs, bestimmen soll.

Wenn nun wieder die Gleichung der gegebenen Curven

zwischen den, den vorigen analogen Coordinaten x und y aus¬

gedrückt ist, so soll der Kreis, jenen Bedingungen gemäfs, durch

drey nächste Puncte der Curve gehen, deren Coordinaten sind;

des ersten. x und y,

des zwey ten. . -j- dx » y -f- dy,

tr des dritten (nach §. 209.) . x -j- adx -)- d 2 x » y -j- ady-j- d l y.

Substituirt man diese Werthe statt x und y in der Glei¬

chung (1), so erhält man drey Bedingungsgleichungen, aus wel¬

chen man daher die drey unbekannten Gröfsen u, ß, p bestim¬

men wird. Man wird aber, wie in §. 210, 1 . bemerken, dafs

diese drey Bedingungsgleichungen den gewöhnlichen Differen¬

tialgleichungen des Ausdrucks (1), das heilst, den drey GleL

\
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cliungen

O — a) 3 -f- (y—ß) z —- p z = o |
— a)dx + (y — ß)dy = o > . . . (I)

(:r— a)d z x 4“ (,/ — ß)d z y 4~ dx z 4“ dy- s= o )

gleichgeltend sind. Denn bezeichnet man die erwähnten drey

Bedingungsgleichungen der Kürze wegen durch A, B und C , so

ist B—-A die zweyte, und A — aß-\-C die dritte der Gleichun¬

gen ( 1), wenn man, nach dem oben (§. 47.) aufgestellten Prin-

cip dieser Rechnungsart, die höheren Differentialien gegen die

niederen wegläfst.

Sucht man nun aus diesen drey Gleichungen (I) dieWerthe

von a, ß und p auf dem gewöhnlichen Wege der Elimination

(§. 67, I.), so erhält man, wenn man wieder der Kürze wegen

ds z — dx z 4~ dy z setzt:

d s-. dy \

d x d' l y — dy d z x J
_ . ds z . dx I

^ ^ d x d- y“ - dydTx ( ' ' ^ ‘_ ds^ ,1
dxd zy — dyd-x I

Durch diese drey Gröfsen a, ß und p ist daher derjenige

Kreis vollkommen bestimmt, der mit der gegebenen Curve zwey

nächste Elemente gemeinschaftlich, oder der, wie man sich auch

auszudrücken pllegt, mit dieser Curve eine Berührung der zwey-

ien Ordnung hat, während die in $.210. betrachtete Tangente

mit dieser Curve nur eine Berührung der ersten Ordnung ein¬

geht. Aus dieser Ursache schliefst sich auch dieser Kreis viel in¬

niger an die Curve an, als die Tangente, und sein Halbmesser gibt

gleichsam das Mafs der Krümmung der Curve in jedem ihrer

Puncte an, während die Tangente nur die Richtung ihrer Krüm¬

mung anzeigt, daher auch dieser Kreis der Kriimmujigskrcis der

Curve genannt wird.

Man sieht, wie sich dasselbe Verfahren auch auf Berührun¬

gen der dritten und höheren Ordnungen fortsetzen läfst.

I. In dem Vorhergehenden ist, der gröfsern Allgemeinheit

wegen, kein erstes Differential als constant vorausgesetzt wor¬

den. Da aber, nach JJ. 55 , I. eines derselben constant angenoin-
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men werden mufs, so kann man dafür z. B. das Differential dx

wählen, wodurch d 2 x = o wird, wodurch die Gleichungen (C)

in l’oleende übergehen:
ds 2 dy

CL - X = - --r;-d x d-y
d s 2

(C).

_ d s z
^ dx d zy

Will man aber, was ebenfalls angeht, die Gröfsc dy con-

stant setzen, so hat man
d s 2a — x = -—d-x
ds 2 dx

ß — y = —

p =

dyd-x
d ä 3

• • (C").

dy d 2 x

Wollte man endlich das zusammengesetzte Differential

ds = \/da :2 -j- dy * als constant annehmen, so hätte man
d . (dx '1 -1- dy 2) s= o oder
dxd l x -{- dyd 2y = o, also auch
dx 2 . d 2 x = dy 1 . d 2y ,

so dafs daher die Gleichungen (C) unter dieser Voraussetzung in

folgende übergehen:

_ ds 2 d 2 x
d 2 x 2 d 2 y 2

ß — y
d s 2 d2 y

d 2 x 2 -j- d 2 y 2
ds 2

. . (C"').

V d 2 x 2 -J- d 2 y 2

Ex. I. Für die Parabel (§. 201.) hat man die Gleichung

y 2 = zax,
also ist auch

dy = , ds =■ Va 2 -}* y~ und
a 2 d x 2

wenn dx constant angenommen wird. Damit geben die Glei-

d x
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a — x = - (ar -f- y") ,

y = - J(^ + r 2) v

p = — -^0* +jrT*

Für den Scheitel z. B. der Parabel, wo ;r==y = 0 ist, er¬

hält man aus den letzten Gleichungen

a = a ,

ß = o und

P = — a*

wo das negative Zeichen von a anzeigt, dafs die Curve in diesem

Puncte gegen die Abscissenaxe concav ist (§. 209, I.).

Ex. II. Für die Cyclois werden wir, wenn man ihr die ei’ste

der in §. 207. angeführten Gleichungen zu Grunde legt, und der

Kürze wegen y
, 1 — — = Cosy, also auch

d y =
d y dy

a Sin

setzt, den Ausdruck erhalten:

V*ay — y*

x = <zy — \fzay — y*,

und davon ist das Differential

dx = ado -

V 2 ay — y-~

oder, wenn man den vorhergehenden Werth von dy substituirt:

_ ady — (a—y) dydx =

das heifst

V1

dx = . ,

Vt ay — y-

welches daher die Differentialgleichung der Cyclois ist.

Nimmt man von ihr wieder das Differential, und setzt dx

constant, so erhält man
a dy 2= —

■ay — y-
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so wie auch
*2a dy~

J

Mit diesen Werthen findet man aus den Gleichungen (A),

(E) und (C') für die Cyclois

Man sieht daraus, dafs der Halbmesser p des Krümmungs¬

kreises der Cyclois gleich ist der doppelten Normale für densel¬

ben Punct.

Zieht man ferner die beyden Sehnen MH und ML (Fig. 93)

des erzeugenden Kreises, so hat man, nach der bekannten Glei¬

chung des Kreises (§. 199, Gleichung 2), da PM = HK —y ist:

oder diese Sehne MH des erzeugenden Kreises ist zugleich die

Normale der Cyclois für den Punct M, und da die Tangente je¬

der Curve auf der Normale senkrecht steht, der Winkel HML

aber, als ein Winkel im Halbkreise (§. 112, I.), gleich 90° ist,

so ist auch die andere Sehne ML die Tangente der Cyclois in

dem Puncte M.

§. 212. (Evoluten der Clirven.) Da die Coordinaten

a und ß des Mittelpunctes des Krümmungskreises Functionen der

beyden Coordinaten x undjy der gegebenen Curve sind, so wer¬

den auch umgekehrt x und y Functionen von a und ß seyn. ln

der That werden sich diese Gröfsen a und ß ändern, wenn die

Abscisse x der gegebenen Curve geändert wird, oder wenn man

von einem Puncte dieser Curve zu dem nächstfolgenden über¬

geht, und die Aufeinanderfolge aller dieser Mittelpuncte der ver¬

schiedenen Krümmungskreise einer gegebenen Curve werden

J
Subtang = - -•>

Subnorm = \f*ay—y", Norm = Yzay,2 ay — y~ , iNorm =s

a = a: + 2 ay — y-,

p =3 2 Y 2 ay.

MK 2 = 2 ay — y z .

Da aber MH z = MIC* -j-jy 1 ist, so hat man auch

MI 1 — y 2 ay ,
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wieder eine andere Curve bilden, die man die Evolute (oder die

Abgewickelte) der gegebenen Curve nennt, während umgekehrt

die gegebene Curve selbst die Evolvente der anderen genannt

wird.

Sind MN, mn, rrin, . . . (Fig. 98) die Krümmungshalb¬

messer der gegebenen Curve Mm tri . . ., so ist der Ort aller

Mittelpuncte ihrer Krümmungskreise, oder so ist die Curve

Nfnn . . . die Evolute der gegebenen Curve, wo AP = x, PM=y

die Coordinaten der Evolvente Mmm, und AQ = a, Q N = ß

die analogen Coordinaten der Evolute Nnn sind.

Zwischen diesen vier Gröfsen x, y, a und ß haben aber die

drey vorhergehenden Gleichungen (I) des §.211. Statt, von wel¬

chen die zwey letzten, für dx = Const, sind:

(x — a)dx -f- (y — ß)dy — o,

(y — ß)d, z y -f- dx z -f- dy z = o.

Verbindet man damit die ebenfalls in x und y ausgedrückte

Gleichung der gegebenen Curve oder der Evolvente, so wird

man, wenn man aus diesen drey Gleichungen die zwey Gröfsen

x undjy eliminirt, eine Gleichung zwischen den hier als verän¬

derlich angenommenen Gröfsen a und ß erhalten, welche Glei¬

chung daher für die gesuchte Evolute gehören wird.

Ex. I. Für die Parabel haben wir in §. 211, Ex. I. erhalten

a ~ x = i (a z + J ')»

ß — y = — -JO 1* +.r)j

und aus ihnen folgt sofort

a — x ss a 2 x,

Eliminirt man aber aus diesen zwey Gleichungen die Gröfse

x , so erhält man

ß 2 = (a — a) 3,
27 a '

oder wenn man der Kürze wegen setzt

tO — a) — v und ß = §?

für die gesuchte Gleichung der Evolute
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e 3 = a . I 2 ,

die daher die Neil’schc Parabel ist (§. 202.).

Ex. II. Für die Cyclois haben wir oben (§. 211.) erhalten

a = x- -j- 2 \f 's. ay — y x und

ß = — jr.

also auch __

x — a — 2 Y — 2 2 aß — ß 3 und

y = — ß>

wo (Fig. 93) AP = X, PM=y die Coordinaten der Evolvente

AMD, und wo AQ = a, Qm = ß die analogen Coordinaten

der Evolute Amd sind,

Substituirt man diese Werthe von x undj- in der Gleichung

x == a . Are Cos —■ y 2 ay — y x

der Cyclois ($. 207.), so erhält man für die Evolute dieser Curve

a = a. Are Cos 0+0 + v-* aß~ß x ,

die also wieder dieselbe Cyclois, nur in verkehrter Lage gegen

die Abscissenaxe AB ist, indem bey der Evolvente AMD die

Spitze in A und der Scheitel inD, bey der Evolute Amd aber

der Scheitel in A und die Spitze in d ist.

Dasselbe hätte man auch schon aus der obigen Bemerkung

schliefsen können, dafs der Krümmungshalbmesser p=Mm

gleich der doppelten Normale oder gleich der doppelten Sehne

MI1 des erzeugenden Kreises ist, wie sich denn auch aus den

vorhergehenden Ausdrücken (§. 21! , Gleichung I) leicht zeigen

läfst, dafs überhaupt für jede Curve der Krümmungsmittelpunct

mit dem Durchschnitte der Normalen zweyer nächsten Puncte der

Curve identisch ist.

Ex. III. Für die Ellipse hat man die Gleichungf: . zl =
a- ‘ fr

Sucht man daraus die Werthe von dy , dry und ds, so

erhält man, wenn man diese Werthe in den Gleichungen (C')

des §. 211. unter der Voraussetzung von dx — Const substituirt,

für a und ß die Ausdrücke:
Littrow’s Anfangsgr. <1.gesnmmt. Mathen». 23
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(** —i s )

(a3_ J2)

also auch

^ 'V

Substituirt man diese Werthe von — und ^ in der ursprüng¬

lichen Gleichung der Ellipse, so erhält man

(... aa -Y 4. (_i£_Y
oder wenn man alle Glieder dieses Ausdrucks durch

multiplicirt:

G)T + G)’» (i -0*
für die gesuchte Gleichung der Evolute BDCE (Fig. qo) der

Ellipse bdce. (Yergl. §. 204, I.)

§. 2i3. (Die vorhergehenden Ausdrücke durch
Polarcoordinaten.) Bisher haben wir die Berührungen der
Curven durch rechtwinklige Coordinaten xy ausgedrückt. Um

dieselben auch durch Polarcoordinaten (§.180, I.) auszudrücken,

seyen (Fig. 99) diese senkrechten Coordinaten

also r und v die Polarcoordinaten desselben Puncte 3 M derCurve

MN, so dafs man daher hat

Sey ferner TM die Tangente und MR die Normale der Curve

für den Punct M. Zieht man durch den Anfangspunct A der

Coordinaten eine auf den Badius AM senkrechte Gerade, welche

die Tangente TM in T' und die verlängerte Normale MR in R'

AP = x, PM =3 y ,

und sey eben so

der Radius AM = r,

und der Winkel XAM = v ,

x = r Cos v und y = r Sin v.
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schneidet, so nennt man, für Polarcoordinaten, von den bcyden
Theilen der erwähnten Geraden T'R'

den ersten A T die Subtangente,

und den zweyten A R' die Subnormale

der Curve für den Punct M.

Um diese beyden Functionen auf eine einfache Weise zu

bestimmen, beschreibe man aus dem Anfangspuncte A mit dem

Halbmesser AM= r einen kleinen Kreisbogen, der den nächst¬

folgenden Radius Am der Curve in dem Puncte a schneidet, so

ist Aa = AM—r und daher am = dr , so wie der Winkel

MAm , wenn man auf sein Zeichen nicht achtet, gleich dv, also

auch der Kreisbogen Ma selbst gleich rdv. Diefs vorausgesetzt,

kann man das unendlich kleineDreyeck Mam als ein rechtwink¬

liges, geradliniges Dreyeck betrachten, das den beyden endli¬

chen Dreyecken MAI" und AMR' ähnlich ist, und in welchem

die Hypotenuse

Mm = ^d r 2 r 1 dv z

ist, für welchen Ausdruck wir wieder, der Kürze wegen, ds

setzen wollen, so dafs man demnach folgende Proportionen hat:

TA : MA = Ma : ma oder TA = r f - ,dr

R'A : MA — ma : Ma » R'A £=
d v

TM: MA = Mm : ma » TM =
dr

R'M : MA = Mm : Ma » B!M =
d V

Es ist daher

_y r- dv

die Subtangente 1A =s ^ ,

und die Subnormale B!A =
d u

I. Um eben so den Krümmungshalbmesser p durch Polar-

coordinaten auszudrücken, so hat man, wenn man die vorherge¬

henden Gleichungen

x = r Cos v und y = r Sin p
differentiirt:

dx — dr Cosv — rdv Sinv,

dy = dr Sinv -j- rdv Cosv,
23 *
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und wenn man auch von diesen Ausdrücken wieder das Differen¬

tial in Beziehung auf clv — Const oder d 2 v — o nimmt:

d 2 x = 'd 2 r Cosj> — zdrdv Sinv — rdv 2 Cosv,

d 2y = d 2 r Sin v -J- 2 d rdv Cos v — rdv 2 Sinv.

Substituirt man aber diese Werthe in dem vorhergehenden

(§. an , Gleichung C) Ausdrucke von

_ (d x- -f- d y 2) 3

^ dxd 2 y — dyd-x ’
so erhält man sofort

_ (d r 2 + r- d v2) 3

^ r 2 du 3 -j- 2 dr 2 dv — r d» d 2 r

§. 214. (Curven von doppelter Krümmung.) Bis¬
her haben wir nur solche krumme Linien betrachtet, die durch¬

aus in einer und derselben Ebene liegen, und die man daher

auch ebene Curven zu nennen pllegt. Es kann aber auch solche

krumme Linien geben, deren je zwey nächste Elemente immer

in verschiedenen Ebenen liegen. Wenn z. B. auf einem Cylin-

der von kreisförmiger Basis ein vollkommen biegsamer Fadon in

der Richtung der gewöhnlichen Schraubengänge aufgewunden

wird, so wird sich dieser Faden nicht blofs in einer auf die Axe

des Cylinders senkrechten Ebene um denselben winden, sondern

auch zugleich immer mehr von der Basis' dieses Cylinders sich

entfernen, und demnach in jedem seiner Puncte eine doppelte

Bewegung in einer horizontalen und zugleich in einer vertikalen

Dichtung annehmen.

Sey ANM' (Fig. 100) ein solcher Cylinder, dessen Seiten¬

linien auf der Ebene der xy senkrecht stehen. Die Basis dessel¬

ben sey ein Kreis NAN' in derselben Ebene, dessen Mittelpunct

C, und dessen Halbmesser CA = a auf dem Durchmesser NN'

■senkrecht steht. Wird auf der Oberlläche dieses Cylinders ein

Faden AMM' . . . so aufgewunden, dafs di,e senkrechte Ent¬

fernung MQ jedes Punctes M des Fadens von der Basis dem

Kreisbogen AQ proportional ist, so fälle man von dem Puncte

Q das Loth Q P auf den Durchmesser NN', und man- hat, wenn

der Winkel ACQ — v ist:

CP — x = a Siny und PQ = y — aCosv,
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so wie endlich

QM = z = b . av, .

wo b irgend eine Constante bezeichnet.

Elirainirt man die Gröfse v aus diesen drey Gleichungen,,

so erhält man

x z y 2 sa a 2
• X

z = ab . Are Sin —
a
v

und z = a b . Are Cos -
a

für die Frojectionen der Schraubenlinie A MM ... in den drey

coordinirten Ebenen. Von diesen drey Gleichungen ist jede eine

Folge der beyden andern.

Man sieht daraus, dafs jede Curve von doppelter Krüm¬

mung durch zwey Gleichungen ausgedrückt wird, deren jede,

wie bey der geraden Linie im Raume (J. ! 0 i.), eigentlich die

Gleichung ihrer Projection in einer der drey coordinirten Ebe¬

nen darstellt. Da aber jede Gleichung, isolirt betrachtet (nach

§, 189, III.), für irgend eine Fläche gehört, so wird man auch

jene zwey Gleichungen, wenn sie zusammen betrachtet werden,

als den analytischen Ausdruck für den Durchschnitt von zwe^

krummen Flächen ansehen können.

Um noch ein anderes Beyspiel einer Curve von zwcyfacher

Krümmung anzuführen , so haben wir oben (§. 189, I.) gesehen,

dafs die Gleichung

x = az -j- a

für eine auf der coordinirten Ebene der a- z senksechte, so wie

y « b z -(- ß

für eine auf^z senkrechte Ebene gehört.

Wenn man nämlich in der Ebene der xz die Gerade, deren

Gleichung a = as a ist, verzeichnet, und wenn man dann,

durch alle Puncte dieser Geraden, auf dieselbe Ebene der x z

senkrechte Linien errichtet, so wird die Aufeinanderfolge aller

dieser Lothe diejenige Ebene bilden, welche durch die Gleichung

x = az -a vorgestellt wird, und dasselbe gilt auch von den

Lothen auf der Ebene der yz, die man durch die in dieser Ebene

gezogene Gerade, deren Gleichung y = bz -j- ß ist, errichtet.

Ganz auf dieselbe Weise wird also auch die Gleichung
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y % = ax

einen auf der Ebene der xy senkrechten Cylinder vorstellen,

dessen Basis eine in dieser Ebene liegende Parabel des Parame¬

ters a ist, so wie
z 1 == by

wieder einen auf der Ebene yz senkrechten Cylinder bezeichnet,

dessen Basis eine in derselben Ebene liegende Parabel des Para¬

meters b ist. Beydc Gleichungen zusammen genommen aber

y 1 = ax

z 1 = by 1

gehören für die Curve von doppelter Krümmung, in welcher sich

diese zwey parabolischen Cylinder durchschneiden.

§. 215. (Tangente einer Curve von doppelter
Krümmung.) Auch diese Curven lassen sich, wie die ebe¬
nen, als Polygone von unendlich kleinen Seiten betrachten, nur

mit dem Unterschiede, dafs bey jenen diese Seiten nicht mehr

in einer und derselben Ebene liegen, so dafs also auch hier die

Tangente der Curve nichts anderes, als die Verlängerung irgend

einer Seite des erwähnten Polygons seyn wird.

Nennt man daher x, y, z die Coordinaten des Anfangs-

punctes M einer dieser unendlich kleinen Seiten, und x + dx,

y dy, z -j- dz die Coordinaten des Endpunctes m derselben,

so wie auch Mm~ ds den Abstand dieser beyden Puncte M

und m von einander, wo demnach (§. 184.) diese Seite

ds =; \/ d x z -J- dy 1 -J- d z z

ist, so werden die Gröfscn dx, dy, dz nichts anderes, als die

Projectionen (§. 184.) der Seite ds auf die drey coordinirten

Axen der x, y, z seyn. Sind also a, ß, y die Winkel, welche

die Tangente der Curve in dem Puncte M mit den drey coordinir¬

ten Axen der x, y, z bildet, so hat man (Jj. 181, I.)

Cos a =2
dx

d s ’ Cos /3 = Cosy = —.ds ‘ ds

Allein die Gleichungen einer geraden Linie im Raume, die

durch einen gegebenen Punct (dessen Coordinaten x, y, z sind)

geht, und die mit den Axen der x, y, z in derselben Ordnung

die Winkel u, ß, y bildet, sind (§. 186, IJ._):
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(y — y) Cosa = (x — x) Cosß,

(s — z) Cosa = (# — x) Cosy,

(s — z) Cosß = (jy—y) Cosy,

wo xyz die laufenden Coordinaten der Linie, und wo xj-z, so

wie aß y als constante Gröfsen zu betrachten sind, die für jeden

bestimmten Punct der Curve von doppelter Krümmung (durch

die Gleichung dieser Curve zwischen xyz) gegeben sind.

Substituirt man daher in diesen Gleichungen die vorherge¬

henden Werthe von Cosa, Cosß und Cosy, so erhält man für

die gesuchten Gleichungen der Tangente einer Curve von doppel¬

ter Krümmung die Ausdrücke:

von deren jede eine unmittelbare Folge der beyden andern ist.

I. Nach $. 193, III. steht die Ebene, deren Gleichung ist

ax -j- by -j- z t= P,

(x — x')dx -f (y— y')dy+ (3 — z)dz == 0 . , . (E)

für die Gleichung einer Ebene (zwischen den veränderlichen Cooiv

dinaten xyz), die durch den Punct xyz geht und senkrecht auf

der Tangente der Curve von doppelter Krümmung steht.

Ex. Für die oben angeführte Schraubenlinie hat man

so dafs daher die Gleichungen der Tangente der Schrauben¬
linie sind:

( 7 — /)

auf der Geraden senkrecht, deren Gleichungen sind

x = az -{- a und y = bz -J- ß.

Setzt man daher

und b
dx
dz dz

so erhält man

oder
x d x -J- y dy = o

dy x dz ab dz ab
dx
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y — y

Cr—/)

und eben so liat man für die Gleichung einer Ebene, die durch

den Punct xyz dieser Curve geht und senkrecht auf derselben

steht:

§. 216. (Tangirende Ebenen-) Zum Beschlufs dieses

Gegenstandes wollen wir noch die Gleichungen derjenigen Ebene

suchen, welche eine gegebene Fläche in einem bestimmten Puncte

berührt.

Es ist bereits oben (§. 189, IV ) gesagt worden, dafs in der

Gleichung einer Ebene, und eben so überhaupt in der Gleichung

einer Fläche zwischen x, y und z, immer zwey dieser drey Coor-

dinaten, z. B. x und_y, gegeben oder willkürlich angenommen

werden müssen, um dadurch die dritte z zu bestimmen. Da diese

Leyden ersten Gröfsen x und y durch keine weitere Relation um»

ter sich verbunden sind, so wird man auch die eine derselben

verändern können, während die andere ungeändert bleibt. Auf

diese Weise kann demnach die Gröfsc z auf zwey verschiedene

Arten variiren, nämlich in Beziehung auf x sowohl, als auch in

Beziehung auf y. Nimmt man daher von der gegebenen Glei¬

chung einer Fläche das Differential von z blofs in Beziehung auf

chung blofs in Beziehung auf z und y differentiirt, und dabey
die Gröfse x als constant betrachtet.

Analysis von der gröfsten Wichtigkeit, daher sie hier durch Ein-

schliefsung in Klammern von den bisher betrachteten gewöhnli¬
chen Differentialien unterschieden werden.

Der Kürze wegen wollen wir diese partiellen Differentialien

(ß — x')y — (y — y')x -j- (z — z')ab = 0 oder

ab(z — z ) = xy — xy.

x, so erhält man das partielle

das partielle Differential erhält, wenn man dieselbe Gleh

Differential f -,—'),v a x J so wie man

Diese partiellen Differentialien sind für die geometrische
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(£) = '’ “ na GH)“»
setzen, so dafs daher die Differentialgleichung einer jeden Flä¬

che immer die Form haben wird:

dx und dy von einander ganz unabhängig sind, so wird jede

solche Gleichung eigentlich zwey andern Gleichungen äquivalent

seyn, nämlich
dz . dz

— = P und ^=<7,

oder , was dasselbe ist:

Ist M (Fig. ioi) ein Punct der gegebenen Fläche, und legt

man durch denselben zwey mit xz und yz parallele Ebenen

MQ'Q'' und MPR, und legt man eben so durch einen nächsten

WR!R!' und N'P'R', so wird die Gleichung
d z

~dI-~ P

derjenigen Cürve MM' angehören, in welcher die Ebene MQ'Q

die Fläche schneidet, so wie die Gleichung

für die Curve MN gehört, in welcher die Ebene MPR die Flä¬

che schneidet.

ln der ersten dieser Gleichungen ist dz — QM.' — QM,

und in der zweyten ist dz"=z RN —■ QM, oder dort ist das par¬

tielle Differential von dz

I. Jede Gleichung zwischen drey veränderlichen Gröfsen

x, y, z, von welchen je zwey, z. B. x und^, unabhängig sind, hat

demnach zu ihrem Differential zwey Gleichungen, aber zwischen

partiellen Differentialien.

dz = pdx q dy.

Da aber die Gröfsen x und y, also auch ihre Änderungen

und

Punct N' derselben Fläche zwey den vorigen parallele Ebenen

d z

dz = pdx, und hier ist es dz"=s q dy ;

beyder Summe dz' -J- dz aber, oder das vollständige Differen¬

tial von s ist

dz = R'N’ — QM — pdx -f- qdy.
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Ist z. B. die Gleichung einer Fläche

+ = 1

i .r
d- b"

gegeben , so ist ihre partielle Differentialgleichung in Beziehung
auf a und x:

und in Beziehung auf z und^:

II. Sey nun

z — Ax -f- By -}- C

die Gleichung einer Ebene, welche eine Fläche, deren Gleichung

zwischen x , y und z gegeben ist, in einem Puncte derselben be¬

rühren soll.

Da diese Ebene durch den bestimmten Punct M der Fläche,

dessen Coordinaten xyz sind, gehen soll, so wird ihre Gleichung

die Form haben:

z — s = A(x — x) + £(/— f) • . . (a),

und in ihr sind demnach die beyden Gröfsen A und B, der Bedin¬

gung unserer Aufgabe gemäfs, noch zu bestimmen. Die letzte Ebene

soll nämlich auch noch durch alle anderenPuncte N , M', IV', . . .

der Fläche gehen, die dem ersten Puncte IW zunächst liegen,

also mufs auch die letzte Gleichung noch bestehen, wenn man

in ihr statt xyz die Gröfsen x -|- dx, y -J- dy, s -|-dz setzt,

wodurch man, wie oben (§. 210, I. und §. 211.), die Gleichung

erhält

dz = Ad x -{- B dy.

Die allgemeine Gleichung jeder Oberfläche ist aber

dz — p dx q dy ,

wo p — Un< ^ ^ = ^ aUS ^ Gr S e » e k enen Gleichung

der Fläche bekannten Functionen von x, y und a sind.

Setzt man die beyden letzten Ausdrücke von dz einander

gleich, so erhält man

{A — p)dx -[- (B — q)dy — 0,

und da dieser letzte Ausdruck für alle Richtungen, die man von

dem Puncte, M zu irgend einem ihm nächsten Puncte nehmen

kann, oder da er für alle Verhältnisse gelten soll, die man zwi-
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sehen den beyden unabhängigen Gröfsen dx und dy aufstcllcn

will, so wird dieser Ausdruck den beyden folgenden gleichgel¬

tend seyn:

A — p = O und B — q = o,

oder A = (^) und B = (g).

Substituirt man daher die gefundenen Werlhe von A und B

in der vorhergehenden Gleichung (a), so erhält man für die ge¬

suchte Gleichung der langirenden Ebene:

s '~ Z = (*'“*) (jfx) + ■ * * (F) ’

oder auch

s' — s = p{x'—x) + q{y'—y).

Ex. Für die oben (Nr. I.) betrachtete Fläche, deren Glei¬

chung

+ ^ + ,a- 1 b’'- 1 c-

ist, hat man, wenn man die dort angeführten Werthe von

und m in der Gleichung (F) substituirt, für die tangirende

Ebene derselben die Gleichung

xx ' , yy ,s*'
~Öp- ‘ + IT = ’’

wo x y z die laufenden Coordinaten der Ebene bezeichnen.

III. Wenn man die Gleichung (F) mit der folgenden

L x - J- My -J- N z = i ,

die wir oben (§. 192, 1.) durch (I) bezeichnet haben, vergleicht,

und wenn man f,g, h die Neigungen der tangirenden Ebene

gegen die drey coordinirten Ebenen der xy, xz und yz nennt,

so erhält man (nach §. 193.), wenn man
L .

N in

, M .
und — in — q

verwandelt, für/, g , h folgende Werthe:

Cos/ = 1

Cos g ==

Cos/i

V 1 + p- + q-

<1

V7 , _j_ p z 4- q’.
P

Vi + p" + <r
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IV. Man nennt diejenige Gerade, die in einem gegebenen

Puncte der Fläche auf dieser Fläche senkrecht steht, die Nor¬

male der Fläche. Da diese Normale auch auf der durch diesen

Punct gehenden tangirenden Ebene senkrecht stehen mufs, so

hat man (nach §. 193, III.) für die Gleichungen dieser Normale

* — * + P (*'—*) = 0 )y-r + ?(*-*)« o i • • •
Nennt man endlich /, g, li die Winkel, welche diese Nor¬

male mit den coordinirten Axen der x, y, s bildet, so hat man

(nach §. 186.)

Cos/ =

Cosg-'

Cos K

V' + p- -j- /
<7

V * + p- + /
l

V * + p- + q"

also auch

Cos / = CosA,

Cos g ;= Cosg-,

Cos ti = Cos/.

So hat man für die in dem letzten Beispiele aufgestellle

Fläche, da für sie
c z x c-y

P ' a- z Un ^ b- z

ist, für /, g , h folgende Ausdrücke :

Cos / =

Cosg- =1

CosA =

cC1 b-z

m ’

a" c '-y

m ’

b- c"x

wo der Kürze wegen

m

oder

m = a l Wc 1,

gesetzt worden ist.

V b 4 c 4 x z -j- a 4 c 4 /* -J- a 4 ö 4

a 4 £ + ÜA4 ' c‘
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