Sechs und zwanzigsles Capilel

Beriihrungen der Gurven,

§. 209. (Differentialien der Coordinaten der Cur-
ven.) So wie wir oben (§. 124, V.) den Kreis als ein regel-
milsiges Polygon von unendlich vielen Seiten betrachtet haben,
so werden wir auch jede in einer Ebene verzeichnete Curve,
wie auch schon im Eingange des zehnten Capitels {. 47, IIL ge-
sagl worden ist, als irgend ein Polygon von unendlich vielen Sei-
ten betrachten, und diese unendlich kleinen Seiten gleichsam als
die Elemente ansehen kionnen, aus welchen diese Curve besteht.

Sey NMQ (Fig. q7) eine solche Curve, und MM, M'M"
zwey niichstliegende Elemente derselben, Sey 4X die Abscis-
senaxe, 4 der Anfang der Coordinaten, und AN, PM, P'M, . ..
senkrecht auf 4 X. Man ziehe durch die beyden nichsten Puncte
M und M’ die Gerade T'MM'c, und nehme Ma und M0 mit 4 X
parallel.

Nennen wir wieder AP = 2 und PM — y die Coordinaten
des Punctes M, und setzen wir PP — PP’... —= d fiir die un-
endlich kleine Anderung, oder fir das constante (§. 55, 1.) Diffe-
rential, der Abscisse 2. Bezeichnet man nun die Ordinaten der
dem M nichstfolgenden Puncte

P'M' durch 3,

S i
so ist der im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Unterschied
der beyden ersten Ordinaten gleich M'a, so wie der Unterschied
der beyden letzten gleich M"”b. VWir wollen jenen durch dy,
und diesen durch dy bezeichnen, so dals man hat
Ma=dy =g — 3 und
Mb=dy = y"— g,

Diels vorausgesetzt, hat man fiir die Differenz dieser bey-
den Grofsen dy und dy’, das heilst, fir das zweyte Differential

’




342 §. 210.
d*y der Ordinate PM = y den Ausdruck

&y =dy — dy = y"' — a2y -+ ¥,
oder auch
d*y = M'b — M'a.
Da aber die durch die beyden ersten Puncte M und M ge-
zogene Gerade T M M’ die Ordinate P'M" in dem Puncte ¢ schnei-
det, so sind die beyden rechtwinkligen Dreyecke M M'a und

M'be gleich und dhnlich, also ist auch bc = M'a, und daher
d*y = M'b — bc oder a*y = M’ec,

d. h. die kleine Linie M"c ist das Bild des zweyten Differentials
der Ordinate y.

Demnach erhalten wir fiir die dritte Ordinate P'M" den
Ausdruck

y'= PM - aM - bM",

oderda PM =y, aM =be¢c=—dy und cM'= d*y ist:

¥ =y + 2dy 4 d°y.

I. Da die Curve in der Zeichnung der Fig, g7 gegen die
Abscissenaxe A X convex erscheint, so ist auch das zweyte Dif-
ferential M'c = d*y positiv, Ist aber die Curve gegen 4X con-
cav, so fallt der Punct M" derselben zwischen die Puncte b und
¢, und d*y wird negativ, wie man in Fig. 97, A sicht.

§. 210, (Tangenten und Normalen der Curven.)
Wenn die Gerade T M (Fig. g7) blofs durch zwey nichste Puncte
M und M der Curve geht, ohne dicse Curve in der ersten Nihe
dieser Puncte zu schneiden, wie diels in {. 209. vorausgesetzt
worden ist, so hat die Gerade TM mit der Curve blofs ein Ele-
ment M M gemeinschaftlich, und heilst in diesem Zustande die
Tangente (oder die Berithrungslinie) der Curve fiir den Punct /.
Diese Tangente driickt demnach gleichsam die Richtung aus, wel-
che der diese Curve beschreibende Punct, wiahrend seiner Be-
wegung, in dem Puncte M hat, und man sicht, dals es nicht
ohne Interesse fiir die Kenntnifs einer krummen Linie seyn wird,
diese Richtung ihrer Kriimmung fiir jeden Punct derselben zu
erhalten.

Eben so wird eine auf diese Tangente in dem Beriihrungs-
puncte M derselben errichtete senkrechte Gerade MR die Nor-
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male der Curve fiir den Punct M genannt. Auch pilegt man die
Entfernung der Durchschnittspuncte dieser zwey Geraden mit der
Axe der # von dem Puncte P, oder
die Linie PT die Subtangente ,
und die Linie PR die Subnormale
der Curve fiir denselben Punct M zu nennen.

I. Diels vorausgesetzt, wollen wir nun die Gleichung der
Tangente einer gegebenen Curve suchen.

Diese Gleichung wird, da sie einer geraden Linie angehort,
die Form haben (§. 176.)

¥ = as 4+ b,
wo 2 und # die veriinderlichen oder die laufenden Coordinaten
fiir jeden Punct dieser Geraden, und wo a und & constante Gros-
sen seyn werden, die wir zu bestimmen haben.

Sey die Gleichung der gegebenen Curve zwischen den Coor-
dinaten 2 und y ausgedriickt, die sich mit den vorhergehenden
Coordinaten 2’ und 5 auf dieselben Axen und auf denselben An-
fangspunct beziehen.

Da dieTangente durch einen bestimmten Punct M der Curve
gehen soll, dessen Coordinaten wir iiberhaupt = und y genannt
haben, so wird man die Bedingungsgleichung haben:

y=az+b . . . (1)

Da aber diese Gerade, wenn sie in der That Tangente zur
Curve in dem Puncte M seyn soll, auch noch durch den nichst-
folgenden Punct M’, oder da sie durch das Element MM der
Curve gehen soll, von welchem die Coordinaten des letzten Punc-
tes M’ sind

x4 dz und y -} dy,
so mufs auch noch diese zweyte Bedingungsgleichung
yddr=aGtd) b ... @)
Statt haben. Zicht man von dieser Gleichung (2) die erste (1)
ab, so erhilt man
dy = adux,
und diese ist offenbar das Differential der Gleichung (1). Wir
haben daher die zwey einfachen Bedingungsgleichungen:
Yy = ax b’

und ady = ada
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und diese reichen hin, die gesuchten Werthe der beyden Con-
stanten @ und b, unserer Aufgabe gemiifs, zu bestimmen.

J VVir erhalten nimlich

i dy und
dx
xdy
s dx °

Substituirt man daher diese Werthe von a und b in der oben

angenommenen Gleichung

y = az -} b,
so erhilt man fiir die gesuchte Gleickung der Tangente den Aus-

druck :
¥y—yr=@E—= Soprind 29 (A).

AR
II. Daraus folgt auch sofort (nach §. 177, IIL) fiir die auf
die Tangente in dem Berithrungspuncte M derselben senkrechte

Normale MR die Gleichung

) ’ r dx

I y—y=— =) ®).

III, Setzt man in den beyden Gleichungen (A) und (B) die

Gréfse ' = o, um denjenigen Punct T oder R zu erhalten, in

welchem die Tangente oder die Normale die Abscissenaxe schnei-
det, so erhilt man

: ydy

fiir die Subnormale PR = a2 — & = 5
ax

i i g rdx
i und fiiv die Subtangente PT = 2’ — 2 — — -’: i
I &y

il das negative Zeichen, da T und R auf verschiedene Seiten des
Punctes P fallen,

1V. Dieselben Ausdriicke wird man auch aus der Bemer-
kung ableiten, dals die Dreyecke TPM, PMR und Ma M' un-
ter sich dhnlich sind. Setzt man nimlich, wie zuvor, Ma=dz,
M'a = dy, und noch der Kiirze wegen

MM = Vda* +dy* = ds,
so hat man
TP : PM = Ma : Ma

oder

. l.-
Subtangente TM = 2",
dy
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wie zuvor, und eben so findet man auch

. 2 =
Subnormale MR = -1_2,
dx
s0 wie ; ;
MT =2%° uwnd MR =1%, |
dy dx |

V. Nennt man endlich noch o den Winkel M T 4, welchen
die Tangente mit der Abscissenaxe bildet, so hat man

i

1y 1

Tang & — il |

e dx’ i

also auch l
: Ly ; |

Sinw — £Y und Cosw = fl_r‘ i

ds ds \

Ex. Fiir die Ellipse hat man die Gleichung (§. 198.)
x? 2
= + ‘1.:,_ = 1,

also ist auch
rdx ydy

— -} —= =0,
a@= b=
und daher
! b2 :
Y  oder Tang o — — ._‘_T e bx e
d x asy i ‘(/d‘._._ P
50 wie
S TTR A ix LR B WV
ds = V(Ix’-.i_dj/l: _: a (.(6 b?) x i
i a a*r— x=

Man erhilt demnach fiir die Gleichung der Tangente der
Ellipse zwischen den verinderlichen Coordinaten 2’ und y' den
Ausdruck

G
+ b St

und eben so fiir die Gleichung der Normale

a2

A o Rl C )
a2 Lz

Ferner ist die

Subtangente —

b* x

Subnormale = — ——,
a=

Tangente M T

|

"'l—: Vr:.-;__a,-: 5 V(I-l-__(al__b;)w:’

ax

b
Normale MR — — T P T
L = Va (a b%) @,
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Man sieht daraus z. B. dafs die Tangente der Ellipse in den
beyden Endpuncten 4 und B (Fig. 84) der grofsen Axe senkrecht
auf 4B, und in den beyden Endpuncten D) und E der kleinen
Axe parallel mit 4B ist, und dals diese T'angente unter dem
Winkel von 45 Graden gegen 4 B geneigtist fiir diejenigen Puncte
der Ellipse, zu welchen die Coordinaten gehiren:

a? b2
= ———— und y = )
Va4 b2 V a* -+ b

Setzt man in den vorhergehenden Ausdriicken die Grofse

a=—1", so erhilt man die analogen VVerthe fiir den Kreis, fiir
welchen daher die Normale immer gleich dem Halbmesser des
Kreises ist, wihrend die Tangente auf diesem Halbmesser senk-
recht steht. (Vergl. §. 115.) Setzt man aber statt a und b die
Grifse —a und 6}/ —1, so erhilt man die analogen Ausdriicke
fiiv die Hyperbel.
Ist TM¢ (Fig. 84) die Tangente der Ellipse in M, so ist
FT = Subtang -} FP = %: — a + (& — ae) =%(a — ex),

und eben so auch

FT = =(a+ea),

wo aec = CF = CF' die Excentricitit der Ellipse bezeichnet.
Aber die Gleichung (B) des §. 197, IIL gibt

r=p — ez,
oder da p=a(1—e¢?) und 2’ = 2 — ae ist:
r = FM = a — ez,

und eben so, da (nach §. 198, L) FM =r=2q —r ist:
r—= M =a--ex,

s0 dafls man demnach hat
ar ar

FT =2 wnd FT = y
x o

woraus folgt

T Bk
Ay
: FT SinFMT 2 e SinF'Mi .
Daivabert =SS mmii e s —rnd o ==l et S gy 50 15t
aaber r Sin 7' r Sin I :

auch

FPMT = E ML,
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oder die Winkel der Tangente mit den beyden Radien FM und
F’M sind fiir jeden Punct der Ellipse unter sich gleich. Dasselbe
hat auch fiir die Hyperbel Statt. Fiir die Parabel aber findet man
(Fig. 85), dafs der Winkel FM T gleich dem VVinkel ¢ M Q ist,
wenn durch den Punct M die Gerade MQ mit der Abscissenaxe
A P parallel gezogen wird., Auf diese Eigenschaften dieser drey
Curven griindet sich bekanntlich die Anwendung derselben zu
Brennspiegeln und Reverberen.

§. 211. (Krimmungskreise der Curven.) Wie wir
in dem Vorhergehenden diejenige Gerade gesucht haben, die
durch zwey nichste Puncte einer gegebenen Curve geht, so wer-
den wir nun auch eine solche Linie bestimmen kinnen, die drey
nichste Puncte mit der gegebenen Curve gemein hat. Zu dieser
Linie wird sich vorziiglich der Kreis eignen, da derselbe, nach
§. 111, L durch drey Puncte seiner Grifse und Lage nach voll-
kommen bestimmt wird,

Sind « und (3 die den laufenden Coordinaten 2’ und » pa-
rallelen Coordinaten des Mittelpunctes dieses Kreises, und 1st p
der Halbmesser desselben, so hat man fiir die allgemeine Glei-
chung des Kreises (§. 199, Gleichung (4))

(2—a) + (=B =p* « .+ - (1),
in welcher man daher die drey Grofsen a, f3 und p, den Bedin-
gungen des Problems gemils, bestimmen soll.

Wenn nun wieder die Gleichung der gegebenen Curven
zwischen den, den vorigen analogen Coordinaten z und 9 aus-
gedriickt ist, so soll der Kreis, jenen Bedingungen gemils, durch
drey niachste Puncte der Curve

gehen, deren Coordinaten sind ;

desderstenty s 15 I s9d, R aAsianiiah. Yo and e
desizweyten 2ok st e o el dor by y+dn
des dritten (nach §. 209.) . 2 }-2da~4-d?2 = g edy-4-dty.

Substituirt man diese Werthe statt 2 und ' in der Glei-
chung (1), so erhilt man drey Bedingungsgleichungen, aus wel-
chen man daher die drey unbekannten Grilsen a, 3, p bhestim-
men wird. Man wird aber, wie in {. 210, L bemerken, dals
diese drey Bedingungsgleichungen den gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen des Ausdrucks (1), das heilst, den drey Glei-

T iSRS
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chungen
(z—o) - (»—By —p*'=o ]
(z—a)dz 4 (y—p)dy = o S
(z—a)d*z 4 (y—RB)d*y 4 da? | dy* = o
gleichgeltend sind. Denn bezeichnet man die erwihnten drey
Bedingungsgleichungen der Kiirze wegen durch 4, B und C, so
ist B— A die zweyte, und 4—2B - C die dritte der Gleichun-
gen (I), wenn man, nach dem oben (§. 47.) aufgestellten Prin-
cip dieser Rechnungsart, die hiheren Differentialien gegen die
niederen weglilst,

Sucht man nun aus diesen drey Gleichungen (I) die Werthe
von a, [3 und p auf dem gewéhunlichen VWege der Elimination
(§- 67, L), so erhdlt man, wenn man wieder der Kiirze wegen
ds? —= da* |- dy? setat:

ds*. dy
a — 3 = — :
dxdty dyd*x
ds* da

e

p =

TR
d s
e

Durch diese drey Grolsen «, 8 und p ist daher derjenige
Kreis vollkommen bestimmt, der mit der gegebenen Curve ziwey
niichste Elemente gemeinschaftlich, oder der, wie man sich auch
auszudriicken pflegt, mit dieser Curve eine Berithrung der zwey-
ten Ordnung hat, wihrend die in (. 210. betrachtete Tangente
mit dieser Curve nur eine Berithrung der ersten Ordnung ein-
geht. Aus dieser Ursache schlielst sich auch dieser Kreis viel in-
niger an die Curve an, als die Tangente, und sein Halbmesser gibt
gleichsam das Mafs der Krimmung der Curve in jedem ihrer
Puncte an, wihrend die Tangente nur die Ricitung ihrer Kriim-
mung anzeigt, daher auch dieser Kreis dex Kriimmungskreis der
Curve genannt wird,

Man sieht, wie sich dasselbe Verfahren auch auf Beriihrun-

gen der dritten und hoheren Ordnungen fortsetzen lafst,

I. In dem Vorhergehenden ist, der grilsern Allgemeinheit
wegen, kein erstes Differential als constant vorausgesetzt wor-

den. Da aber, nach §. 55, L. eines derselben constant angenom-
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men werden mufs, so kann man dafiir z B. das Differential da
wihlen, wodureh d?z = o wird, wodurch die Gleichungen (C)

in folgende iibergehen :
ds2dy

a.—x:'—(_i‘cnfij'

- San d s* )

p—y = :}E}_. AT () 1
d s3

T5%7

p =

Will man aber, was ebenfalls angeht, die Grifse dy con-
stant setzen, so hat man

P d s
2 d*x
3 ds*dx <
D“‘".T-—-‘—‘W (C)
it d s3
b S edr e

Wollte man endlich das zusammengesetzte Differential

ds = \/da* 4 dy* als constant annehmen, so hitte man
d.(d=? -+ dy*) = o oder
ded*2z | dyd*y = o, also auch
da*, d*x = dy*. d*y,

so dals daher die Gleichungen (C) unter dieser Voraussetzung in

folgende iibergehen :

dstd*zx
dEae L {g.:j.'i

d st dr ¥

Tz F digE iy i (G

a — r =

B — e =
d 52
Vid: a2  d° _}"

Ex. I. Fiir die Parabel (§. 201.) hat man die Gleichung

y —_—

uf_r'* = 2aax,
also ist auch
vdx adw® i e
dy — f--——-“, ds —m — Va.- +3" und
r 4
az d x>
SR
7
wenn dz constant angenommen wird. Damit geben die Glei-
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chungen (C)
a— x = é((z'l 4 2%,

= — L@+,

|
!

: 3 i
| b= — (@ 4o
Fiir den Scheitel z. B. der Parabel, wo 2=y ==o0 ist, er-
hilt man aus den letzten Gleichungen

(7

|

a,

b= o und

[ e e
wo das negative Zeichen von a anzeigt, dafs die Curve in diesem
Puncte gegen die Abscissenaxe concav ist (§. 209, L).

Ex. 1. Fir die Cyclois werden wir, wenn man ihr die erste
der in {. 207, angefiihrten Gleichungen zu Grunde legt, und der
ti Kiirze wegen
g

ht i e Cos¢, -also auch
| [/

Tk s TR S

1 a Sing ‘/Hy — g

setzt, den Ausdruck erhalten:

| S T
bl und davon ist das Differential

i Il de — ade — o2y, -
i Vipre

oder, wenn man den vorhergehenden VWerth von d¢ substituirt:
ady — (a—y)dy
e A SR e

vay — 7

dae =

das heilst
da — _WL(ZJ’“_‘
Vaay —
welches daher die Differentialgleichung der Cyclois ist.
Nimmt man von ihr wieder das Differential, und setzt da
gonstant, so erhilt man

.di‘y — — .....E_(i'?_’.:—

=9
S
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so wie auch
= 2ady?
ds- — —
20 —y

Mit diesen Werthen findet man aus den Gleichungen (A),
(B) und (C) fiir die Cyclois

Subtang = 7 Tang = y ‘/._if__
i ? - z o a?
2 \/2 ay — J* 2a X
Subnorm = Y 2ay — »*, Norm = V2ay,

o — + 2\/3“-7’_'.?‘2:

B=—ux,

P L v ] (l.;l’.

Man sieht daraus, dafls der Halbmesser p des Kriimmungs-
kreises der Cyclois gleich ist der doppelten Normale fiir densel-
ben Punct.

Zieht man ferner die beyden Sehnen M H und M L (Fig. 93)
des erzeugenden Kreises, so hat man, nach der bekannten Glei-
chung des Kreises (§. 199, Gleichung 2), da PM = HK =y ist:

MK* = 2ay — 5%

Da aber M H? — MK> -}- y* ist, so hat man auch
MH = Vz2ay,
oder diese Sehne M H des erzeugenden Kreises ist zugleich die
Normale der Cyclois fiir den Punct M, und da die Tangente je-
der Curve auf der Normale senkrecht steht, der VWinkel HML
aber, als ein Winkel im Halbkreise (§. 112, L), gleich go° ist,
so0 ist auch die andere Sehne ML die Tangente der Cyclois in
dem Puncte M.

§. 212. (Evoluten der Curven.) Da die Coordinaten
a und 3 des Mittelpunctes des Kriimmungskreises Functionen der
beyden Coordinaten 2 und » der gegebenen Curve sind, so wer-
den auch umgekehrt # und y Functionen von a und S seyn. In
der That werden sich diese Grifsen a und 3 dindern, wenn die
Abscisse = der gegebenen Curve geindert wird, oder wenn man
von einem Puncte dieser Curyve zu dem niichstfolgenden iiber-
geht, und die Aufeinanderfolge aller dieser Mittelpuncte der ver-
schiedenen Kriimmungskreise einer gegebenen Curve werden
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wieder cine andere Curve bilden, die man die Evolute (oder die
Abgewickelte) der gegebenen Curye nennt, wihrend umgekehrt
gegebene Curve selbst die Epolvente der anderen genannt
wird.

Sind MN, mn, ma', . .. (Fig. ¢8) die Kriimmungshalb-

messer der gegebenen Curve Mmm' ., ., so ist der Ort aller

die

Mittelpuncte ihrer Kriimmungskreise, oder so ist die Curve
Nnn' ... dieEvolute der gegebenen Curve, wo AP =a, PM=y
die Coordinaten der Evolvente Mmm', und 4Q =a, QN = f
die analogen Coordinaten der Evolute Nn n sind,

Zwischen diesen vier Gréfsen 2, y, @ und 3 haben aber die
drey vorhergehenden Gleichungen (I) des §.211. Statt, von wel-
chen die zwey letzten, fiir d2 = Const, sind:

(x—a)dz 4 (y—B)dy = o,
(r—p)déy - da* 4 dy* = o.

Verbindet man damit die ebenfalls in 2 und y ausgedriickte
Gleichung der gegebenen Curve oder der Evolvente, so wird
man, wenn man aus diesen drey Gleichungen die zwey Grilsen
@ und » eliminirt, eine Gleichung zwischen den hier als veriin-
derlich angenommenen Grifsen « und (3 erhalten, welche Glei-
chung daher fiir die gesuchte Evolute gehéren wird,

Ex. I. Fiir die Parabel haben wir in §. 211, Ex. I erhalten
A 2

-, (Q‘ _I".} )7

B — o= — ‘% (fl: +JH),

und aus ithnen folgt sofort

I

2 s

Eliminirt man aber aus diesen zwey Gleichungen die Grifse

@, so erhilt man
8

‘),7 @

i
{ ¥ Bl ——

(a—a)“,
oder wenn man der Kiirze wegen setzt
j(a—a) = v und B = ¢,

fur die gesuchte Gleichung der Evolute
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o

die daher die Neil'sche Parabel ist (§. 202.).

Ex. IL Fiir die Cyclois haben wir oben (§. 211.) erhalten

a= x4 2y z2ay —y* ‘und
B = — 7,
also auch
22af — [3* und

z=nua— 2}y
y = — B,
wo (Fig. 93) AP ==z, PM=y die Coordinaten der Evolyvente

AMD, und wo AQ —=a, Qm = die analogen Coordinaten

der Evolute Am d sind,
Substituirt man diese VWerthe yvon 2 und  in der Gleichung

T = a.ArcCos(l —i) — Vezay —»*

der Cyclois (§. 207.), so erhilt man fir die Evolute dieser Curve

a —_—
o a.ArcCos(l —{—'—J) - \/-— 24a3 — (3%,
a

die also wieder dieselbe Cyclois, nur in verkehrter Lage gegen
die Abscissenaxe 4B ist, indem bey der Evolvente AMD die
Spitze in 4 und der Scheitel in D, bey der Evolute 4md aber
der Scheitel in A4 und die Spitze in d ist.

Dasselbe hitte man auch schon aus der obigen Bemerkung
schliefsen kénnen, dafs der Kriimmungshalbmesser p = Mm
gleich der doppelten Normale oder gleich der doppelten Sehne
MH des erzeugenden Kreises ist, wie sich denn auch aus den
vorhergehenden Ausdriicken (§. 211, Gleichung I) leicht zeigen
lifst, dafs iiberhaupt fiir jede Curve der Kriimmungsmittelpunet

mit dem Durchschnitle der Normalen zweyer nichsten Puncte der

Curye identisch 1st.
Ex. III, Fiir die Ellipse hat man die Gleichung
i b
grcthgs v
Sucht man daraus die VWerthe von dy, d*y und ds, so
erhilt man, wenn man diese Werthe in den Gleichungen (C)
‘des §. 211, unter der Voraussetzung von da = Const substituirt,
fiir « und 8 die Ausdriicke:

. o
Littrow's Anfangsgr. . gesammt, Mathem. 20
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(a*—0b)

at
(a3 — b2) g
p= — T 21919

Ty

also auch
3
Lo Ap bp
@ V’a—gbﬁ und 7 at—bz"

Substituirt man diese Werthe von = und m der 11151‘]1 iing-

lichen Gleichung der Ellipse, so c:lmll: man

=) + GE5)'=

oder wenn man alle Glieder dieses Ausdrucks durch

(a*;}bi)%
O +@ =G~

fir die gesuchte Gleichung der Eyolute BDCE (Fig. go) der
Ellipse bdce. (Vergl §. 204, L)

maultiplicirt :

§. 218. (Die vorhergehenden Ausdriicke durch
Polarcoordinaten.) Bisher haben wir die Berithrungen der
Curven durch rechtwinklige Coordinaten a2y ausgedriickt, Um
dieselben auch durch Polarcoordinaten (§.180, I.) auszudriicken,
seyen (Fig. 9q) diese senkrechten Coordinaten

AP = z, PM =2y,
und sey eben so
der Radius A M =r,
und der Winkel XAM = »,
also r und » die Polarcoordinaten desselben Punctes M der Curve
MN, so dafs man daher hat

& = r Cosy» und y = r Siny,
Sey ferner T M die Tangente und M R die Normale der Curve
fiir den Punct M. Zieht man durch den Anfangspunct 4 der
Coordinaten eine auf den Radius 4 M senkrechte Gerade, welche

die Tangente TM in 1" und die verlingerte Normale MR in R
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schneidet, so nennt man, fir Polarcoordinaten, von den beyden
Theilen der erwihnten Geraden TR
den ersten AT die Subtangente,
und den zweyten AR die Subnormale
der Curve fiir den Punct M.
Um diese beyden Functionen auf eine einfache Weise zu

Lestimmen , beschreibe man aus dem Anfangspuncte A mit dem

Halbmesser
folgenden Radius 4m der Curve in dem Puncte « schneidet, so

ist da=AM =T und daher am = dr, so wie der Winkel

AM = r einen kleinen Kreisbogen, der den niichst-

M Am, wenn man auf sein Zeichen nicht achtet, gleich dv, also
auch der Kreisbogen Ma selbst gleich 7dv. Diefs vorausgesetzt,
kann man das unendlich kleine Dreyeck M a m als ein rechtwink-
liges geradliniges Dreyeck betrachten, das den beyden endli-
chen Dreyecken MA T und AMR ahnlich ist, und in welchem
die Hypotenuse
Mm = Vd r* - rrdy*

ist, fir welchen Ausdruck wir wieder, der Kiirze wegen, ds
setzen wollen, so dafs man demnach folgende Proportionen hat:

TA: MA= Ma:ma oder T4d= ’—d—‘i—),

BAd: MA = ma : Ma » TaH I — (ir,
oy
rds

TM: MA —= Mm : ma » TM = -

ds

RM: MA = Mm: Ma » BM = -
qs

Es ist daher

; 2 d
die Subtangente T4 = L 2l
dr
: . 1r
and die Subnormale RA = ((Tjj

1. Um eben so den Kriimmungshalbmesser p durch Polar-
coordinaten auszudriicken, so hat man, wenn man die vorherge-

henden Gleichungen

# = rCosy und y = r8inp
differentiirt:
da = drCosvy — rdv Sinv,
dy = dr Sinv 4 rdv Cos v,
23 *
= e e T it e el o e . o Bttt
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und ‘'wenn man auch von diesen Ausdriicken wicder das Differen:

tial in Beziehung auf d» — Const oder d*» = o0 nimmt:
d*z ='d*rCosv — 2drdv Siny — rd»*Cosv,
d*y = d*r Sinv 4 2drdyCosy — rdp* Siny,
Substituirt man aber diese YWerthe in dem vorhergehenden
(8. 211, Gleichung C) Ausdrucke von

(d x* - (I‘f)'i]_"-
dx :nf“;_}" i d_) daz!

f —
so erhilt man sofort

i
(drz 4 r2dy)?
r2dy -+ adrtdy —irdydir.

§- 214. (Curven von doppelter l\lunnmmv') Bis-
her lmlmn wir nur solche kromme Linien betrachtet, dle durch-
aus in einer und derselben Ebene liegen, und die man daher
auch ebene Curven zu nennen pflegt. Es kann aber auch solche
krumme Linien geben, deren je zwey nichste Elemente immer
in verschiedenen Ebenen liegen., YWenn z. B. auf einem Cylin-
der von kreisformiger Basis ein vollkommen biegsamer Faden in
der Richtung der gewdihnlichen Schraubenginge aufgewunden
wird, so wird sich dieser Faden nicht blofs in einer auf die Axe
des Cylinders senkrechten Ebene um denselbén winden, sondern
auch zugleich immer mehr von der Basis' dieses Cylinders sich
entfernen, und demnach in jedem seiner Puncte eine doppelte
Bewegung in einer horizontalen und zugleich in einer vertikalen
Richtung annehmen.,

Sey AN M' (Fig.100) ein solcher Cylinder, dessen Seiten-
linien auf der Ebene der 2y senkrecht slchen. Die Basis dessel-
ben sey ein Kreis N4 N’ in derselben Ebene, dessen Mittelpunct
€, und dessen Halbmesser C 4 = g auf dem Durchmesser NN
senkrecht steht, WWird auf der Ober{liche dieses Cylinders ein
Faden Anm', .. so aufgewunden, dafs die senkrechte Ent-
fernung 17Q jedes Punctes /7 des Fadens von der Basis dem
Kreisbogen 4Q proportional ist, so fille man von dem Puncte
Q das Loth QP auf den Durchmesser N N', und man hat, wenn
der Winkel ACQ = » ist;

CP = x = a Sinyv und PQ = RS C 05V,
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so wie endlich
QM =z — b.av,
wo b irgend eine Constante bezeichnet. _
Eliminirt man die Grofse » aus diesen drey Gleichungen,
so erhilt man

$1+.},z=a:

vyl e
z = ab . Are Sin— a
i i)

] g
und z = ab. ArcCos '-‘
a )

fir die Projectionen der Sckraubenlinic A MM ... in den drey
coordinirten Ebenen. Von diesen drey Gleichungen ist jede eine
Folge der beyden andern.

Man sieht daraus, dals jede Curve von doppelter Kriim-
mung durch zwey Gleichungen ausgedriickt wird, deren jede,
wie bey der geraden Linie im Raume ({. :81.), eigentlich die
Gleichung ihrer Projection in einer der drey coordinirten Ebe-
nen darstellt, Da aber jede Gleichung, isolirt betrachtet (nach
§. 189, IIL), fiirirgend eine Fliche gehort, so wird man auch
jene zwey Gleichungen, wenn sie zusammen betrachtet werden,
als den analytischen Ausdruck fiir den Durchschnitt von zwey
krummen Flichen ansehen konnen,

Um noch ein anderes Beyspicl einer Curve von zweyfacher
Kriimmung anzufiithren , so haben wir oben (§. 189, I.) geschen;

dals die Gleichung

2= as -} «a

fiir eine auf der coordinirten Ebene der 2z senksechte, so wie

ye=bs 4 B
fir eine auf y z senkrechte Ebene gehort.

VVenn man nimlich in der Ebene der 2 die Gerade, deren
Gleichung # = az 4~ a ist, verzeichnet, und wenn man dann,
durch alle Puncte dieser Geraden, auf dieselbe Ebene der 2z
senkrechte Linien errichtet, so wird die Aufeinanderfolge aller
dieser Lothe diejenige Ebene bilden, welche durch die Gleichung

)= az -} a vorgestellt wird, und dasselbe gilt auch von den
Lothen auf der Ebene der yz, die man durch die in dieser Ebene
gezogene Gerade, deren Gleichung y == bz -}- 3 ist, errichtet,

Ganz auf dieselbe Weisc wird also auch die Gleichung

S ——— T = F
e e e e ——— e T
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D= aw
einen auf der Ebene der zy senkrechten Cylinder vorstellen,
dessen Basis eine in dieser Ebene liegende Parabel des Parame-
ters a ist, so wie

wieder einen auf der Ebene y s senkrechten Cylinder bezeichnet,
dessen Basis eine in derselben Ebene liegende Parabel des Para-
meters b ist. Beyde Gleichungen zusammen genommen aber

o

FEii—laz
2=k

gchoren fiir die Curve von doppelter Kriimmung, in welcher sich

diese zwey parabolischen Cylinder durchschneiden.

§- 215. (Tangente einer Curve von doppelter
Kl‘iimmulw.) Auch diese Curven lassen sich, wie die ebe-
nen, als Polygone von unendlich kleinen Seiten betrachten, nur
mit dem Unterschiede, dals bey jenen diese Seiten nicht mehr
in einer und derselben Ebene liegen, so dals also auch hier die
Tangente der Curve nichts anderes, als die Verlingerung irgend
ciner Seite des erwihnten Polygons seyn wird.

Nennt man daher z, y, z die Coordinaten des Anfangs-
punctes /1 einer dieser unendlich kleinen Seiten, und 2 -4~ da,
¥ - dy, z 4- dz die Coordinaten des Endpunctes m derselben,
so wiec auch Mm=— ds den Abstand dieser beyden Puncle B
und m von einander, wo demnach (§. 184.) diese Seite

ds = {da* + dy* 4 dz*
ist, so werden die Gréfsen dz, dy, dz nichts anderes, als die
Projectionen (§. 184.) der Seite ds auf die drey coordinirten
Axen der x, ¥, = seyn, Sind also a, 3, y die Winkel, welche
die Tangente der Curve in dem Puncte 2 mit den drey coordinir-
ten Axen der z, y, z bildet, so hat man ({. 181, L)

da 3 d N dz
Cosa = e Cosf3 = ik Cosy = s

Allein die Gleichungen einer geraden Linie im Raume, die
durch einen gegebenen Punct (dessen Coordinaten @, y, z sind)
geht, und die mit den Axen der 2, y, s in derselben Ordnung

die Winkel «, #, y bildet, sind (. 186, 11.):
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(y —»') Cosa = (v —2') Cosf3,
(s — %) Cosa = (z—2') Cosy,
(2—7%) Cosf3 = (r ) Cosy,

wo 2'y/s die laufenden Coordinaten der Linie, und wo zyz, so

wie afy als constante Grofsen zu betrachten sind, die fiir jeden
bestimmten Punct der Curve von doppelter Kriimmung (durch
dic Gleichung dieser Curve zwischen zy z) gegeben sind.

Substituirt man daher in diesen Gleichungen die vorherge-
henden Werthe von Cosa, Cosf und Cosy, so erhilt man fir
die gesuchten Gleichungen der Tangente einer Curve von doppel-
ter Kriimmung die Ausdriicke:

2 — £ =($-—.r')—:- et (D)

von deren jede eine unmittelbare Folge der beyden andern ist.
I. Nach §. 193, 1II. steht die Ebene, deren Gleichung ist
0z 4 by + 2= P,
auf der Geraden senkrecht, deren Gleichungen sind
z=az-+ a und y = bz 4 L.
Setzt man daher

so erhilt man

(@—2)dz + (r—y)dy + (c—)dz =0 . . . (F)
fiir die Gleichung einer Ebene (zwischen den verinderlichen Coor-
dinaten 2'y'z), die durch den Punct zy z geht und senkrecht auf
der Tangente der Curve von doppelter Kriimmung steht.

Ex. Fiir die oben angefiihrte Schraubenlinie hat man

zde -+ ydy = o

oder
dy &x dz ab dz ab
—_————, — = =, — = — —
dx SR Viar— = dy 2!

so dals daher die Gleichungen der Tangente der Schrauben-
linie sind:

i — =
. e o e E——
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b : 3l o
— ¥y = — (2 —2') —
S, ( )‘/m:___r_,
: z — 3 — (x—.r')-—m?—

Var—z [’
) ol
z — 2z ::-—('_y—j-)—a:

und eben so hat man fiir die Gleichung einer Ebene, die durch
den Punct @y z dieser Curve geht und senkrecht auf derselben
steht:
(e—2a)y — (r—y)e + (z—z)ab = o oder
ab(z—z) = a2y — ay.

§. 216. (Tnngirende E]Jeucn.) Zum Beschluls dieses
Gegenstandes wollen wir noch die Gleichungen derjenigen Ebene
suchen, welche eine gegebene Fliche in einem bestimmten Puncte
bertihrt.

Es ist bereits oben (§. 189, IV.) gesagt worden, dafls in der
Gleichung einer Ebene, und eben so iberhaupt in der Gleichung
einer Fliche zwischen , y und s, immer zwey dieser drey Coor-
dinaten, z. B. # und », gegeben oder willkiirlich angenommen
werden miissen, um dadurch die dritte z zu bestimmen. Da diese
beyden ersten Grifsen 2 und 9 durch. keine weitere Relation un:
ter sich verbunden sind, so wird man ‘auch die eine derselben
verindern konnen, wihrend die andere ungeiindert bleibt. Auf
diese Weise kann demnach die Gréfse z auf zwey verschiedene
Arten variiren, nimlich in Beziehung auf # sowohl, als auch in
Beziehung auf j. Nimmt man daher von der gegebenen Glei-
chung einer Fliche das Differential von z blofs in Beziehung auf

at ; \ 45 ; 1z ;
@, so erhilt man das partielle Differential ((E——), S0 wie man
a X

: - : 1z . .
das partielle Differential (:—{;) erhalt, wenn man dieselbe Glei-

chung blofs in Beziehung auf z und J differentiirt, und dabey
die Grilse = als constant betrachtet.

Diese partiellen Differentialien sind fiir die geometrische
Analysis von der grolsten Wichtigkeit, daher sie hier durch Ein-
schliefsung in Klammern von den bisher betrachteten gewdohnli-
chen Differentialien unterschieden werden.

Der Kiirze wegen wollen wir diese partiellen Dillerentialien
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d = dz
(da:) T und (?l——)— B9

setzen, so dafs daher die Differentialgleichung einer jeden Fli-

che immer die Form haben wird:
dz = pdx -} gdy.

Da aber die Grifsen @ und y, also auch ihre Anderungen
dz und dy von einander ganz unabhingig sind, so wird jede
solche Gleichung eigentlich zwey andern Gleichungen dquivalent
seyn, namlich

dz dz
i und S —
oder, was dasselbe ist:
dzs = 2!_.-. dx vondi ndz— (di) dy.
dy

Ist M (Fig. 1o1) ein Punct der gegebenen Fliche, und legt
man durch denselben zwey mit 2z und yz parallele Ebenen
MQ'Q" und MPR, und legt man eben so durch einen nichsten
Punct N’ derselben Fliche zwey den vorigen parallele Ebenen
N'RR" und N'PR', so wird die Gleichung

dz

az P
derjenigen Curve M1 angehoren, in welcher die Ebene MQ Q!
die Fliche schneidet, so wie die Gleichung

{E:—
fir die Curve M N gehort, in welcher die Ebene PR die Fli-
che schneidet, ;

In der ersten dieser Gleichungen ist dz'= Q'M'— QM,
und in der zweyten ist dz'= RN — Q M, oder dort ist das par-
ticlle Differential von dz

= q

dz = pdz, und hier ist es dz'= g¢dy;
beyder Summe dz -4 dz’ aber, oder das collstindige Difleren-
tial yon =z ist
dzs = RN — QM = pdz -} gqdy.

I. Jede Gleichung zwischen drey verinderlichen Gréfsen
@, 7y %, von welchen je zwey, z. B. @ und y, unabhingig sind, hat
demnach zu ihrem Differential zwey Gleichungen, aber zwischen
partiellen Differentialien.

e e e e ™ =S | e

—
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Ist z. B. die Glc;chung einer Fliche

2

Lt L=

a*

gegeben, so ist ihre partielle Differentialgleichung in Bezichung

dz cx
d ol T -2 ?
und in Bezichung auf z und y:

{f:) o cty
dy) T bt

5 = da' + By 4+ C

die Gleichung einer Ebene, welche eine Fliche, deren Gleichung

auf z und a:

II. Sey nun

zwischen &, 7 und = gegeben ist, in einem Puncte derselben be-
rithren soll.

Da diese Ebene durch den bestimmten Punct M der Fliche,
dessen Coordinaten z y z sind, gehen soll, so wird ihre Gleichung
die Form haben:

5 —z = A(«

2) + B(y—p) . . . (@)
und in ihr sind demnach die beyden Grolsen 4 und B, der Bedin-
gung unserer Aufgabe gemils, noch zu bestimmen. Die letzte Ebene
soll niimlich auch noch durch alle anderen Puncte ¥, M, N, ...
der Fliche gehen, die dem ersten Puncte M zunichst liegen,
also mufs auch die letzte Gleichung noch bestehen, wenn man
in ihr statt 2y s die Grofsen @ - da, » - dy, = 4 d= setzt,
wodurch man, wie oben (§ 210, I, und §. 211.), die Gleichung
erhilt
ds = Ad2 4 B dy.
Die allgemeine Gleichung jeder Oberfliche ist aber
i =—="nicr —}-— gdy,
Wo p = (%) und ¢ = (j—‘) die aus der gegebenen Gleichung
der Fliche bekannten Fanctionen von 2, » und = sind.
Setzt man die beyden letzten Ausdriicke von dz einander
gleich, so erhilt man
(A—p)de + (B—q)dy = o,
und da dieser letzte Ausdruck fiir alle Richtungen, die man von
dem Puncte, M zu irgend einem ihm nichsten Puncte nehmen

kann, oder da er fiir alle Verhilinisse gelten soll, die man zwi-
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schen den beyden unabhiingigen Grifsen da und dy aufstellen
will, so wird dieser Ausdruck den beyden folgenden gleichgel-

tend seyn:
A —p=o und B — g= o0,

oder A’:(d:) wnd = B'= i—:-)
dx rf_}‘

Substituirt man daher die gefundenen VWerthe yon A und B

in der \forllcl-gchs:ndcn Gleichung (a), so erhilt man fiir die ge-
suchte Gleichung der tangirenden Ebene:

2 — 5= (z —a) C;—i ¥ (J“_J)(

oder auch

dz

d

: AR B I

2 — z=pQ@'—2) + 90 —2)
Ex. Fiir die oben (Nr. L) betrachtete Fliche, deren Glei-
chung

a2

i -
S BE + =1
d

ist, hat man, wenn man die dort angefiihrten Werthe von (-—)
=

]

b

i [

a*

(>}

d:
dsy . S < R 7 e :
und (E) in der Gleichung (F) substituirt, fir die tangirende
Ebene derselben die Gleichung
i Ty 2%
Lo e i
a* b= c*
wo 2’y = die laufenden Coordinaten der Ebene bezeichnen.
1II. Wenn man die Gleichung (F) mit der folgenden
La - My 4 Nz = 1,
die wir oben (§. 192, L) durch (I) bezeichnet haben, vergleicht,
und wenn man f, g, h die Neigungen der tangirenden Ebene
gegen die drey coordinirten Ebenen der zy, z= und gz nennt,
so crhilt man (nach (. 193.), wenn man

L M,
5 n—P und e
verwandelt, fiir f, g, . folgende Werthe:
COS_f —_— — : —
Voo ip? o 2
C{)bg = ‘—;—,‘:il'_—_?.,
\/l —- P* -+ ¢-
Cosh=—nt ——,
Vi 4 p* A+ ¢t
e S R —
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1V. Man nennt diejenige Gerade, die in einem gegebenen
Puncte der Flache auf dieser Fliche senkrecht steht, die Nor-
male der Fliche, Da diese Normale auch auf der durch diesen
Punct gehenden tangirenden Ebene senkrecht stehen muls, so
hat man (nach §. 193, IIL) fir die Gleichungen dieser Normale
e { o s et o
Y =74 9@z=2) =0
Nennt man endlich f', g, % die Winkel, welche diese Nor-
male mit den coordinirten Axen der =, ¥, = bildet, so hat man
(nach §. 180.)
Cosfi = -*—:P—,

Cosg = —————,

Coshl = ——————,

also auch
Cos f = Cosh,

Cos g = Cosg,
Cosh' = Coslf.
So hat man fiir die in dem letzten Deyspicle aufgestellte

Fliche, da fiir sie

2

cE ;| ¢ty
) — — un g = — —=
I asz 7 bz
ist, firv f, g, % folgende Ausdriicke:
a*bz
Cosf =
f ne 3
y azcty
Cosg — —
9 ]
b2 ¢t x

Cosh —= —

wo der Kiirze wegen

m == 'I,/b" ot + at C-LI},: "i" at bt 5
oder
m — atb?c?, V b s
o -i- -[
gesetzt worden ist,
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