
Fünf und zwanzigstes Capitcl.
Andere krumme Linien.

§. 202. (Die Neil’sche Parabel.) Indem wir von den

unzähligen übrigen krummen Linien nur einige der vorzüglich¬

sten hier kurz anführen, betrachten wir unter diesen zuerst die

cubische (oder wie sie auch nach Neil* der sie einer der ersten

untersucht hat, genannt wird), die Neil’sche Parabel. Ihre Glei¬

chung des dritten Grades ist

y 3 = ax z

und ihre Gestalt MAM' (Fig. 86), wo hier und in der Folge

immer AX und A Y die coordiriirte Axe von x und j', und wo

AP = x , PM=y ist. Sie erstreckt sich von dem Anfangs-

puncte A der Coordinaten, zu beyden Seiten der Axe der y, aber

nur auf einer Seite der Axe der x, in zwey endlose Äste.

§. 2o3. (Die Ellipsoide.) Diese der Ellipse ähnliche

Curve (daher sie diesen Namen trägt) BMNC (Fig. 87) hat die

Eigenschaft, dafs für jeden Punct M derselben das Product

MF. MF' der Distanzen desselben von zwey festen Puncten F

und F' immer einer constanten Gröfse gleich ist.

Ist FF' = 2 a die Entfernung der zwey festen Puncte F und

jF', und ist MF , MF'=s b %, wo a und b constante Gröfsen be¬

zeichnen, so hat man, wenn der Anfangspunct A der Coordina¬

ten in der Mitte zwischen F und F' liegt, und wenn wieder

AP = x, PM = y ist:

FM 1 = (a — xY -j- y z und

F'M 1 = ( a-\-xy- -{- y z ,

also ist auch die Gleichung der Ellipsoide:

= [(a + .r) 2 -j-jr 2] . [(a—*)* -\-y z ],

oder auch, nach einer einfachen Reduction :

x "“ “b = Y -j- ü 4 7

also die Curve des vierten Grades.



Die Ellipsoidc ändert mit den Werthen ihrer Constanten a

und b ihre Form.

Für &>a hat sie die Gestalt der Fig. 87, so lange zugleich

b> a\f 2 ist.

Ist aber b > a und zugleich b a\^2, so nimmt sie die

Gestalt der Fig. 88 an.

Ist J = a, so geht sie in die Gestalt der Fig. 89 über, wo

AB — A C = a y 2 ist.

Ist endlich b < a , so besteht die Curve aus zwey abgeson¬

derten Ovalen, oder die zwey Schleifen der Fig. 89 trennen

sich bey A so, dafs der Zwischenraum bey A gleich 2 \/a 1 — 6*

wird, und dafs die Entfernung ihrer zwey äufsersten Puncte

BC — 2 )/a? + b"- ist.

Für den erwähnten besonderen Fall der Fig. 89, wo a — b

ist, heifst diese Curve die Lemniscate oder die Schleijenlinie, de¬

ren Gleichung daher isti^+y-y = 2a 2 o*— j*).

§. 204. (Die Astrois.) Wenn eine Gerade von gegebe¬

ner Länge a sich so bewegt, dafs ihre beyden Endpuncte immer

auf den Schenkeln eines rechten Winkels bleiben, so wird die

Curve, welche durch die auf einander folgenden nächsten Durcli-

schnittspuncte dieser beweglichen Geraden geht, die Astrois

(sternförmige Curve) genannt. Ihre Gestalt BDCE ist Fig. 90

verzeichnet, und für ihre Gleichung findet man

a ,T _j_ rjfi = a 3 ,

wo AP — x , PM =r y , und wo die beyden senkrechten Durch¬

messer BC = D E =. 2a sind. Diese Curve gehört demnach

zum sechsten Grade.

I. Mit ihr nahe verwandt und auch von derselben Gestalt

ist die Curve, deren Gleichung

Gy+(o r =o-y

ist, und die man die Evolute der Ellipse nennt. Wir werden spä¬

ter (§. 212.) auf sie zurück kommen.
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g. 205 . (Die Logistik.) Gehen wir nun zu denjenigen

Curven über, deren Gleichungen transcendente Gröfsen enthal¬

ten, und die defshalb selbst transcendente Curven genannt wer¬

den. Eine der einfachsten derselben ist die Logislik oder die lo-

garitlimische Linie, deren Gleichung

x = a y oder log x = y . log a ,

und deren Gestalt Fig. 91 verzeichnet erscheint, wo APssx

und P M y ist.

Für x = AB = 1 ist y — o. Sey A C = a und die mit

der Axe der x parallele Gerade C D = b , also a die zu der Ab-

gcisse b gehörende Ordinate, so ist auch

b = a a oder log b = a log a.

Substituirt man diesen Werth von

log a = - log ba

in der zweyten der vorhergehenden Gleichungen, so erhält man
y

loga; = — log b ,

oder einfacher
a ,y

x = b ,

eine andere Gleichung der Logistik.

Ist endlich AC = a = 1 und C D — b = e die Basis der

natürlichen Logarithmen, so hat man für den einfachsten Aus¬

druck der Gleichung dieser Curven

y = loga: oder x = e y .

§. 206. (Die Kettenlinie.) Wenn ein vollkommen bieg¬

samer Faden in zwey seiner Puncte A und B (Fig. ,92) befestiget

und dann der Einwirkung der Schwere überlassen wird, so nimmt

der zwischen diesen Puncten liegende Faden die Gestalt der Ket¬

tenlinie (Chainette) AMDB an, deren Gleichung ist

y — a log—^:—z-z—., a

wo D der unterste oder von der horizontalen Geraden AB am

weitesten entfernte Pünct der Curve, und wo DP = x, PM=y

und a eine constante Gröfse ist.

Da sich diese Gleichung auch auf folgende zwey Arten aus-

►

«
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drücken läfst:

7
a + x + Viax + xZ

a

+ x + i a x -f- x

s/ 2 CI X X'a -f- x
a

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet, so hat

man auch, wenn man die beyden letzten Ausdrücke addirt:

für eine andere Gleichung dieser Cuiwe.

§. 207. (Die Cyclois.) Wenn ein Kreis HML (Fig.93)auf einer Geraden AB rollt, so beschreibt ein gegebener Punct

M der Peripherie desselben die Cyclois A M U ß.

Ist AP-=zx, PM und O der Mittelpunct des Kreises,

dessen Halbmesser a ist, und nennt man t den Bogen HM, also

auch - den Winkel II OM, so hat man, da der Bogen HM der

Geraden A H, die er früher bedeckte, gleich ist, die beyden

Ausdrücke ::

oderauch, wenn man der Kürze wegen (aav, also v gleich'

dem Winkel HOM setzt:

Eliminirt man aus diesen beyden Gleichungen die Gröfse Vf

so erhält man

für die Gleichung der Cyclois.

I. Ist D der höchste Punct der Curve, also auch CD

gleich dem Durchmesser des erzeugenden Kreises, und setzt man

DP' c= x und P'M = /, so hat man

e a -{- e
a

!(«+*>

a

x = a (y — Sin r)

y = a (1 — Cos v)

x = a Are Cos (' — ?) -

x =s 2 a — y und y = a re — x,
tjittrow 8 Anfangsgr. tl. gesammt. Älathom. 22
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wo n = 3 .i 4 i 5 <) .. • und an = AC die halbe Peripherie des er¬
zeugenden Kreises bezeichnet. Dadurch gehen die vorigen Glei¬
chungen in folgende über :

und wenn man endlich auch aus diesen zwey Gleichungen die
Grüfse co eliminirt:

eine zweyte Gleichung der Cyclois.

§. 208. (Die Spiralen.) Wenn man eine Curve, deren
Gleichung zwischen den rechtwinkligen Coordinaten x undjy ge¬
geben ist, in eine Spirale verwandeln will, so kann man sich
die Abscissenaxe derselben nach der Peripherie eines Kreises ge¬
krümmt und auf demselben gleichsam aufgewunden vorstellen,
wobey die Ordinaten y ihre frühere senkrechte Stellung gegen
die neue Abscissenaxe, d h. gegen die Peripherie des Kreises
beybehalten. Ist der Halbmesser dieses Kreises die Einheit, so
wird man nur, in der gegebenen Gleichung der Curve zwischen
x undjy, die Abscisse x in den Winkel v, und alle um diese Ein¬
heit verminderten Ordinaten y in den Radius r verwandeln, um
sofort die Polargleichung der entsprechenden Spirale zu erhalten.

I. So hat man für eine gerade Linie, die durch den Anfang
der Coordinaten geht, und die mit der Axe der x einen Winkel

bildet, dessen Tangente - 1- ist, die Gleichung zwischen den
rechtwinkligen Coordinaten

x = 2 n . y.

Nimmt man damit die angezeigte Verwandlung vor, so er¬
halt man sofort

v == 2 n . r

für die Polargleiclumg der Archimedischen Spirale, die Fig, 94
nbgebildct ist.

( i + c ° s 0’
y = an — t - 4- a Sin -J 1 a

oder wenn man n — v = co setzt:

x' = (i (t — Cos co)
y = a (co -J- Sin co)

l
y =2 a Are Cos f 1 — J -j- 2 ax — x' 2,
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Wenn sich um den Mittelpunct C des Kreises ABD der

Halbmesser, den wir gleich der Einheit annehmen, gleichför¬

mig dreht, und wenn sich zugleich in diesem Halbmesser ein

Punct M ebenfalls gleichförmig und so bewegt, dafs immer der

Radius CM — r zu dem Halbmesser CA = i des Kreises sich

verhalte, wie der Kreisbogen AB = v zu der ganzen Periphe¬

rie 2 x dieses Kreises , so hat man

oder es ist

r : l = v : 2 x,

v = 2 x . r ,

wie zuvor, und daher der so bestimmte Punct M ein Punct die¬

ser Spirale. Diese Gleichung zeigt, dafs die Spirale, nach dem

ersten ganzen Umlauf des Halbmessers, den Kreis in A schnei¬

det, und dafs sie dann in unzähligen, immer gröfseren Windun¬

gen um den Kreis geht. Da man den Bogen v auch negativ, von4 nach D nehmen kann, so besteht diese Curve noch aus einer

zweyten Spirale, die der vorigen gleich und ähnlich ist, aber

eine entgegengesetzte Lage hat.

II. Eben so hatten wir oben (§. 2o5.) für die Logistik, wenn

man die Coordinaten x und y unter sich verwechselt, die Glei¬

chung

x — logjr,

also ist auch

v — logr

die Gleichung der logarithmischen Spirale (Fig. 95), wo r = CM

und wo v der Winkel der r mit einer durch den Pol C gehenden

festen Geraden CA ist. Für r—CA— i ist v = o, so dafs

also diese Spirale in unzähligen Windungen für wachsende po¬

sitive Winkel v sich von dem Mittelpuncte C entfernt, und eben

so für abnehmende oder negative Winkel ACm sich dem Mittel¬

puncte C immer mehr nähert.

III. Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel ist (§. 200, V.)

Xy == T a %
und daher wird auch die Spirale, deren Polargleichung

r . v = a

ist, die hyperbolische Spirale genannt. Sie ist Fig. 96 verzeich¬

net, wo CM—r und XCM = v ist. Nimmt man MP senk-
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recht auf CX, so hat man

MP = C M Sin v — — . Sin v.
v

_ . , S in v
Für r =ao ist (^. 102.) aber —— = i , also auch MP = a.

Ist daher auch C A = n senkrecht auf CX, und zieht man durch

A eine mit CX parallele Gerade AB, so ist AB die Asymptote

der Spirale. Für negative Werthe von v gibt es noch einen

zweyten ähnlichen endlosen Ast dieser Curve, der gegen die an¬

dere Seite AB' der Asymptote eben so liegt, wie jene gegen AB,

und beyde gehen in unzähligen, immer kleinern Windungen um

den Mittelpunct C.
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