Zwey und zwanzigstes Capitel.
Gleichungen der geraden Linie.

A. Gerade Linie in einer gegebenen Ebene,

§. 176. (Gleichung der geraden Linie)) Es ist be-
reits oben (§. 150.) gezeigt worden, dals man den Ort eines
Punctes M (Fig.77) in einer gegebenen Ebene kennt, wenn die
zwey senkrechten Abstinde M P und M Q dieses Punctes von Zwey
chenfalls unter sich senkrechten, aber ihrer Lage nach gegebenen
geraden X X' und Y ¥, in dieser Ebene liegenden Linien bekannt
ist, und dals von diesen Abstinden die eine MQ=AP=z die
Abscisse,, die andere MP= Q A=y die Ordinate , beyde zusam-
men aber die Coordinaten des Punctes M genannt werden, wih-
rend man die beyden fixen Geraden XX’ und Y'Y die Azen der
Coordinaten, und ihren Durchschnittspunct 4 den Anfang der
Coordinaten zu nennen pilegt.

Nimmt man in einem der vier Quadranten, in welche die
unbegrenzte Ebene durch die Coordinatenaxe getheilt wird, nimmt
man z. B, in dem ersten Quadranten X AY beyde Coordinaten
und y positiv an, so ist in dem zweyten ¥ A4 X' die Abscisse z,
in dem dritten X' A Y’ die Abscisse 2 und zugleich die Ordinate y,
und in dem vierten Quadranten ¥'4 X endlich wieder blols die
Ordinate y negativ, wie aus der blofsen Stellung dieser Linien
in den vier Quadranten von selbst hervorgeht.

Diels vorausgesetzt, sey CDMM , . ., eine gerade Linie,
zu deren Puncten M, M, M', . , .

die Abscissen 4P, AP, AP', . . . und iiberhaupt x,
und die Ordinaten PM, PM', PM’,. . . und itherhaupt »
gchéren, Aus dem Begriffe der geraden Linie geht hervor, dals
fiir jeden dieser Puucte das Verhéltnifs der beyden geraden Linicn
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fmmer dasselbe bleibt.— Nennen wir a dieses constante Verhalt-
pifs, und heifsen wir eben so B die ebenfalls constante Distanz
AC, so wird man, da CP= B4 AP, CP= B+ 4P,
CP'=B - 4P'. . . ist, die vorhergehenden Verhiltnisse alle
durch die gemeinsame Gleichung
oL AR
B 4+ «x
ausdriicken kénnen; und da dieser Ausdruck alle Puncte der
Linie CM umfafst, so wird er das analytische Symbol, oder er
wird die Gleichung der geraden Linie C M seyn.
Statt der bestindigen Grofsen a B kann man auch eine ein-
fachere Constante b einfithren, so dals man daher fir die Glei-
chung der geraden Linie den Ausdruck hat ;

y:aw—}—b...(l).

I Aus der Entstchung dieser Gleichung (1) folgt, dals er-
P M
TP TGP
Tangente (§. go.) des Winkels X CM ist, unter welcher die Ge-
rade CM gegen die Abscissenaxe X X' geneigt ist; und dals zwey-
tens die Constante b gleich der Distanz 4D des Anfangspuncts 4
der Coordinaten von dem Durchschnittspuncte D der Geraden CM
mit der Ordinatenaxe ¥ ¥ ist, da fiir 2==o die Ordinate y =5
wird,

Setzt man eben so in der Gleichung (1) die Ordinate y = o,
50 erhilt man

— a oder ¥ = awxz -} al

stens die Constante @ == . « . die trigonometrische

b
= — -
@
fiir die Distanz 4 C des Anfangspunctes 4 von ‘dem Durchschnitts-
puncte C der Geraden mit der Abscissenaxe 0. G
II. Da sonach durch die Constante ¢ die Neigung der Gera-
den gezen die feste Abscissenaxe, und durch die Constante b ein
Punct der Ebene aulser dieser Axe, durch welchen die Gerade
geht, bestimmt wird, so wird auch durch die Gleichung (1) die
Lage der Geraden CM in dieser Ebene vollstindig bestimmt.
DBezeichnen a und b an sich positive Gréfsen, so gehort in
(Fig. 77, A.) die Gleichung
y = az -+ b fir die Lage .BD der Geraden,
Jy = axr — b » » » CE » ¥

-
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y =— az -+ b fir die Lage CD der Geraden,
ye=—az —b » » » BE » »
III. Ist in der Gleichung (1) die Grofse b==o0, so hat man
]
fiir die allgemeine Gleichung jeder Geraden, die durch den An-
fangspunct 4 der Coordinaten geht, da fiir 2 =0 auch =0

wird.
IV. Ist aber in derselben Gleichung die Gréfse a=o0, so
hat man
Y=l
fir die Gleichung einer Geraden, die parallel mit der Axe der
x ist, und die von dieser Axe um die senkrechte Distanz b absteht.
V. Eben so ist auch
z = ¢
die Gleichung einer Geraden, die parallel mit der Axe der y ist,
und die ven dieser Axe um die Grélse ¢ absteht,
VI. Aus IV. tind V. folgt, dafs die zwey Gleichungen
2=
==
zusammen genommen die Gleichungen eines Punctes sind, dessen
Abstand von der Axe der y gleich 4, und von der Axe der z
gleich B ist. Die erste derselben gehort nimlich fiir eine mit 4,
und die zweyte fiir eine mit @ parallele Gerade. VWenn man da-
her beyde zusammen, oder wenn man beyde Gleichungen als co-
existirend betrachtet, so betrachtet man eigentlich nur das, was
beyden Linien gemeinschaftlich ist, d.h, den Durchschnittspunct
derselben,

§- 177. (Bestimmung des Durchschnittspunctes
Zweyer GGI‘{ldeu-) Sey die Gleichung der ersten der gege-
benen Geraden

y=az 4 b... (1),
und die der zweyten
o= aaadib . .. (2)

Wir wollen hier und in der Folge diese Geraden selbst,

der Kiirze wegen, die Linien (1) und (2) nennen.
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Da fiir den Durchschnittspunct dieser zwey Geraden die
Abscissen @ sowohl, als auch die Ordinate 5, in den beyden
vorhergehenden Gleichungen, dieselben VWerthe haben miissen,
so werden wir diese Coordinaten auch einander gleich setzen, und {
dann , aus diesen zwey Gleichungen (nach §. 67.) die entsprechen-
den Werthe der Coordinaten 2 und y des gesuchten Durchschnitts-
punctes bestimmen kénnen, Man erhilt so

b — b ab — al

N —— und Yy = -
a— a a — a

I. Ist a@=a, so wird 2 sowohl als auch » unendlich grols,
oder die beyden Linien (1) und (2) schneiden sich nie, sind also
parallel, iibereinstimmend mit §. 176, 1., da a und a' die Nei-
gungen der Geraden gegen die Axe der #, und daher beyde Nei-
gungen dieselben sind.

II. Also ist auch iiberhaupt

y=ax 4 B
die Gleichung einer mit (1) parallelen Geraden, und in dieser Glei-
chung ist die Constante B willkiirlich, weil es in der That un-
zihlige Linien gibt, die mit der Geraden (1) parallel sind.
111, Ist n die Neigung der Geraden (1) gegen die Abscissen-
axe, also auch a="Tangn, so hat man

Tang (yo°~}-n) = — Cotangn = — l“;
also ist auch iiberhaupt
: .
p o — 3 '
3 P |
die Gleichung einer auf (1) senkrecht stehenden Geraden, und
in ihr ist ebenfalls die Gréfse B willkiirlich.

§. 178. (Gleichung einer Geraden, die durch zwey
gegebeue Puncte g(ﬂllt.) Seyen z'y' die Coordinaten des einen,

it

und 2" die des anderen gegebenen Punctes, und sey die Glei-

chung der gesuchten Geraden ’
y = Az 4+ B,
in welcher also die Werthe von 4 und B, den aufgestellten Be-
dingungen gemils, bestimmt werden sollen.
Da diese Gerade durch den ersten der gegebenen Puncte
gehen soll, dessen Coordinaten zy sind, so hat man auch die
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Bedingungsgleichnng
: y =4z 4+ B, .. (a)

Eliminirt man aus den beyden vorhergehenden Gleichungen
irgend eine der beyden Constanten 4 oder B, z. B, die letzte,
so erhilt man den Ausdruck

y—r =4d(—2);
und diefs ist die Gleichung einer Linie, die durch den Punct geht,
dessen Coordinaten 2’ und 9 sind, In ihr ist die Grofse 4 noch
willkiirlich., Setzt man in ihr 4=a, so erhilt man
y—7=a@—a)...(0
fir die Gleichung einer Geraden, die durch den Punct (2'y) geht,
und mit der Linie (1) parallei ist. Setzt man aber in ihr
Aes— »1, so erhillt man
@ ; : ;
y—y=—1@—a)
fir die Gleichung einer Geraden, die durch den Punct (2y) geht,
und auf der Linie (1) senkrecht steht,

Soll iiberdiels die zuerst angenommene Gerade auch noch
durch den zweyten Punct gehen, dessen Coordinaten 2"y " sind,
s0 hat man, wie zuvor, die Bedingungsgleichung

y'=da"4 B ... (c)

Die beyden Gleichungen (a) und (c) reichen hin, die VWerthe
der zwey unbekannten Gréfsen 4 und B zu bestimmen. Man er-
hilt so

,«1:7—-—_—1—' und B=w,

E— i X
und wenn man diese VWerthe in der oben aufgestellten Gleichung
y = dxz - B

substituirt, so erhilt man
Y= '
=Y e, R k)

fiir die gesuchte Gleichung der durch beyde Puncte gehenden
Geraden. In ihr sind die Grofsen 2 und g die veriinderlichen
oder sogenannten laufenden Coordinaten, wihrend die anderen
2y und 2’y constante Gréfsen bezeichnen,
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I Sind M’ und M" (Fig. 77) diese zwey gegebenen Puncte,

deren Coordinaten
t AP = 2 und AP'= 2",
PM=y » PM= & <
sind, so hat man, wenn man durch den Punct M’ die Gerade M'N
parallel mit der Axe der 2 zieht, und wenn man in dem recht-
winkligen Dreyecke M'M'N die Distanz M'M" der zwey gege-
benen Puncte gleich A setzt:
a* = M'N* 4 M"N#,

oder

A= V=2 + —r)

§. 179. (Bestimmung des Winkels zweyer gege-
benen Geraden.) Seyen die Gleichungen (1) und (2) die der
zwey gegebenen Geraden. Fiihrt man beyde Linien, mit sich
selbst parallel, fort, bis sie durch den Anfangspunct der Coor-
dinaten gehen, so werden, in diesem letzten Zustande, ihre

! Gleichungen seyn:
i .,7 = ax i
¥ = da}’
i i und dadurch ist der Winkel (1 .2), den diese Geraden unter sich
bilden, nicht verindert worden.
i Nennt man nun, analog mit der eingefiihrten Bezeichnung,
; (r.2) und (1.y) die Winkel, welche die Gerade (1) mit der Axe
I j der 2 und der y bildet, und eben so (2.2) und (2.y) die Winkel
der Geraden (2) mit der Axe der 2 und ¥, so hat man, nach
| BB g 1772
@ = Tang(1.2) und & = Tang(2.2).

Allein da man zwischen diesen VWinkeln auch die Gleichung

hat:

(1.2) = (2.2) — (1.2),

60 ist auch
Tang (1.2) = Tang [(2.2) — (1.2)],
oder nach §. 101.: ‘ ‘
Tang (1-9) = 500" ey
oder endlich, wenn man in diesem Ausdrucke die vorhergehen-
den Werthe von Tang (1. ) und Tang (2.z) substituirt:
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@ =
Tang (1.2) = e

wofiic man auch die Ausdriicke (§. 95, 1) nehmen kann
Sin (1.2) = el oder
Vi + a%. Va -+ az
Cos(1.2) — — " il H
1 a2 Vi F et
L. Sind beyde Linien (1) und (2) zu einander parallel, so
ist Tang (1.2)==0, oder es ist

@ —a=o0, also auch d = a
wie zuvor ({. 177, L)
Sind sie aber auf einander senkrecht, so ist Tang (1. 2)
unendlich grofs, also auch

r 1
1 - ada=o0 oder o' =— —
@

wie oben (§. 177, IIL).

§- 180. (Umformung der Gleichung der geraden
Linie.) Bemerken wir noch, zum Schlusse dieses Gegenstan-
des, dafs man der Gleichung der geraden Linie, die iiberhaupt
eine Gleichung des ersten Grades (§. 34, I) ist, auch noch an-
dere Gestalten geben kann. VVihlt man z B, dafir diec Form

stE=1..@,

so driicken hier die Constanten « und f8 die Entfernungen des
Anfangspunctes 4 von denjenigen zwey Puncten C und D (Fig. 77)
aus, in welchen die Axen der 2 und der  von der Geraden CM
geschnitten wird, Vergleicht man diese Form mit der vorher-
gehenden
y = ax + b,

so sieht man, dafs man in allen bisher aufgestellten Ausdriicken
nur

Q |

statt @, und

» b

=]

setzen wird, um die analogen, der letzten Form entsprechenden
Ausdriicke zu erhalten, So wird z. B. der Cosinus des Winkels
der beyden Geraden, deren Gleichungen sind;
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u. 5. W,

Va + gt . Vaz 4 82
I. Auch kann man jeden ]’unct M der Geraden CM M’
durch seine Distanz MB =r von irgend einem Puncte B, der
z. B. in der Axe der z liegt, und durch den Winkel MBX = ¢
bestimmen, den jene Distanz B M mit der Axe der z bildet. Man

% ¥ z ¥
e =~ =—= 1 und - N —
[ B A
durch die Gleichung gegeben werden:
aa'—f— ga

Cos(r.2) =

pllegt » den Radius Vector, und die beyden verdnderlichen Gros-
sen r und ¢ die Polarcoordinaten des Punctes M, so wie B den
Pol derselben zu nennen.

Ist AB=¢c die gegebene Distanz des Pols B von dem An-
fangspuncte 4 der rechtwinkligen Coordinaten 4P =z und PM =y,
so hat man

z = ¢ -+ r Cosp und
¥ = rSing,
Substituirt man diese Werthe von z und y in der Gleichung
y =azx b
der Geraden (1), so erhilt man fiir die Polargleichung derselben
den Ausdruck
r8Sing = ac -+ b -} ar Cosg,

oder auch

:;c-—!—b

B Smc‘; -—a(.;m:g

Fiir c=o liegt der Pol im Anfangspuncte 4 der rechtwink-
ligen Coordinaten, und dann hat man fir die Gleichung der

Geraden
b
Sing — aCosg "
Setzt man in diesem Ausdrucke den VWinkel ¢ —o0, so er-
b : .
hilt man r —= 4C =— — —, und eben so gibt ¢=qo den VWerth
a
yon r= 4D = b, wie zuvor.
B. Gerade Linie im Raume.

§. 181. (Bestimmung eines Punctes im Raume.)
Wie wir im Vorhergehenden die Lage eines Punctes in einer ge-
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gebenen Ebene durch seine senkrechten Abstéinde von zwey fixen,
in derselben Ebene unter sich senkrechten gegebenen Linien be-
stimmt haben, so werden wir auch den Ort eines Punctes im
Raume iiberhaupt kennen, wenn uns die senkrechten Abstinde
desselben von drey gegebenen festen, und unter sich senkrechten
Jibenen belannt sind,

Sey APQMa (Fig. 78) ein rechtwinkliges Parallelepiped.
Erweitert man die drey Seiten 4Pp, 4ga und AP Qg desselben
unbegrenzt nach allen ihren Richtungen, so entstehen die drey
erwihnten, unter sich senkrechten Ebenen, die sich je zwey in
den Linien X'AX, Y'AY, ZAZ, und die sich alle drey in dem
gemeinschafllichen Puncte 4 schneiden,

Sey der senkrechte Abstand irgend eines Punctes M

von der Ebene A4ga, oder sey Mm — AP
8> 90y UAPPy Iy v Mp == PQ
» v » APG 0 paiy SEMQ = mig

Man nennt diese Grélsen z, g, » die senkrechten Coordina-
ten des Punctes M; die festen, ihrer Lage nach gegebenen Gera-
den XAX', YAY', Z4Z die Coordinatenazen; die erwahnten,
durch diese Axen gehenden drey senkrechten Ebenen die coordi-
nirten Ebenen, und ihren gemeinschaftlichen Durchschnittspunct 4
den Anfang der Coordinaten.

Ty

e

=
N

IR

I. Lafst man von irgend einem Puncte ein Loth auf eine
gerade Linie oder auf eine Ebene herab, so heilst der Fulspunet
dieses Lothes, in welchem dasselbe die gerade Linie oder die
Ebene trifft, die Projection jenes Punctes auf diese gerade Linie
oder auf diese Ebene. Eben so wird man die Projection einer
Geraden auf eine andere Gerade erhalten, wenn man von den
Endpuncten der ersten auf die andere Lothe herabfallen lifst.
Fillt man von den beyden Endpuncten einer geraden Linie, oder
von allenPuncten einer krummen Linie, auf eine gegebene Ebene
Lothe herab, so erhilt man auf gleiche Weise die Projection je-
ner geraden oder krummen Linie in der gegebenen Ebene, und
cben so wird man auch von irgend einer Figur die Projection
derselben in einer Ebene haben, wenn man von allen Puncten
des Umfangs der Figur auf diese Ebene Lothe herablilst.

Demnach ist yon dem Puncte M, dessen Coordinaten z, ¥,
= sind,
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P, g und a dic Projection auf die Axe der x,  und z, so wie
Q,p » m» » » » Ebene» 2y, @z und y z.

Von der Distanz 4 M aber dieses Punctes M von dem An-
fangspuncte der Coordinaten ist
AP=ua, Ag=y, Aa= = dieProjection auf die Axe der z, y und z,
und eben so sind die Diagonalen der Parallelogramme, die das
erwihnte Parallelepiped begrenzen, oder eben so sind

AQ, Ap und Am

in derselben Ordnung die Projectionen derselben Distanz 4 M
auf die coordinirte Ebene der 2y, der zz und der yaz.

1I. Durch die absolute Grélse der drey Coordinaten 2, 7, 2
wird allerdings die Entfernung des Punctes M von den drey festen
coordinirten Ebenen, aber noch nicht die Lage dieses Punctes,
oder die Seite dieser Ebene bestimmt, auf welcher der Punct
steht. Um auch noch diese Lage auszudriicken, wird man diese
Coordinaten auf der einen Seite einer jeden der drey Ebenen
negativ annehmen, wenn man sie auf der anderen positiy voraus-
gesetzt hat. Nimmt man z B. in der Zeichnung der Figur 78
die 2, ¥, = nach der Richtung der Geraden 4X, 4Y, AZ posi-
tiv, so werden sie nach den entgegengesetzten Richtungen 4 X,
AY', A7 negativ seyn, so dals demnach von den acht Octanten,
in welche der unbegrenzte Raum um denPunct A durch die drey
coordinirten Ebenen getheilt wird, der Octant XY Z alle drey
Coordinaten positiv, der Octant XY Z, XY'Z und XY Z aber
nur eine dieser Coordinaten, X ¥'Z, X'V Z und XY'Z aber zwey,
und der Octant X' ¥'Z endlich alle dvey Coordinaten negativ hat,

§. 182. (Gleichungen der Geraden im Raume.)

Da von einer Geraden 4 M im Raume die Projection auf irgend
einc Ebene (z. B. die Projection Ap in der Ebene der zz) wie-
der eine Gerade ist, so wird die Gleichung dieser Projection in
der Ebene der @z, nach §. 176, IIL., die Form haben:

IRl A
und eben so wird von ihrer Projection 4 m in der Ebene der y z
die Gleichung seyn:

yi=bz;
wo a, b constante Grofsen sind, deren Bedcutung aus §. 176,
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bekannt ist, wo namlich a und & dic Tangenten des Neigungs-
winkels dieser Proportionen 4p und 4m mit den Axen der 2 und
der » sind,

Diefs setzt voraus, dals die Gerade 4 M, dafls also auch jede
der beyden Projectionen, durch den Anfangspunct 4 der Coor-
dinaten geht. Ist diels nicht der Fall, so werden (nach §. 196.)
die allgemeinen Gleichungen dieser beyden Projectionen seyn:

2 = az 4 a
r=bx g o)

I Esg ist klar, dafs durch diese zwey Projectionen, oder,
was dasselbe ist, dafs durch diese zwey Gleichungen der Projec-
tionen irgend einer Geraden in zweyen der drey coordinirten
Ebenen, die Lage dieser Geraden im Raume vollstindig bestimmt
wird,

Sucht man aber noch die Projection derselben Geraden in
der dritten Ebene der 2y, so hat man fiir die Gleichung dersel-
ben, wenn man aus den beyden vorhergehenden Gleichungen die
Grolse z eliminirt:

ay — bz = af — ab.

IL. Sind in den Gleichungen (1) die Grifsen a=b==o0, so

hat man

S VL

y==8 ‘
fiir eine mit der Axe der z parallele Gerade, die von der Ebene
7 % um die Grélse «, und von der Ebene 2z um (3 absteht, Ist
auch noch a=—=f =0, so hat man

T = 0‘

‘7’ —
fiir die Gleichungen der Axe der z selbst,

0

0. 183. (Parallele und solche Gerade, die durch
gegebene Puncte gehen.) Nennen wir der Kiirze wegen
diejenige Gerade, zu welcher die obigen Gleichungen

Aagtsad &80

=
y = bz -8
gehoren, die Linie (1), und eben so sollen auch die Gleichungen
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zi=laz -} a )
e sies 1 Ayt atiold
fiiv eine andere Linie, die wir (2) nennen, gehioren,

Da zwey Gerade im Raume unter sich parallel sind, wenn
ihre Projectionen in zwey coordinirten Ebenen unter sich parallel
sind, und umgekehrt, so folgt sofort aus §. 177, L., dals die
zwey Linien (1) und (2) parallel seyn werden, wenn die zwey
Bedingungsgleichungen Statt haben:

(4

gi=— g iunas s ar—rh

so dafs demnach die Gleichungen einer mit (1) parallelen Linie

o as - 4

Ve bz -+ B

wo A und B noch unbestimmt bleiben.
I. Soll diese mit (1) parallele Gerade auch noch durch den

seyn werden:

]

1

gegebenen Punct, dessen Coordinaten 2', 5 und z sind, gehen,
so hat man die Bedingungsgleichungen
& =azs - 4
¥ =bs 1 B

und diese, mit den beyden vorhergehenden verbunden, geben

fiir die mit (1) parallele, durch den gegebenen Punct gehende
Gerade die Gleichungen

z — 2 = a(z— z),

7 — 9 =b(— )
(Vergl. §. 178, Gleichung (5)).

II. Um den Durchschnittspunct der beyden Geraden (1) und
(2) zu finden, wird man (wic in §. 177.) die Werthe 25z in den
vier Gleichungen (1) und (2) unter sich gleich annehmen, wo
man dann, durch die Elimination dieser drey Grilsen aus jenen
vier Gleichungen erhilt:
a — a 8 —g

o G

und diese Bedingungsgleichung muls Statt haben, damit sich die
beyden Linien schneiden kinnen.

Ist a==a und b==b', so hat die vorhergehende Gleichuong
keine Bedeutung mehr, weil dann (nach dem Vorhergehenden)
die beyden Linien parallel sich, und sich nicht schneiden.



I1I. Sucht man die Gleichungen ciner Geraden, die durch
zwey gegebene Puncte geht, von welchen der erste die Coordi-
naten 2'y'z, und der zweyte die 2"y 2" hat, so wird man die zwey
Gleichungen (1) noch mit den vier folgenden verbinden :

x’:a:‘+ﬁ d LL:—... ﬂ:”u}—n’.
¥y =0bz -4 st y=b3s"4 B\

Eliminirt man dann aus diesen sechs Gleichungen die vier
Gréfsen @, b, a und 8, so erhilt man fir die Gleichungen der
gesuchten Geraden

2 — = T————'-i— (z—32) a

y—d =1l =0

wo 2, » und z die laufenden Coordinaten der gesuchten Geraden

bezeichnen (vergl. §. 178.).

§. 184. (Distanz zweyer Puncte im Raume.) Seyen
M und M' (Fig. 79) zwey im Raume gegebene Puncte, und
AP==z, PQ=y, QM ==z die Coordinaten des ersten, so wie
AP=z', PQ'=y, Q' M'=5"die des zweytenPunctes. Man suche
die Distanz MM — A dieser zwey Puncte.
] Man ziehe Qp und Mm mit AX, pm mit 4Z und mn mit
AY parallel, so hat man in dem rechtwinkligen Dreyecke MM'm

und eben so in dem rechtwinkligen Dreyecke Mnm
Mn?* = Mm? - ma?,

also ist auch

R \/’ﬁfdrﬁﬁh:[-mli—_ﬁf’—ﬁ.
Man hat aber, in Folge der angefiihrten Verzeichnung,

Mm = 4dP — 4P et o,
mn = PQ — PQ ¥y — ¥
nM =0M— QM = 3 — z,

1l

also ist auch die gesuchte Distanz

s = VE=5 F =) F =
Lifst man aber von den beyden Endpuncten M und M’ der
Distanz A Liothe auf die Axen der @, » und z herab, so sind die-

Littrow’s Anfangsgr. d. gesamm¢t, Mathem . 20
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jenigen Stiicke dieser Axen, welche zwischen den Fufspuncten
jener Liothe enthalten sind, oder so sind die Projectionen (§.281,1)
der Distanz A auf diese Axen

depta i W PPl == aliLe S

» ¥ Qp =y —y,

v B, M= 2=z,

Demnach ist das Quadrat einer jeden geraden Linie gleich
der Summe der Quadrate ihrer Projectionen auf drey willkiirlichen,
aber unter sich senkrechten Linien : eine wesentliche Erweiterung
des oben (§. 92.) angefiihrten Pythagordischen Theorems.

I. Eben so erhilt man auch fiir die Distanz 4 M—R des er-
sten Punctes M von dem Anfangspuncte 4 der Coordinaten, da
fiic den letzten Punct die Grifsen a'y'z’ verschwinden :

R — +‘},2 __l_ 53,

und eben so fiir die Distanz 4 M'=R' des zweyten Punctes:

R _1“1+J,‘:__]_ :5':-

§. 185. (Winkel zweyer gegebenen Geraden.)
Um den Winkel, welchen die zwey Geraden (1) und (2) unter
sich bilden, zu finden, kann man diesclben zuerst unter sich pa-
rallel fortriicken, bis sie beyde durch den Anfangspunct der Co-
ordinaten gehen. In diesem Zustande verschwinden in den Glej-
chungen derselben die Constanten «, o' und (3, £, ohne dafs da-
durch die Neigung der Linien gegen einander geindert wird, so
dafs daher die Gleichungen dieser zwey Geraden die Form haben:

T (I.G!

3‘_b:!"°(l) undT:‘ f(c).

Nimmt man dann auf jeder der beyden letzten Geraden einen
Punct, dessen Entfernung von dem Anfange der Coordinaten fiir
die erste Gerade gleich ' und fir die zweyte gleich " ist, und
nennt man z'y'z’ die Coordinaten des ersten, und z'y"s" die des
zweyten Punctes, so wird man fiir die Distanz A dieser Zwey
Puncte (nach §. 184.) den Ausdruck haben:

8 = =)+ g
Allein fiir dieselbe Distanz hat man auch (nach §. 91, Glei-
chung ()), wenn man den gesuchten Winkel, welchen die bey-

z = a'z
Y

A1
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den Geraden (1) und (2) unter sich bilden, durch (1.2) be-

zeichnet: :
A? = % |- r's — 277 Cos(1.2).

Setzt man diese beyden Ausdriicke von A* einander gleich,
und bemerkt man, dafs (nach §.184, L)
P = 2t oy 45 und
rir = a’'r - o 4 2
ist, so erhilt man:
71, Cos(1.2) = 22" yy'+ 53" . . (a)
Da man aber aus dem Vorhergehenden hat:

a2 dzsiund, ris=i@a

¥ = Bisit kel a— s
und daher auch

rr = (14a*}b?). 5%

P'r= (1 a*4-5"2).2"7
so erhilt man, wenn man diese Werthe in der vorhergehenden
Gleichung (@) substituirt, fiir den gesuchten Winkel (1.2) der
Linien (1) und (2) den folgenden Ausdruck:

R it b und i RS
Vi a0, Vi —+ a4 b2

I. Sind daher die beyden Linien (1) und (2) unter sich pa-
rallel, so ist Cos(1.2)==1, und dann geht die letzte Gleichung
in folgende iiber:

(Far0) (1 F a0 = (O J-ad b0,
die man auch so schreiben kann:
(@—d)t + (b — by + (a¥— by = o.

Da aber die Summe von Quadralcn , als immer positive
Grofsen, nur dann verschwinden kann, wenn jedes dieser Qua-
drate fiir sich gleich Null ist, so hat man

a—da und b =1V,
iibereinstimmend mit §. 183.
II. Sind endlich die beyden Geraden (1)und(2) anf einander
senkrecht, so hat man Cos(1.2)=o0, also ist auch
1 4 ad bbb =o0
die Bedingung des gegenseitigen senkrechten Standes der beyden
20 *
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Geraden,  Allein bey diesem Stande kénnen die Linien im Raume
noch immer neben einander fortgehen, ohne sich zu schneiden.
Sollen sie daher nicht blofs auf einander senkrecht seyn, son-
dern sich auch in der That schneiden, so wird man (nach §. 183, I1.)
die beyden Bedingungsgleichungen haben:
t + aad' 4 b = o und
a—d _p—¢

.“_u, Hb—b"

§.186. (Winkel einer gegebenen Geraden mit
den drey coordinirten Axen.) Nach dem Vorhergehenden
(§- 182, IL) sind die Gleichungen der Axe der =

I = 0
i— 0 ‘ 3

Sucht man daher den Winkel (1.z) der Linie (1) mit der
Axe der z, so wird man nur in dem obigen Ausdruck fiir Cos (1.2)
die beyden Grofsen o’ und &' gleich Null setzen, wodurch man

erhilt:
1
Cos(1.3) = —8—.
( ) \/l -+ a* 4 b
Eben so erhilt man auch fiir den Winkel der Linie (1) mit
der Axe der y und der z

und Cos (1.2) =

@

Vi 4 a® b V14 a2+ b°
Auf dieselbe VVeise hat man auch fiir die Winkel der Linie (2)
mit den drey Axen der Coordinaten

Cos (1.7) =

1 b
Cos (2. 2) = '17 :—;m:, Cos (2.7) = \/——_fi-_:"_; 7 ’
Cos (23.2) = -

I. Substitairt man diese Ansdriicke in den yorhergehenden
Werth von Cos (1.2), so erhilt man die merkwiirdige Gleichung
Cos(1.2) = Cos(1.2) Cos(2.2) 4 Cos (1.9) Cos(2.9)

~+- Cos (1.2) Cos(2.z).

IT, Nach (.183, I. sind die Gleichungen einer Geraden, die

durch den gegebenen Punct, dessen Coordinaten aly's’ sind,
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eht:
2 .th'ma(z—;');
y—y =bE—==2))
Nach dem Vorhergehenden ist aber

a = LR und b = Cnf—————i)s([‘y.}:
Cos (1. 3) Cos (1.3)°

also lassen sich die Gleichungen einer durch einen gegebenen
Punct (2'y », z) gehenden Geraden auch so darstellen :
(z—a') Cos (1.3) = (5—72) Cos (1.2)
(y—7) Cos(1.2) = (z—=) Cos(1.7)) s
und  (z—a') Cos(1.y) = (¥—y’) Cos(1.2)

IIl. Man bemerke noch, dafs von diesen drey Winkeln jeder
schon durch die beyden anderen gegeben ist, da man zwischen
ihnen die Bedingungsgleichung hat:

Cos*(1.2) -+ Cos*(1.75) -+ Cos*(1.2) = 1,
und eben so

Cos*(2.2) 4 Cos*(a.y) - Cos*(2.3) = .

§.187. (Verschiedene Ausdriicke der Coordinaten
eines Punctes.) Nach §.181.ist der Ort eines Punctes M (Fig. 78)
im Raume gegeben, wenn seine drey senkrechten Abstinde 4P =z,
PQ=y und Q M=z von den drey coordinirten Ebenen der y s,
2z und der 2y gegeben sind.

Diese Abstinde konnen aber auf verschiedene Weise gege-
ben seyn, Nennt man z B. 4 M=r die Distanz des Punctes M
von dem Anfange 4 der Coordinaten, und sind

XAM = a, YAM =B, ZAM =y
die VWinkel dieser Distanz mit den positiven Iilften A X, AV,
4 Z der Coordinatenaxen, so hat man sofort
r Cosa J
r Cosf3 ’ Sif(a)

n R B
I

r Gosy

In diesem Ausdrucke wird man die Gréfse r immer positiy,
und die Winkel a, 3, 7 immer zwischen 0 und 180° nehmen,
um in der That alle Puncte des Raumes, und keinen mehr als ein

Mal zu umfassen (vergl. §. 173, HL). So wird z. B. der Winkel
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Z AM=y kleiner oder grofser als qo° also auch Cosy positiv
oder negativ seyn, wenn der Punct M iiber oder unter der coor-
dinirten Ebene X 4Y der xzy liegt.

Auch zwischen diesen drey Winkeln a, 8, y hat dieselbe
Bedingungsgleichung, wie §. 186, IIL,, Statt, Da namlich

™ = x* __}_J,-: + =2
ist, so hat man auch, wenn man die vorhergehenden Werthe
von x, ¥, % substituirt:
Cos*« - Cos*f3 - Cos*y == 1.

I. Von dieser Distanz 4 M=r ist 4Q die Projection in der
Ebene der 2. Nennt man 6 den Vinkel X4 Q dieser Projec-
tion mit der Axe der 2, so hat man

AP — AQ Cosd und PQ = 4Q Sins,
50 wie
AQ = r Siny und QM = 4da = r Cosy,

so dals demnach die Coordinaten 2, y, s folgende Ausdriicke
erhalten:

z = r Siny Cosé

pi=pSiny Sind .. . (b);

z = '1'Cosy
und hier wird der Winkel & von der Geraden 4 X immer in der-
selben Richtung von o° bis 360°, der Vinkel y aber, wie zuvor,
nuar von 0° bis 180° gezihlt,

II. Eben so ist PM oder 4m die Projection der Distanz
AM=r auf die Ebene der yz. Nennt man also e den Winkel
MPQ=mdq dieser Projection mit der Axe der y, so hat man
wieder

PQi= PM Cose; QM = PMSine,
und
PM = rSina, AP = rCosa,
und daher auch
z = r Cosa
gy = r Sina Cose } . .. (c),
z — r Sina Sine
wo wieder der Winkel X 4 M —a von der fixen Geraden 4X im-
mer in derselben Richtung von o bis 360, der Winkel Q PM=e¢
aber nur von o0° bis 180° gezihlt wird,

A T e
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