Ein und zwanzigstes Capitel.
Das Dreyeck auf der Oberfliche der Kugel,
oder sphirische Trigonometrie.

. 165. (Eri{_l;‘irungen.) So wie wir in dem Vorherge-
henden das Dreyeck, in welches sich alle anderen Polygone auf-
losen lassen, mit besonderer Sorgfalt betrachtet haben, so wer-
den wir auch hier, wo wir uns mit der Bestimmung der Polyéder
und der iibrigen Korper beschiftigen, vor allen die dreyseitige
Pyramide niher untersuchen, da in diese, als in den einfachsten
aller Kérper, jeder andere Kérper aufgelist werden kann, so
dals uns daher die nihere Kenntnils dieser Pyramide zur Unter-
suchung der Polyéder und iiberhaupt aller Kérper eben so niitz-
lich seyn wird, als es die des Dreyecks zur Bestimmung der cbe-
nen Figuren gewesen ist,

Jede solche dreyseitige Pyramide, wie 4BC O (Fig. 72),
deren drey Kanten O 4, OB, O C wir hier, gleich den Schen-
keln eines Winkels, unbegrenzt annchmen, enthilt sechs Bestim-
mungsstiicke, namlich erstens die drey Winkel, welche die Kan-
ten unter sich bilden, und dann die drey Vinkel, unter welchen
die drey, durchje zwey jener Kanten gclegten-Ehcnen, oder unter
welchen die drey Seitenflichen der Pyramide gegen einander ge-
neigt sind.

Wir wollen die drey ersten dieser Bestimmungsstiicke die
Seiten , und die drey anderen die Winkel der Pyramide nennen,
und jene (wie oben {. 87, II. fiir das Dreyeck) durch «, 3, v,
diese aber durch 4, B, C bezeichnen, so dals man hat fiir dic
Seiten der Pyramide

BOC = «,
A0C = B,
AOB = y,

und fiir die Neigungswinkel der drey Ebencn
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an A0 den VWinkel 4,
» BO » » B
» CO » » C.

1. Diefs vorausgesetzt, wollen wir uns in dem Scheitel O
dieser Pyramide zugleich den Mittelpunct einer Kugel vorstellen,
deren unbestimmten Halbmesser wir fiir die Einheit annehmen,
so dals die drey Kanten 04, OB, OC der Pyramide die Ober-
fliche jener Kugel in den drey Puncten 4, B, C treflen, wel-
che Puncte demnach von dem Mittelpuncte O alle um dieselbe
Grifse, um den Halbmesser der Kugel, entfernt sind. Die Ober-
fliche dieser Kugel wird daher von den drey Seitenflichen der
Pyramide

oder von der Ebene 4O B in dem Kreisbogen 4D,

von AOC » » » AC,
und von BOC » » » BC
geschnitten werden, und diese Kreisbogen werden simmtlich sol-
chen Kreisen, deren Mittelpunct O mit dem der Kugel zusam-
menfillt, oder sie werden sogenannten gri/sien Kreisen der Ku-
gel angehdren, so dals auch ihre Halbmesser, wie jener der Ku-
gel selbst, der Eiaheit gleich sind.

Dadurch entsteht demnach auf der Oberfliche der Kugel
ein von drey Bogen grilster Kreisc dieser Kugel eingeschlosse-
ner Raum 4 B(C, den man ein spkdrisches Dreyeck zu nennen
pllegt. Die Seiten dieses Dreyecks oder die erwihnten Kreisbo-
gen sind (nach §. 84, H.) die Malse der Winkel, welche die Kan-
ten der Pyramide unter sich bilden, oder sie sind die Mafse der
Seiten der Pyramide, so dals man daher fiir diese Seiten des
sphirischen Dreyeckes die mit den vorigen Grilsen a, [3, y gleich-
bedeutenden Bezeichnungen hat:

B@ —"a,  AC =" und “ADI=1y

VWenn man ferner in dem Puncte 4 der Kugelfliche, zu dem
Kreisbogen 4 B sowohl, als auch zu dem Bogen 4 C eine Tan-
gente zieht, so steht (nach §. 115.) jede dieser Beriihrungslinien
in dem Puncte A senkrecht auf dem Halbmesser O 4, d. h. senk-
recht auf der Durchschnittslinie O 4 der beyden Ebenen 40 B
und 4O C, also ist auch der Winkel dieser zwey Beriithrungs-
linien, und daher auch der Winkel, welchen die beyden Kreis-
bogen 4B und AC unter sich in dem Puncic 4 bilden (nach
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§. 154, 1IL), gleich dem Winkel der beyden Ebenen 40 B und
il A0C, d.h. gleich demjenigen W inke¢l der Pyramide, den wir
' oben durch 4 bezeichnet haben.

1 Dasselbe wird auch von den beyden andern Winkeln B und

J.l C der Kreisbogen 4BC und 4CB gelten, von welchen der er-

ste gleich dem Winkel B, und der zweyte gleich dem Winkel C

, ] der Pyramide ist, so dals man daher fiir die drey Winkel des

; sphirischen Dreyecks wieder die vorhergehenden Bezeichnungen
B Ci=d i ABICr= B und ¥ 4G Br=="¢

haben wird, die wir, wie oben fiir das ebene Dreyeck, auch hier
und in der Folge fiir das sphirische beybehalten wollen,

§. 166, (Grundgleichung des sphirischen Drey-
(]C]\'.S.) Lassen wir von dem Puncte C (Fig.72) in der Ebene
COA auf die Gerade O A ein Loth Ca herab, und errichten
wir dorch diesen Punct a in der Ebene 4O B auf dieselbe Ge-
rade O 4 wieder cin Loth ab, so dals demnach die beyden Li-
R et nien a C und ab in dem Punecte a auf den Durchschnitt O 4 der
' beyden Ebenen BO 4 und €O 4 senkrecht stehen. Diels vor-
ausgesetzt, wird der Winkel Cab, welchen diese beyden Lothe
unter sich bilden (nach §. 154, IIL), gleich dem Neigungswin-
kel der beyden erwihnten Ebenen seyn, oder es wird der Winkel

Cabh="G4B — A
! il seyn, und man wird daher in den zwey ebenen Dreyecken Cab
i i und O Cb (nach §. 91.) die beyden Gleichungen haben

: Cb* = ab®* -}- aC* — 2ab.aC. Cos4 und
Ci* =1 4+ 060> — 2b0.Cosa.

Allein es ist auch, der vorhergehenden Erklirung unserer
Verzeichnung gemils:

e o

& |l ab
' aC aO . Tangf3,
) a0
Rt b0 und
Cosy
a0 = CO Cosf3 = Cos 3.
Substituirt man diese Werthe in den beyden obigen Glei-
chungen, und setzt dann die beyden Ausdriicke von Cb einan-
der gleich, so erhilt man

a0 . Tangy,

(1

|
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Cosa = Cosfs Cosy - Sinf3 Siny Cos 4,

und diese Gleichung gibt den VWinkel A des spharischen Drey-
ecks, wenn die drey.Seiten a, (3, y desselben bekannt sind.

Durch dasselbe Verfahren, auf die beyden andern Puncte A
und B angewendet, oder auch, durch die blofse bereits oben
(§. 91, IL) erwihnte Verwechslung der Zeichen, wird man auch
die beyden analogen Ausdriicke fiiv Cos B und CosC erhalten,
so dafs man demnach die drey Gleichungen hat:

Cosa = Cosf3 Cosy - Sinf3 Siny Cos 4

Cos3 = Cosa Cosy - Sina Siny Cos B } . . . (4),

Cosy = Cosa Cosf3 -~ Sina Sinf3 CosC
und diels ist die gesuchte Fundamentalgleichung des sphérischen
Dreyecks, aus welcher sich alle iibrigen ableiten lassen, wie wir
sogleich niher sehen werden.

§. 167. (Weitere Gleichungen des sphirischen
Drcycclis.) Da man fiir jeden VVinkel 4 die Gleichung hat:
Sin24 — 1 — Cos* 4,
so gibt die erste der Gleichungen (A)
(Ea = Cos § p_o_s_y)ﬁ‘
Sin @ Siny
Entwickelt man diesen Ausdruck, und setzt der Kiirze
wegen
M =

Sin‘-/f:n—(

3 | 2Cosa CosB Cosy — Cos?a — Cos*8 — Cos*p

Sin% g Sin*f§ Sin®y

3

so findet man sofort
Sind = M. Sina;
und eben so, durch die blofse Verwechslung der Zeichen, wo-
durch der fiir a3y symmetrische Ausdruck von M offenbar nicht
geandert wird:
SinB = M.Sin3 und
SinC = M. Siny.
Eliminirt man aus den drey letzten Gleichungen die Grolse
M, so erhélt man
Sin 4 Sin3 = Sin B Sina
Sin4 Siny = Sin € Sin« } , . . (B),
Sin B Siny = Sin C Sinf
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oder in jedem sphirischen Dreyecke verhalten sich die Sinus der
Winkel wie die Sinus der ihnen gegeniiberstehenden Seiten.

I. Von denselben drey Gleichungen (A) geben die bheyden
ersten, wenn man dabey die Gleichungen (B) beriicksichtiget:

Cosa = Cosf3 Cosy -~ Sina Siny Sin B Cotang 4,
Cosf3 = Cosa Cosy -~ Sina Siny Cos B.

Eliminirt man aus diesen zwey Gleichungen die Grilse
Cosf3, so erhilt man
Cotang 4 Sin B — Cotang a Siny — Cosy Cos B . . . (C)
mit den beyden analogen fiir Cotang B Sin C und Cotang C Sin 4.
IIl. Eben so gibt die erste und dritte der Gleichungen (A)
Cos« == Cosf3 Cosy -} Sinf3 Sina SinC Cotang 4,
g i Cosy = Cosa Cosf3 4 Sina Sinf Cos C,

woraus man wieder, durch Elimination von Cosy, erhilt

¢ 1 ; _ Cotang 4 8inC = Cotanga Sinf3 — Cosf3 CosC . . . (D)

i it mit den beyden analogen Gleichungen fiir CotangB Sin 4 und
Cotang C Sin B,
il I1I. Endlich gibt die zweyte der Gleichungen (C) verbun-

den mit (B):
¢ Cos B Sin A

; Cotang B S§inC = ——— — Cosa Cos C,
SIS Cose Sin B : e
Cotang 4 SinC = ST~ ios 3108 O

Sin A

woraus man, durch Elimination von Cos[3, erhalt
i Cos A = SinE SinC Cosa — Cos B CosC . . . (E)

mit den zwey analogen Gleichungen fiir Cos B und Cos C.

§. 168. (Umbildung der vorhergehenden Aus-
| | dl-ﬁc]{e.) Die Gleichungen (A) bis (E) enthalten die vorziig-
lichsten Ausdriicke, deren man sich bey der Auflisung (§. 109.)
', - der sphirischen Dreyecke, oder in der sphdrischen Trigonometrie,
bedient. Zur bequemern Berechnung mit Liogarithmen kann man
ihnen, wie oben ({. 106.) mit denen fiir die ebene Trigonomelrie

geschehen ist, andere Gestalten geben.

I. So gibt die erste der Gleichungen (A)
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Sin 3 Siny
Cos (8—7y) — Cosa

und

1 — Cos 4 =

Sin g Siny
Nach §. gb. ist aber
1 + Cosz = 2Cos?La,
1 — Cosz = 2 Sin*Za und
Cosaz — Cosy = 2S8in<(y~+2)Sin(y—a),
also ist auch
Sinzd = A/ a0 +‘-*Stv;;7 it

Sin = 23 Sin+ —u
Cosifd = Sin ’(_a_-t F\-{_ .I) ‘I[f‘,(ﬁ +1_})
- Sin g Sin gy

R

und durch dasselbe Verfahren erhilt man auch aus der ersten der
Gleichungen (E) die beyden folgenden:

ke — Cos5 (44 B} C) Cos5 (B C—A4)
Sinta = ‘/—-

Sin B Sin C
Jos 3 (4 -+ B—C) Cos; (44 C—
Guta i/ s et s C
1I. Wichtiger noch ist folgende Verwandlung, zu welcher
wir den VWeg nur kurz anzeigen.
Die Gleichung (C) gibt
Cosa SinC = Cos 4 SinB -} Sin 4 Cos B Cosy,
und analog
Cosf3 SinC = SinA Cos B -} Cos 4 SinB Cosy,
woraus man durech Addition und Subtraction findet
(Cosa 4 CosP)SinC = (1 F Cosy) Sin(BE 4) ... (1)
Sucht man eben so aus der Gleichung (D) den VWerth yvon
Cos 4 Siny und Cos B Siny, durch «, 8 und C ausgedriickt, so
erhilt man
(Cos 4 4 CosB) Siny = (1 F CosC) Sin (3 +a) ... (2)
Endlich ist noch, wie unmittelbar aus den Gleichungen (B)
folgt:
(Sin4 + SinB) Siny = (Sina * Sinf) SinC . . . (3).
Verwandelt man in den Gleichungen (1), (2) und (3) die
Summen und Differenzen der Sinus und Cosinus (nach §. 96.) in

(G




270 §. 160.

die Producte derselben, so erhilt man sechs Gleichungen, deren
Gombinationen unter einander zu vielen anderen interessanten
Gleichungen fithren, von welchen wir hier nur die vier folgen-
den auszeichnen:
Sin (A4 B) Cos 3
Cos 2 (4} B) Cos }

) Cos L (a—B)Cos+C
Cos > (a~}-3) Sin;C
SinZ (4 —B) Sin Sin < (a— ) Cos=C
(..os;(ft—B)Sm;y Sin £ (a—-f3) Sin3 C
111, Dividirt man von diesen Gleichungen (H) die zwey er-

sten oder letzten durch einander, so erhilt man

Tang > (A4 B) =

(H).

| Il l\ II

(,m (,:

Cos = S (e + ;3)
Sin 3 (@ — P)
Sin 5 (a - £)

und eben so erhilt man auch

Cotang C

s

Tang 1 (4—B) = Cotang; C

: - Cos~(4—B) ,
ng < (a Rl Tang =
g3 (@+F) U():‘;—-(/I-{-L' ==
Sin - (4 —B
in g (- ) T

Tang 3 (a — —
ang % (e —[3) gl (f[-_{_fj]

.
ang 857
1V. Endlich kann man auch noch mehrere der Gleichungen
des §. 167. durch Einfiihrung von Hiilfsgrifsen zur Rechnung
bequemer machen. Nimmt man z. B. in der Gleichung (D) den
Hiilfswinkel ¢ so an, dafs man hat
Tang ¢ = Tanga Cos C,

so findet man daraus die Cotangente von 4, durch die Gréfsen
a, [3 und C ansgedriickt, auf folgende Arv:
Cotang A = .SS.T..E?;?_)7,
ine Tang C

§. 169. (Differentialausdriicke der vorhergehen-
den (,‘Tlt!iC!H{llg(ill.) VWenn man von den sechs Bestimmungs-
stiicken eines sphirischen Dreyecks zwey devselben constant an-
nimmt, und irgend eine der vier anderen um eine gegebene, sehr
kleine Grofse édndert, so wird man die Anderungen, welche da-
durch die iibrigen Bestimmungssticke erleiden, auf folgende
Weise finden.
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Es sey z. B, in dem Dreyecke 4 BC (Fig. #3), in welchem
die beyden Seiten § und y dieselben bleiben sollen, der VWinkel
CAB = 4 um die Grifse BAB = d A geindert worden, so dafs
das gegebene Dreyeck 4 BC in das folgende A4 BC iibergeht, wo
AB = 4B =y ist, so wird man die jim]crung dea, welche da-
durch die Seite BC = a erfahren hat, durch die Differentiation
der ersten der Gleichungen (A) erhalten, oder man wird haben

da Sina — d 4 Sin 4 Sinf3 Siny,
oder einfacher, mit Beriicksichtigung der Gleichungen (B):
da
dAd

Sucht man eben so die .-""\mlerung d B des Winkels B, die
einer gegebenen &ndmunw d C des Winkels C entspricht, unter
derselben YV oraussetzung, dafls die beyden Seiten 3 und y unyer-
dndert bleiben, so gibt die dritte der Gleichungen (B)

dB Cos B Siny = dC CosC Sin 3,

= 8Sin B Sin .

also auch
dB = dC . TangB Cotang C.
Fiithrt man diels fiir alle vorkommenden Fille aus, so er-
hilt man folgende, in vielen Fillen niitzliche Tabelle.
L Ist 8 und y constant, so hat man

1 ab
=% = SinB Siny, “{Tj = Tang B CotangC,
‘.

d.A
1o . :
% — — Sina Tang B,
da it d A Sin e
:E}-)-:-—-Slna‘c Tan C, Eu—émﬁlluﬁ,
dA T Sina
e = Siny Cos 5 °

IL. Ist der Winkel 4 und eine der ihm anliegenden Seiten y
constant, so ist eben so

da da da 2 v
— — Sina G —— — — Tang a Colg (
:!*3 — CosC, 5 Sin« Cotg C, T g e g C,
dp it Sine df _ T'mrra’ A A Cobnl
dB SinC’ {lC Sin C dB

III. Sind zwey VVinkel B und C constant, so ist
.45 Tangp dp Cotang y dp hm g Cos y

d'y lungy’ dul e SRl . dia = T Sina 2
dA (Z? lasv Hln'y d.A

— = ~, — = Sind Tang
da = SinB Sty da Sina ' dy
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1V. Ist endlich ein Winkel 4 und die ithm gegeniiberste-

hende Seite « constant, so hat man

dg Tangd &8 CosB  df Sin B

db Y FJ_‘.:m:_’.i-J" -;i'y sl RS s S g W’
dvy Tang v e Tangp CosC dB Cos 3

ac o 'l—“_m % Bl T T e il Y L‘usy'

§. 170. (Vergleichung der Ausdriicke des sphiiri-
schen und des ebenen Dreyecks.) Nimmt man die Sei-
ten eines spharischen Dreyecks gegen den Halbmesser der Ku-
gel, auf welcher es verzeichnet ist, sehr klein an, so kann man
die dasselbe begrenzenden Bogen als gerade Linien, also auch
das sphirische Dreyeck als ein ebenes betrachten. Die Gleichun-
gen (A)...(K) des sphirischen Dreyecks werden demnach die
Gleichungen (A...F des {.100.) des ebenen Dreyecks als blofse
specielle Fille in sich enthalten. In der That, setzt man z. B.
die Seiten a, 3, 7 des sphirischen Dreyecks unendlich klein,
also auch (nach {. 102, 104.)

Sina = Tanga — & und Cosa = 1,
so gibt die erste der Gleichungen (B)
fSind = aSinB,
iibercinstimmend mit der Gleichung (B) des §. 106.
Eben so gibt die Gleichung (C) und (D) des §. 167.

Cotang 4 Sin B — Y _ CosB und
&
. p
Cotang 4 SinC = ~ — Cos C,
(<4
also auch
= a Sin B a SinC
[ﬂ]lg A= . ~ = = - -
ol Cos 5 g— a Cos C

iibereinstimmend mit der Gleichung (F) des §. 200, u.s. f.

I. Dasselbe wird auch von den Differentialausdriicken des
\ 109. gelten, So hat man in einem ebenen Dreyecke, wenn die
Seiten 3 und y constant bleiben :

dz : dA
— = ySmB e e
7 2B 3 CosC

§. 171, (Auflosung der sphirischen Dreyecke.}
Aus den Gleichungen (A)...(K) des §. 108, sicht man, dals
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wenn von den sechs Bestimmungsstiicken eines sphirischen Prey-
ecks drey gegeben sind, die drey anderen durch Rechnung be-
stimmt werden konnen. VVir wollen daher, wie oken ({. 109.)
fiir das ebene Dreyeck, auch die hier yorkommenden Fille fin
das sphiirische nach der Ordnung aufziahlen.

I Fall. Wenn die drey Seiten «, (35 y eines sphirischen
Dreyecks gegeben sind.

Dann findet man irgend’ einen der drey Winkel, z, B. 4
durch die Gleichung (A)

Cosa — Cos P Cosy

Cosd = —  — —
blilfts,h“")’

oder auch, bequemer zur Rechnung, Sin‘t4 oder Cos : A durch

]

die Gleichungen (F).
II. Fall. VWenn die drey Winkel 4, B, C gegeben sind.
Dann findet man irgend eine Seite, z. B. «, durch die Glei-
Tiine LT
Lhu“n (E) Cos A 4 Cos'B CosC
Cos ., o= ﬁﬁ?n C 4
oder bequemer Sin;a oder Cos L a durch die Gleichungen (G).
IIL. Fall. YWenn zwey Seitcn a, 3 mit dem eingeschlosse-
nen VWinkel C gegeben sind.
Dann findet man 4, B und y durch die Gleichungen

Cotanga Sin 8 — Cos 8 Cos C
Cotang 4 = VATGFIR TR Tiee il e |
Sin C
Cotang B Sing — Cosa Cos C
Cotang B — —————F—+ =
2 Sin C ¢

Cosy = Cosa Cosf3 -} Sina Sin (3 Cos C.

I. Bequemer zur Rechnung sind fiir diesen Fall die Glei-
chungen (H), wenn man alle drey Grofsen 4, B und y zugleich
bestimmen will.

II. Sucht man blofs dic beyden Winkel 4 und By so wird
man die Gleichungen (F') wihlen.

IIL  Sucht man endlich blofs einen dieser Vinkel, z. B. I
und die Seite y, so hat man die Gleichungen:

Siny Sin B = Sin 3 Sin C
Siny Cos B = Sina Gos3 — Cosa Sinf Cos C )4
Cosy = CosaCosf3 -~ Sina Sin g Cos C
wo die Division der beyden ersten Gleichungen den VWerth von

Littrow's Anfungsgr. d, gosammt. Matheur. 10
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Tang B gibt, und wo man dann, wenn B bekannt ist, den Werth
von y aus jeder dieser drey Gleichungen bestimmen kann.

1Y. Dieselben drey Gleichungen lassen sich auch, zur Riech~
nung mit Logarithmen, in blofsen Factoren auf folgende Veise
darstellen:

Il

Tang ¢ Cos C Tang 3,
Sinita—
Cotang B = ot

w

Sm? Ta mD
Cos B Cos (a2 — )

Cosy = 3

Cos;
oder auch

l!

Tang 4 Cos C T'ang a,,
Sin (3 — 1)
Sin p Tang ik
Cosy = C—m < (-?[-]-HH_‘M
Cos ¢
1V. Fall, Wenn zwey Winkel 4, B und die eingeschlossene
Seite y gegeben ist.
Dann findet man a, 8 und C durch die Gleichungen
Cotang 4 Sin B < Cos B Cos y
Sin y ¢
Cotang B Sin 4 4 Cos 4 (_'u‘;'y
Sin oy
Cos C = Sin A Sin B Cosy — Cos 4 Cos B,

I. Bequemer zur Rechnun

Cotang 4 =

Colang:: —

li

Cotangf3

g sind die Gleichungen (H), wenn
1 | man alle drey Gréfsen «, 8 und C sucht, oder die Gleichungen
(K), wenn man blofs die beyden Seiten « und (3 sucht,

II. Sucht man endlich blofs eine dieser Seiten (5 und den
Winkel C, so hat man, wie zuyor, die Gleichungen:

SinC Sinf3 = Sin B Siny
21 Sin € Cosf3 = Cos 4 Sin B Cosy - Sin 4 Cos'B
Cos C — Sin 4 Sin B Cosy — Cosd Cos B
. III. Oder endlich zur Rechnung mit Logarithmen:
Tank o= Cofang B
Cos ¥
f 0s (A — u)

Cotang i =
8l Tang b Cos 9
Ca Cos B Sin (A — %)

- e X

Sin :‘;"__
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oder auch
Cotang A
Tangd — o
o Cfnsy 2
Cos (B— 1)

Colang o =l ¥
ldnr' b (‘nsu

Cos A Sin (B —1
Cosl Bttt 2O ).

Sin
V. Fall. YWenn zwey Seiten a, (3 und einer der gegeniiber-
stehenden Winkel, z. B. A4, gegeben ist,
Dann findet man B durch die Gleichung
. Sin 4 Sin 3
SiniBa—yes ot

Sina

und wenn so B bekannt ist, auch C und y durch die Gleichun-
gen (I) und (K), oder durch

C f - L

Tang:C = 52 ! (@t) Cotang = (44 B),
Uos—(:r—i— 3)
Cos~ {;f+ij]

Tang<y = AT J.._,r‘ Tang : (aP).

Sucht man blofs den Winkel C, so hat man
Cotang A
lJn;‘,’.

Cos (C—¢9) = Tang § Cos ¢

Tange =

Tanga
and ehen so, wenn man blofs die Seite y sucht:
Tang ¢ = Cos A Tangf3,

Cos e Cos

Cos (y—19) g

Lnsia

[l

VI. Fall. Wenn zwey Winkel 4 und B und eine der ihnen
gcgeniiberstehcndcn Seiten, z B. a, gegeben ist.
Dann findet man B, € und y durch die Gleichungen:

Sine Sin B

S“”>=="1;T§—‘=
C
Tang; C = sl i) Cotang £ (4 4 B),
Lm—(a+ )

(44 B
oS ?_E s Tang < (a - [3)-
Cos - (4 — B)

11

Tang iy

Sucht man blofs den VWinkel C, so ist
8 *
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Cotang ¢ = Cosa Tang b,
d Cos A4 Sin g
SO ) s =t R

und wenn man blofs die Seite y sucht:
Tang ¢ = Cos B Tanga,

. Tang B Sin

it Ve D
Sin (f 1’) Tang A

§.172. (Aullosung der rech twinkligen sphéirischen
Dl‘c\'cc!it).) Aus dem Vorhcrgehcnden lassen sich sofort auch
die Ausdriicke fiir solche sphirische Dreyecke ableiten, in wel-
chen einer der drey Winkel gleich einem rechten ist. Solche
Dreyecke werden rechtivinklige genannt, VVir nehmen im Fol-
genden den Winkel 4=qo° an.

1. Fall. Ist 4, 3 und y gegeben, so hat man sofort, wenn
man in §. 171. den Winkel 4 = go setat:

Tmlg 1‘3

Tang B = ST

Tangry
l'anﬂfc —— mmm——
0 “)111"‘ 2

Cosa = Cosf3 Cosy.
II. Fall. Wenn 4, a und /3

gegeben ist:

=]
X Sinf
SinfB — ——-
"'-in a’
. T'ang 3
CosC = 2F
].(m’a
Cos a
Gosdii=— —
Cos o}
(Il, Fall. Wenr A, B und (3 gegeben ist:
5 Sin 8
Sing = ——,
Sin B
{ Tang 8
Siny = —2C
T'ang B
g Cos B
SinC = .
Cos g

IV. Fall,  Wenn 4, C und 8 gegeben ist:
Tang
-Cos ©

= Sinf TangC,
Cos B = Cosf8 Sin C.

’.l‘ang &, ==

rl"ll’l""
A d o }F
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V. Fall. Wenn 4, B und a gegeben ist:
Sinf = Sin« Sin B,
Tangy — Tanga Cos B,
Cotang B
. e
Tang C = L
o Jos @
V1. Fall. 'Wenn 4, B, C gegeben ist:

Cos « = Cotang B Cotang C,

Cos B
0S8 = ——
Cos= ga
COSy pl (;Tm (.,.

Sin B

§- 193. (Berechnung der sphirischen Dreyecke.)
Wir wollen nun den Gebrauch der \-’or]ncrgcilcndcn Ausdriicke
durch Beyspiele zu erlidutern suchen.

Ehe wir aber diese Berechnungen vornehmen, wollen wir
einige, diesen Gegenstand iberhaupt betreffende Bemerkungen
voraussenden.

I. Erstens bedarf es wohl keiner Erinnerung, dafs man auf
die Zeichen der trigonometrischen Functionen in den verschie-
denen Quadranten ihrerWinkel gehorig Riicksicht nehmen muls,
wozu man sich am bequemsten der Gleichungen des §. 94, Nr, B.
und C. bedienen wird,

II. Zweytens ist es bey der Berechnung der Hiilfswinkel
und iiberhaupt aller derjenigen Gréfsen, die nicht die gesuchten
Endresultate unmittelbar enthalten [wie z. B, die Gréolsen = (4 B)
und 2(4—B) aus den Gleichungen (I) des {§. 168, durch welche
man erst die unmittelbaren YWerthe von 4 und von B durch Addi-
tion und Subtraction jener zwey Gréfsen erhalten will |, am einfach-
sten und auch fiir alle Fille geniigend, diese VWinkel stets in dem

el

ersten Quadranien; aber mit dem der [rigonumelrischcn Function
entsprechenden Zeichen, zu nehmen, und dann mit dem so an-
genommenen Hiilfswinkel die Liechnung bis zu ihver Deendigung
fortzufiihren, wobey man, wie schon in §. 64, B. evinnert wurde,
die Logarithmen der negativen Zahlen, um Irrungen zu yermei-
den, mit einem N bezeichnen kann.

IIL. Drittens kann man annehmen, dafsin jedem sphivischen

Dreyecke keine Seite gréfser als 180 Grade ist; denn wenn auch
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solche Dreyecke moglich'sind, deven Seiten die halbe!Periphe-
rie der Kugel iibersteigen, so werden die Erginzungen dieser
Seiten zu 360 Graden immer ein Nebendreyeck auf der Kugel ge-
ben, dessen Seiten kleiner als 180° sind, und das man daher
statt des gegebenen Dreyecks berechnen und daraus dieses gege-
bene leicht ableiten wird, In der That gebraucht man die spha-
rischen Dreyecke gewohnlich, um durch sie die Lage eines be-
stimmten Punctes auf der Oberfliche der Kugel anzugeben. VVill
man aber z. B, die Lage irgend eines Punctes B (Fig. 74) gegen
den festen Kreis 4C A'C’ angeben, oder will man den dritten
Punct B des Dreyecks 4C B durch die Entfernung CB desselben
von dem fixen Punect C, und durch den Winkel 4 C B dieser Ent-
fernung mit dem fixen Kreise C A C' bestimmen, so wird es offen-

bar geniigen , diese Entfernung C B oder die Seite des Dreyecks
b A C B nicht grifser als 180 Grade anzunchmen , aber dafiir den
B e WVinkel C des Dreyecks von o bis 360° wachsen zu lassén, um
aaf diese Weise alle Puncte der Kugel, und zwar keinen dersel-
i i ben mehr als einmal zu umfassen,
ot elid 1V. Endlich wollen wir noch bemerken, dals es zwischen
je drey Puncten 4, B, C (I'ig. 74) auf der Oberiliche der Ku-
gel immer ziwey Dreyecke, der anderen hier nicht zu erwithnen,
gibt, nimlich erstens das gewohnlich betrachtete Dreyeck 4.5 C,
und zweytens jenes, dessen Fliche dieFliche des ersien zur gan-
zen Kugelfliche ergiinzt, oder dasjenige , welches iibrig bleibt,
wenn man von der Oberfliche der ganzen Kugel das erste Dreyeck
wegnimmt. Beyde Dreyecke haben ganz dieselben Seiten, aber
die Winkel des einen sind die Erginzungen der Vinkel des an-

1 deren zu vier rechten Winkeln. Die simmtlichen vorhergehen-
den analytischen Ausdriicke des sphérischen Dreyecks bleiben

aber selbst in Beziehung auf ihre Zeichen unverindert dieselben,

8
wenn man in ihnen statt den Winkeln 4, B und C ihre Ergin-

gungen zur ganzen Peripherie oder 3bo — 4, 360 — B und
i 860 — C setzt, und dabey die Seiten a, £, y des Dreyecks un-
gedndert lalst, so dafls also alle jene Formeln eben so gut fiir das
gewohnliche, als fir das Supplementardreyeck desselben gehdren.
Nach diesen Bemerkungen wollen wir nun zu der ausfithr-
lichen Berechnung eines Dreyecks selbst iibergehen.

Wenn in einem Dreyecke folgende zwey Seiten mit dem




0. a%3s 279

eingeschlossenen Winkel gegeben sind:

105° 23 5o,
[ 132, 25! 84,
c 50 42 20",

und wenn man vorerst nur einen der beyden anderen Winkel,

&

ol

z. B. den Winkel A dieses Dreyecks kennen lernen will, so hat
man nach §. 171, Fall IIL :

Tang#$ = Tanga Cos C und
L __ Sing TangC
Tang 4 — TN S
Diels gibt sofort

log Tanga = 0.5600459 N
log Cos C = 9.9978431
logTangy = 0.55788q0,

und daher, da der erste dieser Logarithmen, also auch der letzte,
zu einer negativen Zahl gehort:

P = — 74° 31" 47".2

Aber es war [ = 13° 25" 54".0
also 1st auch 3 — 9 = 87° 59" 41".2.

Mit diesen Werthen von ¢ und 3—1 erhilt man, da der
Sinus eines negativen VWinkels 4 ebenfalls negativ ist:
logSiny = 9.983¢9730 N
log Tang C = 8.9996142
8.98356872
log Sin (f — 1) = 9.9997251
log Tang 4 = 8.98380621,
und daher A=-—5° 30" 12".9.

Um nun in dem Endresultate der Rechnung, in welchem
man die negativen Winkel zu vermeiden und sie durch ihre
gleichbedeutenden positiven zu ersetzen pllegt, den Quadranten,
in welchen der Winkel 4 fallen mufs, zu bestimmen, so hat man
(nach §. 94, C)

'1'ang(:80+;::) = Tang (3604 2) = Tangaz,
also ist auch der VWinkel

entweder 180 oder 360

—5 30 12.9 —5 30 12,9
174 29 470 354 20 47:1

.
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so dals daher der gesuchte VVinkel A entweder in den 11" oder
1Y ten Quadranten gallt, Welcher von diesen beyden Fillen in der
That Statt hat, wird man leicht aus einer der anderen Gleichun-
gen des §. 166. und 167., 2. B. aus der Gleichung (B) des §.167:
Sinea Sin C
Siny
selbst ohne eigentliche Berechnung derselben entscheiden kénnen,
TDa nimlich C = 5°42"20" im ersten Quadmmen liegt, also Sin C
positiv ist, und da alle Seiten eines Dreyeckes kleiner als 180

Sin 4 =

also auch Sina sowohl, als Siny eine positive Gréfse ist, so muls
auch Sin 4 positiv seyn, oder der Winkel 4 mufs in den I*te® oder
IJten Quudrzmlen fallen. Nach dem Vorhergehenden kann er aber
nur in den 1Iten oder IVten Quadrantun fallen, also fillt er in den
1Ites, und man hat daher

f il A= "174°39 47" .

Nach dieser vorliufigen Bestimmung des Winkels 4 wollen
i wir nun das gegebene Dreyeck vollstandig auflésen, und uns
i dazu der Gleichungen (H) des §. 168. bedicnen.
Mit den oben gegebenen VWerthen von «, 3 und C findet
man
2(a4-B) = 59"‘3;’;75‘:“, i(a—P) = 45°58°58",
und £ €= 5°42'20"}
und damit geben die erwiahnten Gleichungen (H)
log Sin (4 B) Cosy = 984 13079
log Cos (A~ B)Cos}y = 8.4035339
log Sin X (4— B) Sinfy = 9.8562095
logCos2(4—B)Sinty = 8.6319037
; Die Division der beyden ersten und der zwey letzten dieser
; Ausdriicke gibt
log Tang (4 B)
' - log Tang + (4 — B)

= 1.4378340,
= 1.2243658.
if Diefs gibt sofort
(44 B) 87°54'30".87 )
und < (4—B) 86 35 10,19 )’
Da aber die beyden letzten Logarithmen zu positiven Zahlen

gehoren, so werden die zwey Vinkel (44 B) und 2(4—B)

Il
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entweder dem Ist*n oder auch dem IlI**» Quadranten angehéren, so
dals man demnach auch haben kénnte:
L(4-=B) = 267°54 36".87
Z(A4— B) '= 26635 10.19
VWelcher von diesen beyden Fillen in der That Statt hat,
wird sich sogleich aus irgend einer der vorhergehenden vier Glei-
chungen entscheiden, bey welcher wir (nach der obigen Bemer-
kung L) die Werthe von (4 - B) und (4 —B), wie wir sie
zuerst géefunden haben, nidmlich im ersten Quadranten mit ihren
Zeichen , beybehalten. — Von diesen vier Gleichungen gibt z,B.
die erste und die letzte
9.8413679 8.63 19037
log Sin ; (4+4-B) = 9.9997110 log Cos £ (4— B) = %:,.f|8{)31
logCosiy = .8416569 log Sinty =

9.8570400.
Da nun 1y (nach der Bemerkung IIl.) nie grifser als 9o,
also auch SinZy und Cos iy nie negaliv seyn kann, so muls
a f 2 / o ) ?
(A B) sowohl, als auch £ (4 — B) im Iste®, nicht aber im 11]ten
M ? a )

Quadrantcn genommen werden, so dafs man demnach in der That

haben wird:
L(4d4-B) = 87°54 36".87,
+(4A—B) = 86 35 10.10.

Nimmt man von diesen beyden Ausdriicken die Summe und
die Differenz, so erhilt man fir die wahren VWerthe der beyden
Winkel 4 und B

P 17_'}“2()'47".06,
B = i 15 26.68; '
wo dann zugleich der so eben gefundene VWerth
log Cos>y = 9.8416569
fiir die gesuchte Seite y gibt:
Ly = 46°0' 52".5 woder y == 92°1°45".0.

Zur Prifung der ganzen Rechnung kann man auch noch
diesen Werth von y aus der zweyten der obigen Gleichungen,
oder aus

log Sin%y = ().85701"]06
suchen, der mit dem vorhergehenden iibereinstimmen mufs.

Ubrigens hiitte man sich auch schon, wie oben, aus den

beyden einfachen Gleichungen
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Sina SinC sl e &[lﬁﬁinc

Sind = Sy Siny

ohne eigentliche Berechnung derselben, iiberzeugen kdénnen,
dals die Werthe von 4 und B nur in den Ister oder Iter Quadranten
fallen, da SinC, nach dem geoebenen VWerthe von C, und da
die Sinus der Seiten a, 3, v, fiir alle Werthe dieser Seiten, im-
mer positiv sind, also auch Sin 4 und Sin B selbst positiv seyn
muls,

Wir erhalten demnach als Endresultat der Berechnung die-
ses Dreyeckes

A= 174“2{)'47”.06,
il — 102000
y = 92 14b.0,

Sey fiir ein zweytes Beyspiel der Winkel C und dic beyden

ihn einschliefsenden Seiten a, 3, wie folgt, gesehen:

Co=:2182 .9:69".9,
= 20125.12.0,
B = +806:306:26.7,

Damit erhiilt man durch die Gleichungen des . 171, Fall I1L.
Nre. 1V,
log Cos C = 9.8957441 N
log Tang 3 = 1.2270841
logTange = 1.1228282;
und dahex
¢ = — 85°%1"24".11
= 23 o7 42.6
= WTouS GEtUTS

S

Ist so ¢ bekannt, so erhilt man B und y durch

log Sin (a—¢) = 9.9752720 log Cos (a—¢) = ¢.5159707 N
log Cotang C = o.1051173 log Cos 3 = 8.7721541
“;)_.IOBO_SW 8.2881248
log Sing = 0.9987701 N logCos¢ = 8.8959419
log Cotang B = 0.0810192 log Cos ¢ = ‘;,41.9.'1_'82_‘)"
B — — 3¢23850".9 p = — 75%1'43".4.

Da Cosy negativ ist, so liegt y im zweylen Quadranten,
oder es ist

y = 10 1268 16".0.
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Der Winkel Baber liegt entweder im IIt*" oder1Vter Quadran-

ten. Um zwischen diesen zwey Qua{]ranten zu entscheiden, ist
Sin C

Siny °

und da Sinf3 und Siny positiv, Sin C aber negatiy ist, so ist auch

SinB = Sin [3;

Sin B negativ, oder B liegt im 1V*" Quadranten, oder es ist
B '= 320%21"¢"1.
Um endlich noch den Winkel 4 zu finden, hat man
SR Sin .:(-.c!ill c
Siny
Es ist aber
log Sina = 9.600033~
logSinC = 9.7906268 N
9.3906605
9-g850020
0.40506585,

log Sin'y
log Sin 4

Il

und daher

A= lf;.“.";_‘].'?)q“();
s0 dals daher 4 in den III**» oder 1V'e» Quadranten fillt, Berechnet
man aber, blofs in zwey Decimalstellen, die Gleichung (D) des
. 167., oder

: Cotang e Sin 8 — Cosp Cos C
Cotang 4 '= ! 8

Sin C g

so findet man Cotang 4 negatiy, so dals daher 4 im 1V' Quadran-
ten liegt, oder dals man hat;

A= 345°15 25" 4.
Wir erhalten daher fiir die drey gesuchten Destimmungs-
stiicke unseres Dreyeckes

A= 3451525 T,
B 92D B0
Y = 10 58 10.6.,

VVill man dieses Dreyeck durch Zeichnung darstellen, so
sicht man sofort, dals es nicht das gewohnlich so beirachtete
Dreyeck 4 BC, sondern das Supplementardreyeck desselben, oder
dafs es derjenige Raum ist, der iibrig bleibt, wenn man die
Fliche des gewohnlichen Dreyeckes von der ganzen Kugeliliche
subtrahirt, wie in der ubigen Dcmcrkung 1V. gesagt worden isl,
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Als weitere Beyspiele zur Ubung kann man ‘dic folgenden
anwenden : |
a = 23°27'5q" .20/, A
B = 98 47 25.0, I
y = 96 2150.28, c

— 230337 b=
=07 20 15.45,

85 43 45.3.

(%]
=

Eben so hat man fiir ein anderes Dreyeck

23927 34".58, A

a = = an~? 355" 00,
B = 73 28 30.83, B =="4 a5 83 55
y = 89 49 37.71, C = 132 30 38.80.

§. 174. (Eigenschaften des sphirischen Dreyecks.)

Zum Schlusse dieses Gegenstandes wollen wir die vorziiglichsten

. Eigenschaften der sphirischen Dreyecke, wie sie aus den vorher-

' gehenden Gleichungen (4) . .. (E) des §. 167. leicht abgeleitet
werden konnen, hier kurz zusammen stellen.

I. Der Durchschnitt der Kugel mit einer Ebene ist, wie
bereits oben (§. 1065, L) gesagt wurde, ein Kreis , und zwar ein
griifster Kreis der Kugel ; wenn die sehneidende:Ebene durch den
Mittelpunet der Kugel geht.

Die beyden Endpuncte P und @ (Fig. 74) des auf einem
grofsten Kreise 4B 4 senkrechten Durchmessers PQ der Kugel,
sind die Pole dieses grifsten Kreises sowohl, als auch aller klei-
nerven mit 4 B A parallelen Kreise, wie CcC';, welche letzte ‘dels-
halb Parallelkreise von 4B A" genannt werden, Jeder Pol steht
von allen Puncten der Peripherie eines jeden dieser Kreise gleich
' weit ab, und bey dem grifsten Kreise belrigt dieser Abstand,
| fiic beyde Pole, einen rechten Vinkel oder den vierten Theil der

Peripherie eines grofsten Kreises.

1I. Legt man durch den Pol P eines grofsten Kreises 4B A
zwey andere grofste Kreise PC' 4 und Pca, so verhalten sich die l
zwischen ihnen enthaltenen Bogen A’z des grofsten Kreises und
('c des Parallelkreises, wie die Halbmesser a O und co dieser
beyden Kreise. Ist aber a der Halbmesser der Kugel, oder ist
O A = a der Halbmesser eines grolsten Kreises, und Oo =16 der
Abstand der Mittelpuncte beyder Kreise, welcher Abstand auf
den Ebenen dieser Kreise senkrecht steht, so ist der Halbmesser
C'os= ¢ des Parallelkreises
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= Va* — b2, ‘oder es ist
¢ = aSinPC = q Cos A",
so dafs man daher auch fiir die beyder erwihnten Bogen das Ver-
hiltnifs hat:
Ce A el
T = Sin PC" = Cos 4'C.

Legt man aber durch zwey Puncte €" und ¢ der Oberfliche
der Kugel einen grilsten Kreis, dessen Ebene demnach durch
den Mittelpunct O der Kugel geht, so wird der zwischen ¢ und ¢
enthaltene Bogen des grofsten Kreises immer kleiner seyn, als
der durch dieselben Puncte gehende Bogen C'c des Parallelkeei-
ses, wie man sofort sieht, wenn man beyde Bogen sich um ihre
gemeinschaftliche geradlinige Chorde C¢ drehen lifst, wo dann
der Weg des Bogens des grofsten Kreises zwischen dem des klei-
neren Kreises und zwischen der Chorde liegen, also, als der
von diesem Bogen eingeschlossene, auch der kleinere Bogen,
seyn wird. Demnach ist zwischen zwey Puncten der Kugel der
kiirzeste Weg gleich dem Bogen des durch diese Puncte gelegten
grolsten Kreises,

lIl. Zwey grifste Kreise einer Kugel halbiren sich: ein
grofster und ein kleinerer Kreis aber, oder zwey kleinere Kreise
halbiren sich nicht,

Der Winkel zweyer grfster Kreise ist gleich dem Neigungs-
winkel ihrer Ebenen.

1V. Wenn sich zwey grofste Kreise P4 und Pa in dem
Puncte P schneiden, und wenn man auf ihnen, von dem Puncte P
aus, die Bogen

P4 = Pa =902
nimmt, so stcht der durch die Puncte £/ und a gefiihrte grolste
Kreis A'a B 4 senkrecht auf jenen beyden, und P ist der Pol die-
ses dritten Kreises, so wie zugleich der Bogen A'a das Mals des
Winkels 4'Pa ist,

Jeder grifste Kreis, der durch den Pol eines anderen grofls-
ten Kreises geht, steht auf diesem anderen senkrecht und um-
gekehrt.

Y. In einem gleichschenkligen sphiirischen Dreyecke sind
die Winkel an der Basis gleich und umgekehrt. — Die Summe
aweyer Seiten eines sphirischen Dreyecks ist grifser, als die
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dritte Seite. Die Summe der drey Seiten desselben aber ist klei-
ner, als die Peripherie des grofsten Kreises der Kugel. — In je-

dem sphirischen Dreyecke steht die gréfsere Seite dem gréfseren
Vinkel gegeniiber und umgekehrt.— Der dufsere Winkel (§.83,
1V.) eines solchen Dreyecks ist kleiner, als die Summe der bey-
den entgegengesetzten inneren YVinkel.

V1. Wenn man in einem Dreyecke 4.5 C (Fig.74) eine Seite,
z. Be AC zu 360° ergiinzt, so entsteht dadurch ein andeves Drey-
eck, dessen Seiten 4B, 4C und 4Q 4C sind. Die Flichen bey-
der Dreyecke zusammen geben die Obenfiiicke der Halbkugel,
und fiiv beyde Dreyecke sind die oben (§. 167.) gegebenen Glei-

chungen (4) . .. (E) selbst in ihren Zeichen ganz dieselben, wie

5
man sieht, wenn man in ihren zwey Seiten a und y ungeindert
lilst, die dritte Seite 8 in 360 — 3, und die drey Winkel 4, B,
Cin 180— A4, 360—B und 180— C verwandelt. Dieselbe Be-
merkung hat auch, wie wir (aus §. 173, Anmerk. IV.) gesehen
haben, fiir dasjenize Dreyeck Statt, welches die Fliche des ge-
wohnlich betrachteten Dreyeckes zur Oberfliche der ganzen Kugel
ergianzt.

VII. Statt dem Dreyecke 4BC (Fig. 74) konnte man auch

:das Dreyeck BC 4" berechnen, in welchem die Lage der drey

Ebenen dieselbe ist, wo aber zwey Seiten die Erginzungen zu
180° von den Seiten des ersten Dreyeckes 4 BC sind. Dasselbe
gilt von dem Dreyecke 4 BC' und von dem Dreyecke 4'BC, so
dafs demnach auf der Halbkugel vier, und auf der ganzenKugel-
{liche acht Dreyecke durch dieselben drey in dem Mittelpuncte
der Kugel sich schneidenden Ebenen entstehen, daher auch fiir
alle diese Dreyecke die Gleichungen (4) . .. (E) des §.167. un-
verindert dieselben bleiben.
VIII. In dem sphiivischen Dreyecke 4 BC (Fig. 75) sey
A der Pol von dem grifsten Kreise BC,
B ety » » » % AC,
 Eamh frmact » » » » AB,
50 wird auch zugleich
A der Pol von B'C,
1 R SRR I L B
¢ » v » AL
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seyn.  Weiler ist, nach dem Yorhergehenden,
By = b€ ='qv,
also auch Bl - 0 C = 180;
oder was dasselbe ist:
BC + b1 = 18o0.
Allein b0’ ist gleich dem Winkel £, also ist auch
BCi== 180, — A' l
und eben so. '\ AC = 180 — B );
AB — 180 — C

und ganz eben so erhilt man auch

A="180-=1B€C
B 180f— 4 ),
U'—"adot— 18

so dafs es also fiir jedes gegebene Dreyeck 4B C ein Polardreyeck
A'B'C" Statt hat, in welchem die Winkel die Complemente der
Seiten von jenem, und die Seiten die Complemente der Winkel
von jenen zu 180° sind: ' Es ist aber leicht zu sehen, dafs alle
vorhergehenden Gleichungen (4) ... (E) des sphirischen Drey-
eckes keine ,;i111101'11ngel1, selbst nicht in ihren Zeichen erleiden,
wenn man in ilnen statt 4, B, C die Grifsen 180—a, 180— 13,
180 —p, und statt «, (3, y die Grofsen 180— A4, 180'— B, 180—C
substituirt.

Das Vorhergehende zeigt die grofse Mannigfaltigkeit der
Combinationen, die man zwischen den Bogen der grilsten Kreise
aufstellen kann, die durch drey gegebene Puncte der Oberfliche
einer Kugel gehen.

§- 175. (Verbindungen mehrerer Ebenen oder
Kreise unter einnndcr.) Betrachten wir nun noch die Ver-
bindungen, welche mehr als drey Ebenen, die alle durch den
Mittelpunet einer Kugel gehen, unter einander eingehen.

Seyen 4£'4 A", BBB" und CCC" (Fig. 76) drey Bogen eines
grofsten Kreises, die sich in den Puncten 4, B, C schneiden,
und durch diese Durchschnittspuncte ein Dreyeck 4 BC bilden,
dessen Winkel, mnach der bisher angenommenen Bezeichnung,

o
A, B; C, und dessen Seiten BC=ua, AC=p und 4B=1y sind,
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Sey ferner a der Pol des ersten Kreises 4 A’y b des zweyten
BB und ¢ des dritten Kreises C ¢y so wird, nach dem Vorher-
gehenden, in dem Polardreyecke abe der Bogen ab verlingert
auf den ersten und zweyten, und eben so der Bogen ac auf den
ersten und dritten, und endlich der Bogen 0c auf dem zweyten -
und dritten Kreise senkrecht stehen, und die Winkel und Seiten
dieses Polardreyeckes werden folgende Bezeichnung erhalten:

Yinkel bac = f3 und Seite ab = 4,
» bea'="u » » b ci=¥B;
» abc = 180 — ¢y » » ac = 180 — C.

Ganz eben so wird auch
A der Pol des erweiterten Kreises a b,
ey TR Vi » » be,
(G5 M ke 7 » ac

seyn, und die Kreise A2, 4b werden auf ab; Bb, Be auf be,
und Ce, Ca auf ac senkrecht stehen.

VWir wollen diesen Kreis ab B A'a den vierten , und endlich
den durch die Puncte @ und 4 gezogenen grifsten Kreis a4 D
den fiinflen nennen,

Demnach stehen die drey gréfsten Kreise I, IV und V unter
einander senkrecht, wie diels z. B. in der mathematischen Geo-
graphie oder auf dem Erdglobus der Fall ist, wenn der Kreis [
den Aquator, und wenn die beyden Kreise 1V und V diejenigen
Meridiane vorstellen, die durch die geographischen Liangenpuncte
von go® und 180° gehen. Nehmen wir daher diese drey Kreise
I, IV und V als fest, oder als die ihrer Lage nach gegebenen
Kreise an, und suchen wir die Lage der beyden anderen Ebenen
Il und 1II gegen jene drey fixen Ebenen zu bestimmen.

I. Sey zuerst die Lage des Kreises III gegen II, d. h, sey
die Neigung B dieser Kreise gegen einander und die Entfernung
A B=1y ihres gemeinschaftlichen Durchschnittspunctes B von dem
fixen Puncte 4 gegeben. XKennt man iiberdiels noch den VVinkel
A der beyden ersten Ebenen I und II gegen einander, so findet
man die drey Grélsen a, 8 und C, durch welche die Lage des
Kreises 11l gegen I bestimmt wird, durch folgende Aunsdriicke
(§. 168, Gleich, H), die unmittelbar aus der Auflosung des Drey-
eckes 4B C oder des Polardreyeckes a be desselben folgen:
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Co = o
G, A — B
Sina+58m~_Cos sz,
2 2 2 2
— 8 (8 v AR
Cos 2% Cos = == Sino" . Cos 7,
2 2 2 2
s —— C 19 ndidn g k
Sma—?- Cos— = Sin="—_" S§in 7;
2 2 2 2

und durch dieselben Gleichungen kann man auch 4, B und y fin-
den, wenn a, 8 und C bekannt ist; d. h, man kann durch sie
umgekehrt die Lage des Kreises Il gegen II bestimmen, wenn
die Lage des III gegen I die gegebene ist.

II. Ehe wir nun weiter gehen, miissen wir zuerst die VWerthe
der verschiedenen Bogen, die durch den Durchschnitt der Kreise
auf’der Kugel entstehen, ndher bestimmen.

Der Kiirze wegen wollen wir die Neigung des Kreises III

gegen den festen Kreis I durch 4,
» » » ¥ IV » B',
2 » » » A » C,
und eben so die Entfernung des Durchschnittspunctes B der
Kreise IT und IIT
von dem Durchschnitte C der IIT und I durch o,
» » » wi el TN o TV » B

f

» » » s g TR Gt w N » y

bezeichnen, so dals man demnach hat:

Vinkel A = A4CC,
» B — ACC'= AC'C,
» — CED = (LEC";
Bogen o« = BC,
» B = BC’,
» y = BE.

Man sicht, dafs, der angenommenen Bezeichnung gemiils,
a=a und 4'=180 — C ist, und dals iiberdiels, wie man sich
leicht iiberzeugt, auch die Bogen

(B3] — }" — ad, A==
CC =n8o ++ o — 5, Ac = I
C'E=sf — 7,

Litrow's Anfangsgr, d. gesammt, Mathenr, | l)
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" und die Winkel

Aeb = [,
f A'ch = 180 — ¥
sind; und dals endlich, da der Punet A4 der Pol des Kreises IV
ist, alle aus 4 auf diesen Kreis gezogenen Bogen 4 4', AD', Aateo,
den vierten Theil der Peripherie betragen, und auf diesem Kreise IV
senkrecht stehen,

III. Diels vorausgesetzt, nehmen wir nun an:, dafs, wie in
dem letzten Fall der Nr. L, die Grofse a, $-und C, das heilst,
dafs die Lage des Kreises I1I gegen I gegeben sey, und dals man
daraus die Lage von III gegen die drey festen Ebenen I, 1V und
'V bestimmen soll, oder mit anderen VWorten, dals man die sechs
Gréfsen 4'BC und o'y’ durch die drey gegebenen Grofsen a, 3 |

und C ausdriicken soll.
Zu diesem Zwecke hat man in dem rechtwinkligen Dreyecke |
C AC, nach §. 172.:

i Cotang B |
Tang (8'— a) = Tbj : "

i Cos B' = Sin 3 SinC. |
' Eben so ist in dem Dreyecke 4CE _
Tang B ‘

CosC '’ |
CosC'= — Cosf3 Sin C;

und endlich in dem Dreyecke 4 BC, wie zuyor,

Tang (3 — a) =

r

a = a und
A'= 180 — C;

und dadurch sind die sechs gesuchten Grifsen auf die angegebene
VVeise bestimmt,

1V. Wenn aber die Lage des Kreises III gegen II, oder wenn
die Grifsen 4, B und y als gegebene yorausgesetzt werden, so
erhilt man dieselben sechs Grdlsen, welche die Lage von III L
gegen die drey festen Kreise I, 1V und V bestimmen, durch fol=
gende Ausdriicke.

In dem Dreyecke BB'C ist BC=180—p', BB'=¢o—7y und
BB'N=q0°; also auch
Cotangy

Tangf' = — o




Cos vy
Sin 13_ i
Cos B° — Siny Sin B.
Eben so hat man in dem Dreyecke 4BE die Winkel
BAE=q9o-+ 4, AEB=180—C(', und die Seiten AB=1y und
BE=y4'; also auch

SHiH] PR

Tang » e o
s N == Cos B Cos ¥ _"TangAS-In B’
_ Cos 4 Si

SinC = —_""7 und

Sin y'
Cos ' =— — Sin 4 Cos B— Cos 4Sin B Cos ¥
Endlichistin dem Dreyecke 4BC der Winkel 4CBe=180 — A,
und die Seite BC==a'; also auch
Sin y
Cotang A Sin B 4 Cos B Cos 1
Sin A Siny
B T
Cos 4’ = Cos ACos B — Sin4Sin BCosy,

oder kiirzer, es ist a’—=a und 4'=180 —C, wie zuvor.

'l'ang a o=

Sin 4' und

Um auf diese Ausdriicke ein Beyspiel anzuwenden, nchmen
wir an, dafs die Ebene III gegen 11 dureh folgende VWerthe von
4, B und y gegeben sey:

Hr="a3Va=1h a0
Bi=== 011G
¥y = 45 56 48.0

Sucht man daraus zuerst die Lage derselben Ebene IIT ge-
gen I, oder sucht man die Grifsen a, 8 und C, so findet man,
nach den oben (in I.) angefiihrten Gleichungen:

== 63 ain gL
B = 10 294006,
C = 151 14 48.6,

Bestimmt man dann die gesuchte L.age der Ebene III gegen
die drey festen Ebenen 1, IV und V, so erhilt man, wenn man
die Gleichungen in Nr. IIL oder 1V, zu Grunde legt:

@ = 36°30° 28”5 und A = =28°45 Aty
84 58 24.7,
Y = 48 26193 » € = 61 4br7.0.

1977

"

3 == 135 43 66.2 » B

Il
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Bemerken wir noch, dals zwischen diesen sechs Grolsen
! aA. .. mehrere schine Relationen bestehen, die man leicht
! aus den Dreyecken DEC'y ACE, CAC, ... ableiten wird,
und von welchen ich der Kiirze wegen nur einige, zur Ubung in
solchen Untersuchungen, hier anfiihre:
; Cos A' = Sin (' — y) SinB'Sin C’ a
i Cos B = Sin(y— a') SinC’'Sin 4 ) ;
| Cos C = Sin (¢'— f') Sin 4 Sin B’ s
Cotang («' — (') == — Cotang 4’ Cotang B'
Cotang (f — y) = — Cotang B’ Cotang C' } ;
Cotang (' — a’) = — Cotang C Cotang A’

Cotang (' — ") Cotang (y' — o) = Cos? 4
Cotang (8'— ¢") Cotang («'— ') = Cos*F’ } ;
Cotang (' — a') Cotang (f'— ¥') = Cos*C’

Cos (¢’ — ') = Sin(y — «) Sin (¥ — ) Sin2C' ]
il £t it Cos (B'— ¢') = Sin (d — ") Sin (a'—y') Sin* 4’
0 Cos (y — o) = Sin(f'— y') Sin (3'— «) Sin? B’
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