
Fünfzehntes Capitel.
Eigenschaften der Dreyeoke und weitere

Entwicklung der trigonometrischen
Functionen.

5- q>. (Fundamentalgleichung des Dreyeckes.)
Sey ABC (Fig. 23 ) ein Dreyeck, dessen Winkel, nach der oben

(§• 87, II.) eingeführten Bezeichnung A, B, C, und die ihnen

in derselben Ordnung entgegenstehenden Seiten BC = a, AC-=zß

und AB = y sind. Wenn man von dem Scheitel eines Winkels A

des Dreyeckes auf die gegenüberstehende Seite BC = a ein Loth.

AD fällt, so wird dadurch diese Seite in zwey Theile BD und

DC getheilt, die, nach der oben (§. 87, IV.) gegebenen Erklä¬

rung des Cosinus, so ausgedrückt werden können:

B D e= y Cos B und DC = ß Cos C;

so dafs man daher, da BC= B D -{- D C ist, den Ausdruck hat:

a = y Cos B -[- ß Cos C,

Ganz eben so wird auch das Loth aus dem Puncto B und C

auf die ihnen gegenüberstehenden Seiten geben:

ß = y Cos A -J~ a CosC

und y = a Cos B —{—/3 Cos A.

Multiplicirt man die erste dieser drey Gleichungen durch a,

die zweyte durch ß und die dritte endlich durch y, so erhält man

a 2 = ay CosB -f- aß CosC |
ß z = ßy Cos A -)- aß CosC ) .

y 2 = ay Cos B -|- ßy Cos A )

Subtrahirt man endlich von der Summe je zweyer der drey

letzten Ausdrücke den dritten, so erhält man die folgenden

drey Gleichungen:

a 2 = ß 2 -f- y 2 — 2 ßy Cos A 1

ß z = a 2 -)- y 2 — 2 a y Cosü j . . . (A);

y 2 = a 2 4- ß J — 2 aß CosC J
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das heilst: »ln jedem Breyecke ist das Quadrat einer Seile gleich

y der Summe der Quadrate der beiden anderen, weniger dem dop-

»pellen Producle dieser zwey anderen Seiten in den Cosinus des.

»von ihneneingeschlossenen Winkels,«, und diefs ist die gesuchte

Grundgleichung des Dreyeckes, aus welcher sich alle anderen

leicht ableiten lassen.

I . Es wird nicht nothwendig seyn, zii erinnern, dafs diese

Gleichungen (A) für alle Dreyecke gehören, selbst wenn z. B.

das Loth von einem Puncte C nicht auf die gegenüberstehende

Seite jBl, sondern, w’ie in Fig. 26 , wegen dem stumpfen Win¬

kel ABC, nur auf die Verlängerung BD dieser Seite fällt, da für

diesen Fall der Cosinus des erwähnten Winkels (nach §. 89, II.)

negativ ist, und daher der obige Ausdruck

y — a Cos.fi -p- ß Cos A

durch die blofse Berücksichtigung des Zeichens von Cos B in

Y = ß Cos A — a Cos B,

also auch die zweyte der Gleichungen (A) in

, ß 2 = a 2 -]- y z “f- 2ay Cos B

übergeht. — Fällt aber, wie bey einem in A rechtwinkligen

Dreyecke ABC (Fig. 6) das Loth von B auf den Endpunct der

gegenüberstehenden Seite CA, so geht für diesen Fall, da wie¬

der nach 5.89, I. der Cosinus eines rechten Winkels Null ist,

die Gleichung

ß — y C° s A -J- a Cos C

in die folgende über:

ß = a Cos C,

welche mit der oben (§. 87, IV.) gegebenen Gleichung iden¬
tisch ist.

II. Bemerken wir noch, dafs von den drey Gleichungen (A)

je zwey nur eine Folge oder vielmehr ein anderer Ausdruck der

dritten sind. In der That findet man z. B. aus der zweylen jener

Gleichungen

ß 2 = a 2 -j- y 2 '— üayCosB,

die für das Dreyeck (I) (Fig. 24) gehören mag, wo AC die untersto

Seite oder die Basis desDreyeclis ist, sofort die beyden anderen

Gleichungen, wenn man dasselbe Dreycck zweymal so dreht,
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dafs in der zweyten Lage (II) die Seite BA, und in der dritten

Lage (III) die Seite CB die Basis des Dreyeeks wird.

Aber auch ohne diese Drehung des Dreyeckes kann man

denselben Zweck noch einfacher dadurch erreichen, dafs man

blols die Buchstaben ABC- und aßy so verwechselt, dafs sie für

den zweyten Fall um eine, und für den dritten um zwey Stellen

verrückt werden, wie folgendes Schema zeigt:

erster Fall A B C ... a ß y;

zweyter » B C A ... ß y a;

dritter » C A B ... y a ß.

Diese Bemerkung wird in der Folge noch öfter Anwendung

linden, da jede allgemeine, das Dreyeck betreffende Gleichung,

ihrer Natur nach, zwey ähnliche analoge Gleichungen mit sich

führt, die demnach, ohne sie erst eigens zu entwickeln, durch

diese Transformation sogleich erhalten werden können.

§• 9 2 * (Verhalten der Quadrate der Seiten des
rechtwinkligen Dreyeckes.) Die vorhergehenden Glei¬
chungen (A) beziehen sich auf jedes willkürliche Dreyeck. Ist

dasselbe aber rechtwinklig, und ist z. B. A der rechte Winkel

desselben, so ist (nach §. 89, II) Cos^=o, also auch die erste

der Gleichungen (A)
a 1 = ß % -|- y 2 5

oder: In dem rechtwinkligen Dreyecke ist das Quadrat der Hypo¬

tenuse gleich der Summe der Quadrate beyder Katheten ; ein wich¬

tiger Satz, den schon Pythagoras erfunden und dafür den Göt¬

tern eine Hekatombe geopfert haben soll, der aber hier nur als

ein einzelner Fall des durch die Gleichungen (A) ausgedrückten
Theorems erscheint.

I. Ist /3 = y , so ist a 1 = 2 ß% oder es ist a=zß \Zs, oder

die Diagonale des Quadrats (§. 81.) ist mit der Seite desselben

incommensurabel (§. 3o.).

II, Ist das Dreyeck ABC (Fig. 25) in A rechtwinklig, und

ist A D ein Loth von dem Punct A auf die ihm gegenüberstehende

Hypotenuse BC—a, so seyen BAD= M, DAC—N die Win¬

kel, und BDz=m, DC=n die Segmente, in welche der rechte

Winkel und die Hypotenuse durch dieses Loth gethcilt wird.
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Diefs vorausgesetzt hat man, da in jedem rechtwinkligen

Dreyecke die Summe der zwey schiefen Winkel (nach §. 85, II.)

gleich einem rechten Winkel oder gleich R ist,

woraus sofort folgt, dafs der Winkel C = M , und dafs der Win¬

kel B = N, dafs also auch (§. 83.) die drey rechtwinkligen Drey¬

ecke ABC , ABD und ADC unter sich ähnlich sind.

Weiter hat man in denselben Dreyecken , nach der blofsen

Erklärung des Cosinus (§. 87, IV.), die folgenden Ausdrücke:

das heifst: »Im rechtwinkligen Dreyecke ist jede Kathete die

»mittlere Proportionale (§. 38, I.) zwischen der Hypotenuse und

III. Ist überdiefs das erwähnte Loth AD=p, so hat man

eben so (§. 87, IV.)

also auch, da M=C und N—B ist, wenn man das Product der

zwey letzten Gleichungen nimmt,

oder endlich, wenn man in diesem Ausdrucke die vorhergehen¬

den Werthe von

und eben so

B + C = R,

B + M— R,

C + N= R.

Diese drey Gleichungen geben

B — R — M = R — C und

C = R — N = R — B m,

~ = — = Cos B und
a y

Cos C

also auch
= a . n

und y 1 = a . m

»dem dieser Kathete anliegenden Segment der Hypotenuse.«

= Cos M und \ = Cos IV;
7 ß

p % = ßy Cos B Cos C;

Cos B = — und Cos C — %

das heifst: »Im rechtwinkligen Dreyecke ist das Loth aus dem

»rechten Winkel auf die Hypotenuse die mittlere Proportionale

»zwischen den beyden Segmenten der Hypotenuse.«



172
§. (J 3 . — 94 .

9 3 - (Verhältnifs der Seiten jedes Dreyeckes.)
Ist A B C (Fig. a 3 ) ein Dreyeck, und A 1 ) ein aus dem Scheitel des

Winkels A auf die gegenüberstehende Seite ßC = a gefälltes Loth,

so ist, nach der oben ($.87, IV.) gegebenen Erklärung des Sinus
eines Winkels

AD

AB
= Sin B und

AD

A C Sin C ;

also auch, da AB=ay und AC=ß ist,

AD — y Sin# und AD = ß Sin C.

Setzt man beyde Werthe von AD, einander gleich, so er¬
hält man

ß Sin B

y Sin C ’

und auch, diese Gleichung ist, nach der Bemerkung des §. 91, II ,

noch zwey anderen analogen gleichgeltend, so dafs man daher
hat:

ß _ Sin B

y Sin C

a Sin A

, y Sin C
». Sin A

ß = Sin B

Drückt man den Inhalt dieser Gleichungen in Worten aus,

so geben sie den Satz t »Die Seiten des Dreieckes verhallen sich ,

» wie die Sinus der ihnen gegenuberstehenden, PP'inkel .«

§. 94. (Sinus und Cosinus der Summe und der
Differenz zweyer Winkel.) Da in jedem Dreyecke (nach

85 .) die Summe aller drey Winkel gleich 2R oder gleich 180
Graden ist, oder da man, wenn A, B und C diese Winkel des

Dreyeckes bezeichnen, die Gleichung hat:

C = 180 — (A -f- B);

und da überdiefs (nach §, 89, II.)

Sin (180 — (A -j- B)) = Sin (A -[- B)

ist, da also auch, für jedes Dreyeck, die Gleichung Statt hat:

SinC = Sin(^-f-R),

so erhält man, wenn man diesen Werth von SinC in der ersten
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der Gleichungen (B) des §. ()3. substituirt:

y _ Sin ( A -f- B )

ß = Sin ß *

Allein nach dem, was oben (§. 91.) gesagt worden ist, hat

man auch

y = ß Cos A -j- a Cos -B,

oder, was dasselbe ist:

- = CosA -4- — CosJS;
ß ] ß

oder endlich, da nach denselben Gleichungen (B) auch
a Sin A

ß Sin B

ist, so hat man

- = Cos A -j- —-- Cos B.
ß 1 Sin B

y
Setzt man diese zwey Werthe von einander gleich, soP

erhält jnan

Sin(/4 -|- 15) = Sin^4 Cos B -|- Cos A SinB,

und dieser Ausdruck gibt den Sinus der Summe zweyer Winkel,

wenn der Sinus und Cosinus jedes einzelnen dieser Winkel be¬

kannt ist.

I. Nimmt man in dem letzten Ausdrucke den Winkel B ne¬

gativ, oder setzt man in ihm — B statt B, so erhält man, da

nach 89, I. für jeden Winkel x die Gleichungen bestehen:

Sin(—a:) = — Sinar und Cos(—a:) = Cosa:,

für den Sinus der Differenz zweyer Winkel den Ausdruck

Sin (/i— B) = Sin A Cos B — Cos A Sin B.

II. Setzt man tiberdiefs in diesen beyden Ausdrücken von

Sin {A -j-B) und Cos^-j-jB) statt A die Gröfse 90 ° — A, so hat

man, da (nach §. 87, VI. oder §. 89, III.) für jeden Winkel a:

die Gleichungen

Sin (90 — a’) = Cosa und Cos (90 — x) = Sin x

bestehen:

Sin (90 — A -j- E) oder Sin (90 — (A — B )),

oder endlich

Cos ( A — B) =; Cos A Cos B -j- Sin A Sin B,
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und eben so

§• 94 .

Sin (90— A — B) oder Sin (90 — (A-^-B)),

oder endlich

Cos {A-\-B) = Cos A Cos B — Sinvf Sin Zf;

und diese zwey Ausdrücke geben den Cosinus der Summe und

der Differenz zweyer Winkel, wenn die Sinus und Cosinus der

einfachen Winkel gegeben sind.

Stellt man diese vier Gleichungen zur bequemem Übersicht

zusammen, so hat man, wenn man die beyden einfachen Winkei

durch a und/ bezeichnet:

Sin (a -{-/) = Sin x Cos/ -f- Cosa.’ Sin/

Sin (a—/) = Sin x Cos/ — Cosa'Sin/

Cos(a-|-/) = Cosa Cos/ — Sin x Sin/

Cos(a—/) = Cosa Cos/ -j- Sin x Sin/

Diese vier Gleichungen werden uns künftig sehr nützlich

seyn, da sie eine allgemeine Relation zwischen den beyden

Functionen der Sinus und Cosinus enthalten, und uns dadurch

behülflich seyn werden, die merkwürdigen Eigenschaften dieser

Functionen noch näher kennen zu lernen. Hier werden vorerst

folgende kurze Bemerkungen darüber genügen.

A. Verwechselt man in der zweyten und vierten der Glei¬

chungen (C) alle Zeichen, so erhält man

Sin (/ — x) = Sin/ Cosa — Cos/ Sina und

Cos(/ — a) = Cos/ Cosa -|- Sin / Sina.

Vergleicht man diese zwey Ausdrücke mit den Gleichungen

(C), so erhält man

Sin (/ — a) = — Sin (a ■—/) und

Cos(/ — a) = Cos (a—/),

übereinstimmend mit dem, was oben (§.89, I.) von dem Sinus

und Cosinus der negativen Bogen gesagt worden ist.

B. Setzt man in den Gleichungen (C) statt a die Gröfso R=t)o°,

60 hat man, da (nach 89 , II.) Sin B — 1 und Cos R = o ist:

Sin (fi -f-/) = Cos/,

Sin (R —/) = Cos/,

Cos(II -f-/) = — Sin/,

Cos (R — /) = Sin/;
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und auch diese Ausdrücke sind übereinstimmend mit den Glei¬

chungen des §. 89, II.

Überhaupt wird man, um die ganze Peripherie des Kreises

zu umfassen, da nach den Gleichungen des §. 89, III.

Sin o = Sin 2 R = Sin 4 II = Cos R = Cos 3 R = o und

SinR = — Sin 3 R = Cos o =— Cos 3 R = Cos 4 R = 1 ist,

aus den Gleichungen (C) unmittelbar die folgenden ableiten:

Sin(R+_/) = Cosjy j

Sin (2 R + y) = 4 Sinj- ( ^
Sin (3 R +j) = — Cosy / U °

Sin( 4 R 4,7) = + Sin_7 J

Cos(R+ <t /) = + Sinjr 1
Cos(3R ±f) = — Cosj- (

Cos( 3 R+ j) = + Sin^- /’

Cos(4fi +y) — C0S7 ]

wo dann für die folgenden, die ganze Peripherie übersteigenden

Bogen dieselben Werthe und Zeichen periodisch wieder kommen,

so dafs man z. B. hat:

C. Aus diesen Ausdrücken in (B) folgen sofort auch die

Tangenten, Cotangenten u. f. für alle den rechten Winkel über¬

steigenden Bogen. So hat man nach §. 90.

also auch, wenn man statt x die Winkel R , 2 R -J-jv, 3 R +

u. f. setzt, und die Sinus und Cosinus dieser letzten Winkel für

die verschiedenen Quadrate aus (B) substituirt:

Sin( 5 R+jr) = Cos_7,

Sin (6 R + 7) = 4 Sin^ u. f.

Sin x Cos 3s
und Cotanga:Tang x Sin xCos x

Tang (R ±y)

Tang (2 R + 7)

Tang (3 R ±j )

Tang (4 R 4 f)

+ Cotgjr

± Tangj

+ Cotgj

± Tangj

und eben so

C°tg (R ± 7) = 4 Tang7

Cotg (3 R 4 7) = ± Cotg_7

C°tg (3 R 4 7) — + Tangjr / *

Cotg (4 R 47) 1= 4 Cotg 7 ]
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D. .Endlich wollen wir noch bemerken, dafs man nach den

zweyten Gleichungen in (B), übereinstimmend mit (jj. 89, II., hat:

Sin (180 0 — j) = Sinj- und

Cos(i8o°— y) = — Cosjy.

So lange man also blofs die Winkel von Dreyecken be¬

trachtet, deren jeder, nach 85 , III., kleiner als 180° seyn mufs,

so wird man, wenn man für irgend ein Dreyeck ABC die

Gleichung
Cos A = Cos B

erhält, daraus unmittelbar schliefsen, dafs auch der Winkel

A = B ist. Dasselbe gilt aber nicht für die andere Gleichung

Sin A = Sin£, ?

aus welcher zwey Werthe für A folgen, nämlich

entweder A = B oder A = 180 — B.

weg,

Wohl fällt aber diese Zweydeutigkeit der Winkel wieder

wenn man die Gleichung
Sin A
Cos A

Sin B
Cos B oder Tang A = Tang B

hat, da diese, nach den Ausdrücken von (C), unmittelbar wie¬

der auf den einzigen Werth A=:B führt; eine Bemerkung, auf

die wir in der Folge wieder zurückkommen werden.

§• 9 5 - (Relationen zwischen dem Sinus., Cosinus,
Tangente U. f. desselben Winkels ) Da in jedem recht¬
winkligen Dreyecke, wenn A den rechten Winkel, also auch a

die Hypotenuse desselben bezeichnet, nach 92. die Gleichung
besteht:

a* = ß 1 '+ y%

und da, nach der oben gegebenen Erklärung des Sinus und

Cosinus (§. 87, V.), wenn der Winkel ABC—x gesetzt wird,

3 *y
- = Sina: und - =3 Cosa?a a

ist, so hat man auch, wenn man diese Werthe von ß und 7 in

der vorhergehenden Gleichung substituirt:

Sin 2 x -j- Cos 2 a: =3 1;

und diese merkwürdige einfache Gleichung setzt uns in den
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Stand, jede der oben erwähnten trigonometrischen Functionen

blofs durch irgend eine der übrigen auszudrücken.

So hat man zuerst, wenn z. B. der Sinus eines Winkels be¬

kannt ist, auch den Cosinus desselben sofort durch die Gleichung

Cosa: = \/ i — Sin 1 #,

oder umgekehrt, wenn der Cosinus bekannt ist,

Sin# = y i — Cos 1 #.

I. Eben so wird man auch die Tangente oder Cotangento

eines Winkels blofs durch den Sinus, oder blofs durch den Co¬

sinus desselben Winkels mit Hülfe der Gleichung bestimmen:

Tang# =

Sin # v/. - Cos 2 #

Cotang# Sin 2 # Cos #

oder auch den Sinus und Cosinus blofs durch die Tangente oder

Cotangente mittelst des Ausdruckes
o. Tang# i

Cos# =

/1 -j- Cotang 2 #
Cotang #

\/ 1 -f- Tang 2 # y/ i _|_ Cotang 2 #

V i -J- Tang 2 #
i

u. s. f.

5 - 96. (Summe und Differenz der Sinus und Co¬
sinus zweyer Winkel.) Wenn man die vier Gleichungen (C)
des 94. paarweise addirt und subtrahirt, so erhält man

Sin (# -\-y) -j- Sin (# ■—-y) = 2 Sin # Cosj^ 1

'Sin (# -) -y) — Sin (# — y) — 2 Cos # Sin p f

Cos(#— y) -|- Cos(#-j-jp) = 2Cos#Cosj^ /’

Cos(#— y) — Cos(#-j-j^) = 2 Sin # Sinjp )

oder auch, wenn man in diesen Ausdrücken

statt # die Gröfse -j (# -) -y)

und statt y die Gröfse j (#— y)

substituirt:

Sin# -}- Sinj- — 2 Sin -j(# -\-y) Cos-j(#— y) j

Sin# ■— Sinjp = 2 Cos^(# -j- y) Sinf(#— y) I

Cos y -|- Cos# = 2 Cos(# -\-y) Cos^-(# — y) l

Cosjy — Cos# = 2 Sin \ (oc~\~y) Sin-j(#— y) )

Litlrow’s Anfaiig 9gr. il. gesammt. Mathem. ■ 12
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Durch diese Gleichungen wird die Summe oder die Differenz

dieser Functionen auf Producte derselben gebracht, welche Pro-

ducte zur Berechnung mit Logarithmen viel bequemer sind.

§. 97- (Sinus und Cosinus der halben und dop¬
pelten Bogen.) Setzt man in den ersten Gleichungen des
$. 96. die Gröfse x—y, so erhält man

Sin 2 x — 2Sina Cosa

und Cos 2 a = Cos 2 a — Sin 2 a,

wo man, nach §. 95., statt der letzten Gleichung auch die fol¬

gende hat:

Cos ix =si — aSin*a = 2Cos J a — 1.

I. Setzt man in den letzten Ausdrücken von Cos 2 x statt x

die Gröfse -a, so erhält mana 1

8i.j «=y
cosj* = y : + aCo, * i 4

§. 98. (Sinus und Cosinus der vielfachen Bogendurch die der einfachen.) Setzt man in den ersten Glei¬
chungen des $. 96.

statt x die Gröfse (n-f-i)a

und statt y die Gröfse a,

so ei’hält man

Sin (n -|- 2) x

Cos (n 2) x

2 Sin (n -p 1) x . Cos x — Sin n x

2 Cos (ra -{- 1) a . Cos a — Cos n x
. . • (a).

Substituirt man dann in den beyden letzten Ausdrücken für

die Gröfse n nach der Ordnung die natürlichen Zahlen o, 1 , 2,

3 , . . ., so erhält man folgende Gleichungen, in welchen der

Kürze wegen

p = Sina und 9 = 2 Cosa

gesetzt worden ist,

Sin 2a = p q,

Sin 3 a = p (q -— i),

Sin 4 x = p ( q 3 — 2 q ),
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Sin 5 x = p (<?4 — 3 <p2 —f—i) ,

Sin 6 a: = p (<?J — 4 <73 -f- 3 q) ,

Sin <7x = p (q 6 — 5 g 4 -J- 9 q z — 1) u. f.;

und eben so

2. Cos 3 a; = q z — 2,

2. Cos 3 a; = 173 — 3 q,

2.Cos4a;- = <74 — 49 2- (- 2,

2. Cos 5 a: = q 5 — 5 q* 5 q,

2.Cos6a; = <7°— 6<7 4 -f- 99*— 2,

2. Cos 7 a; = q 1 — 1 q i 1 4 <73 — 7 9 u. f.

Diese Ausdrücke, welche sich leicht fortsetzen lassen, ge¬

ben die Sinus und Cosinus der 2, 3 , 4, • • • fachen Bogen, wenn

die Sinus und Cosinus der einfachen Bogen bekannt sind.

§. 99. (Potenzen der Sinus und Cosinus der ein¬
fachen Bogen durch die Sinus und Cosinus der viel¬
fachen Bogen.) Noch leichter erhält man die Auflösung der
des §. 98. entgegengesetzten Aufgabe, wenn man nämlich die

2 ton , 3 ten , 4 ten , . . . Potenzen des Sinus oder des Cosinus eines

Bogens blofs durch die ersten Potenzen des Sinus oder Cosinus

desselben 2 , 3 , 4 ,... fachen Bogens ausdrücken will.

So hat man z. B. aus §. 97. die beyden Gleichungen

2Sin J a; =1 — Cos 2 a; 1

und 2Cos 2 a: =: 1 -[- Cos 2 a; j

Multiplicirt man die erste durch Sina:, und bemerkt man,

dafs nach §. 96.

Sina; Cos 2 a; = Sin 3 a: — ^Sina:

ist, so hat man

4Sin 3 a - = 3 Sina; — Sin 3 a;.

Multiplicirt man auch diese Gleichung wieder durch Sina;,
so hat man

4 Sin 4 x — 3 Sin 2 a: — Sina; SinSar.

Da aber, wie zuvor,

Sin 2 x = i (1 — Cos 2 x ),

und nach demselben §. 96.

Sina; Sin 3 a; •= Cos 2a: — ■j-Cos 4 ;c '
12 *
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Diese Reihen sind ebenfalls leicht fortzusetzen,- da dio nu¬

merischen Coefficienten die des Binoms (§. 58.) sind, nämlich

n.n — i n.n — i . n — a n . n — i . n ■—■a . n — 3
n . ■ u. f.,

i . a ’ i . a . 3 ’ i . a . 3.4

mit Ausnahme des letzten Gliedes, das nur der Hälfte des bino¬

mischen Coeflicienten gleich ist.

Die letzten Ausdrücke werden uns in der Folge sehr we¬

sentliche Dienste leisten.

§. ioo. (Tangenten der halben und doppelten
Bogen.) Nach den ersten Gleichungen des §. 97. ist

Sin 2a = 2 Sina Cosa; und

Cos 2 a = Cos 2 a — Sin 2 x , *

woraus sofort, durch Division, folgt:

m 2 Sina Cosa
lang 2a- = -—:-:

° Cos 4 x -—• Sin^a

oder wenn man Zähler und Nenner dieses Bruches durch Cos 2 x

dividirt:

a Tang x
lang 2 a = ----7—.

u 1 — lang 2 a

Setzt man in diesem Ausdrucke statt x die Gröfse -ja, so
hat man

Tanga ■— Tanga . Tang 2 -t-a s 2Tangj-a.

Löst man aber diese in Beziehung auf Tang^-a quadratische

Gleichung (nach §. C8.) auf, so erhält man

Tanga _ — 1 -|- 1 + 'l'ang-a

1 + V> -f Tang-a Tanga ’

oder auch, wenn man in diesem Ausdrucke statt Tanga seinen

Werth - substituirt:

Tang-fa? =

Cosa

Tang-a =
Cos a Sin a

Sina 1 -j- Cosa

I. Nach §. 95. haben wir überdiefs

„. Tanga
Sina =

V 1 -J- Tang- a ’

also ist auch, wenn man in dieser Gleichung den so eben gefun¬
denen Werth von
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substituirt:

2 Tang 7 x1 an» x = —--•
i - Tang- 7 a;

Sina;

und eben so erhält man auch

Cos x

2 Tang- 7 x

i + Tang'- 7 a:

Tang 2 7 x

l + Tang 2 -;X

§. 101. (Tangente der Summe undDifFerenzzweyer
Winkel.) Dividirt man die Gleichungen (C) des §. 94. unter
einander, so erhält man sofort

Tang^-hr) = „„ a
• 0 v 1 * ' 1 — Tang x Tang y

_ , . Tanga; — Tangy
Tang (x — y) = - 2 -5Z_.

0 ^ J * 1 -f- Tanga; Tangy

I. Dieselben vier Gleichungen geben auch, wenn man die

Leyden ersten durch Cosa;Cosjy, und die beyden letzten durch

Sina;Cosy dividirt, für die Summe oder Differenz der Tangenten

zweyer Winkel

Tanga; + Tangy =: ^‘ n ^X —Z l un( J— Oos x Cosy

Cotga- + Tangy = C ° s( *+ ^.
b Sin a; Cosy

II. Setzt man aber in der ersten Gleichung dieses 101 .

die Gröfse x = ~R, oder a; = 45° und j = ^x, so erhält man

1 -f- Tang— Cos 1-Sin —

Tang _ ___li = 2

Tang- Cos— — Sin —
2 2

also auch, wenn man Zähler und Nenner dieses Bruches durch

multiplicirt:

rr. 9° +
lang.-

Cos-1- Sin 1
2 1 2

1 -f- Sin x Cos x
—- I /* T Sin xV 1 — Sin x *Cos x 1 — Sin x

und eben so ist auch, wenn man in der letzten Gleichung die

Gröfse x negativ nimmt:

9 ° — r __ 1 — Sin x Cosa; _ ^1 — Sin x1 -J- Sin x -j- Sin xCos x
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Diefs sind die vorzüglichsten Relationen , die man zwischen

den trigonometrischen Functionen aufgestellt hat. Wir werden

bald sehen, wie man dieselben zur näheren Bestimmung der Drey-

ecke anwenden kann.

§. 102. (Differentialien der trigonometrischen
Functionen.) Durch das Vorhergehende haben wir demnach
eine neue Gattung von Functionen kennen gelernt, die sehr

merkwürdige Eigenschaften haben. Indem wir sie den bereits

oben erhaltenen Functionen der Potenzen, der Logarithmen und

der Exponentialgröfsen, von welchen sie sich wesentlich unter¬

scheiden, hinzufügen, wirdes, zum Schlüsse dieses Gegenstan¬

des, angemessen seyn, auch die Differentialien dieser neuen

Functionen zu bestimmen.

Um zuerst das Differential des Sinus eines gegebenen Bo¬

gens, oder um den Ausdruck von

d . Sin x

zu finden, so wird man nach dem, was oben (§. 46. u. f.) gesagt

worden ist, die Gleichung haben:

d . Sin x = Sin (# d x) — Sin x.

Allein nach den Gleichungen (C) des §. 94. i st

Sin {x -j- d x) = Sin x Cos d x -j- Cos x Sin d x ,

also ist auch

d . Sin x = Sin x (Cos dx — 1) -{- Cos x . Sin da:.

Wenn nun der Bogen dx eines Kreises immer abnimmt,

oder wenn er sich der Grenze Null immer mehr nähert, so ent¬

steht die Frage, ob auch die beyden Gröfsen

Cosd# — 1 und Sind#

sich dabey einer bestimmten Grenze immer mehr nähern , ohne

sie eher, als bis d#=so ist, zu erreichen.

Für die erste Gröfse (Cos dx — t) hat man, nach §. 97.,

für jeden Werth von dx
dx

Cos dx =1 — 2 Sin 1 -, a

woraus folgt* dafs, für ein unendlich kleines dx, die Gröfse

Cosd# gleich der Einheit wird, wie wir auch schon oben 5.89, II.
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gefunden haben, und wie selbst unmittelbar aus der oben (§.87, V-)

gegebenen Erklärung des Cosinus hervorgeht. Es ist demnach, an

der erwähnten Grenze, 1—Cosda = o oder ■ ■% —= 1.Cos da

Um nun auch die Grenze der immer abnehmenden Gröfse

Sin da.' zu finden, wollen wir bemerken, dafs, im ersten Qua¬

dranten des Kreises, die Tangente (§. 90.) eines jeden Bogens

immer gröfser, als ihr Bogen, und eben so dieser Bogen immer

gröfscr, als sein Sinus ist, w Tas man so auszudrücken pflegt (§. 6.)

Tang dx dx Sinda.

Dividirt man alle diese Gröfsen durch Sin da, so ist auch
noch

Tang da _ dx
Sin d; > Sin d x > 1

oder endlich, da ist,
,0111 dx Cos dx

Cos d x > d x
Sin d x

> »•

So lange daher der immer abnehmende Bogen dx die Grenze

Null seines Abnehmens noch nicht erreicht hat, ist die Gröfse

dx
Sin d x

immer gröfser als die Einheit, und zugleich immer kleiner als

-=-—, welcher letzte Ausdi’uck sich selbst wieder, nach demCos da ’

Vorhergehenden, der Einheit desto mehr nähert, je kleiner dx

ist; woraus daher folgt, dafs die Einheit selbst die Grenze seyn

mufs, welcher sich die Gröfse

dx
Sin dx

immer mehr nähert, je kleiner der Bogen dx ist, und dafs man

also, für diese Grenze selbst, hat:

1 — Cos dx — o und Sin da s= dx.

Substituirt man diese Werthe in den vorhergehenden Aus¬

druck von d.Sina, so erhält man

d . Sin a = da. Cos a



§. 102 .
185

für das gesuchte Differential des Sinus eines gegebenen Kreis¬

bogens , dessen Halbmesser gleich 1 ist.

I. Ist so das Differential des Sinus eines Bogens bekannt,

so findet man auch sofort das Differential der anderen trigonome¬

trischen Functionen.

Setzt man z. B. in der letzten Gleichung, in welcher a je¬

den willkürlichen Werth haben kann, statt x die Gröfse 90°— x ,

so hat man

d , Sin (90 — a) = d . (90— x) . Cos (90 — a);

oder da

Sin (90 — x ) = Cosa; und Cos (90 — a) = Sina

ist (§. 94? -ff)» so hat man auch

d . Cosa; = — dx Sina;.

II. Weiter ist

Tanga; . Cosa; = Sina;;

also auch, wenn man dieses Product nach §. 49 * differentiirt:

d . Sin x = Tang x . d . Cos x -]- Cos x . d . Tang x ,

und daher, wenn man statt d.Sina und cf. Cosa die vorigen

Ausdrücke substituirt, und die ganze Gleichung durch Cosa 1
dividirt:

d . Tang x = d x (i -(- Tang 2 a);

oder, was dasselbe ist (§. 95, I.)

d . Tang x
dx

Cos-x

Und eben so findet man auch

d , Cotga

dx

Sin 2 x ’

d . Sec x =

d . Cosec x = —

d x Sin x

Cos 2 x 5

d x Cos x

Sin 2 x

III. Auf gleiche Weise erhält man,

wenn man u = Sina setzt,

, ,, du .
da a.logtt = — ist,0 u

d . log Sin x = dx Cotanga und

d . log Cosa =: — dx Tanga,
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so wie auch

d . log Tang x Sin x Cos x

dx

d . logTang|a;= ——, und

Sin 2 x ’

Sin x ’

qo + x dx
d . log Tang Cosx ’

d . log Tang Cos dx

ji

rij
i


	[Seite]
	Seite 169
	Seite 170
	Seite 171
	Seite 172
	Seite 173
	Seite 174
	Seite 175
	Seite 176
	Seite 177
	Seite 178
	Seite 179
	Seite 180
	Seite 181
	Seite 182
	Seite 183
	Seite 184
	Seite 185
	Seite 186

