Finfzehntes Capitel.

Eigensc]ml‘tcu der Dreyecke und weitere

Entwicklung der trigonometrischen
Functionen,

§. 91, (1*'1mdnmenLalgleichlmg des Dreyeckes.)
Sey 4 BC (Fig, 23) ein Dreyeck, dessen Winkel, nach der oben
(). 87, IL) eingefiihrten Bezeichnung 4, B, C, und die ihnen
in derselben Ordnung entgegenstehenden Seiten BC=u, AC=p
und 4B =y sind. VVenn man von dem Scheitel eines VVinkels 4
des Dreyeckes auf die gegeniiberstehende Seite BC=a ein Loth
AD fillt, so wird dadurch diese Seite in zwey Theile B und
DC getheilt, die, nach der oben (§. 87, 1V.) gegebenen Erkli-
rung des Cosinus, so ausgedriickt werden konnen:
BD =y CosB und DC = 8 Cos C;
so dals man daher, da BC=BD-+4DC ist, den Ausdruck hat:
a =y CosB - f CosC,
Ganz eben so wird auch das Loth aus dem Puncte B und C
auf die ihnen gegeniiberstehenden Seiten geben:
B = y Cos 4 -+ a CosC
und 9 = a Cos B -} 8 Cos 4.
Multiplicirt man die erste dieser drey Gleichungen durch «,
die zweyte durch 3 und die dritte endlich durch 7s s0 erhilt man
a* = ay CosB + af3 CosC
B* = By Cos4 4 aff CosC ).
y' = ay CosB -}- iy Cos 4
Subtrahirt man endlich von der Summe je zweyer der drey
letzten Ausdriicke den dritten, so erhilt man die folgenden

drey Gleichungen :

n

a* = 2 -}~ 3* — 2fy Cosd
32 =— at -+ ¢ — 2ay CosB .} o .. (A);
! = a* 4 B2 — 2af CosC

e S e~ L KD
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das heilst: »In jedem D.-'Qrcc?fe ist das Quadrat einer Seite gleich
» der Summe der Quadrate der beyden anderen , weniger dem dop-
» pelten Producte dieser zwey anderen Seiten in den Cosinus des
» pon ihnen eingeschlossenen Winkels, « und diefs ist die gesuchte
Grundgleichung des Dreyeckes, aus welcher sich alle anderen
leicht ableiten lassen.

1. Es wird nicht nothwendig seyn, zu erinnern, dafs diese
Gleichungen (A) fir alle Dreyecke gehdren, selbst wenn 2. B.
das Loth von einem Puncte C nicht auf die gegem’ibe!l'slchcndc
Seite B.A, sondern, wie in Fig. 26, wegen dem stumpfen VVin-
kel 4 BC, nur auf die Verlingerung B D dieser Seite fillt, da fir
diesen Fall der Cosinus des evwahnten VWinkels (nach §. 89, 1L.)
negatiy ist, und daher der obige Ausdruck

y = aCosB + B Cos 4
durch die blofse Beriicksichtigung des Zeichens yon Cos B in

y = [ CosA — « Cos B,
also auch die zweyte der Gleichungen (A) in
! (> = a* 4 y* + 2ay CosB
iibergeht. — Fillt aber, wie bey einem in 4 rechtwinkligen
Dreyecke ABC (Fig. 6) das Loth von' B auf den Endpunct der
gcguniibersichcndcn Secite C 4, so geht fiir diesen Fall, da wie-
der nach §.89, L der Cosinus eines rechten Winkels Null ist,
die Gleichung

B = vy Cosd 4 aCosC
in die folgende iiber:

B = a CosC,

welche mit der oben ({. 87, IV.) gegebenen Gleichung iden-
tisch 1st.

II. Bemerken wir noch, dals von den drey Gleichungen (A)
je zwey nur eine Folge oder vielmehr ein anderer Ausdruck der
dritten sind, In der That findet man z. B, aus der zweyten jener
Gleichungen
B =i 2 ey Cos B,
die fiir das Dreyeck (I) (Fig. 24) gehoren mag, wo 4 C die unterste
Seite oder die Basis des Dreyecks ist, sofort die beyden anderen
Gleichungen, wenn man dasselbe Dreyeck zweymal so dreht,
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dals in der zweyten Lage (II) die Seite B4, und in der dritten
Lage (1lI) die Seite CB die Basis des Dreyecks wird,

Aber auch ohne diese Drehung des Dreyeckes kann man
denselben Zweck noch einfacher dadurch erreichen, dals man
blofs die Buchstaben 4 BC.aund af3 v so verwechselt, dals sie fiir
den zweyten Fall um eine, und fiir den dritten um zwey Stellen
verriickt werden , wie folgendes Schema zeigt:

erster Fall 4 B C...«afy;
zweyter s B C A4 .,.B y a;
dritter v C 4 B ... . 7 @ f.

Diese Bemerkung wird in der Folge noch 6fter Anwendung
finden, da jede allgemeine, das Dreyeck betreffende Glmchunrr
ihrer Natur nach, Zwey u]m]lchc analoge Gleichungen mit sich
fiithrt, die demnach, ohne sie erst eigens zu entwickeln, durch
diese Transformation sogleich exhalLen werden konnen.

§- 92 (Verhalten der Quadrate der Seiten des
l‘e(‘ll[,“]nl\llﬂ(,]l DLC} CCI\CH.) Die vorhergehenden Glei-
chungen (A) I;eucllcn sich auf jedes willkiirliche Dreyeck. Ist
dasselhe aber rechtwinklig, und ist z, B. 4 der rechte Winkel
desselben, so ist (nach §. 8¢9, 1) Cos 4=o, also auch die erste
der Gleichungen (A)

at = 3 o 42;
oder: In dem rechiwinkligen Dreyecke ist das Quadrat der Hypo-
tenuse gleich der Summe der Quadrate beyder Katheten ; ein wich«
tiger Satz, den schon Pythagoras erfunden und dafiir den Gét-
tern eine Hekatombe geopfert haben soll, der aber hier nur als

ein einzelner Fall des durch die Glewhunfrcn (A) ausgedriickten
Theorems erscheint.

I Ist B=7y, so ist a*=10p3, oder es ist a=@#}/2, oder
die Diagonale des Quadrats (§. 81.) ist mit der Seite desselben
incommensurabel (§. 30.).

II, Ist das Dreyeck 4 BC (Fig. 25) in 4 rechtwinklig, und
ist 4 D ein Loth von dem Punct 4 auf die ihm gegeniiberstehende
Hypotenuse BC=—ua, so seyen BAD— M, DAC=N die Win-
kel, und BD=m, DC=n die Segmente, in welche der rechte
Wiakel und die Hypotenuse durch dieses Loth getheilt wird.
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Diefs vorausgesetzt hat man, da in jedem rechtwinkligen
Drevecke die Summe der zwey schiefen Vinkel (nach §. 85, IL)
gleich einem rechten Vinkel oder gleich Rt ist,

B -+ € = R,
und eben 50 B 4+ M= R,
C + N= R

Diese drey Gleichungen geben
B=R—M=R—C und
¢ =R N =R B
woraus sofort folgt, dals der Winkel C= M, und dafs der Win-
kel B=N, dafs also auch (§. 83.) die drey rechtwinkligen Drey-
ecke ABC, ABD und 4D C unter sich ahnlich sind.

VWeiter hat man in denselben Dreyecken, nach der blofsen
Erklirung des Cosinus (§. 87, 1V.), die folgenden Ausdriicke:
Y =" = CosB und Sy B CosC;

a b a p
also auch
fre="elin
und 3* = a.m :
das heifst: »Im rechtwinkligen Dreyecke ist jede Kathete die
»mittlere Proportionale (§. 38, L) zwischen der Hypotenuse und
»dem dieser Kathete anliegenden Segment der Hypotenuse. «
I, Ist iiberdiels das erwahnte Loth AD=p, so hat man
eben so ({- 87, IV.)
P — CosM und £ = CosN;
i g
also auch, da M=C und N=23 ist, wenn man das Product der

zwey letzten Gleichungen nimmt,

p* = By Cos B Cos C;
oder endlich, wenn man in diesem Ausdrucke die vorhergchen-
den Werthe von

Cos B = %z und CosC = ;-

substitulirt ; d

p: = mn;
das heifst: »Im rechtwinkligen Dreyecke ist das T.oth aus dem
vrechten Winkel auf die Hypotenuse die mittlere Proportionale
»zwischen den beyden Segmenten der Hypotenuse, s
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§- 93. (Verhiiltnils der Seiten jedes Dreyeckes.)
Ist ABC (Fig. 23) ein Dreyeck, und 4 D) ¢in aus dem Scheitel des
Winkels 4 auf die gegeniiberstehende Seite BC =— « gefilltes Loth,
s0 ist, nach der oben (.87, 1V.) gegebenen Erklirung des Sinus

eines Winkels
AD - AD
—— = S8inB und =— = Sin(:
4B A eI C

also auch, da 4 B==y und 4 C=j ist,
AD = ¢ SinB und 4D — f SinC.
Setzt man beyde Werthe von 4D einander gleich, so er-
Lilt man

Bow SiuB_
¥ = 8in'c’

und auch diese Gleichung ist, nach der chcrkung des § g, 1L,
noch zwey anderen analogen gleichgeltend, so dals man daher
hat ;
p Sin B \
Sin C
Sin 4
R e il
Sin 4

Sin B

™R =2la

Driickt man den Inhalt dieser Gleichungen in Worten aus,
so geben sie den Satz: »Die Seiten des Dreyeckes verhalten sich,
v wie die Sinus der ihnen gegentiberstehenden Finkel. «

§. 94. (Sinus und Cosinus der Summe und der
Differenz zweyer Winkel.) Da in jedem Dreyecke (nach
§. 85.) die Summe aller drey Winkel gleich 2 R oder gleich 180
Graden ist, oder da man, wenn 4, B und C diese Winkel des
Dreyeckes bezeichnen, die Gleichung hat:

C = 180 — (4 4 B);
und da iiberdiels (nach §. 89, IL)
Sin (180 — (4L B)) = Sin (4 - B)
ist, da also auch, fiir jedes Dreyeck, die Gleichung Stait hat:
SinC = Sin (44 B),

80 erhiilt man, wenn ‘man diesen Werth von SinC'in der evsten

e




§- 04 173
der Gleichungen (B) des §. 93. substituirt:
¥ ik Sin (A -+ B)

Sin B

I

Allein nach dem, was oben (§ g1.) gesagt worden ist, hat
man auch ; :
y = {3 Cos A 4 « CosB,
oder, was dasselbe ist:
- B e
Y = Gos4 - = CosB;
2 f
oder endlich, da nach denselben Gleichungen (B) auch
a Sin A4
E L SiniB
ist, so hat man

Sin A
¥ 3z
J—= Cos 4 —— Cos B.
g o _!_ Sin B
Setzt man diese zwey VVerthe von Z einander gleich, so

erhilt qnan
Sin (4 4~ B) = Sin4 Cos B -~ Cos 4 Sin B,
und dieser Ausdruck gibt den Sinus der Summe zweyer Winkel,

wenn der Sinus und Cosinus jedes einzelnen dieser VWinkel be-
kannt ist.

I. Nimmt man in dem letzten Ausdrucke den VWinkel B ne-
gativ, cder setzt man in ithm — B statt B, so erhilt man, da
nach §. 89, I. fiir jeden Vinkel = die Gleichungen bestehen

Sin(~—2) = — Sinz und Cos(—2) = Cosz,
fiir den Sinus der Differenz zweyer VWinkel den Ausdruck
Sin(4— B) = Sin 4 Cos B — Cos 4 Sin B.

II. Setzt man iberdiefls in diesen beyden Ausdriicken von
Sin (4 -+ B) und Cos(4--B) statt 4 die G-riil'sc go°— A4, so hat
man, da (nach §.87, VI, oder §. 89, IIL) fir jeden Winkel =
die Gleichungen

Sin(go—2) = Cosz "und Cos{90—2) = Sinx
bestehen:

Sin (9o — 4 4~ B) oder Sin(go — (4— B)),
oder endlich

Cos (4 — B) = Cos A Cos B 4 Sin A Sin B,

B S S
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und eben so
Sin (g0 — 4 — B) oder Sin(go — (4 B)),
oder endlich
Cos (4 +-B) = Cos 4 Cos B — Sin 4 Sin B;
und diese zwey Ausdriicke geben den Cosinus der Summe und
der Differenz zweyer Winkel, wenn die Sinus und Cosinus der
einfachen Winkel gegeben sind.

Stellt man diese vier Gleichungen zur bequemern Ubersicht
zusammen, so hat man, wenn man die beyden einfachen Winkel
durch 2 und y bezeichnet:

Sin (¢ 4-») = Sin 2 Cosy -~ Cos 2 Siny

8in ( — ) = Sinz Cosy — Cosa Siny ©)

Cos(z +y) = Cosz Cosy — SinaSiny ( * " ° ;

Cos(z — ) = Cosz Cosy -} Sin a Sin y

Diese vier Gleichungen werden uns kiinftig sehr niitzlich
seyn, da sie eine allgemeine Relation zwischen den beyden
Functionen der Sinus und Cosinus enthalten, und uns dadurch
behiilflich seyn werden, die merkwiirdigen Eigenschaften dieser
Functionen noch niher kennen zu lernen. Hier werden vorerst
folgende kurze Bemerkungen dariiber geniigen.

A. Verwechselt man in der zweyten und vierten der Glei-
chungen (C) alle Zeichen, so erhilt man

Sin (y—a) = Siny Cosz — Cosy Sinz and
Cos (y—a) = Cosy Cosz -~ Sin 5 Sina.
Vergleicht man diese zwey Ausdriicke mit den Gleichungen
(C), so erhilt man
Sin(y —2) = — Sin(z— ) und
Cos(y—a) = Cos(z—y),
ibereinstimmend mit dem, was oben (. 89, L) von dem Sinus
und Cosinus der negativen Bogen gesagt worden ist.

B. Setztmanin den Gleichungen (C) statt & die Grifse R=qo?,

80 hat man, da (nach §.8q, II.) Sin B=1 und Cos R =0 ist:
Sin (R |- y) = Cosy,

Sin (R — ») = Cosy,
Cos (R+-y7) = — Siny,
Cos (R— ) = Siny;
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und auch diese Ausdriicke sind iibereinstimmend mit den Glei-
chungen des (. 89, 1L

Uberhaupt wird man, um die ganze Peripherie des Kreises
21 umfassen, da nach den GIBICIIHH’TCII des Q 8y, IIL

Sino = Sin2R = Sin4 R = CosR = Cos3R = o und

SinR = — Sin3R==Coso=— Cos2 R= Cos/4 R=1 ist,
aus den Gleichungen (C) unmittelbar die folgenden ableiten:

Sin(R+ty) = Cosy a

Slll)('f- Ris gy i=%-F Smy a1
Sin(3R +y) = — Cosy
Sin(4R +y) = * Siny S
Cos(R+ ) ‘= F Siny a

Cos (2R + 5) = — Cosy |

Cos (3R + y) = * Siny 22
Cos (4R + y) = Cosy S

wo dann fiir die folgenden, die ganze Peripherie iibersteigenden
Bogen dieselben Werthe und Zeichen periodisch wieder kommen,
so dals man z, B. hat:
Sin(6 R - ) = Cosy,
Sin(bR +y) = F Siny u. L
C. Aus diesen Ausdriicken in (B) folgen sofort auch die
Tangenten , Cotangenten u, f. fir alle den rechten VWinkel iiber-
steigenden Bogen. So hat man nach § 90.
Sin Cos z
Cosx e Cotangm N Sin .;r.';
also auch, wenn man statt @ die Winkel R+, 2R :I_'._T- 3 Ri)'
u. f. setzt, und die Sinus und Cosinus dieser letzten Winkel fiir
die verschiedenen Quadrate aus (B) substituirt:
Tang (R + ) = F Cotgy )
I"m'_;(..ﬂ +J) — + Tangy

Tang & =

und eben so

Tang (3R + y) = F Cotgy
r.lll“‘(| R ‘i"j) e i Tangy
Cotg (R +9) = F Tangy J
Cotg (2 R i{,}') — i Cotg » |
Cotg (3R i.?) = F Tangy e
Cotg (4R £ ) = + Cotgy S
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D. Endlich wollen wir noch bemerken, dals man nach den

zweyten Gleichungen in (B), iibereinstimmend mit §. 89, IL, hat:
Sin (180°—y) = Siny wund
Cos (180° —5) = — Cos 7.

So lange man also blofs die Winkel von Dreyecken be-
trachtet, deren jeder, nach §. 85, 111, kleiner als 18o° seyn mufs,
so wird man, wenn man fir irgend ein Dreyeck 4BC die
GIDEL‘hung

Cos 4 — Cos B
erhilt, daraus unmittelbar schliefsen, dafs auch der VWinkel
A=DB ist, Dasselbe gilt aber nicht fiir die andere Gleichung
Sin 4 = Sin B,/
aus welcher ziwey Werthe fiir 4 folgen, nimlich
entweder 4 = B oder 4 — 180 — B.
Wohl fillt aber diese Zweydeutigkeit der VWinkel wieder
weg, wenn man die Gleichung
L
%:;% = E%f oder Tang 4 — TangB
hat, da diese, nach den Ausdriicken von (C), unmittelbar wie-
der auf den einzigen Werth 4=F fiihrt; eine Bemerkung, auf
die wir in der Folge wieder zuriickkommen werden.

§- 95. (Relationen zwischen dem Sinus, Cosinus,
Tangente u. f. desselben Winkels.) Da in jedem recht-
winkligen Dreyecke, wenn . den rechten Winkel, also auch «
die Hypotenuse desselben bezeichnet, nach §. 92. die Gleichung
besteht:

a* = [32 ] 42,
und da, nach der oben gegebenen Erklirung des Sinus und
Cosinus (§. 87, V.), wenn der Winkel 4BC—« gesetzt wird,

8

3 . \

L — Sinz und Y= Coszx
@ a

ist, so hat man auch, wenn man diese Werthe von 5 und y in
der vorhergehenden Gleichung substituirt:
Sin? z + Cos?2y — 1

und diese merkwiirdige einflache Gleichung setzt uns in den

7~ P~ P
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Stand, jede der oben erwihnten trigonometrischen Functionen
blofs durch irgend eine der iibrigen anszudriicken.

So hat man zuerst, wenn z. B. der Sinus eines Winkels be-
auch den Cosinus desselben sofort durch die Gleichung

kannt ist,
Cosz = v‘l — Sin* =z,
oder umgekehrt, wenn der Cosinus bekannt ist,
Sina = V1 — Cos*a.

. Eben so wird man auch die Tangente oder Cotangento
eines Winkels blofs durch den Sinus, oder blofs durch den Co-
sinus desselben VWWinkels mit Hiilfe der Gleichung bestimmen:

1 Sinx \/l — Cos*x

Cotang x \/1 — Stz Cos x

T b —
Tang 2z =

oder anch den Sinus und Cosinus blols durch die Tangente oder

Cotangente mittelst des Ausdruckes

m
: Tang = 1
Sineg = ——2— = ——————
Vi + Tang* x V14 Gotang* @
1 Cotang x
Cosx = — S Ca u, s £

Vi V—i-'-r'l‘un_;;'-?_a: V1 + Cotang* z

6. 96. (Summe und Differenz der Sinus und Co-
sinus zweyer Winkel.) Wenn man die vier Gleichungen (C)
des §. 94. pa‘}u‘wcisc addirt und subtrahirt, so erhilt man

Sin (z4») 4+ Sin (z—y) = 2 Sin @ Cosy
Sin (z +y) — Sin (z—y) = 2 Cos 2 Siny ' {
Cos(z — ) + Cos(z--y) = 2 Cos x Cos y s ;
Cos(z —y) — Cos(z+y) = 2 Sin 2 Siny
oder auch, wenn man in diesen Ausdriicken
statt o die Grofse = (x42)
und statt » die Grofse Lle—2)
substituirt :
Sin 2 - Siny = 2 Sin £ (z +5) Cos i (z—y)
Sinz — Siny = 2 Cos; (2 4 9) Sinz(z —x) |
Cosy - Cosa = 2 Cosz(z +2) Cos:(z =) s
Cosy Cosz = 2 Sin Z(a -} y) Sing (2 7) s

Littcow's Anfangsgr, d. gesammt, Mathem. 12
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Durch diese Gleichungen wird die Summe oder die Differenz
dieser Functionen auf Producte derselben gebracht, welche Pro-
ducte zur Berechnung mit Fiogarithmen viel bequemer sind.

§. 97. (Sinus und Cosinus der halben und dop-
pelten Bogen.) Setzt man in den ersten Gleichungen des
- 96. die Grofse x=4y, so erhilt man

Sin 2z = 2 Sinz Cosz
und Coszz = Cos*z — Sinz,
wo man, nach {. 5., statt der letzten Gleichung auch die fol-
gende hat:
Cos2z = 1 — 98Sin’a2 — 2Co0s%2 — 1.

I. Setzt man in den letzten Ausdriicken von Cos 2  statt z

die Grifse =, so erhilt man

Sinlz — ‘/—-—__I i COSI)
2

Cosiz ‘= Vl -+ COS.’L‘;
3

§- 98. (Sinus und Cosinus der vielfachen Bogen
durch die der einfachen.) Setzt man in den ersten Glei-
chungen des §. g6.

statt 2 die Grifse (n--1)a
und statt yp die Grilse 2,

so erhilt man
Sin (n4-2)2 = 2 Sin (n4-1) z. Cosz — Sin naz
Cos(n42)z = 2Cos(n41)2,.Cosz — Cosnz .« o - (a).

Substituirt man dann in den beyden letzten Ausdriicken fiip
die Gréfse 2 nach der Ordnung die natiirlichen Zahlen (P T
3, ..., so erhilt man folgende Gleichungen, in welchen der
Kiirze wegen

p= Sinaz und g = 2 Cosx

geselzt worden ist,
Sinze = pg,
Sin3x = p (2—1),
Sinja = P (9P — 2q),

Y TR SRR e e
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Sinba = p(¢*—3¢*+1),

Sinbz = p(¢°— 4¢*+ 39),

Singa = p(3°— 5¢*F9g*—1) u £
und eben so

2.Cossz = g*— 2,

22,0083z = ¢°— 34,

2,Cosha = ¢*— 4>+ 2,

2.Cosbaz = ¢°— 5¢°+ 59,

2.Cosbxr = ¢5— 69*-} g4*— 2,
2.Cos7xr = ¢'— 7¢°}F 14¢°— 79 W £

Diese Ausdriicke, welche sich leicht fortsetzen lassen, ge-
ben die Sinus und Cosinus der 2, 3, 4, ...fachen Bogen, wenn
die Sinus und Cosinus der cinfachen Bogen bekannt sind.

§. 99. (Potenzen der Sinus und Cosinus der ein-
fachen Bogen durch die Sinus und Cosinus der viel-
fachen Bogcn.) Noch leichter erhilt man die Auflésung der
des §.98. entgegengeselzten Aufgabe, wenn man nimlich die
gten ten, jpten _ , Potenzen des Sinus oder des Cosinus eincs
Bogens blofs durch die ersten Potenzen des Sinus oder Cosinus
desselben 2, 3, 4, . . . fachen Bogens ausdriicken will,

So hat man z. B, aus §. 97. die beyden Gleichungen

2 Sinte — 1 — Cos2z i
und 2Cos?z = 1 4 Coszx |’

Multiplicirt man die erste durch Sinz, und bemerkt man,
dafs nach §. 96.

Sinz Cosza = ~Sin32 — ;Sinz
ist, so hat man
4Sin*z = 3Sinz — Sin3a,
Multiplicirt man auch diese Gleichung wieder durch Sina,
50 hat man
4Sinty = 38in*x — Sin 2 Sin 3 2.
Da aber, wie zuyor,
Sintaz = = (1 — Cos2 ),
und nach demselben §. 90.

Sina Sin3z = 2Cos2a — ;Cos4x

12 %
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ist, so erhilt man

8Sin*2 = 3 — 4 Cos22 -} Cos4a.
Féhrt man anf diese Art fort, und behandelt eben so die zweyte der oben aufgestellten Gleichungen

o0 erhilt man folgende Ausdriicke:
28in*2z = — Cos2z
4Sin*z =— — Sin 3=z
8Sinty = Cosfz

16 Sind &

Sin 5 &

328in°r — — Cosbz
64 Sin"z — — Sin ma
128Sintx — Cos8a
256 Sina — Sin gz

5128Sint%2

und auf dieselbe Veise

2 Cos’a = Cos2ax
4Cosz = Cos3a
8Cos*2 — Cosjx
16 Cos’2z = Cosbyz
32Cos’e = Cosbz
64Cos’z = Cosna
128 Cos’z = Cos8a
256 Cos?z = Cosgz
512C0s'"%°2 =

S I

| ++

+
+

2Cos*z = 1 - Cos2z,

B,

3S8inz,

4Cos 2z - 3l

58in 32 -+ 108in 2z,

6Cosfz — 15C0s2z - 10,

78in 52 — 21Sin32 4~ 35Sin z,

8Cosbaz - 28Cosfja — 56Coszx - 35,
9S8iny2 -} 368in5x — 848in3a2 4~ 126Sina,

— Cos10z - 10C0s8z — 45C0sbx -~ 120Cos4z — 210C0s22 -~ 126 u. f;

3Cosz,

4Cos2z -}~ 3,

5Cos32 4 10Cos z,

6Cos4a 4 15Cos22 -} 10,

7Cos52 - 21Cos3x 4 35Cosz,

8Cosbz -~ 28Cos4a 4= 56Cos22 4 35,
9Cos7a - 36Cos52 4~ 84Cos3z - 126 Cosa,

Cos1oz - 1000582 -~ 45Cosbax — 120C0s 4z -+ 210C0s22 - 126 u,

E
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Diese Reihen sind ebenfalls leicht fortzusetzen, da die nu-
merischen Cocfficienten die des Binoms (§. 58.) sind, nimlich
nin—1 nuii—1.n—32 n.n—1.n—2.n—3

bt A s A Lk b
1.2 Y 1.2.3 Z &

T 2. 5 . ."/|
mit Ausnahme des letzten Gliedes, das nur der Hilfte des bino-

n.

mischen Coefficienten gleich ist.
Die letzten Ausdricke werden uns in der Folge sehr we-

sentliche Dienste leisten,

§. 100. (Tangenten der halben und doppelten
Boguu.) Nach JLn ersten Gleichungen des §. 97. ist
Sin 2z — 2 Sinz Cosz und
Cos2a = Cos*z — Sin*z,
woraus sofort, durch Division, fb}gt:

2 Sin x Cos x

Tang 22 = = :
o Costzr — OIn*x 2

oder wenn man Zihler und Nenner dieses Bruches durch Cos®*a

dividirt:
a Tang =2
Tang2e = ———a5
1 — Tang®x

Setzt man in diesem Ausdrucke statt 2 die Gréfse ;a, s0

hat man
Tangz — Tang @ . Tang® -2 = 2 Tang T .
List man aber diese in Beziehung auf Tang ra u:{uadratische

Gleichung (nach §. 68.) auf, so erhilt man

Tang & — "—l—_—
Tang ;@ = 5 i 1 -+ '\/1 -4 Tang*x
W I Tangn Tang x

oder auch, wenn man in dicsem Ausdrucke statt Tanga selnen

Sin x MR
Werth —— substituirt
Cosx

m ' 1 — Cosx Sin z
lanﬂ'-,—a: T = = .
Sin x 1 + Cosx
I. Nach §. ¢5. haben wir iiberdiels
§ T+
SII]. P \llr" X _5

\/1 - - Ta ang*x
also ist auch, wenn man in dieser Gleichung den so eben gelun-
denen Werth von
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g 2 Tang +
Tangy = —— =
1 — Tang2ca
substituirt :
: 2 Tang? - x
Sineg = ——>*— |
1 -} Tang*Tx

und eben so erhilt man auch

§-101. (Tangente der Summe und Differenz zweyer
“‘rl-lll{e].) Dividirt man die Gleichungen (C) des §. 94. unter
einander, so erhilt man sofort

e Tang x 4 Tangy
Lang s +‘?) T 'J.‘nng.r’.l.‘ung} g

Tangx — Tang ¥
Tang (z 2 =

‘9) S 1 - "l‘nng.r’l‘nngy'

I. Dieselben vier Gleichungen geben auch, wenn man die
beyden ersten durch Cos 2 Cosy, und die beyden letzten durch
Sin 2 Cos y dividirt, fiir die Summe oder Differenz der Tangenten
zweyer VWinkel
Sin (z 4 7)
Cos (zF »)
Sinx Cosy "

Il. Setzt man aber in der ersten Gleichung dieses {. 101.
die Grilse x=1R, oder =45 und Y=z, so erhilt man

Tangz + Tangy = und

Cotgm i‘ T.'.mgy =

=1 T T e
1 - Tang = Cos — -} Sin—
2 2 2

:']Ilg"' T Tt e ==

& o b 1 = IL'?
1 — Tang— Cos— — Sin=
2 2 2

also auch, wenn man Zihler und Nenner dieses Bruches durch

T £
Cos — Sin =
i

multiplicirt;
Tang 90 -+ & 1 4 Sina Cos x t -+ Sinx
2 Gk Cos x T T SR A t — Sina’

und eben so ist auch, wenn man in der letzten Gleichung die
Grélse 2 negativ nimmt:

G0 — = 1 — Sin 2 Cos » 1 — Sinx
'1&118-—-—*_..__. f— —

Cosz 7 1 4 Sinx 1 + Sinz’

2
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Diels sind die vorziglichsten Relationen, die man zwischen
den t“nonomeluschen Functionen aufgestellt. hat. Wir werden
bald sehen, wie man dieselben zur niheren Bestimmung der Drey-

ecke anwenden kann.

§. 102. (Differentialien der trigonometrischen
Functionen.) Durch das Vorhergehende haben wir demnach
eine neune Gattung von Functionen kennen gelernt, die schr
merkwiirdige Eigenschaften haben. Indem wir sie den bereits
oben erhaltenen Functionen der Potenzen, der Logarithmen und
der Exponentialgréfsen, yon welchen sie sich wesentlich unter-
scheiden, hinzufiigen, wird es, zum Schlusse dieses Gegenstan-
des, angemessen seyn, auch die Differentialien dieser neuen
Functionen zu bestimmen.

Um zuerst das Differential des Sinus eines gegebenen Do-
gens, oder um den Ausdruck von

d . Sinz
su finden, so wird man nach dem, was oben (§. 46. u. f.) gesagt
worden ist, die Gleichung haben:
d.Sinz = Sin(z -} dz) — Sin 2.
Allein nach den Gleichungen (C) des §. 94. ist
Sin (z - d2) = Sinaz Cosdz - Cesa Sindx,
also ist auch

d . Sina = Sinz (Cosdaz — 1) 4 Cosa . Sinda.

Wenn nun der Bogen dz eines Kreises immer abnimmt,
oder wenn er sich der Grenze Null immer mehr nihert, so ent-
steht die Frage, ob auch die beyden Grifsen

Cosdz — 1 und Sindx
sich dabey einer bestimmten Grenze immer mehr nahern , ohne
sie eher, als bis d2 =20 ist, zu erreichen,

Fiir die erste Gréfse (Cos d2— 1) hat man, nach §. 97,
fiir jeden Werth von d

Cosdaz — 1 — :’,Sin'-:%f
woraus folgt, dafs, fiir ein unendlich kleines da, die Grilse
Cos d & gleichder Einheit wird,, wic wir auch schon oben §.89, II.

A S S S e

|
|
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gefunden haben, und wie selbst unmittelbar aus der oben (§ 8+,V.)
gegebenen Erklirung des Cosinus hervorgeht. Esist demnach, an

der erwihnten Grenze, 1 — Cosdaz=o0 oder 1.

Cosdzx

Um nun auch die Grenze der immer abnehmenden Grofse
Sinda zu finden, wollen wir bemerken, dals, im ersten Qua-
dranten des Kreises, die Tangente (§. go.) eines jeden Bogens
immer grilser, als ihr Bogen, und eben so dieser Bogen immer
grolser, als sein Sinus ist, was man so auszudriicken pllegt (§. 6.)

Tangdae > dx > Sindz,

Dividirt man alle diese Gréfsen durch Sin da, so ist auch

noch

Tang d » dx
—_— _— > ) 14
Sin o x Sindx

3 Tang d x 1
ader endlich,da — 2" —__F 1st,
Sind Cosdxz
1 dz
— —_— 15
Cosd x Sindzx >

Solange daher der immer abnehmende Bogen d x die Grenze
Null seines Abnehmens noch nicht erreicht hat, ist die Grolse

dx

Sin d x
immer grifser als die Einheit, und zugleich immer kleiner als
y welcher letzte Ausdruck sich selbst wieder, nach dem

Yorhergehenden, der Einheit desto mehr nahert, je kleiner d 2
ist; woraus daher folgt, dafs die Einheit selbst die Grenze seyn
muls, welcher sich die Grifse
dzx

Sin dz
immer mehr nihert, je kleiner der Bogen dz ist, und dafs man
also, fiir diese Grenze selbst, hat:

1 — Cosda == 0 und Sindz = daz.

Substituirt man diese Werthe in den vorhergehenden Aus-
druck von d.Sinz, so erhilt man

d.Siny = da., Gosa
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fiir das gesuchte Differential des Sinus eines gegebenen Kreis-
bogens, dessen Halbmesser glelch 1 ist.

I Ist so das Differential des Sinus eines Bogens bekannt,
so findet man auch sofort das Differential der anderen trigonome-
trischen Functionen,

Setzt man z. B, in der letzten Gleichung, in welcher je-
den willkiirlichen Werth haben kann, statt z die Gréfse go*—2,
so hat man

. d . Sin (g0 —2z) = d. (g0 —=z) . Cos (90 —2);
oder da

Sin(go—a) = Cosz und Cos(go—2) = Sin z
ist (§. 94, B.), so hat man auch

d.Cosaz = — dz Sina.
II. Weiter ist
Tangz . Cosz = Sinz;
also auch, wenn man dieses Product nach §. 49. differentiirt :

d.Sinz = Tangz . d.Cosz - Cosa, d . Tang z,
und daher, wenn man statt d.Sinz und d.Cosz die vorigen
Ausdriicke substituirt, und die ganze Gleichung durch Cos
dividirt:

d.Tangz = dz (1 4 Tang® )5
oder, was dasselbe ist (§. 95, 1.)

dx
d . Tangri=—
° Cos*x
Und eben so findet man auch
dx
d, Cotgr — — ——
otg Sinz
dzx Sinx
diiSec v —_—
Cos? x
dax Cosx
d ., Coseer = — —.
Sin* &
. e du .
III. Auf gleiche Weise erhilt man, da d.logu = — 1st,
(/3

wenn man u = Sina setzt,

d . log Sin 2 = d z Cotang und

t . log Cosa = — da Tanga,




I
5
|
|

136

s0 wie auch

d . log Tangz =

d . logTang iz —

d . log Tang

d . log Tang

‘9. 102,

ax 2adx
SinxzCosx  Sina2x'®

und

= p
Sinx

9.+  dz
2

e
Cosz’

90 — & dzx

et i Pt W

-

ey e I
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