Vierzehntes Capitel

Erste Grundsitze der Geometrie,

§- 79. (E;-]\'l{im‘;}1{_;‘011,) Der Gegenstand der Geometrie
ist die Messung des Raumes. — Kérper ist eine bestimmte Aus-
dehnung des Raumes nach allen seinen drey Richtungen (der
Linge, Breite und Hohe). — Fliche ist die Grenze der Korper,
also Ausdehnung nach zwey Richtungen (der Linge und Breite).
— Linie ist die Grenze der Fliche, also Ausdehnung blols nach
einer Richtung (der Linge). — Punct endlich ist die Grenze der
Linie, also ohne alle Ausdehnung.

I. Gerade heilst die Linie, welche in allen ihren Puncten
dieselbe Richtung hat; jede andere Linie heilst krumm. — Ebene
heilst die Flache, in welcher man zwischen je zwey Puncten der-
selben eine gerade, ganz in der Fliche liegende Linie ziehen
kann; jede andere Fliche heilst keumm,

II. Die Neigung zweyer Geraden 4B und 4C (Fig. 1) ge-
gen einander heilst der Pinkel dieser zwey Geraden, wo also
die Linge dieser Geraden willkiirlich oder unbegrenzt ist, —
Man bezeichnet den Winkel so, dafls der Buchstabe 4 bey dem
Durchschnitte beyder Geraden (des Scheitels des Winkels) ZAWi-
schen den beyden andern Zeichen B und C gestellt wird, also
durch BAC oder durch € 4 B; oder auch, wo keine Zweydeu-
tigkeit zu besorgen ist, kiirzer blofs durch das Zeichen 4 des
Scheitels, oder‘endlich durch einen in den VWinkel eingeschrie-
benen Buchstaben @, — Die beyden Geraden 4B, AC endlich,
deren Neigung durch den Winkel ausgedriickt wird, oder die
den Winkel begrenzen, heifsen die Schenkel des VWinkels.

III. Wird eine dieser zwey Geraden 4B oder 0 0 O 58
die letzte nach dem Punct D hin, auf der andern Seite des Schei-
tels A, verlingert, so bildet diese Verlingerung 4D mit der er-
sten Geraden 4 B wieder einen Winkel B4 D =y, und die bey-
den Winkel 2 und y, welche eine Gerade B A4 mit einer andern
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Geraden C D in ihrem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte 4
bildet, werden Nebenwinkel genannt. Fiir sie ist der mittlere
Schenkel 4B beyden Winkeln gemeinschaftlich,

IV. Sind die beyden sich in dem Puncte A schneidenden
Geraden E A und CD (Fig. 2) so gegen einander geneigi, dals
die Nebenwinkel CAE und E A D einander gleich sind, oder ist
die Neigung des gemeinschaftlichen Schenkels A4 E gegen die
beyden Theile 4C und 4D der andern Geraden dieselbe, so
heifsen die Nebenwinkel, fir diesen besondern Fall, rechte F#in-
kel , und die Geraden E 4 und CD heilsen auf einander senk-
recht (oder lothrecht oder auch perpendiculir). Ein kleinerer
Winkel, als ein rechter, wie BAC, heilst spilz , und ein gras-
serer, wie BAD, heilst stumpf. — Alle Winkel, aulser dem
rechten, heilsen auch, mit einem gemeinsamen VVorte, schiefe
Hinkel.

V. Zwey in derselben Ebene liegende Gerade heilsen gleich-
laufend oder parallel, wennsie gegen jede dritte sie schneidende
Gerade, auf derselben Seite, dieselbe Neigung haben. So sind
die beyden Geraden 4B und CD (Fig. 3) parallel, wenn von
den Winkeln, die sie mit einer dritten Geraden E F bilden, der
Vinkel 2=y oder der Winkel u =z ist,

VI. Jeder von Linien begrenzte Raum heifst Figur. Sind
diese Grenzlinien Gerade, so heilst die Figur Vieleck oder Polygon,

§. 8o. (Dre}fecke.) Ein von drey geraden Linien be-
grenzter Raum heilst Dreyeck, die einfachste Figur unter den
Polygonen. Die Grenzlinien heifsen die Seiten, und die Nei-
gungen dieser Seiten gegen einander heifsen die Minkel des
Dreyecks.

1. Das Dreyeck ist gleichschenklig, wie ABC (Fig. 4), wenn
zwey Seiten, z. B. 4B und B C desselben unter sich gleich sind ;
es ist gleichseitig , wie 4 BC (Fig. 5), wenn alle drey Seiten des-
selben unter sich gleich sind; und es ist reehlwinklig , wie
A BC (Fig. 6), wenn es einen rechten Winkel (4 oder BAC) hat.

II. In dem rechtwinkligen Dreyecke 4B(C (Fig. 6) heilst
die dem rechten Winkel 4 gegeniiberstehende Seite BC die Hy=
potenuse, und die beyden andern Seiten 4B und AC heifsen
die Katheten des rechtwinkligen Dreyeccks. ;
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II. Wenn man endlich die Seite 4 C (Fig.5) irgend eines
Drevecks A4 BC nach D verlingert, so wird der durch diese Ver-
]&n]gJerung ¢ D entstehende Winkel BCD aufser dem Dreyeck
der du/sere Winkel, und 4 und B werden die zwey jenem ent-
gegengesetzlen inneren VWinkel des Dreyecks genannt,

§. 81. (‘ﬂerccl;c,) Ein von vier Geraden begrenztes Po-
lygon wird Viereck genannt, — Sind alle Seiten des Vierecks
gleich und alle Winkel recht, so heilst es Quadrat, wie ABCD
(Fig. 7). Sind blofs die Seiten alle unter sich gleich, aber die
Winkel schief, so heilst es Rhombus. Sind alle VWinkel recht,
aber blofs die zwey gegeniiberstehenden Seiten unter sich pa-
allel, so heifst es ein Rechteck, wie 4 EC D (Fig. 8). Sind end-
lich in einem Viereck die gegeniiberstehenden Seiten unter sich
parallel, ohne iiber die Winkel etwas festzusetzen, so heilst es
Parallelogramm , wie ABCD eder abed (Fig. g).

Das Rechteck, der Rhombus und das Quadrat sind daher
ebenfalls Parvallelogramme, so wie das Quadrat ein besonderer
Fall des Rechteckes ist.

Eine Gerade 4C oder BD (Fig. q), welche die Scheitel
zweyer gegeniiberstehender VWinkel eines Vierecks verbindet,

wird Diagonale genannt,

§. 82. (Kreise) Ein Kreis 4MBN (Fig. 10) entsteht,
wenn eine in ihrer Linge unverinderliche Gerade C4, CM,
CM', . .. in einer Ebene um ihren festen Endpunct C gedreht
wird, und mit dem andern beweglichen Endpuncte 4, M, M, . . .
Spuren in der Ebene zuriicklifst.

Der feste Endpunct C der beweglichen Geraden heifst der
Mittelpunct (Centrum), und die Geraden CA, CM, CM’, . . .
heifsen die Halbmesser (Radien) des Kreises. Der doppelte Ra-
dius ACB wird der Durchmesser (Diameter) des Kreises, der
von dem beschreibenden Endpuncte 4 des Radius rings um den
Mittelpunct C zuriickgelegte Weg 4 MBN A aber wird die Peri-
plerie (der Umfang), und jeder Theil 4M, MM, ... dieser
Peripherie wird ein Bogen (Arcus) des Kreises genannt,

[. Die Gerade M PN, welche die beyden Endpuncte M und
N eines Bogens M N verbindet, heilst die Seline (Chorde) dieses
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Bogens. — Der Theil MANC der Kreisebene, der von dem
Bogen M N und yon den beyden Radien CM und CN seiner End-
puncte M und N begrenzt wird, heilst Ausschnitt (Sector) des
Kreises, so wie derjenige Theil MPN 4 der Kreisebene, der
von dem Bogen M N und seiner Sehne MP N begrenzt wird, der
Abschnitt (Segment) des Kreises genannt wird.

§: 83. (Gleichheitund Aehnlichkeit der Figuren.)
Zwey Figuren heilsen gleich , wenn sie, auf einander gelegt, sich
in allen Puncten vollkommen decken kénnen,

Zwey Figuren heilsen @hnlich , wenn jeder Winkel, der
durch die Yerbindung zweyer Scheitel mit den iibrigen, mittelst
gerader Linien, entsteht, in der einen Figur dem homologen
(gleichliegenden) Winkel in der andern Figur gleich ist. So
sind z. B. die beyden Parallelogramme (Fig. ¢) einander ihn-
lich, wenn der Winkel BAD = bad wnd CAD — cad, und
ADB— adb u.f{. ist.! So sind daher auch zwey Dreyecke dhn-
lich, weun jeder Winkel des einen dem homologen Vinkel des
andern gleich ist, wobey ihre Seiten sehr verschieden seyn
konnen,

Ahnliche Figuren sind demnach solche, welche dieselbe
Gestalt, ohne Riicksicht auf ihre Grélse, haben, oder solche,
die sich blofs durch ihre Gréfse, und sonst durch nichts, unter-
scheiden. = Gleiche Figuren aber sind gar nicht verschieden, sie
sind villig identisch,

VWenn endlich zwey Figuren, welches auch die Yerschie-
denheit ihrer Gestalt seyn mag, mit ithrem Umfange (Perimeter)
gleich grofse Flichen einschliefsen, so heilsen diese Figuren
dquivalent,

§. 84. (F olgerungen aus den vorhergehenden Er-
kliirungen.)

L In Beziehung auf gerade Linien und Winkel,
Aus den vorher gefundenen Erklarungen fliefsen sofort,
ohne weitere Erliiutcrungcn , folgende Sitze:
A. Durch zwey Puncte geht nur eine einzige gerade, aber
unzihlige krumme Linien. — Unter allen Linien zwischen zwey




0. 84. 151

Puncten ist die Gerade die kiirzeste, daher sie auch als das Ma/s
der Entfernung zweyer Puncte von einander gebraucht wird.,

B. Alle rechten VWinkel sind unter sich gleich, weil sie
sich, auf einander gelegt, vollkommen decken (§. 79. und 83 ).

C. Die Summe zweyer Nebenwinkel (§. 79, 1IL), wie CAB
und B AD (Fig.2) ist immer gleich zwey rechten VWinkeln, Denn
ist 40 senkrecht auf CI), und nennt man z den Winkel B 4 E,
so ist der erste jener Winkel oder so ist C 4B um z kleiner, und
der zweyte B A D ist um z grofser, als ein rechter Winkel CAE
oder E 4 D.

D. Also ist auch die Summe aller an einer Seite der Linie
CD um cinen Punct A liegender Winkel desselben Scheitels
gleich zwey rechten Winkeln. So ist die Summe der Vinkel
CAB, BAF, FAD gleich zwey rechten Winkeln. Daraus folgt
sofort, dafs die Summe aller rings um einen Punct liegender VWin-
kel gleich pier rechten Winkeln ist.  So ist die Summe der vier
Winkel M, N, m und n der Fig. 11 gleich vier rechten Winkeln.

E. VWenn, wie in der so eben erwihnten Fig. 11, zwey Ge-
rade 4B und ED sich in einem Puncte schneiden, so sind die
sich paarweise gegeniiberstehenden VWinkel M und m, so wie N
und n, unter sich gleich, Man nennt diese VWinkel Scheiteliwin-
kel, — Nach (C) ist nimlich die Summe der VWinkel M und N,
so wie auch die Summe der Winkel M und n gleich zwey rech-
ten Winkeln; also ist auch, wenn man jede dieser Summen um
die Gréfse M vermindert, der Winkel NV gleich seinem Scheitel-
winkel »; und eben so findet man auch, dafs der Winkel M
gleich seinem Scheitelwinkel m 1st.

I In Beziehung auf den Kreis.

F. Aus der oben (§. 82.) gegebenen Erklirung des Kreises
folgt sofort, dafs in jedem Kreise alle Halbmesser unter sich,
also auch alle Durchmesser unter sich gleich sind, dafs also alle
Puncte der Peripherie von dem Mittelpuncte des Kreises gleiche
Entfernung haben, und dafs endlich jeder Durchmesser die Pe-
ripherie sowohl als auch die Fliche des Kreises in zwey gleiche
Hilften theilt,

G. Da die Peripherie des Kreises, nach der oben erwihn-
ten Entstehung desselben, eine stetige (ununterbrochene) krumme
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Linie ist, die durch die gleichformige Drehung des Halbmessers
um den Mittelpunct erzeugt wird, so werden zu gleichen Win-
keln am Mittelpuncte auch gleiche Theile der Peripherie, d. h,
gleich grolse Bogen gehoren, so dafs, wenn z. B. der Winkel
ACM (Fig.10) zwey Mal so grofs ist, als 4CM, auch der Bo-
gen A M das Doppelte von dem Bogen 4 M betragen wird, da
kein Grund angegeben werden kann, warum Bogen und Winkel,
die beyde zugleich in irgend einem Puncte, z. B. in A, anfangen,
sich auf verschiedene Weise éndern sollten, Dasselbe wird auch
von den Flichen 4 MC, AMC gelten, die sich wie ihre VWin-
kel 4CM, ACM, also auch wie ihre Bogen 4 M, 4 M' verhal-
ten werden,

H. Wie daher die gerade Linie als das Mafs der Lingen (4)
oder als das Mals der Distanz zweyer Puncte yon einander ge-
braucht wird, so wird auch der Bogen eines Kreises, als der ein-
fachste aller krummen Linien, als das Mafs der Drehung einer
Geraden (des Radius) um ihren Endpunct, oder als das Mafs der
Neigung zweyer Geraden gegen einander, d. h. als das Mas des
Winkels, zwischen welchem dieser Bogen enthaltenist, gebraucht
werden,

I. Man pflegt die ganze Peripherie eines Kreises in 360
gleiche Theile, die man Grade nennt, einzutheilen. Da aber
nach (D) die Summe aller um einen Punct liegender VVinkel
gleich vier rechten VVinkeln ist, so wird auch der rechte VVin-
kel oder sein Mals, d, h. so wird auch der vierte Theil (Quadrant)
der Peripherie des Kreises go solcher Grade betragen.

Um noch kleinere Theile des Winkels, oder, was dasselbe
ist, des Bogens angeben zu kénnen, theilt man jeden Grad in
60 Minuten, und jede Minute wieder in 6o gleiche Theile, die
man Secunden nennt. Die Grade bezeichnet man durch o, die
Minuten durch /, und die Secunden durch /4, so dals z. B, der
siebente Theil des rechten VWinkels oder der 28t Theil der gan-
zen Peripherie gleich ist

go?

= 12°% 857142867
7
oder gleich
122 Saiiablilen AN

AT

das heifst, gleich 12 Grade, 51 Minu'en und 25 Secunden,

L1000
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§. 85. (Summeder Winkel eines DI‘B}'CCI\S.) Seyen
zwey ihrerLage pach unverinderte Gerade 4 M und AN (¥ig. 12)
gcﬂf,lmu, die demnach auch einen uny erinderlichen VVinkel A
zwischen sich einschliefsen. VVenn diese beyden Geraden durch
eine dritte Gerade B C in irgend einer Richtung geschnitten wer-
den, so entsteht ein Dreyeck 4B C.

Es bewege sich nun diese dritte Linie BC, jedoch so, dals
sie immer durch denselben Punct B geht, das heilst also, es
drehe sich diese Linie BC um den Punct L. so dals sie z. B. in
die Lage B C' kommt. jey einer solchen Bewegung i ist fiir sich
klar, dafs, so wie sich der VWinkel B andert, sofort auch der
Winkel C geindert w erden mufls, dafls demnach beyde Grolsen
B und C sich zugleich indern, dafs also auch, da 4 der Voraus-
setzung gemils immer derselbe VWinkel bleibt, dals also auch,
bey dieser Bewegung der Linie BC, die beyden Grilsen

(44B) und C
sich zu gleicher Zeit dndern werden.

Bewegt sich aber dieselbe Gerade BC so, dals sie mit sich
selbst immer parallel bleibt, dafs sie also, der obigen Erklirung
(\\ 79, V) zu Folge , mil den beyden festen Geraden A M und
AN immer dieselben Vinkel bildet, so wird, wenn diese Gerade
BC z B.in die Lage B'C' gekommen ist, der Winkel B=25"

sowohl, als auch der Winkel C—=C' noch derselbe seyn, die
;| J

beyden Grofsen B und € werden sich nicht geindert haben, und
da auch, der erwiihnten Voraussetzung gemils, der VWinkel A
immer derselbe bleibt, so werden auch, bey dieser Bewegung

der Linie BC, die beyden Grofsen

(4--B) und C
zu gleicher Zeit dieselben constanten Grofsen bleiben,

Da demnach diese zwey Gréfsen (4 - B) und C immer, ent-
weder zugleich constant oder auch zugleich veriinderlich sind,
so mufs eine jede derselben von der anderen abhingen, oder so
mufls die eine dieser Grilsen eine Funection (§. 33 ) der anderen
seyn, so dafs, wenn in einem Dreyecke die eine dieser Grofsen,
z. B. (44 B) gegeben ist, dadurch auch zugleich die andere
Grifse C gegeben wird,
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I. Wenn daher in zwey oder mehreren Dreyecken 4B C
die Summe zweyer Winkel z, B. (4~ PB) in dem einen, gleich
der Summe zweyer Winkel in dem andern Dreyecke gleich ist,
so miissen auch die dritten Winkel C dieser Dreyecke unter sich
gleich seyn.

1I. Diels voransgesetzt, sey nun 4B C (Fig. 13) ein in 4
rechtwinkliges Dreyeck und 4D senkrecht auf die Hypote-
nuse BC,

Durch diese Senkrechte 4 D'entstehen zwey Dreyecke 4B D
und 4BC, welche den Winkel B gemeinschaftlich und welche
die beyden rechien VWWinkel BAC und BD 4 (nach §. 84, B)
unter sich gleich haben, 1In diesen beyden Dreyecken ist also
die Summe der zwey Winkel B und BD 4 in dem einen Drey-
ecke, gleich der Summe B und B4 C in dem anderen, also ist
auch (nach Nro, 1.) der dritte VVinkel

BUD =iC:

Ganz eben so haben auch die beyden Dreyecke 4CD und
ABC den Winkel C gemeinschaftlich und die beyden rechten
Winkel BAC und €D 4 unter sich gleich, also ist auch der
dritte Winkel

CAD = B.

Addirt man diese zwey Gleichungen, so erhilt man
BAD 4 CAD = B 4 C,

oder da BAD - CAD = BAC ein rechter Winkel ist, den
wir hier und in der Folge iiberhaupt durch R bezeichnen wol-
len, so ist

B - C =R,
das heilst: in jedem rechuwinkligen Dreyecke ist die Summe der
beyden schiefen Winkel gleich einem rechien Winkel,

1. Sey nun 4 BC (Fig.14) irgend ein anderes, nicht recht-
winkliges Dreyeck, und wieder 4D senkrecht auf B C.

Ist der VWinkel B4D — a und CAD = 9, 80 hat man, da
durch die Senkrechie 4 D das gegebene Dreyeck 4 BC in zwey
andere bey D rechtwinklige Dreyecke 4 BD und ACD getheilt
wird, nach Nro. IL. in dem ersten Dreyecke 4 BD

B + i TR
und eben so in dem zweyten Dreyecke 4CD

C 4+ y = R
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Addirt man wieder diese beyden Gleichungen, so hat man,

da 24 =4 ist:

L

VI g BRR 5 i
das heilst: In jedem Dreyecke ist die Summe der drey FPinkel des-
selben gleich zwey vechien Winleln.

Dasselbe hat auch Statt, wenn das Loth 4D (wie in der
zweyten Zeichnung der Fig. 14) aufser dem gegebenen Dreyecke
AB ‘C, auf die Verlingerung der Scite BC fillt. Denn auch hier
ist in dem ersten der so entstehenden rechitwinkligen Dreyecke
B AD (nach Nr, IL.)

B B4AD = R,
und eben so ist in dem zweylen Dreyecke CAD der Winkel
ACD 4+ C4AD = R,
und dieser beyden Gleichungen Differenz ist
B4+ BAD — CAD — AG Di—"a.
Setzt man aber wieder BAC=wx und 4CB=y, s0 hat man
BAD S CADi— BAC — 2,
und tiberdiels (nach $ 84, C.) fir die Nebenwinkel
ACD ++ vy = s R oder ACGD ="2R"— v,
so dals daher die vorhergehende Gleichung wird :
B4+ a2 — (2R —y) = o,
oder
B4+ & 4+ y = 2R, wie zuyor.

V. Daraus folgt zugleich, dafs in jedem Dreyecke ABC
(Fig. 5) der du/sere (durch die Verlingerung einer Scite 4 C ent-
standenc) Finkel BCD gleich ist der Summe der beyden inneren
entgegengesetzien Winkel A und B (vergl. §. 8o, 1IL). Denn da
(nach §. 84, C.) die Nebenwinkel B CD-+C=2RHh, und da eben
so auch 4 - B4 C=2R ist, so hat man auch fiir den erwahnten
dufseren VWinkel

BCD = 4 + B.

Auch folgt aus Nr. 1L, sofort, dafls in einem Dreyecke nur
ein einziger Winkel ein rechter, oder auch ein stumpfer Winkel
seyn kann.
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§. 86. (Iligenschaften der parallelen Linien.)
Wenn 4B und CD (Fig. 8) zwey parallele Grade sind, das heilst,
nach §. 79, V., wenn der Winkel x==y ist, ist ist auch /4) der
Winkel u=y, und eben so ist (B) die Summe der beyden Win=
kel m und », oder auch der beyden n und u gleich zwey rechten
Winkeln.

Man nennt aber die beyden Winkel u und » (oder auch m
und n) die Hechselwinkel, so wie man die beyden WVinkel m
und y (oder auch n und «) die inneren H¥inkel der beyden Paral-
lelen zu nennen pflegt.

Bey parallelen Linien sind daher, nach (4), die Wechscl-
winkel gleieh , und, nach (B), ist die Summe der zZwey inneren
Winkel gleich 2 R,

Denn, da 2=y, und da immer (nach §. 84, E.) die Schei-
telwinkel 2 =u sind, so ist auch

L=y .., wie in /),
Da ferner =y, und da immer (nach §. 84, C.) die Summe
der zwey Nebenwinkel
m -+ o = 2R
ist, so hat man auch
m- gy =2R... wiein (B)
I Jede dieser drey hier ausgesprochenen Bedingungen
=y, u=y, m-+| y = 2R,
hat die beyden anderen zur Folge. Denn hat z. B. die zweyte
Bedingung Statt, oder ist u=y, s0 hat man (da nach §. 84, E.
immer u==2 ist), auch sofort =y, welches die erste Bedin-
gung ist. Da iiberdiels auch immer (nach §. 84, C.) die Summe
der Winkel u~-m=2R seyn muls, so ist auch ¢+ m=2R,
welches die dritte Bedingung ist.
II. Und eben so umgekehrt: Hat eine dieser drey Bedin-

gungen nicht Statt, so haben auch die beyden anderen nicht
Statt.

Denmn ist z.B. 2 =9 --a, wo a irgend eine positive oder
negative Gréfse bezeichnet, so hat man doch immer (nach
§..844 C)

m =~z =23R und n J =
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Dieser beyden Gleichungen Differenz gibt
m-—n -4 ax —y=o0,
oder da @ —y = a ist,
n — m — a,
and nicht n=m, wie es nach der zweyten Bedingung seyn soll.
Eben so, wenn man in der vorhergehenden Gleichung
m-a=2R den geg oecbenen Werth von z=y-}l-a substituirt,
so erhilt man
m -4y = 2R — a,
und nicht m 4y = 2R, wie es nach der dritten Bedingung
seyn soll, u. s w.
1L, Zwey parallele Linien kénnen sich, auch ins Unbegrenzle
verliingert , nie schneiden, Denn da schon die Summe ihrer zwey
inneren VWinkel m—}-y oder n-4-u gleich 2 R ist, so wiirden diese
Linien, wenn sie sich schneiden, mit der dritten Linie E F ein
Dreyeck bilden, in welchem die Summe aller drey VWinkel gros-
ser als 2 R ist, was nach §. 85. unmdglich ist.

(Verhiltnils der Seiten rechtwinkliger
DLE\ ec M-) Seyen ABC und abec (Fig. 15 und 16) zwey in 4
und a rechtwinklige Dreyecke, deren Hypctenusen (§. 8o, IL)
von gleicher Grofse seyn sollen, so dals also die Seite BC=b¢
ist. VVir wollen der Kiirze wegen diese Hypotenuse fiir die Ein-
heit der iibrigen Seiten dieser Dreyecke, oder fiir die Einheit
unserer Lingenmalse annehmen, so dals also BC=bec=1 1st,
Diels vorausgesetzt, kann man den Satz aufstellen: »Zwey
srechtwinklige Dreyecke mit derselben Hypotenuse sind unter
»sich vollkommen gleich ({. 83.), wenn sie einen der beyden
»schiefen YWinkel gleich haben,
Denn ist z. B, der schiefe Winkel C gleich ¢, so ist, nach
§. 85, I., auch der andere schiefe VVinkel B gleich b. — Man
lege nun das erste Dreyeck 4 BC so auf das zweyte abe, dals
der eine Endpunct C der ersten Hypotenuse auf den Endpunct ¢
der zweyten, und dals iiberdiels die erste Hypolenuse C B lings
der zweyten cb falle. Dann miissen auch die zweyten Endpuncte
Bund b der Hypotenusen auf einander fallen, weil diese Hypo-

tenusen, der Yoraussetzung gemils, von gleicher Linge, nam-

1\
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lich jede gleich 1 ist. Es muls aher auch die eine Kathete C 4
auf die andere ca fallen, weil die Winkel € und e gleich sind ;
so dafls also auch der Punct A des ersten Dreyecks irgendwo in
die Linie ca des zweyten fallen wird, Aus demselhen Grunde
| 4l muls endlich auch die zweyte Kathete BA auf ba fallen, weil
‘ nédmlich die YWinkel B und b ebenfalls gleich sind; so dals dem-
nach der Punct 4 des ersten Dreyecks auch irgendwo in die

Linie ba des zweyten fallen wird. — Da also der Punct A so-
' wohl auf die Linie ca, als auch auf die Linie ba fallt, und da
' iiberdie(s (nach §. 84, B.) alle rechten Winkel, also auch die
Winkel 4 und a, unter sich gleich sind, so mufs der erwihnte
Punct 4 in den der beyden Linien ¢z und ba gemeinschaftlichen
Durchschnittspunct, oder er mufs in den Punct g fallen, und
sonach wird das Dreyeck 4 BC das andere abe in allen seinen
Theilen vollkommen decken, oder es wird ihm gleich seyn.
I. Unter allen méglichen rechtwinkligen Dreyecken, deren
Hypotenusen sdmmtlich yvon gleicher, iibrigens willkiirlicher
! Grolse (die wir gleich der Einheit, z B. gleich einem Fufs,
il einem Zoll u. f. angenommen haben) sind, wird daher jedes ein-
' zelne vollkommen bestimmt seyn, wenn nur einer der beyden
i schiefen VVinkel desselben gegeben ist, da jedes andere dieser
Dreyecke, welches denselben schiefen Winkel haben kénnte,
mit jenem gleich, oder (§.83.) da es ein mit ihm ganz identisches
Dreyeck seyn wird.

IT. Ist daher von einem solchen Dreyecke nur einer der
zwey schiefen Winkel, ist z B. der Winkel ¢ gegeben, so ist
| damit auch sofort das ganze Dreyeck gegeben, so ist also auch
jede der beyden Katheten 4B sowohl, als auch AC gegeben;
oder mit anderen VWorten: in allen solchen Dreyecken hiingt jede
der beyden Katheten blofs von dem Winkel ¢ [oder was dasselbe
i1st, blols yvon dem WWinkel B] ab,

Nennen wir der Kiirze wegen, hier und in der Folge, in
jedem Dreyecke 4 BC die den Winkeln 4, B und C in derselben

Ordnung gegeniiberstehenden Seciten a, 3 und p, so dals also

B C=—ia A C—=f and AB—g ist

Unserer vorhergehenden Annahme gemiils sind diejenigen
Dreyecke, die wir hier betrachten, alle in 4 rechtwinklig,

und
thre Hypotenusen «==1 sind simmtlich gleich grofls,
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Wir haben gesehen, dafs in diesen Dreyecken jede der hey-
den Katheten 3 oder y blofs von einem der beyden schiefen Win-
kel, z. B. von C abhingt. In der That werden auch, wie die
Figur 17 selbst ohne Riicksicht auf den vorhergehenden Beweis
versinnlicht , wenn die Hypotenuse CB, CB', CB", , . . immer
von derselben Grifse und gleich -der Einheit bleibt, die Kathe-
ten AC=f und AB=y dieselben bleiben, so lange der Winkel
C oder B derselbe bleibt, und sie werden sich éndern, so bald
einer dieser VVinkel sich idndert; oder mit anderen VVorten:
die Gréfsen f und y werden Functionen von C seyn ({. 33.).

[II. Obschon wir diese Functionen noch nicht niher kennen,
so wollen wir doch, da wir in der Folge noch oft auf sie zuriick-
kommen werden, ihnen eine eigene Benennung beylegen, und
3 den Cosinus, so wie y den Sinus des Winkels C heifsen, und
diels so bezeichnen:

ff = CosC und 3 = 8inC.

1V. Diese beyden Gleichungen beziehen sich, wie gesagt,
nur auf solche rechtwinklige Dreyecke, deren Anzahl iibrigens
unendlich ist, bey welchen die Hypotenuse iiberall von derselben
Grifse und gleich der Einheit ist. Man kann-sie aber auch auf
alle anderen rechtwinkligen Dreyecke ausdehnen, in welchen
die Hypotenuse zwey, drey, vier Mal . . ., und iiberhaupt «
Mal grofser, in welcher also die Hypotenuse, die bisher gleich 1
war, a.gemein durch a bezeichnet wird, Zu diesem Zwecke
wird man nidmlich nur (nach §. 71.) in den vorhergehenden zwey
Gleichungen alle Gréfsen derselben Art, die sich auf Lingen-
malse oder Linien beziehen, durch die Gréfse «, die bisher
durch die Einheit vorgestellt wurde, dividiren, so dafs man
demnach fir alle rechtwinkligen Dreyecke, die beyden Gleichun-
gen hat:

Y — CosC und e Sin C.
o xZ

V. Die beyden letzten Ausdriicke beziehen sich auf ein in
A rechtwinkliges Dreyeck, wie es durch die Figur 18 dargestellt
wird. Allein in dieser Zeichnung kann man auch, ohue das
Dreyeck selbst zu indern, die Bezeichnung desselben durch
Buchstaben so variiren lassen, dafls man B mit C, also auch 3
mit y verwechselt, wodurch 4 und « ungeiindert bleibt, wie es
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die nebenstehende Figur 19 darstellt. Beyde Dreyecke (Fig. 18
und 19) sind identisch oder vollkommen dieselben, aber ihre
Bezeichnung ist verschieden. Demnach nehmen die zwey letz-
ten Gleichungen, die fiir das erste Dreyeck (Fig. 18) 'gehoren,
da sie unmittelbar anch auf das zweyte (Fig. 19) anwendbar sind,
fiir dieses zweyte Dreyeck die folgende Form an:
Y — CosB und ‘E = Sin B,
7 4 [~ 4
welche zwey Gleichungen daher mit denen der Nr. IV, als gleich-
geltend, oder welche nur‘als ein anderer Ausdruck derselben
anzusehen sind.
In WWorten ausgedriickt, sagt jedes Paar dieser Gleichungen :
»In einem rechiwinkligen Dreyecke ist jede Kathele , dipidirt durel,
»die Hypotenuse, gleich dem Cosinus des dieser Kathete anliegen-
vden, und auch gleich dem Sinus des dieser Kathete gegeniiber-
»stehenden schiefen FFinkels, « .
VI. Bemerken wir noch, dafls aus den vier vorhergehenden
Gleichungen, wegen dem doppelten Ausdruck dér Grifsen

p

¥ and 7, sofort folgt:
a @ -
SinB = CosC und
Sin C .= Cos B;
s0 dafs demnach in jedem rechtwinkligen Dreyecke der Sinus des
einen schiefen Winkels zugleich der Cosinus des anderen ist.

Da iiberdiefls (nach §. 85, I1) die Summe der beyden schie-
fen Winkel eines rechtwinkligen Dreyeckes gleich einem rechten
Winkel oder gleich R ist, so hat man

Bi-"C'—="R ‘oder' B — R — C;

so dafs daher die beyden vorhergehenden Gleichungen auch so
ausgedriickt werden kinnen:

SinB = Cos(R—B) und

Cos B = Sin (B—B);
d. h, der Sinus jedes gegebenen Winkels ist gleich dem Cosinus
des Complements dieses VWinkels zu go Graden und umgelkehrt,
So ist z. B,

SinJ0° = Cos60", Cos30° = Sin 60° und Sin 49° = Cos 45°

- e




161

VII. Endlich folgt noch aus den beyden vorhergehenden

L]
[oe

Ausdriicken

7 — CosB == SinC,

o

? — SinB =— CosC und
(44
dals, wenn in einem rechtwinkligen Dreyecke die beyden schie-

fen Vinkel B und G g]uich sind, auch die beyden Katheten f3

und y unter sich gleich seyn werden, und umgekehrt.

5. 88. (Ahnliche rechtwinklige Dreyecke.) Wenn
man in einem bey 4 rechtwinkligen Dreyecke 4B C (Fig. 20) zu
der einen Kathete 4B eine Parallele ab zieht, so entsteht ein
anderes, dem ersten dhnliches Dreyeck abC.

Denn wegen dem Parallelismus der beyden Linien 45 und
ab sind (§. 86, IL) die Winkel von B und &, so wie auch die
VWinkel von 4 und a einander gleich, und der dritte Winkel C
ist I)é_yden Dreyecken gemcinschnftlich; also sind in diesen zwey
Dreyecken alle Vinkel gleich, und daher (§. 83.) die Dreyecke
dhnlich,

VWenden wir darauf die zwey Gleichungen des §.87, V. an,

s0 hat man in dem Dreyecke 4 BC

und eben so in dem Dreyecke ab C
ab o
i Sin C;

also ist auch
AB b
e A e o (1).

BC BCad

Auf dieselbe VWeise erhilt man auch aus den beyden Glei-

chungen
AC
Z_ — Cos€  und E; = CosC
BcC C
die folgende:
AcC aC
—=—. .. (2)
BC bC (2);
und aus den Gleichungen (1) und (2) folgt sofort
AB ab L
‘I,T——.---(ﬁ)-
AC al

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mathem, 11
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Wenn daher in einem rechtwinkligen Dreyecke zu einer
Kathete eine Paralléle gezogen wird, so entstehen zwey ihnliche
rechtwinklige Dreyecke, deren Seiten unter sich proportionirt sind,

J- 89. (Darstellung dieser Functionen im Kreise.)
Wenn D E und FG (Fig. 21) zwey auf einander senkrechte Durch-
messer des Kreises 1) FEG sind, so wird durch sie die Periphe-
rie des Kreises in vier gleiche Theile (Quadmnten, §. 84, 1)
eingetheilt. VVir wollen diese vier Quadranten FD, DG, GE
und E F nach der Ordnung durch I, IL, III und 1V bezeichnen,

Lifst man von dem Endpuncte B des Halbmessers CB ein
TLoth B 4 auf den ersten Durchmesser herab, so entsteht ein in
4 rechtwinkliges Dreyeck 4 BC, von welchem daher alles das
gilt, was wir oben von dem rechtwinkligen Dreyecke iiberhaupt
ausgesagt haben,

Nimmt man nimlich wieder, der Kiirze wegen, den Halb-
messer des Kreises fiir die Einheit an, so ist, nach (. 87, 1IL
das erwiihnte Loth B4 der Sinus, und AC ist der Cosinus des
Winkels 4CB, oder da (nach §. 84, G.) der Kreishogen F B das
Mafs des Winkels ACB ist, so ist auch B4 der Sinus, und 4AC
der Cosinus des Bogens FB, so dafs man demnach diese zwey
Functionen auch so darstellen kann: VVenn man von dem End-
puncte B eines beweglichen Halbmessers eines Kreises , auf einen
gegebenen festen Halbmesser desselben ein Loth fallt, so ist die-
ses Loth der Sinus, und die Distanz des Fulspunets 4 dieses Loths
von dem Mittelpuncte € ist der Cosinus des Bogens oder des VVin-
kels, der zwischen den beyden Halbmessern enthalten ist,

Da uns nichts hindert, diese Drehung des beweglichen Halb-
messers CB durch alle Quadranlen des Kreises, selbst mehr als
einmal, fortzusetzen, so gelangen wir, durch diese Erklirung
unserer beyden Functionen, zu einem allgemeinen Begriffe des
Wortes I#inkel, indem wir dadurch die Neigung einer beweg-
lichen Geraden CB gegen eine fixe Gerade CF jur alle Lagen
jener Beweglichen um ihren Drehungspunct C verstehen, wodurch
wir daher auf VWinkel gefiihrt werden, die den rechten Winkel,
ja selbst die ganze Peripherie des Kreises, so viel man will,
iibertreffen kénnen,

Lilst man daher von den Endpuncten b, &, 4", ... des be-
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weglichen Halbmessers, wenn er in dieLagen C2, Ebi Gy v a
die Lothe ba, b'a, b"d", ... auf den fixen

gekommen 1st,
so wird auch hier, der eingefiihrten

Durchmesser F G herab,
Erklarung zu Folge,
b ¢ der Sinus und Ca der Cosinus des Bogens FBb oder des
Winkels FCb
seyn, und dasselbe wird auch fir ' und Ca' in Beziehung auf
den Bogen FDGV, so wie fiiv b'a’ und ¢'a” in Beziehung auf
den Bogen FD G Eb" gelten u. s. f.

Da aber diese beyden Functionen, wie man sieht, in den
verschiedenen Quadranten auch verschiedene, einander entgegen-
gesetste Lagen einnehmen, so wird es néthig seyn, diese Lagen
zu beriicksichtigen , und sie, gleich allen iibrigen Grélsen (§.18.),
durch eigene Zeichen zu unterscheiden. VVir wollen daher diese
und alle ihnlichen Functionen, so lange sie dem ersten Quadmn-
ten FD) angehéren, positio nehmen und durch - bezeichnen,
woraus von selbst folgt, dals sie, wenn si¢ in den iibrigen (\)ua-
dranten eine der in dem ersten enlgegengesetzte Lage erhalten,
als negativ zu betrachten und mit — zu bezeichnen seyn werden.
Ganz eben so kann auch die Drehung des beweglichen Halbmes-
sers CB nach zwey entgegengesetzten Richtungen genommen
werden, WVir wollen diese Drehung, wenn sie, von F begin-
nend, nach B, D, G, .'. . fortgeht, die positive, und daher
auch die von F nach 5"EG . .. die negative nennen, so dals also
auch die Bogen FB, FD, ... positiv, und F&'y Fby ...
negaliv seyn werden.

I. Aus dieser Annahme folgt, schon durch den blofsen An-
blick der Zeichnung, dals

die Sinus in dem Quadranten I und II positiv, in 1II und IV
aber negativ

sind, weil sie in den beyden letzten eine mit jenen entgegenge-
setzte Lage haben. Eben so sind die Gosinus in I und IV positiv,
in IT und IIL aber negativ. Endlich ist auch der Sinus eines nega-
tiven Bogens selbst negaliv, wihrend der Cosinus eines negativen
Bogens sein positives Zeichen beybehilt, so dafls man fiir jeden
Bogen ax die Gleichungen hat:

Sin(— @) = — Sin(+42) und

Cos(—a) == Cos(J-z)
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II. Abgesehen aber von dieser Lage unserer beyden Fune-
tionen sieht man eben so leicht, dafls die absolute Grifse dersel-
ben in den verschiedenen Quadrnmcn nach einem bestimmten
Gesetze zu- und abnimmt, und dafs die frithern Werthe des ep-
sten Quadranten in den folgenden periodisch wiederkehren. So
ist, wenn der bewegliche Punct B im Anfange seiner Bewegung
in F ist, wo der Bogen F B, also auch der Winkel FC B gleich
Null ist, auch der Sinus dieses Bogens gleich Null und der Co-
sinus desselben gleich der Einheit. VVie aber der bewegliche
Punct von F iiber B nach D fortschreitet, und der Bogen F B all-

mahlig wichst, wichst auch sein Sinus, bis er fiir den Punct D,
am Ende des ersten ()u,ld:antcm oder bis er fiir einen rechten
Winkel seinen grofsten Werth erreicht, der daher gleich dem
Halbmesser des Kreises oder gleich der Einheit wird; wih-
rend im Gegentheile der Cosinus des rechten YYinkels fir den-
selben Punct D seinen kleinsten Werth erhilt oder gleich Null
wird.

Von diesem Puncte D an nimmt der Sinus durch den ganzen
Lauf des zweyten Quadranten wieder stufenweise ab, und zwar
ge-
wachsen ist, da er nach und nach alle seine friitheren \Vm 'the
wieder erhilt,

auf dieselbe VWeise, wie er zZuyor, im ersten Quadranten,

Denn wenn der bewegliche Punct B z B. nach b gekommen
ist, wo der VWWinkel-b Ca eben so grols ist, als frither der VVinkel
BC 4 war, so sind die beyden rechtwinkligen Dreyecke 4B C und
ab C (nach '_ 87.) einander gleich ; also ist auch die Sejte ba=BI,
oder der Sinus des Bogens FB ist gleich dem Sinus des Bogens
FEBDb. Setzt man daher denborrerl FB=z, so ist auch G p— X
und daher FBDb=—180"— 2, wodurch die vorige Gleichung
ba=BA in die folgende iibergeht:

Sin (180 —2) = Sinz.
Aus demselben Grunde (.8~ 7.) ist auch Cu=C 4. Da aber
C 4 der Cosinus des B ogens F'B, und Ca der Cosinus des Bogens

FBDb ist, und da beyde in ihren Lagen entgegengesetzl sind,
so geht die Gleichung Ca=C A in folgende iiber;

605(180—.1-) — — Cosz,

Ist ferner die durch B gehende Gerade B parallel mit dem
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fixen Durchmesser F'G, 80 ist auch (§. 86, 1L C.) der Winkel
CBb=ACBj; also sind auch (§. 8+.) die beyden Dreyecke A BC
und € Bd gleich, und daher die Seite

Bd — AC, so wie Cd = 4B,

Sctzt man demnach wieder den Bogen FB=uw, also auch,
da FD=qo®ist, den Bogen BD=90—ux, $0 hat man in dem
Dreyecke ABC

AB = Sinz und AC = Cos=z,
und eben so in dem Dreyecke C Bd

Bd = Sin(go—2) und Cd = Cos(g0—2);
so dafs daher die zwey vorhergehenden Gleichungen, Bd == AC
und Cd = AB, in folgende iibergehen:
Sin (go—a) = Cosz |

und Cos (go—=z) = Sinz y2
iibereinstimmend mit dem, was wir schon oben (§. 87, VI.) un-
mittelbar aus der blofsen Erklarung dieser beyden Functionen
abgeleitet haben. — Man wird diese und dhnliche Bemerkungen
schr leicht auch auf alle tbrigen Quadranten fortsetzen kénnen.

IIE. Betrachtet man dabey vorziiglich diejenigen Puncte des
Kreises, fur welche diese zwey Functionen ihre grofsten und
kleinsten Werthe erhalten, so findet man, schon aus dem blofsen
Anblick der Zeichnung, dals fiir diese Puncte folgende Gleichun-
gen Statt haben, in welchen wieder R den rechten VWinkel oder
den vierten Theil des Kreisumfangs , und wo n die auf einander

o

folgenden natiirlichen Zahlen o, v, 2, 3, « . . bedeuten,

SinznRBR = o und Cos(zan-t|1)R = o,
Sin(4n-1)R -+ 1 » Cos4gnR = 41,
Sin(4n-3)R — 1 » Cos(4n+t2)R = — 1.

i

l

§. 9o. (Tangenten, Secanten ctc.) Aulser den bey-
den bisher betrachteten Functionen der Sinus und Cosinus, hat
man auch noch einige anderve eingefiihrt, die aber blofse ein-
fache Combinalionen von jenen sind, iibrigens fiir dic Anwen-
dung grofsen Nutzen mit Bequemlichkeit vereinigen. So nennt
man z, B, den Quotienten
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Sin z
—— die Tangente
» Cos x ° z
Cosx :
——— » Colangente
Sin x = i
1
—— » Secante,
Cosx
1 ~ .
- » Cosecante, und endlich
Sin 2
1 — Cosz den Sinusversus des Bogens x;

und man driickt diese Functionen auf folgende Weise aus:

j s Sin x . 1
Tangz —= ——, Secax — g
Cosx Cos x
: Cos 1
Cotangz = ..— , Cosccz — —,
Sin & Sin x
Sinversa = 1 — Cosa,

I. Um auch diese Funclionen in unserer Zeichnung darzu-
stellen, seyen wieder (Fig, 22) /G und D E zwey auf einander
senkrechte Durchmesser des Kreises, dessen Halbmesser als Ein-
heit angenommen wird, An dem Endpuncte F des ersten Durch-
messers errichte man die auf ihr senkrechte Gerade Lf, bis sie
der Verlingerung des beweglichen Halbmessers C B in J begeg-
net, und ziehe Dm und Bd senkrecht auf den zweyten Durch-
messer D E, so ist

Ff die Tangente, Cf die Secante,
Dm » Cotangente, Cm » Cosecante und
FA der Sinusversus des Bogens FB,

Da nimlich die beyden Linien Ff und B4, so wie auch
Dm und Bd unter sich parallel sind (§. 86.), so sind auch die
rechtwinkligen Dreyecke 4 BC und FfC, so wie CBd und CmD
unter sich dhnlich, und man hat demnach (§.88.) die Proportionen

Cdit HB—8GI: Fif
Cd: Bd = 4B : AC CD_; Dm;
CAd : CR CH e r
Cd: CB = 4B : CB LD o Cm,

Setzt man aber wieder denBogen FB =2, und nimmt marn,

|| |

wie zuvor, den Halbmesser CF, CB, CD des Kreises fir die
Einheit an, so geben diese vier Proportionen nach der Reihe
die Gleichungen

o A UM e Lo
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Sin x
Al o s m ) e e L
Ff oder Tanga =
Cos x
Dm » Cotg 2y =i
: - 1
x » oeia =
of Cos 2’

1

Cm » Coscca = =
die mit den obigen Ausdriicken iibereinstimmen.

Diese Gleichungen geben nicht nur den absoluten YWerth
oder die Grofse, sondern auch das Zeichen der neuen Funclionen
fiir jeden Punct der Peripherie, wenn die Sinus und Cosinus des-
selben bekannt sind. So sieht man z, B. dals fiir einen rechten
Winkel, oder fiir 2=90° WO Sin2==1 und Cosz=—o ist, dic
Tangente und Secante unendlich grols, die Cotangente aber gleich
Null und die,Cosecante gleich der Einheit wird; dafls ferner die
Tangente und Cotangente in dem Quat]mntcn I und III positiv,
in I1 und IV aber negativ ist u. b

Man pilegt diese Ausdriicke der Sinus, Cosinus, Tangen-
ten u. f. unter der gcmemsnmen Benennung der irigonomelrischen
Functionen zu begreifen. Ihr Einfluls verbreitet sich iiber das
ganze Gebiet . der Geometrie, und sie werden uns in der Folge
noch sehr niitzlich seyn.

ez —
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