Eilftes Capitel.

Entwicklung der Functionen,

§. 55. (Hohere Differentialien.) Da der Differential-
coeflicient irgend einer TPunction von 2 im Allgemeinen wieder
eine Function von x ist, so wird sich derselbe ebenfalls einer
neuen Differentiation unterwerfen lassen. Ist z. B, der Ausdruck
gegeben

= x%
so hat man fiir den Differentialcoefficienten desselben, nach dem
Vorhergehenden:
du B s
A s
Wenn man nun diese Gréfse u'=/4a® neuerdings differen-

tiirt, so hat man eben so

du i}
12 2%,
dx
: : dar : .
Da aber v = ist,. so kann man, analog mit dem Vor-
ox

hergehenden, fiir du’ die Bezeichnung einfithren :

iy d*u
du — ———
dx’
so dals man also hat
du d>u
P e W s
und daher auch
d*u 7 ,.
S 1927 oder 'd*u = 122*da?,
T

und man nennt, iibereinstimmend mit §. 47, 1L, die Grifse d*u
das zweyte Differential der gegebenen Grifse u. — Eben so wird
man fiir das dritte Differential d® u derselben Grifse erhalten
du = ajxdzx®,
und fiir das vierte
diy = 2@ dat,

wihrend alle folgenden Differentialien d>u, d’w, . ., verschwin-




den, wenn man nimlich, wie hier vorausgesetzt wird, das erste
Differential da der Stammgrilse der aufgestellten Function als
eine gegebene oder unverinderliche Grifse betrachtet.

L. Diese Voraussetzung, dafs bey dem Ubergange zu den
hoheren Differentialien einer Function das erste Differential der
Stammgrifse, oder dals iiberhaupt irgend ein erstes Differential
als constant angenommen werde, istselbst nothwendig, weil sonst
die Werthe von d?u, du, ... keine bestimmte Bedeutung mehr
haben konnten, Hitte man z. B. den Ausdruck
rdrx

» 3
d z*

worin kein erstes Differential als constant angenommen ist, so
wird derselbe, wenn man da = Const., also d*2 = o nimmt,
den VWerth o annehmen. Hitte man aber irgend ein anderes er-
stes Differential, z. B. d,2* = Const. oder 22dz — Const, an-
genommen, so ware

d* 1

2dz* 4 22d*2 = o oder i e

1

und daher der VWerth des oben gegebenen Ausdruckes gleich

— 2. Eben so wiirde man fiir diesen VWerth — 22 finden, wenn

man d.2?=—3a*dz == Const, oder 6 a2 dz* ~+ 3z*d*z =0 an-
genommen hitte, w. s. w,

§. 86. (Taylor's Theorem.) Sey u = f(z) als eine
Function von = gegeben. VVenn in dieser Function die Stamm-
grofse @ in x4y iibergeht, welches wird dann der Ausdruck
der so verinderten Function o' = f(a —+=7) seyn?

Die Beantwortung dieser Frage enthilt das hier in Rede
stehende Theorem.

Um diese Antwort zu geben, bemerken wir zuerst , dals
eine willkiirliche Function von der Summe zweyer Grélsen a4 y,
dafs z. B. die Function

(249)", oder log(z--y) oder a*+7 u. £
immer denselben Differentialcoefficienten geben wird, welche von
den beyden Gréfsen x oder » man auch als die einzige Yerinder-
liche betrachten mag. Ist z, B,

w = (z-f9)"

Sl . VO - ol B e ) )
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gegeben, so hat man, wenn man blofs die Grifse o als verin-

(5:) = et

und wenn man nur die Gréifse y sich verindern lafst :

{
(%) = mEtnm—

wie zuvor, so dals man daher erhilt

du i .'f i
(rt’ : o d")

. > . 9 . I
wo die Klammern anzeigen, dafs man in (l_) blofs z, so wie
.

derlich sieht:

o

) ; ; 5
in (!j—“) blofs die Grifse y als verviinderlich angesehen hat.
&

Diefls vorausgesetzt, wollen wir nun annehmen, dafs der
gesuchte Ausdruck von u = f(x 4y) sich in eine Reihe ent-
wickeln lasse, die nach Polenzen von y fortgeht. Nehmen wir
fir diese Ileihe, da wir sie noch nicht niher kennen, folgende

a]lgcmcinc Gestalt an :

S@+y) =L 4+ My* 4 NyP + Py7 .
wo L, M, N, .. . noch unbekannte Facloren von a sind, die
kein y weiter enthalten, und wo «, 3, y, . . . unbestimmte Ex-
ponenten vorstellen, die wir nun, sammt den Coefflicienten £
M, N, ... zubestimmen suchen wollen,

Man sieht zuerst von selbst, dals keiner dieser Exponenten
negﬂliv seyn kann. Denn wenn z: B. das zweyte Glied jener Ent-

wickelung die Form

hiitte, so wiirde fir y =o die zweyte Seite des fiir f(a-5)
aufgestellten Ausdruckes unendlich grofs werden, wihrend doch
die erste Seite, oder die Grélse f(x-f-y) selbst, nur in f(2)
iibergeht, was unmdglich ist.

YVenn aber alle Exponenten a, 3, ¢, . . . positiy sind, so
erhilt man, wenn man y=—o setzt, was man darf, da y als eine
ganz unbestimmte Grifse alle Werthe haben, also auch gleich
Null seyn kann, sofort

i f(z) = L,

Littrow’s Anfangsgr, d. gesammi. Mathom, 7l
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98 §. 56.
wodurch daher bereits der erste Coefficient L der oben aufge-
stellten Reihe bestimmt ist.

Bildet man dann den Differentialcoefficienten dieser Ent-
wickelung der Grifse f(z-} ), und zwar so, dals man zuerst
blofs z, und dann blofs » als eine verdnderliche Grofse betrach-

tet, so erhalt man

Gl )r YR ee G

und eben so, nach §. 51.:

dlﬂfjail %—- I8 NJ—&hl + YPJY—I + b ediaie
und diese beyden Ausdriicke miissen, der oben vorausgeschick-
ten Bemerkung zu Iolge, einander villig gleich seyn, welches
auch der YWerth yon y seyn mag. Diese Gleichheit kann aber of-
fenbar nur dann Statt finden, wenn in beyden Ausdriicken gleiche
Exponenten von » vorkommen. Allein wenn in dem ersten Aus-

drucke diese Exponenten steigend geordnet sind, so dals 5 gros-
ser als a, y grifser als 8 u. f, ist, so sind sie auch in dem zwey-
ten Ausdrucke steigend, und man hat daher

a—1=0, a=f—1, f=y—1, p=d—1 u. £,
das heifst, man hat

=1, B0l fm=3 o= u.f

Substituirt man diese Werthe von «, 8, ¥, . . . in den er-
wiahnten beyden Ausdriicken, und setzt sie dann, da sie nach
dem Vorhergehenden identisch sind, einander gleich, so erhilt
man die Gleichung

o= (i) | P
o [31) = (ﬁ)]y e [4(’ G (f”)] libis

und dieser Ausdruck soll fiir alle VWerthe von y gleich Null seyn,
Diefs kann aber nach §. 34, IIL nor dann Statt haben, wenn die
einzelnen Factoren der Potenzen

VACRY SR & IR
jeder fiir sich gleich Null sind, das heiflst, wenn man dic Bedin-
gungsgleichungen hat:
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dL
W= [ —
M ((h_),
= 1 rlf”
v =1(%):

i ((u\') ‘
A
. ca a2
Wi 7; (fl'i‘. o
Es wurde aber bereits zuvor
I = f(z)

gefunden, also ist auch, wenn man diesen Werth von L in der
ersten der vorhergehenden Bedingungsgleichungen substituirt :

wi) fdi fx
e

und dadurch ist auch der zweyte der obigen Coefficienten L,

M, N, ... bestimmt, Es ist nimlich dieser zweyte Coeflicient
M nichts anderes, als der erste Differentialcoeflicient der gege-
benen Function f(2).

Substituirt man dann diesen Werth von M in der zweyten
unserer Bedingungsgleichungen, so erhilt man, vermige der
oben (§ 55.) eingefiihrten Bezeichnung der héheren Differentia-
lien, wenn das erste Differential da der Stammgrilse z con-
stant 1ist:

.'1 f.r
3 1 fd M “dx it d2 fz
_-A(rc’l) {[17 ST rf?)

wodurch auch der dritte unserer Factoren IV bestimmt ist,

Ganz eben so erhilt man fiir die iibrigen
1 /dN 1 ds. fx
r=3(5) =1 T—)’
1 dP 1 d*, f‘t'
= - — ok
2 4 (:1 1) 4 d xi £
Substituirt man daher die gefundenen VWerthe von L, M
te) ¥

N, .. . in den oben fir f(x <) aufgestellten Ausdruck, so er-
hilt man

Fets) ==+ y(LLE +~"i("‘ =3

dx d x®

+ 1 AR i{df.’:‘ ).'I"--.(t\),
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oder auch, wenn man wieder, der Kiirze wegen,

Je = u und f(z-y)
setzt:

A ke b el e Ll

I. Von dieser Iieihe, die nach ihrem Erfinder unter der
Benennung des Theorems von Taylor bekannt ist, ist das einfa-

che Gesetz des Fortganges der Glieder fiir sich klar, und sie
zeigt uns die zwey sehr merkwiirdigen Eigenschaften der Ent-
wickelung einer jeden Function f(2), wenn man in ihr die Stamm-
grolsé @ in 2+ y lbergehen lilst: dals erstens diese Entwicke-
lung durch eine Reihe dargestellt wird, die nach den natiirlichen
Potenzen o0, 1, 2, 3, . . . der Grifse » fortgeht, und dafls
zweytens jedes einzelne Glied aus dem ihm unmittelbar vorher-
gehenden ganz auf dieselbe Art und durch dasselbe Verfahren
abgeleitet wird, wie dieses vorhergehende Glied selbst wieder
aus dem ihm vorhergehenden entstanden ist. Das zweyte Glied
ist nimlich der Differentialcoefficient des ersten, multiplicirt in
die Grifse » 5 das dritte ist eben so das Differential des zweyten,
multiplicirt in 295 das vierte ist das Differential des dritten, mul-
tiplicirt in 9 w. s. f.; so dals es daher schon geniigt, von jeder
gegebenen Function f(2) das erste Differential zu kennen, um
daraus auch sofort die Entwickelung von f(x-») abzuleiten,
wo » jede willkiirliche, constante oder verinderliche Griflse be-
zeichnet. Aus dieser Ursache haben wir auch in dem vorherge-
henden zehnten Capitel das erste Differential der verschiedenen
Gattungen von Functionen
J@) & can, dlogay | lazy .
die wir bisher kennen gelernt haben, aufgesucht, um sie, wie
wir sogleich néher sehen werden, zur Entwickelung der Fune-
tion f (& -+ y) zu verwenden.
II. Bemerken wir noch, dals, wenn in der gegebenen Fune-
' tion f(2) die Grifse «, statt zu wachsen, wie wir bisher ange-
nommen haben, um die Grifse » abnimmt, dafs dann diese Gréifse
» in der Gleichung (A) negativ genommen wird, so dals man
also fiir den so verianderten Zustand der Function f(2) hat

1.2 ([\L'

N R, il A T e A S Lt —




0 57, : 101

11I. Ist endlich der Zuwachs der Stammgrofse 2, den wir
bisher allgemein durch y bezeichnet haben, gleich dem Difle-
rential do dieser Stammgrifse selbst, so wird man in der Glei-
chung (A) die Gréfse y —= da setzen, wodurch man erhilt

1 1
vdoda) — fe =d.f —d% [z e e L e A
Fed-de) —fa =d.fa 4 —=d fo o fo g,

oder auch, nach dem zweyten Ausdrucke der Gleichung (A):

v — u=du -} —1--'T(£'31¢ -4 : : 5(!.”15 S s

und diefs ist demnach der vollstindige Zuwachs der Function
u=—f«, wenn z in seinen niachstfolgenden Werth 2--da iiber-

geht. Da aber jedes Glied dieser Reihe gegen sein niichstvor-
hergehendes unendlich klein ist, so werden, dem oben .47, 1)
aufgestellten Princip der Differentialrechnung gemils, alle Glie-
der dieser Reihe, bis auf das erste, verschwinden, wodurch man
erhalt
J@+da) — fa =d.fa
oder
W— u — du, wie zuyor.

§. 57. (Maclaurin’s Lehrsatz.) VWenn man in der
Reihe (A) des vorhergehenden §. 56. sowohl in dem Ausdrucke
#(2), als auch in den Differentialcoefficienten

d.fx, d*:fz difr

dz L idan i das

Bat IR
nachk vollbrachter Differentialion, die Stammgrofse 2= o selzt,

und wenn man, der Kiirze wegen, die dieser Annahme von x==o0

entsprechenden Werthe von

w oder fa durch U,
du d it %
DD L dx ) L
d:u i* fx
___” » c_rf" 3 U (15 ]
d x? o x>

bezeichnet, so geht die Reihe (A), da jetzt in ihr die Grifse
S(z4y) gleich f(y) wird, in folgende iiber:

f)=U+y U4+ v 2.

U

Da dieser Ausdruck fiir jeden willkiirlichen Werth von y




102 . 58.

Statt hat, und da die Gréfsen U, U, U", ... kein y enthalten,
s0 kann man in demselben auch =« statt » setzen, so dals man
demnach fiir jede gegebene Function « = f(2) von 2 den Aus-
druck hat

u=f(2) =Uta, U J‘;z P TT& LU ... (B),

Vo wieder W, U0 i e Werthe von u, -d—[-‘, f—u, T
dxr’ dz*
fir den Fall =0 bezeichnen,

Dieser Ausdruck, der, wie man sieht, nur eine Modifica-
tion des Taylor’schen Theorems ist, wird der Lehrsatz Maclau-
rin’s genannt,

Beyde Theoreme sind von dem wichtigsten Einflusse auf das
ganze Gebiet der mathematischen Analysis, besonders aber auf
die Entwickelung der verschiedenen Functionen, wie wir sogleich
niher zeigen wollen,

§-58. (Entwickelung des Binoms.) Sey die Function
i :J‘(:L) — "
gegeben, wo 2 eine verinderliche, und n eine constante will-
kiirliche Zahl bezeichnet, Man suche den Werth dieser Func-
tion, wenn die Srammgr{j{éc @ derselben in 2 4 iibergeht, oder
man suche
U=f(z42) = (4.

Nach 0. 51. hat man

du
i —_— na,‘”“’,

dx
und wenn man von diesem Ausdrucke wiederholt das Differen-
tial nimmt, und d 2 constant vVoraussetzt :

.J:
(r - = n(n—1)an—,

dx:
5 u p E
( ) = n .\n—-—-l)(u—-ﬂ)a_‘"‘-’ u, f.
d x5
: b du d? :
Substituirt man diese Werthe yon (2* T Qo) [V 1
dx dx: .
der Gleichung (A) des §. 5h., so erhilt man
nin—na)
. WY m— il apille—] A fL =T D
(-t 7)) = 2" & na ry 4+ T

n(n—i) (n—a2)
—

£ eyt (),

0 g

P S SOl T L D e et TS
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und diese Entwickelung der Function (a2 < »)" ist unter dem
Namen von Newton’s Binom bekannt,

Das Gesetz des Fortganges der Tieihe ist auch hier fiir sich
klar. So ist das niichstfolgende oder vierte Glied, wenn das erste
das o* heilst:

n(n—1)(n—2)(n—3) i
- o

n=—1{ 4%
3 ZFih
= G T e

and so ist auch, wenn r irgend eine positive ganze Zahl bezeich-
net, das r* Glied dieser Reihe
'TL_E ])_(E— 2)_(”' '___;li, '..(”‘: L'V_V_I_J_) . ZATYr,
1L a% Bheddls An—2 )"

Man sicht, dafs diese Reihe abbricht oder endlich ist, wenn n

eine ganze, posilive Zahl ist.
1. Setzt man in dem vorhergehenden Ausdrucke fiir # nach
der Ordnung die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . 50 hat man

fiir =1

()
s
r)t

B )

B e

1 43y - 3y2 9%,
(42) e ayel Gt DR
(+2)’ 1+ 5y 4 1092 - 10° - Gt 5%
(1+9)° = 1+ 6y 415y - 20p° - 15y - 0y° 4%,

welche Reihen, selbst wenn ihre allgemeine Form durch das

I

i

Vorhergehende noch nicht gegeben wire, sich leicht fortsetzen
lassen, da jedes Glied gleich dem zuniichst iiber ihm stehenden
und dem diesem vorhergehenden Gliede ist. So ist

6 = 3 4 3,
10 = b6 -} 4,
15 = 10 -} § u.f.

II. Ist die Grifse y negativ, so erhilt man

n(n—n1)

(e—y)r=a* —na*'y T et T =i

III. Setzt man in der gefundenen Entwickelung

also auch
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s0 hat man

o
=

(‘?,' +j.)n — (l 1l (1)—--”.

Iis ist aber, wenn man in (D) die Gréfse a=1, y=—¢g
und n=-—n setzt:

(oot e S by

also ist auch, wenn man den Werth von g — wieder her-

stellt:
(.?.‘—!—J‘)":.t".E: -|-n‘!+ ﬂ+--1--- X2 +”(“*l)(”+} Xid-, ..

¥ ; : "
wo X — 778 gesetzt worden ist. Diese Reihe bricht ab, wenn
() ¥

Y
z+y

n eine ganze negative Zahl ist, und sie convergirt oft viel schnel-

ler, als die vorhergehende Reihe ().
IVo) Ist 2=y =, so gibt die Reihe (@))
n (n.—-— 1) (n — 2)

=1 4+ L S

Die Summe der Coeﬂicicnlcn des Ncw{on’schcn Binoms ist also

n(n—1)

1,

gleich 2~,
Ist aber T=p =1, und setzt man statt n die Griflse —,
50 gibt dieselbe Reihe (i)

1 n(n--1) H(h‘.k!fl‘{h‘—-;—?.)
| I /
s i ki ] & RO P SR SR el L )
'Y 3 1. 2 1023 +
Ist endlich 2 =1 und y =— 1, so hat man fiir jeden Werth
yon n;:,

41(?1~—:) n(u——:)(u—-}

0 = 1 —n - — el .__i_

. 2 1

§- 59. (f‘u‘:.szi{:lning der Wurzeln.) Mit Hilfe des
vorhergehenden Satzes wird man von jeder gegebenen Zahl 4
irgend eine Potenz derselben, also auch, wenn der Exponent
dieser Potenz eine 're.nuchenc Zahl ist, die Furzel der Zahl A,
und somit den Werth aller llldllOnLlIL‘Il Zahlen (. 30.) angeben
kunn(,ll

Es war namlich die Gleichung (1)

chorm () 4 =2 o)
AR Tl

et e e e e et VY
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Man wird daher jede Zahl A4, aus welcher man z. B, die
zweyte oder die Quadratwurzel ziehen soll, in zwey Theile
a* + b }

so zerlegen, dafs der erste Theil ein vollkommenes oder bekann-

tes Quadrat, und dals der zweyte Theil gegen den ersten schr

klein ist. Denn setzt man
b

c = —,

a?

so geht der vorhergehende Ausdruck in folgenden iiber:

VA= Var b =a[142c—=ie S — S0

1ab

_l__.."'.._ By e 2 2 () _{_. ']
56 C ok e s oo ]e

Eben so wird man, um aus einer gegebenen Zahl 4 die Ku-
bikwurzel auszuziehen, diese Zahl in zwey Theile

at - b
so theilen, dafs der erste Theil ein vollkommener Wiirfel, und
dals der zweyte gegen den ersten sehr klein ist, Setzt man dann
b

P |
a2

=

so hat man

2 o, : 5
‘;‘A:\/’a3+b=a}_1 +5c—sc 4 St — et

S

und so fort fiir alle anderen VWurzeln.
Um diels durch ein Beyspiel zu zeigen, wollen wir die
Quadratwurzel von 2 suchen. Setzt man in einer ersten Nihe-

rung a=—1 und b=1, also auch ¢=1, so hat man

. T 7
Vze=1 41— 14 %, oder nahe V2 = 1.4
Sey daher in einer zweyten Néaherung a=1.4, also auch
P . 0.04 1
a*==1.96, und sonach b =10,04 und ¢ = -g(‘ == —, so hat man
!.[J] fl()

1/2 = 1.4 |-I + %('.I_,) Y .Il'(-]!-\,)‘! T ]Kn_i (%): R S ‘J ’
eine viel schneller convergirende Reihe , als zuvor.

Wenn man diese Briiche in Decimalbriiche verwandelt, so ist
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1

V=14 j: E..::;g j;:: oder Va2 = 14 I 1.0101525],

~- 0.000 0005
so dals man daher hat

V2 = 1.4142135,
und dieser Werth, wie man sieht, bis auf die sechste Decimal-«
stelle inclus, genau,
Will man noch weiter gehen, so kann man q = 1414213

6elzen, woraus folgt

a* = 1.99999 8409369, also auch
= 0.000001 590631 und

)| & o

[

= 0.000000 795316 132527,

C =

@
s0 dals man daher die folgende sehr schnell conyergirende Reihe

erhilt:
1

. ) 0.000000 397658 0662636
V2 = v41423 == 0.000000 000000 079066~
- 0.000000 000000 0000003

oder
V2 = 1.414213}1.000000 397657 98719721,

oder endlich
Ve = 1414213 562373 095048
noch in der letzten oder 18t Decimalstelle genau.
Eben so erhilt man
V3 = 1.732050 8o756q,
woraus man dann durch einfache Rechnung auch findet

Vo=V2.V3, Vize=2V3, V18 =3V 2, so wie
VS:‘.’.V?_, \/27=3V3u.f.

Eben so hat man endlich zurUbung in solchen Rechnungcn:
5 -
Vio oder 107v = 1.25892 54118 . . .
107°° = y,0232q 24923 sty

107550 = 1.00230 52381 . .. u. f.

SR S S~ S~ N e e N
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§. bo. (Entwickelung der Logarithmen.) Sey die
Function gegeben
u = Log (1 +2),

so hat man, nach §. 52.:
du m
da ) T ez’

d*u m ( dsu G Y
(ﬁ) e e dz3) — (1 4a)p’
d+ u) 2.3m

also auch

dw Grar
Setzt man in allen diesen Ausdriicken die Grifse x —o,
80 erhilt man, nach Maclaurin’s Theorem , da Logi=o ist:
U=o, U=m, U'=—m, U'=2m, U"=—2.3m, . ..
also auch, wenn man diese Werthe von U, U’y U", . . . in der
Reihe (B) des §. 57., das heilst, in dem Ausdrucke

= U+ aU -4 -IL:U’-{-

substituirt ;

Log (1 4 2) = m(;z:-—-f; |- 3\5—1‘—- l,i i ) . -« (O),

4

i

X err
1.-3.3U SF e

und diels ist die schéne und einfache Reihe, welche den Loga-
rithmus jeder Zahl (1 4 2) durch diese Zahl z selbst ausdriickt.

I. Man kann der gefundenen Reihe mehrere verschiedene
Gestalten geben, die sie zur Berechnung der Logarithmen be-
quemer machen.

Setzt man z, B. in ihr statt der willkiirlichen Grifse o die
Grifse — 2, so erhilt man

xt X3 b
Logc(h1—2) = — 3( — - — o« s o lg
s0—2) = —m(e+Z 4+ T+ 24
Subtrahirt man aber diese beydenReihen von einander, und
bemerkt man, dals nach §. 44, 1IL
logy — logz = log{-

ist, so hat man

. 1 - { xS x5 foad
Log —— = 2m {J..‘ - S - = —+ _?_- -+ .. .g.

1 ==X

Setzt man endlich in dem letzten Ausdrucke statt z die
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H—L—, so erhilt man
224y

1 4 % ey
E R

} — X

Griflse

¥

s0 dafls man daher hat:

.‘ Log (2 ”‘E"j‘) ? : ;
EaHTe o ERE

¥ §- 61. (Entwicklung der t\pnnenLI'uﬂl‘ulscn )
Ist endlich noch die dritte du oben erwihnten Functionen, oder

= Logz - 2m

ist die Exponentialgrofse
u = q*

gegeben, so hat man (nach . 53.)

du
({h) = — . a%, also auch

d*u '3 . rl U s o R
;;T) - « av, c{l « @ o Is

' und wenn man in diesen Ausdriicken die Grilse w= o setzt,

' 1 ™ 1 - 1
| Ui= i R 3 L'i:———, TJ"..._-—- u. f
I m ms= ms

s0 dals man daher nach Maclaurin’s Theorem (§. 57, Gleichung B)
erhalt:

o=+ ()L E) H ) o

und diefs ist die gesuchte Entwicklung der Potenz a® durch ihren
verinderlichen Exponenten .

0. 62. (Bestimmung der vorhergehenden Zahl .)
Wir haben bereits oben (5 45, 1) qcsehcn, dafls das Verhiltnifs
: der Logarithmen derselben Zahl 2, in zwey verschiedenen Syste-
men, ein constantes Verhiltnifs zu einander haben, welches Ver-

hiltnifs wir a,a. 0. durch die Zahl m bezeichnet haben, so dafs

Logz = m.loga

ist, wenn durch die beyden Symbole Log und log die Logariih-
men von zwey Systemen bezeichnet werden, deren Basis @ und e
: sind, fiir welche man also den VWerth von Loga in dem ersten,

' und von loge in dem zweyten Systeme, der Einheit gleich ist.

RS - R S R bt - il ! 7= Vet S TN =
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Da es unziihlig viele Systeme von Logarithmen gibt, indem
jede willkiirliche Zahl als die Basis eines solchen Systems ange-
nommen werden kann, so wird es von unserer VWahl abhingen,
eines derselben gleichsam vorzugsweise zu betrachten, und auf
dasselbe alle anderen zu beziehen.

Die Gleichung (C) des §.60. gab fiir den allgemeinen Aus-
druck des Logarithmus in jedem Systeme

Log (1 - z) = m(:r —; -~ %— -Z_T.’.. LA )

Da die Grofse m, dem Vorhergehenden zu Folge, eine be-
stiindige Zahl ist, deren Werth aber unserer Wahl iiberlassen
bleibt, und da es am einfachsten und natiirlichsten ist, diese Zahl
m gleich der Einheit anzunchmen, so wollen wir auch die unter
dieser Annahme entstehenden Logarvithmen die natiirlichen nen-
nen, und sie durch das zweyte der oben erwihnten Symbole,
oder durch log bezeichnen, so dafs man daher fiir diese natiir-
lichen Logarithmen, deren Basis wir, wie zuvor, durch ¢ an-

zeigen wollen, nach §. 6o. die Ausdriicke haben wird:

" 2 ¢

[Ug(l —{-—.z:) = - — —?T ...I_ _3.. —_ _4.. Sioer 4
lO”l -+ At f"‘ g o 27 £
{DTT_,-—~\-1‘[—3+?+‘;+--'H--

wihrend wir fiir jedes andere System, dessen Basis a ist, die zu
diesem System gehirenden Logarithmen durch die in § 6o. ge-

gebenen, unyerdnderten Ausdriicke bestimmen:
at

E (Hensyaes ; !

s Log (1 a) = m (.L e

? [,Ug i it- =—Naun (a‘.‘ —]— -‘——.

pr o

Wir wollen diese letzten, durch Log bezeichneten Loga-
rithmen, zum Unterschiede von den natiirlichen, die gewdhnli-
chen Logarithmen nennen.

Diels vorausgesetzt, werden wir nur noch anzugeben haben,
wie die Gréfsen @ und m von einander abhingen, ader welches
der Factor m ist, durch welchen man alle natiirlichen Logarith-
men, deren Basis e ist, multipliciren mufs, um dadurch die ge-

wohnlichen Logarithmen, deren Basis a ist, zu erhalten.




110 0. 62,

. Zu diesem Zwecke wollen wir in der Tieihe (D) des §. 61,
die Grofse z==1 setzen, wodurch man erhilt:
1 1

1
a_'l+_r.:+l 1.2.3m5+'."

und dieser Ausdruck gibt den VWerth der Basis a des gewohnli-
chen Logarithmensystems, wenn sein Factor, oder, wie man zu
sagen pilegt, wenn sein Model m bekannt ist.

IL. Setzt man eben so in der Gleichung (C) des §. 6o. die
Gréfse e==a —1 oder 12 =a, so erhilt man, da fiir das ge-
wohnliche System Loga=1 ist:

—=@—) —f@—ay FiE—)—. ..,

und dieser Ausdruck gibt den Model m des Systems, wenn die

oamt

Basis a desselben bekannt ist,

IITl. Wegen der bey uns eingefiihrien decadischen Art zu
zahlen (§. 16, I1.), hat man die Zahl 10 fiir die Basis der gewohn-
lichen Logarithmen, mit welchen wir zu rechnen pllegen, ge-
wihlt. Setzt man also a=10, so gibt die letzte Tieihe

1

~ =0 =359 439 — ;9* ...

m

Diese Reihe convergirt erst in ihren hiheren Gliedern, und
auch da anfangs nur langsam. Wir werden aber bald ein anderes
Mittel finden, den VWerth der Grifse m auf eine bequemere Weise
zu bestimmen, Berechnet man indels eine grofsere Anzahl Glie-
der der letzten Reihe, so erhilt man
;:; = 2.302585 092994 045684,
und daher auch

m = 0.434294 481903 251828,

Mit diesem Factor m wird man daher die natiirlichen Loga-
rithmen jeder Zahl multipliciren , um die gewohnlichen Logarith-
men derselben Zahl zu erhalten,

Bemerken wir noch, dals dieser Werth von m zugleich der
Werth des gewdhnlichen Logarithmus von e, und der reciproke
Werth des natiirlichen Logarithmus von « ist, da man , nach
§. 45, I, hat:

1
m = Loge und — — log a.
m

— SN S - PRI, S s B e il T
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§. 63. (Bestimmung der vorhergehenden Zahl e.)
Noch ist die Bestimmung des VWerthes von ¢ oder von der Basis
der natiirlichen Logarithmen iibrig,

Da aber, nach dem Vorhergehenden, die Grifse a in e
iibergeht, wenn m gleich der Einheit ist, so gibt die Gleichung
(D) des §. 61, wenn man in ihr m=1 und daher a —e setzt,

a

"3’='+‘1‘+%+"__“aja+ﬁéfﬁ+”‘(E)’

also auch, wenn man in diesem Ausdrucke =1 setzt,
1 1

G=l+l+ +1 3+1.2.3.4+."

Berechnet man eine gréfsere Anzahl von Gliedern der letz-

1
1.2 - 2.
ten Reihe, so findet man

e — 2718281 828459 045235 . . .
eine sehr wichtige Zahl, auf die wir in der Folge noch &fter zu-

riickkommen werden,

§. 64. (Berechnung der Logarithmen und Ge-
brauch der logarithmischen Tafeln.) Nachdem wir in
dem Vorhergehenden die Theorie der Logarithmen vollstindig
kennen gelernt haben, wollen wir nun auch zu dem Gebrauch
derselben iibergehen, wie er bey unseren Rechnungen erfordert
wird, Dazu aber ist es vor allem nothwendig, die numerischen
Werthe dieser Logarvithmen fiir alle natiirlichen Zahlen 1, 2,
3, 4, -.. in einer Tafel aufgestellt zu haben. Diese zu finden,
werden uns die vorhergehenden Ausdriicke mehr als ein Mittel
an die Hand geben.

Setzt man z. B. in der letzten Gleichung des §. 6o, I. die
Grifse 2 =y=1, und nimmt man auch m=1, so hat man fiir

die natiirlichen Logarithmen

nae ) =toge+2{(25) +3(F5) +5 (F5)

oder

1 1 1 1
logc2 = 2 = o ils
o (3+3‘55+5.3<+?.37+ )’
das heilst, wenn man diese Briiche in Decimalbriiche auflgst :

log 2 = 0.69314 71800,

=]
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Eben so glbt r=2 und y=1

1 :
log3 = log2z 4+ 2(§+5_T -
log3 = 1.09861 2288,

4 .. ) oder

5. 55

Auf dieselbe Weise findet man auch
log5 = 1.60943 79124,
log 7 = 1.94591 0149o0.

Hat man aber so bereits die Logarithmen von 2, 3, 5 und 4,

so findet man die iibrigen bis zu 10 durch folgende einfache Glei-
chungen (§. 44.):

log4 = 2log2, logb = logs -+ log3,
log8 = 3 log logg = 2 log3 wund

;
Y
g2 < logh u. s f

Auf diese Weise erhilt man z. B, den letzten dieser Loga-
rithmen, oder

log1o

log 10 = 2.30258 50930 . . .,
und diels ist zugleich der Werth von der Gréfse —, die wir oben
1
(§.62, 111,) durch eine langsam convergirende Reihe bestimmt haben.
I, Bemerken wir noch, dals die zwey in (. 62. aufgestellten

Ausdriicke fiir log (1 4-2) und fiir log gk 2

1 —

- geben, wenn man in

ihnen 2 = 1 setzt:

10g2 =_ 1 — ———--;-{—...
+i+. ..
so wie zugleich die erste, fir 2==—1, gibt
-—]050:1—]—{—}—-}—{—{—-{-—...
Da aber der Logarithmus einer unendlich grolsen Zahl ohne
Zweifel ebenfalls unendlich grols ist, und da, wie aus den Glei-
chungen

| ++

und log co= 1 -+

M 0]
S

6% —= x oder u=— — log &
folgt, die Grilse — logo positiv und unendlich grols ist, so ist
die erste der drey vorhergehenden Reihen convergent, wihrend
die bey den anderen divergent sind, iibereinstimmend mit §. 23 1L
Y g 1 3
Il. Man hat bereits mehrere Tafeln berechnet, welche die
gewohnlichen Logarithmen der natiirlichen Zahlen enthalten.

== — —— = DT

-'.h—l——.l..‘"
E acerieeri. o
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Unter den neueren sind die vorziiglichsten die von Fega und

gen die von

Callet, und die bequemsten fiiv kleinere Kechnung

Lalande.

Die allgemeinen V orschriften fiir den Gebrauch dieser Ta-
feln sind ihnen gewdéhnlich beygegeben, daher wir uns hier nicht
dabey aufhalten, und nur einige Bemerkungen iiber diesen Ge-
gcnst:\ml hinzufiigen.

A.

lichen Briiche negativ

Da Liog1==0 ist, so sind die Liogarithmen aller eigent:
So findet man z. B, in diesen Tafeln, wo
ich mich hier der Kiirze wegen nur auf drey Decimalstellen be-

schrinke:

2 A
Log 624
T P’
Log 62.4

Liog 6.24

2.705 ,
1.703 ,

0.709.

Setzt man diefls weiter fort, so erhiilt man auf dieselbe Weise

Logo.624 = 0.795 — 1,
Logo.0624 = 0.795 — 1.

die letzten Ausdriicke so darzu-

Es ist aber viel bequemer,

stellen:

Logo.624 9.795 ,

Log 0.0624 = 8.-95 u. f.

Man wird nimlick nie anstehen, in dem Endresultate einer
jeden Rechnung zu entscheiden, ob der letzte Logarithmus, wie

hier 8.705. zu einem sehr kleinen Bruch, wie hier o.0b2 oder
/ ) ’ 1)

» cehoren soll.

zZu einer ganzen Zahl mit g Ziffern g

B Die Logarithmen der negativen Grofsen sind imaginir,
da in der Gleichung

¥y = 10¢ oder

Logy

die Grilse y nie negativ werden kann, welchen Werth man auch

der Grofse o geben mag. Diefs hindert aber nicht, wihrend der
Berechnung eines algebraischen Ausdrucks, die Zeichen vorerst

wegzulassen , um sie dann in dem Endresultate wieder zu beriick-

sichtigen. Um Irrungen zu vermeider kann man die Logarith-

[}

men der negativen Zahlen durch ein N bezeichnen. VVollte man

%. B. von den beyvden Zahlen o 0036 und - 0,048 das Produet
mit Hiilfe der Logarvithmen suchen, so hiitte man
Littrow"'s Anfangsgr. d. gesammt, Mathem. 8
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Logo 0036 = 7.55630
Log (—o0.048) = 8.68:24 N

Summe . . . 0.23754.

Von diesem Logarithmus geben die Tafeln die Zahl 1728,
also 1st auch das gesuchte Product gleich — 0.0001728.

C. Endlich bemerken wir noch, dals eine solche Tafel das
bequemste Mittel darbietet, die VWurzeln aller Zahlen, wenig-
stens innerhalb den Grenzen, welche diese Tafeln gewihren, zu
finden, da nach §. 44. die Ausziehung der VWurzeln durch die
Logarithmen in eine einfache Division verwandelt wird, So fin-
det man z, B. aus den erwihnten Tafeln 7ega’s ohne Anstand die
gzehnte YWurzel aus der Zahl 1000. Da nimlich

; Log 1000 = 3.0000000
ist, 'so gibt der zehnte Theil dieser Zahl oder die Grilse
0.3000000

in jener Tafel sofort 1.9952623 fiir den gesuchten Werth von
A
\/1000. ’

§. 65. (Grofste und kleinste Werthe, und unbe-
stimmte Ausdriicke der Functionen.) Wenn in einer
Function u = f(x) von 2 die Stammgrifse = iibergeht in @ J- A,
so hat man, nach der Gleichung (A) des §. 560, fiir den so ver-
dnderten Werth dieser Function

du hr du e he diu

DR e e e R
dz e gl B0 808 s o =+ 2
und eben so0 erhilt man, wenn 2 in 2 — tbergeht:
; du h d*u I3 VAR
U—u=—rl.— - —, 4+ ..,
dx 1.2  da? L S s

und man sieht leicht, dals man die Grifse % so klein annehmen
Kann, dals, in diesen beyden Reihen, jedes einzelne Glied gros-
ser wird, als die Summe aller ihm folgenden Glieder. Bleibt
man bey dem ersten Gliede stehen, so ist also 2'— u im ersten
Falle positiv, und im zweyten negativ, oder u ist im ersten Falle
grofser, und im zweyten kleiner, als u. Es kann daher zwischen
@ 4~k und @ — h kein grofster oder kleinster WWerth von u
Statt haben, aufser in dem Falle, wo %:o ist, wo nimlich

adx
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das erste Glied in beyden Reihen véllig verschwindet, und wo
man daher, wenn man zu dem zweylen iibergeht und bey dem-

selben stehen bleibt, in beyden Reihen haben wird
P e d* u
U— u = — :
+ 1 (d rt 2

ein Ausdruck, der, da das Quadrat yon A immer positiy ist, mit

o R AT : s i 4 i
der Grofse 7 zugleich positiv oder zugleich negativ seyn wird.
a.x? !

Ist also du gleich Null, so wird fiir z--7% sowohl, als auch fir
x—/F die Gréfse v grofser oder kleiner als « seyn, je nachdem
d*u negativ oder positiv ist, d. h. @ wird in jenem Falle grofser,
und in diesem kleiner seyn, als alle ihm zundchst vorhergehen-
den oder zunichst nachfolgenden Werthe von u.

Die Function © kann also nur dann ein Griflstes oder Klein-
stes seyn, wenn du=0 ist. Sucht man dann aus dieser Bedin-
gungsgleichung du=o0 den Werth von z, und substituirt ihn in
d*u, so wird u, fiir diesen Werth von a, ein Grifstes oder
Kleinstes seyn, wenn d*u negativ oder positiy ist.

Ist aber d*u ebenfalls, so wie du, gleich Null, so kann,
wie zuyor, uw nur dann ein Grofstes oder Kleinstes seyn, wenn
auch noch d* =0 ist. Sucht man dann aus der letzten Gleichung
den Werth von 2, und substituirt ihn in d*, so wird «, fir die-
sen Werth von x, ein Grofstes oder Kleinstes seyn, wenn d*u
negativ oder positiv ist u.s. w.

Beyspiele werden diels sofort deutlich machen.

Ex. I. Sey u=a*-4a -2 gegeben, so hat man

du d*n

— — 2z -} 4 und

dx

— Y
—!
d x> 2

Setzt man aber 2 2 44 gleich Null, so erhilt man #=—2, und
da iberdiels d?u, fir alle Werthe von x, positiv bleibt, so ist
die gegebene Function v fir 2 = —2 ein Kleinstes, namlich selbst
gleich — =z,

Ex.II. Eben so gibt die Function u=2°-}-32*—q9z 418
fiir ihre beyden ersten Differentiale

du 2 @it
o — il —’r‘ ()x =il und {[? — b2 + 6.‘
Aber die Gleichung du=32* -} 62—9=o0 hat die beyden

Wurzeln 2 =1 und 2 =-—3;
g %
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: d* u L 2208
a=-1 gibt -f;,—_;_:-{- 12, also ein Kleinstes, und
2 d*u i n
xr=——3 oibt —=——12, also ein Groifstes.
o dax? ?
Diese Function u ist demnach ein Kleinstes, und zwar
ue=-413 fiir x==1, und ein Grilstes, u=-45 fir a=—3,

Eben so wird man finden, dafls man hat:

4 — ——— ein Grofstes fir # = 1, und
1 4 22
ein Kleinstes fiir 2 —=— 1,
2 —3J3xfat & r
= : s o - ein Grofstes fiir 2=—1/2, und
2 43 x4 at

ein Kleinstes fiir 2=)/2,

und @ = z* — 8a® 4 222®* — 242 -+ 12 ein Kleinstes

fir z=1, ein Grilstes fiir 2 =2, und wieder ein Kleinstes fiir
% ='8, '

I. Noch wollen wir, zum Schlusse dieses Gegenstandes,
bemerken, dafs man &fter Ausdriicke findet, die fiir gewisse

=

VWerthe der in ihnen enthaltenen Grilsen die Gestalt 2

annehmen,
Sind X und X'solche Functionen, die z. B. fir 2 =a, beyde ver-
schwinden, und soll man den Werth von

X

U = —

X

fiir x==a bestimmen, so hat man, wenn z in @~/ iibergeht,
nach der Gleichung (A) des §. 56.

X p dx h2
A ‘-I— L .. ";l""]*' i . + .
¥ dX' h* Wi

-+ .

X+f’"TZ'?+

Da nun, fiir #=a, X sowohl als X' verschwindet, so gibht
der letzte Ausdruck

iy s

C X g {1

: da T |

el T AT T X"_T CIgin,
dx Vva. idme

und daher, fir =0, der gesuchte Werlh
, dX dX

U = -

]
dx ‘—dnt
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Sollte auch dieser letzte Ausdruck von u fir x =a wieder 3

Lo

werden, so findet man auf diecselbe VWeise
d*X d*X

Hy o S et il B W
dx®  da*
Ex. I. Um den Werth von
an — 1
U = —
X —1
fiir den besonderen Fall z=1 zu finden, hat man, wenn man

das Differential des Zihlers sowohl, als auch das des Nenners

nimme:
nan— dx

= - ==t
dzx
also auch u — n fir 2 = 1
Ex. II, Um die Function
ax* —2acx F act
v
brre—iabex -+ be*

fiir den besonderen Fall #=¢ zu finden, hat man, nach der er-

sten Differentiation,

axr — ac
W= —,
bx — be

und da auch dieser Ausdruck wieder 2 fir 2 =c¢ wird, so erhalt
man durch eine zweyte Diflerentiation
adz a

==
bdx b
fir den gesuchten particuliren Werth von u.
Eben so findet man fiir den besonderen Fall 2 == o folgende

VWerthe:

1 4 g
— . loea = - oder unendlich grols.
(i o
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