Ziehntes Capitel

Andcruugen der Functionen oder Principien

der Differen tialrechnung.

0. 46. (El‘!&ifﬁl‘t‘lllg.) Wenn in irgend einem analytischen
Ausdruck u, der eine verinderliche Grifse z, und iiberdiels viel-
leicht noch mehrere constante Grélsen a, b, ¢, . . . enthilt,
oder wenn in irgend einer Function (5\ 34.) von z, welche Func-
tion wir allgemein durch

s = f(z)
bezeichnen wollen, diese Stammgréfse 2 sich éndert und z. B.
so wird auch die Function f(z) sich indern,
Verth annehmen, und in
v = f(z-+ 1)

iibergehen, und man wird die auf diese Veise erfolgte Ande-

in 2 -4 iibergeht,

oder einen anderen

rung (u — u) der Function erhalten, wenn man diese beyden

[
1

‘Werthe ' und «, welche die Function fiir jene beyden VWerthe
von z hat, von einander abzieht.

Eben so wird also auch das Perhilinifs der Anderung
(& — u) der Function, zu der Anderung % ihrer Stammgrolse

2 gleich seyn

uw— u o flx4-Fk) —f_{:.l
k I

Hat man z. B., um diefs sogleich durch einen besonderen
Fall zu erliutern, die Function
vh= fi(2) = az®
gegeben, und geht 2 iiber in 2 -J-%, so erhilt man
w= f(a+7%) = a(z - k)2,
und wenn man die Potenz (x - #)* (nach \5 21, 1) entwickelt:
U= a (8 -—l—- 2l == h*).

Zieht man von diesem Ausdrucke den fritheren VWerth des-
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selben, oder u==aax* ab, und dividirt den Rest durch %, so hat

man ;
. — It
——— == 2az -} ak.

Dieses Verhiltnils ,’,*,,E_'f der bc)-ﬂcn;"\ndcrungcn, der F'unc-
tion und ihrer Stammgrilse, besteht also, wie man sieht, aus
zwey Theilen 2a und a %, die wesentlich von einander verschie-
den sind. Der erste Theil 2 ax ist nimlich, da er die Grifse %
nicht mehr enthilt, von dieser Anderung der Stammgrifse ganz
unabhéngig, oder er behilt immer denselben Werth jener Ande-
rung, h mag grofs oder klein gewesen seyn. Nicht so der zweyte
Theil oder die Grélse ak, die allerdings von % abhingt und die
offenbar immer kleiner ist, je kleiner diese erste indcrung i der
Stammgrolse = selbst genommen wird.

Je kleiner also diese ,:“\nl]cmng L wird, desto mehr nihert

sich das Verhiltnils

dem ersten Gliede seines vorhergehenden Ausdrucks, oder desto
mehr nihert sich dieses Verhiltnils dem VWerthe 2 e, als einer
Grenze, welcher dieses Verhiltnifs, bey immer abnehmendem
VWerthe von /., immer niaher tritt, und welche es offenbar nur
dann als in der That erreichend betrachtet werden kann, wenn
die Grofse A selbst so klein geworden ist, dals sie schon ganz
aulser unserer Betrachtung fallend angenommen werden kann,
oder wenn diese Grifse % kleiner noch geworden ist, als jede
andere uns noch angebbare Grifse, in welchem Zustande dann
die Grilse & (nach g 23, IL.) eine unendlich kleine Grilse genannt
zu werden pflegt.

Zustande von stets abnehmen-

iftigen werden, so wird es, zur

Da wir uns mit diesem
den Gro

grofseren Ki

n fortan ofter besch

TMantlinh -
Deutlichk

des Vortrags, angemessen

ze und

seyn, fir diese dulsersten Grenzwerthe der Grofsen eine ei-
gene Bezeichnung einzufithren. Wir wollen demnach diese An-
derung % der Stammgrdifse a, wenn sie in jenem Zustand der letz-

ten Abnahme iibergegangen, oder wenn sie, in dem so eben auf-

gestellien Sinne des VWortes, unendlich klein geworden ist, durch

das Symbol d2 bezeichnen, so dals demnach die durch sie cr-
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zeugte, im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Anderung
u'— u der Function, auch durch das Zeichen du angezeigt wer-
den wird.
Demnach wird also die vorhergehende Gleichung
)

= 2a2 + ahl,
7 g2
fiir den Zustand der letzten Abnahme von %, oder fir den Fall,
wo diese Anderung & der Stammgrifse x kleiner, als jede andere
noch angebliche Grifse geworden ist, durch den folgenden Aus:
druck dargestellt werden:
du
- == 2aw.
X

ax

I, Man pilegt die Gréfsen da und du das Differential der

Stammgroélse 2 und ihrer Function u, so wie das Verhiltnils f; :i
&

den Differentialcoefficienten der Function w zu nennen. Der Dif-
ferentialcoeflicient einer Function ist daher als die aulserste Grenze
des Verhaltnisses,, der _-A‘l.ndcl‘ung der Function zu der :"Luu.'lerung
ihrer Stammgréfse, zu betrachten, oder als diejenige Grenze,
welcher sich dieses Yerhiltnils immer mehr nihert, je kleiner die
Anderung der Stammgréfse & wird, bis es endlich, fiir eine un-
endlich kleine Anderung dz dieser Stammgrifse, jene Grenze
selbst erreicht.

Ganz eben so hat man in einem zweyten Beyspicle, wenn
die Function

ST
gegeben ist, und wenn in ihr die Grifse 2 wieder in z - Z
itbergehet: :
v = a(z -t h)’
oder wenn man entwickelt, wie zuvor:
w— u

> — (372 —:— 3lha - h?).

Auch hier ist, wie man sieht, blofs das erste Glied 3 a =7
.2 il w—u
des Verhiltnisses —

von der Grifse A unabhingig, so dals

demnach hier ebenfalls dieses Glied wieder die Grenze seyn wird,
welcher sich jenes Verhiltnils immer mehr nihert, je kleiner [

angenommen wird, und dals daher dieses letzte Grenzverhils-
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nils, wenn & gleich do oder unendlich klein geworden ist, darch
die einfache Gleichung

(t H

d =3k

ausgcdriickt wird, und so fort in allen anderen Fillen.

Man sieht daraus, dals, wenn auch die beyden ;"‘Lnderungen
du und d z, der Function und ihrer Stammgriflse, jede fiir sich,
unendlich klein geworden sind, dafs doch das Perhilinifs dieser
Aenderungen demungeachtet noch eine endliche Grifse seyn kann,
d.h. dals, wenn auch die Grofsen du und da, wegen ihrer Klein-
heit, von uns nicht mehr angegeben werden kinnen, da sie in
T

der That, der aufgestellten Erklirung zu Folge, noch unter je-

der angebbaren Grifse stehen sollen, dafs demungeachtet das

Perhiiltnifs dieser an sich selbst nicht mehr angebbaren Grifsen,
noch immer sehr wohl angegeben werden kann, oder endlich, dafs,
wenn auch die Differeniialien zweyer Grifsen, du und dz, un-
endlich klein sind, doch das Verhiltnils derselben oder der Dij-

du
ferentialcoefficient — noch immer eine endliche Grifse, deren
L.L'

VWerth von uns vollkommen bestimmbar ist, seyn kann.
' L} !

Diels vorausgeselzt, wird es nun unsere Aufgabe seyn, die-
sen Differentialcoefficienten, oder dieses Grenzverhiltnils der
Anderung der Function und ihrer Stammgréfse , fiir jede angege-
bene Function, z. B. fiir die Potenz 2°, oder fiir die Exponential-
grofse a®, oder fiir den Logarithmus loga u. f. zu bestimmen,
Diese Bestimmungen machen den Gegenstand der sogenannten
Differentialrechnung aus. — Ehe wir aber zu diesem Geschifte
itbergehen, wird es angemessen seyn, einige Bemerkungen iber

dasselbe vorauszuschicken,

§. 47 (E1 ml.m.leu Darstellung und Erweiterung
des Vor li( i‘”"hl nden. ) Das in unserem vorhergehenden er-

sten I:c\spldc m‘ﬁ'ﬂt(‘m‘ Grenzyverhaltnils

du
— = 2aa

et
lifst sich auch, in Gestalt einer gewchnlichen Gleichung, anf
folgende Art ausdriigken:

anN=""= i Sl




in welcher Glcichung @ und x endliche, du und d« aber unend-
lich kleine Grifsen hezeichnen,

Um aber zu dieser Gleichung zu gelangen, kann man an-
nehmen, ‘dals sie aus der analogen, friiher (in - 46.) erhaltenen

Gleichung:

;I% = (2a2 -+ adz) oder

du — (2az - adz) dz,
und zwar dadurch entstanden ist, dafs man, in diesem letzten
Ausdrucke, die unendlich kleine Grifse ¢ d 2 gegen die endliche
2ax weggelassen hat, wie man wohl, der oben aufgestellten Er-
klarung einer unendlich kleinen Grifse zu Folge, berechtigt zu
seyn annehmen darf, da die unendlich kleine Grifse adz, die
kleiner als jede von uns noch angebbare Grifse ist, auf die aller-
dings noch angebliche, endliche Gréfse 2 g 2 , keinen fiir uns mehr
bemerkbaren Einflufs dufsern kann, oder da diese beyden Gréfsen

2a2 und 2az - adz,

in Beziehung auf die Angabe ihres absoluten VWerthes ; Yon uns,
der aufgestellten Definition zn Folge, nicht mehr unterschieden
werden konnen.

Auf gleiche Weise haben wir in unserem zweyten Beyspiele
des §. 46. aus dem gegebenen Ausdrucke

U=t 3
fur die Differenz v — u oder fiir du erhalten :
de = a (32 4 3adaz J da?) . dz,
einen Ausdruck, den man auch so darstellen kann;
d = [..’: az* 4-a (3z2-}dz).d z] vdz.

Lifst man hier wieder die unendlich kleine Grifse da
gegen die endliche 3z in dem Gliede (3 4= dz) weg, so er-
hélt man

du = [3aa* 4 3azxd z] . da, )
oder, was dasselbe ist:

n d (] ]
du = 3aaz (2 Ldx). du

und daher, wenn man

fahren anwendenl
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oder auch
du 5 :
— — 3aax?!, wie zuvor.
dx

Man kommt daher zu demselben Zwecke, wenn man, wig
in §. 46, das Grenzverhiltnils der .-i_ln]cruug einer [Munction zur
,:‘-mdcrung ihrer Slmnmgrn'il'sc sucht, oder wenn man, wie hier,
die Verinderung du einer Function u, die aus einer _-.'.tnr]crung
dz ihrer Stammgrifse 2 folgt, unter der Voraussetzung sucht,
dafs man, bey diesem zweyten Verfahren, diese -‘nﬂcrung d a
so klein annimmt, dals sie gegen jede andere, endliche, noch
angebbare Grélse als véllig verschwindend betrachtet, und daher,
jener Grélse gegeniiber, ganz weggelassen werden kann

Beyde Verfahren fithren zu demselben Resultate, aber' das
letzte ist offenbar einfacher und zur Anwendung bequemer, oh-
schon es iibrigens nur als ein, wegen dieser Einfachheit einge-
fiihrter , abgekiirzter Ausdruck des ersten, gleichsam als eine
Redens- oder Schreibart zu betrachten ist, deren man sich, als
eines bequemen Mittels zu demselben Zwecke, bedienen kann,
wenn man ihr die oben (§. 46.) gegebene Bedeutung zu Grunde
legt.

I. Demnach besteht, dieser zweyten Darstellungsweise zu
Folge, das Princip der Differentialrechnung darin, »dals man
»zwey endliche Grofsen, welche unter sich nur durch ‘eine un-
rendlich kleine Gréfse verschieden sind, als vdllig gleicke Gris-
» sen betrachtet, « weil man, nach der \'L)l'hl."l'i"(:il(:lldt,‘ﬂ ]CrI;liirung
des Wortes unendlich klein , zwischen jenen zwey Grolsen keinen
Unterschied, keine weiter noch angebliche Ungleichheit auf-
finden kann,

Il Wenn man aber diesen Begriff der unendlich kleinen
Grifsen einmal eingefithrt hat, so folgt daraus unmittelbar, dals
die Yerhiltnisse dieser, so wie die der endlichen Grifsen, unter
einander sehr verschieden, und selbst wieder unendlich klein
seyn konnen. Ist z. B. dz eine unendlich kleine Grofse, so ist

das Verhiltnifs des Quadrats derselben zu ihr selbst gleich

also gleich da;

d. h. dieses Verhilinils ist selbst wieder unendlich klein, so dals

man daher, nach demselben oben aufgestellten Prinecip, die

Littrow's Anfun . Mathem, (i]

gsge. . gos:

|
|
|
|
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Grolso d2* gegen da weglassen, oder dals man die beyden
Ausdriicke
dz |+ dz* und daz
als nicht mehr nnter sich verschieden, sondern als vollkommen
identisch betrachten muls, wie diels auch schon oben, bey un-
serem zweyten Beyspiele, geschehen ist, wo man in der Gleichung
du — a (32 4 3azdz - da?) . dx
die Grifse 3ada -}~ d2* gleich 3adx angenommen hat. In der
T'hat ist auch
dz } da* = dz (1 - da),
and da, nach dem erwihnten Princip, 1 }-da =1 ist, so muls
auch
de + da* = d=z
seyn.,

Man pflegt aber solche Grifsen, wie da?, unendlich kleino
Grifsen der zweyten Ordnung zu nennen, und diese iiberhaupt
durch d* 2 anzudeuten, so dals demnach Ausdriicke der Form

Al e idas, fdiad 2
als unendlich kleine Griflsen der zweyten Orvdnung anzusehen
sind, weil ithr Verhiltnils zu den unendlich kleinen Gréfsen du,
day, dy, ... der ersten Ordnung selbst wieder unendlich
klein ist,

Ganz eben so wird man auch Ausdriicke der Art,

diul s dat) dru Sdal ) divs diai d g oo
zu den unendlich kleinen Grifsen der dritten Ordnung zihlen
L

III. Ubrigens wird man auf diesen Begriff der unendlich
kleinen Gréfsen durch die uns von allen Seiten umgebenden Er-
scheinungen der Natur gleichsam yon selbst gefiihrt, und man
kann sie daher keineswegs, wie manche glauben, als blofse Ein-
bildungen betrachten, welche sich die Geometer zu ihren Speeu-
lationen ausgedacht haben, und von denen sich, aulser dieser
Einhildung, kein reeller Grund nachweisen ldfst. So wichst die
Zeit durch die Aufeinanderfolge von Momenten, deren Intervalle
kleiner sind, als jede andere, noch angebbare, wenn auch noch
so kleine Zeit. So wichst die von einem bewegten Korper be-

schriebene gerade oder kramme Linie auf eine Weise, dals der

— S e———— P - S A ——— ey P )
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zwischen je zwey nichsten Puancten dieser Linie enthaltene
Raum kleiner ist, als jede andere noch angebliche Linie u. f.
Aus diesem Grunde wird man auch jene krummen ILinien in der
Geometrie, unserem aufgestellten Princip gcmiil's, als Vielecke
von unendlich vielen, aber unendlich kleinen, geradiinigen Sei-
ten betrachten kénnen, und die auf diese jetrachtungen gegriin-
deten Lesultate werden mit denjenigen als identisch zusammen-
fallen, die unmittelbar aus dem Begriffe der stetigen Aufeinan-

hen, die ein in Bewegung begrifs

derfolge der Puncte hervorg
fener, und dadurch diese Linie beschreibender Punct nach und
nach einnimmt. — Ein in einem Kreise eingeschriebenes, oder
ihm umschriebenes Vieleck wird diesem Kreise desto niher kom-
men, je kleiner die Seiten dieses Vieleckes sind, und beyde,
Kreis und Vieleck, werden als ganz identische Grifsen zusam-
menfallen, oder der Unterschied zwischen ithnen wird nicht wei-
ter angegeben werden konnen, wenn einmal diese Seiten des
Vieleckes selbst kleiner, als jede noch angebliche gerade Linie,
d, h. wenn diese Seiten unendlich klein seyn werden. — Die
Geometrie, die uns auf diese VWeise gleichsam von selbst auf
die Betrachtung der unendlich kleinen Grifsen gefiihrt hat,
leitet uns auch noch auf den Unterschied, der zwischen diesen
unendlich kleinen Grifsen, in Bezichung auf die oben erwihnten
Ordnungen derselben, Statt hat. So mufs z. B. der Flicheninhalt
einer in allen ihren Dimensionen unendlich kleinen Oberfliche
irgend eines Korpers immer wenigstens eine unendlich kleine
Grélse der zweyten Ordnung seyn, weil dieser Flicheninhalt klei-
ner ist, als das Quadrat der lingsten geraden Linie, die man
von einem Puncte des Umfanges dieser Oberfliche zu einem an-
deren ziehen kann, Und eben so muls auch das Volum eines in
allen seinen Dimensionen unendlich kleinen Kérpers wenigstens
eine unendlich kleine Gréfse der dritten Ordnung seyn, weil die-
ses Volum kleiner ist, als der Wiirfel der lingsten geraden Li-
nie, die man yon einem Puncte des Umfanges dieses Korpers zu

einem anderen Puncte dieses Uml‘:.\ngos ziehen kann,
§. 48. (Differential der einfachsten algebraischen
_FllllCLi()]]_eu.) Sey zuerst der Ausdruch gegcbcn

U = f(@) = a =tbw,
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wo a und b constante Grofsen sind, so hat man, nach dem Vor-
hergehenden, sofort

ani— f{x —I—- d'!:) —— f(&,) oder

di'— [a — b (2 + d.‘:;)] — (a — bu),

das heifst, man hat
diu = — bda,

und diels ist das gesuchte Differential der Function u=a—b z,
also ist auch ihr Differentialcoefficient
du
I} —]

oder eine constante Grilse.

bips

1. Ist eben so die Function gegeben
u=— A — Bz 4 Ca* — Da?,
wo A, B, C und D constante Gréfsen bezeichnen, so hat man
anf dieselbe Weise
u 4 du= 4 — B(z+ da) + C(z 4 dz)* — D(aJda)i.
VVenn man diese Potenzen entwickelt, und dann von dem
so entwickelter Ausdrucke die gegebene Gleichung
W= 4 — Bz 4+ Ca* — Da?
subtrahirt, so erhalt man
du = — Bdz 4 C(2z 4 dz).d=
— D[32* 4 3(1 F da)a.da]da.
Da aber, nach dem oben aufgestellten Prineip der Differen-
tialrechnung, die Grofsen
2o+ dx, 324 3xdax und 1} dz
in derselben Ordnung gleich
2z, 32 und 1
sind, so hat man auch sofort fiir das gesuchte Differential;
du =—= — Bdaz -} 2Czda — 3Da*da,
oder fiir den gesuchten Differentialcoefficienten:

du

dzx

II, Auf dieselbe VWeise wird man fiir

— — b 4+ 2Cz — 3Da%

Lis= St tye—rbig i

P P e S S T S T L
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die Differentialien erhalten
du = fjazidz, du = Sbz*dzx,
so dafs man daraus leicht durch Analogie fiir den Ausdruck

v = A - Bam
das Differential
du — mBar=vda
finden wird, wenn m, wie in allen vorhergehenden Beyspielen,
eine positive, ganze Zahl bezeichnet. VVir werden aber bald
(§- 51.) sehen, dafs dieser Ausdruck auch allgemein, fiir jede
willkiirliche Zahl m, geltend ist.

§. 49. (Differential eines Products.) Sey u das Pro-
duct zweyer verinderlichen Grofsen 2 und y, oder sey die Function
u = .’.1.'._7'
gegeben. Lifst man in ihr die Grifse z in z 4 d 2, und die
Gréfse y in y -} dy iibergehen, so hat man fir den so veridnder-

ten VWerth der gegebenen Function den Ausdruck,

u+ du = (z+dz) . (y -} dy),
oder wenn man entwickelt:
v du =2y + zdy 4 ydz + dz.dy.
Subtrahirt man von dem letzten Ausdrucke die gegobene
Gleichung u = @y, und subtrahirt den Iiest durch dz, sa er-

hilt man
du zdy

ey pes b il

Da aber, nach dem Vorhergehenden, der Differentialcoef-

i ay .. : i . .
ficient 'f% eine endliche Grofse ist, so ist auch
T
xzdy
dx

eine endliche, dy aber ist eine unendlich kleine Grofse, und da-

sowohl, als auch »

her, nach dem erwiihnten Princip dieser lechnungsart:

xdy xdy

+ Ve -{_ d-)! = _(.',"L + J

dx
also auch
duw rdy

— 7-{-1‘.

dx dr
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so dals man daher, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes
wieder durch d o multiplicirt, fiir das gesuchte Differential eines
Products u — x5 evhilt:
d.(ey) = w.dy + y.dao;
es ist daher das Differential eines Products ¢on awey verdnderli-
chen Factoren gleich der Summe der Producte eines jeden dieser
Factoren in das Differential des anderen Factors,
Dieser Satz ist fiir die gesammte Analysis von der grolsten
VVichtigkeit, und wir werden noch sehr oft Gelegenheit haben,
auf ihn ‘wieder zuriick zu kommen,
I. Ganz eben so wiirde man, wenn das Product
U= azy
gegeben ist, wo g eine constante Grifse bezeichnet, fiir das
Differential dieses Products erhalten :
d.(azy) = a(zdy 4 ydz).
II. Ware aber das Product
yie—rioln
; von drey Factoren gegeben, so kann man das Product von zweyen
' derselben, z. B. 5 = ¢ sctzen, wodurch man
Fid—t
; also auch, nach dem Vorhergehenden,
du = adt 4 tda
erhilt, Da aber ¢ = yz ist, so ist, nach derselben Vorschrift,
das Differential dieses letzten Products
di = ydz 4~ sdy,
s0 dals man daher, wenn man diesen Werth von d7 in dem vor-
hergehenden Ausdrucke von du substituirt , fiir du oder fiir das
Differential des Productes 2y z erhalt
d.(2yz) = ayds -} azdy ~- yzda.
II. Ware endlich dasProduct von mehreren verinderlichen
i Grblsen o ol o A BT gegeben, so wirde man fiir das
Diflerential dieses Productes haben:
d.(222"2"..) = (@a'2"...)da 4+ (za'z"..)da

iy

- S —— - BT &
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welechen Ausdruck man auch auf folgende einfachere Weise
schreiben kann, indem man alle Glieder desselben durch das ge-
gebene Product 2 z'a”, .. dividirt:

’

dx dax dz! dz”’

;'““":T*!“T“{"_x”_'l' 4 ...

§. 50. (Differential eines Quotienten.) Ist von dem
Ausdrucke
b g
T —
%
das Differential zu suchen, so kann man denselben auch so dar-
stellen:
T=="uy,
und von diesem Producte uy ist, nach §. 49., das Differential
: dz = udy .-}._deu,
woraus folgt
A el dx — u ({"}';
g
oder endlich, wenn man in dem letzten Ausdrucke den Werth
o .
von u :}- wieder herstellt, du oder
ax z s ydz — .'."d_)'.
¥ 7
Das Differential eines Bruches ist daher gleich dem Producte des
Nenners in das Differential des Zihlers, weniger dem Producle
des Zithlers in das Differential des Nenners , diese Differensz digi-

dirt durch das Quadrat des Nenners,

¢. 51. (Differential einer Potenz.) Man suche nun
das Differential irgend einer Potenz a™, wo x eine verinderliche,
und m eine bestindige , ibrigens willkiirliche (positive oder ne-
gative, ganze oder gebrochene) Zahl bezeichnet (vergl. §. 48, IL).

3 . v 3 : = A

Obschon uns dieses Diflerential, seiner Form und seinem
Werthe nach, noch ganz unbekannt ist, so werden wir doch an-
nehmen konnen, dals es die Gestalt

duyr=:fi(m;\2) dx

haben miisse, wo f(m, z) irgend eine Function der beyden Gros-
sen m und z bezeichnet, die wir nun niher zu bestimmen suchen
wollen,
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Da, der Voraussetzung gemiifs, die Grofse m ganz willkiir-
lich ist, so werden wir dafiir auch jede andere, z. B. n setzen
kiénnen, so dafs man daher auch eben so die Gleichung haben
wird :

d s —fi(n ) d
Nimmt man von diesen beyden Ausdriicken 27 und 27 das
Product, so hat man, nach §. 49.:
(a2l )= aTad (a") -+ an,.d(a™);
oder da
M, pn == pm +n
ist, wenn man in der letzten Gleichung die vorhergehenden VWer-
the von d.(2™) und d, (2™) substituirt:
d.amtr e= 2™, f(n, 2)da 2t o f(mga)d 240k (8)s

Substituirt man aber in der ersten der vorhergehenden Glei-
chungen, da in ihr m willkiirlich ist, statt m die Gréfse m—-n,
s0 hat man auch, derselben obigen Annahme gemals:

d.amt" = f(md-n, 2)daz . ., (b).

Setzt man endlich die beyden Werthe von d.am+7 in den

Ausdriicken (a) und (b) einander gleich, so erhilt man

J(m-4-n, 2) = am, f(n, ) et i (TR SRR 918

und diese Gleichung ist es, die uns zu der gewiinschten Kennt-
: nifs der Function f(m, 2) filren wird.
' Nimmt man in dieser Gleichung (1), da m und »n ganz will-
kiirliche Gréfsen bezeichnen, nem an , s0 erhalt man
J(2m, z2) = 22™m, f(m, L)
Ist aber n—=2m, so gibt die Gleichung (1)
JS(Bm, 2) = am, f(am, z) + 2, f(m, @),
oder da wir bereils f(2m, a) gefunden haben:
f(Bm, 2) = 3a°m, S (m, ).

Setzt man diels fort, so erhilt man

TR ==t LR 2 z) = zam, f(m, ),
Y on=2m . . o f(Bny a) = 3z*7, f(m, ),
L A e Ty S e 2) = fadm, f(m, T
» m=4m . . . f(5m 2) = Szim, f(m, x) u, £.,

woraus sofort folgt, dafls man, wenn » irgend eine ganze, posi-
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tive Zahl bezeichnet, den Ausdruck hat
JS(m, ) = rat=9m7, f(m, z),
oder, wenn man beyde Theile dieser Gleichung durch rm.amr—:
dividirt:
Jom.x)  f(m,z)

mr—1 m—1

rm.x max
Allein diese Gleichung zeigt offenbar, dals der Ausdruck
Sim, )

m—1u
max

von m sowohl, als auch von z ganz unabhiingig seyn mufs, da
der Werth dieses Ausdruckes, der letzten Gleichung zu Folge,
ganz unyerindert bleibt, wenn man-auch in ihm statt m irgend
ein Vielfaches rm von m substituirt, obgleich diese Grifse m in
dem erwihnten Ausdrucke nicht blofs als Factor, sondern auch
noch als Exponent von 2 erscheint. VVenn aber dieser Ausdruck

f(m,x)

1

mxt
von den Grifsen m und 2z unabhingig ist, so mufls er, da doch
nichts, als diese beyden Grifsen, in ihm vorkommen, irgﬂml
einer mit # und m nicht weiter zusammenhingenden, in allen
Fillen denselben VWerth beybehaltenden, d.h. er muls einer
constanien Grifse gleich seyn. Nennen wir 4 diese Constante,

so hat man
S(m, x)
= — 4,
Tt
und es ist nur noch iibrig, den absoluten VWerth dieser Constante
zu bestimmen,
Zu diesem Zwecke sey fiir einen speciellen Fall die, Gréfse
m==1, so gibt die erste der obigen Gleichungen
d/am = f(m,z).dz,
wenn man in thr m=1 setzt:
da = f(1,'z)dz oder f(1, ) =u.
Und eben so gibt auch die letzte der, vorhergehenden Glei-

chungen
fim, x) ;

T — £
m.ax '
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wenn man in ihr ebenfalls m=1 setzt, da 2°==1 ist:

SO, 2) = 4,

woraus daher folgt, dals 4==1 und dafs

»

Ji(m, o) = man—1
seyn mufls, welchen VWerth auch die Grifse m haben mag.
Substituirt man endlich diesen Werth von f(m, z) in der
allerersten der vorhergehenden Gleichungen, so erhiilt man
d.a™ = ma*—'daz,
das heilst: das Differential einer Potenz ist immer gleich dem Pro-
ducte des Exporenien in die um die Einheit niichst niedere Potens,
und in das Differential der Wurzel dieser Potenz, Damit stimmt
das iiberein, was wir oben ({. 48, IL) blofs fiir diejenigen Po-
tenzen gefunden haben, deren Erponenten ganze und positive
Zahlen sind.

§. 62. (Differential eines Logarithmus.) Das Dif-
ferential des Logarithmus irgend einer veranderlichen Grifse @
wird, welches auch sein niher bestimmter Ausdruck seyn mag,
die folgende Form haben, wenn man die Logarithmen der Basis
a nimmt (§. 43.):

d.Logz = f(z).dz.

Da in dieser Gleichung die Grifse # ganz willkiirlich ist,
80 wird man auch j dafur setzen kénnen, wodurch man eine
zweyte Gleichung

d.Logy = f(5).dy
erhilt. Beyder Gleichungen Summe gibt ;
d, [Logx - ]'1039'] = fz.dz 4 fy.dy.

Aber nach der oben (§. 44, IL.) aufgestellten Eigenschaft
der Logarithmen iiberhaupt hat man

Logx - Logy = Log (zy),
und dadurch geht die vorhergehende Gleichung in folgende iiber:
d.Log(zy) = fz.de 4 fy.dy . .. (a).

Allein die erste der vorhergehenden Gleichungen gibt auch,
wenn man in ihr statt der willkiirlichen Grifse 2 das eben so
willkiirliche Product =y selat:

d.Log(2y) = f(zp)d. (ay);

e ot 7 PR =P TG, P SU——— PP S—. - S AR e Sl T
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und da (nach §. 49.) fir das Differential eines Products
d,(:rj‘) = zdy | ydz
ist, so kann die unmittelbar vorhergehende Gleichung auch so
dargestellt werden:

d.Log(zy) = (¢dy +ydz) . f(29) . - . (b).
Setzt man beyde Werthe von d, Log (2y) aus den Glei-
chungen (a) und (b) einander gleich, so erhilt man

[‘J—__,f'(;rj-) —-Jr:t"l dz - J:.r _f(l;}) —_ f.?l d"y s AR (I),
und diese Gleichung ist es wieder, die uns die nihere Kenntnifs
der Function f(2) verschaffen wird.

Setzt man nimlich in der Gleichung (I) die willkiirliche
Grifse y = a, so erhilt man sofort

Setzt man dann in derselben Gleichung (I) die Grofse y =a?,
80 gibt sie

32% f(2?) — 2z.f(2?) — fa = o,
oder da bereits der Werth von 2 .f(2?) = f(2) bekannt ist, so
hat man auch
atof (@) — fi(z).

Setzt man diels fort, so findet man

— i A R e )
» y=oz. . . 2 f@) = /()
R R ) s T L T

und diese einfachen Gleichungen zeigen, dafs man fiir jede ganze
und positive Zahl r die Gleichung hat

=1 (") = J (@),
oder auch, wenn man zu beyden Seiten durch & dividirt:

o S @) = a.f(2)
woraus sofort folgt, dals der Ausdruck

2 ()

sich nicht indert, wenn man auch statt 2 irgend eine ganze po-
sitive Pofenz a” in ihm substituirt, das heilst, dals der Ausdruck
.S («) ganz unabhingig von @, und daher, wie in {. 51,, irgend
eine constante Grofse seyn mufs,

fiir 105

Nennt man M dicse Constante, so hat man
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z.f(2) = M oder

! M
und daher auch fiir das gesuchte Differential eines Logarithmus
den Ausdruck

dx
d.Loge = M.—.
[

Um diese Constante M zu bestimmen, bemerken wir, dals
nach § 45, I. die Grifsen Log 2 und log z, oder dals die Loga-
rithmen derselben Zahl in den beyden Systemen, deren Basis a
und e ist, das constante Verhiltnifs m haben, so dals

Logz = m.logx
ist, Dasselbe Verhiltnils wird also auch zwischen den Differen-
tialien dieser Logarithmen bestehen, woraus demnach folgt, dafs

in dem zweyten Systeme
dlilog g =82
. g = 7',
und dals die vorhergehende Gréfse M mit der in . 45, I. einge-

fuhrten Constante m gleichbedeutend ist, so dafs man daher hat

| m = Loge oder m = :

und

dx X T
d.logz = —, sowie d.Loge = — —.
I T

§- 63. (Differential einer Exponentialgrofse.) Ist
der Ausdruck gegeben
y = a*,
0 hat man, weno man davon die Logarithmen in Beziehung auf
das erste System nimmt:
z = Logy,
und von diesem Ausdrucke ist (nach §. 52.) das Differential

Al T,
¥

s0 dals man daher hat
ydax
d-J’ i ;

m

oder, wenn man den Werth von y=—a* wieder herstellt:

_ a’dx
] = a%daz. loga.
" =

SRR —— P ——- A © - - > " - pr—
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1. Ist aber a=¢ die Basis des zweyten Systems, so ist

loge=1, und daher :
d.e*— e*dx.

§. 54 (Anwendung des Vorhergehenden.) wir
haben nun die Differentialien eines Products, eines Quotienten,
so wie die der Potenzen, der Logarithmen und der Er-(poncntial-
grofsen, d. h. wir haben die Diflerentialien aller uns bisher be-
kannt gewordenen verschiedenen Gattungen von Grélsen ent-
wickelt, VVenn wir dieselben der bequemern Ubersicht wegen
zusammenstellen, so hat man

Lo dizy —2dy o= yid,

x ydxr — xdy
i, . . di- =m—m—m=,

¥ I
FI 0 G i S e e o

dx mdzx
IV. . . d.lega = - und d.Loga = =
- t:‘.r' dzx
A R T R — ;
m
Wi S ddeslic—rez d s,
1 2
wo  mic—= Lﬂgc = ———; 15t,
]ll;_“' a

1. Diels sind die einfachsten Ausdriicke ihrer Art, auf welche
sich alle anderen, aus ihnen zusammengesetzten, leicht zuriick-
fithren lassen, wic folgende Beyspiele zeigen,

Sey die Function gegeben

w = (a -+ bam)=,
Um von ihr das Differential nach den yorhergehenden Vor-
schriften zu finden, kann man die Gréfse
a —E— bRzt x
setzen, so dals man also den Ausdruck hat
u =y,
wovon das Differential (nach der Gleichung III) ist:
du = nyP=tidy
Da aber, nach derselben Gleichung III
dy = mbam—'‘dux

1st, so hat man, wenn man diesen VWerth von dy in dem yvorher-
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gehenden Ausdruck von du substituirt, und den Werth von ¥
wieder herstellt :

du = mnb(a--bam)2—1, gm—1dg,

Dasselbe Resultat wird man auch, ohne Einfithrung der
Hiilfsgrofse 3, unmittelbar aus dem gegebenen Ausdrucke
u = (a4 bam)r

ableiten kénnen, Man hat nimlich (nach Gl. I1I)

due = n(a- bam)y—, d(a4 b zmy,
also auch, da d.(@a 4-ba™) = mbam—1da ist:

du = mnb(a - bam)r—1, gm—1 4 a8
wie zuvor,
Auf dieselbe Weise wird man auch finden

a-tx 2adax
(i . - e T ~'s
a—x (a—x)=

di(at+2)Va—z =

(a—3x)dzx
sVa—m
Ao (g S AR e

/l_+ x= 4
x dx

)'/, oz = X (14 x2) ?

d.e(z—1) = ¢*. 2da,

d. log

‘.‘l' =
d.e® = €, ezdax
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