Ncuntes Capitel.
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§. 42. (Exponentialgrofsen.) Wenn in dem Ausdrucke
==, 85,

wo a eine constante, 2 und y» aber eine verdnderliche Grofse

bezeichnet, der Exponent x bekannt oder gegeben ist, so wird

man, nach dem Vorhergehenden, immer den entsprechenden

Werth von y finden konnen. So hat man z B. wenn a= 2 ist,

2 den Werth yon y = 4,

2

fir =

I

» €

» » » Y = 8 u, f. 3

und selbst wenn 2 irgend ein Bruch, z B, gleich } ist, so wird

T

gy,
V= 2 = ;

aber nach §. 29, IL der Wahrheit so nahe, als man nur will,

2 seyn, eine irrationale Grifse, deren YWerth man
finden kann, wie wir weiter unten schen werden.
VVWenn aber umgekehrt in dem gegebenen Ausdrucke
gy = a=
die Grifse y die bekannte Zahl ist, oder wenn man z, B, die Glei:

chung hat:

so bietet alles Vorhergehende kein Mittel dar, denjenigen VWerth
von 2 zu finden, welcher der Gleichung 2% =3 entspricht,

Man nennt aber solche Ausdriicke, wie a*, wo der Expo-
nent die unbekannte oder verinderliche Grélse ist, Exzponential-
grifsen , zum Unterschiede mit den gewdhnlichen Potensen

ae oder (1 - 2)%;
in welcher der Exponent a constant ist.

Diese Exponentialgrifsen bilden; so wie die irrationalen
Zahlen, ein eigenes, weitverbreitetes Geschlecht von Gréfsen,
das sich von allen anderen wesentlich unterscheidet, und das in
der Mathematik eine schr wichtige Tiolle spielt: Man heifst sie;

5 =




e T S S, . S T R e S L Lt

63 §. 4.

und die mit ihr verwandten, transecendenie Grifsen, zum Unter-
schiede mit den bisher betrachteten, die man algebraische Gros-
sen zn nennen pllegt.
Um diesen Unterschied besser zu iibersehen, wollen wir
. B. in der Potenz
y = a¢

»

fiir a die constante Gréfse 2, und dann fiir 2 die auf einander fol-

genden Werthe 2 =1, 2, 3, 4, ... setzen, wodurch man fiir

die entsprechenden Werthe von y=1, 4, 8, 16, . . . erhilt.
| 1 1 1

Eben so gibt @ =1, X, £, &, | . die Werthe =Rt sy

3

35 + + + » Wo immer die YVerthe von » nach einem constanten
und sehr einfachen Gesetze auf einander folgen,

Ahnliche Resultate erhilt man auch, wenn man fiir 2 die-
selben Grofsen 1, 2, 3, . . . aber negativ annimmt u. s. f.

Anders aber verhalten sich die auf einander folgenden VWerthe
der Exponentialgré/se a*. Nimmt man in derselben fiir die con-
stante Grofse a z. B. die Zahl —2, so erhilt man

Pl a, 3y By

a* = — g, J+. 4, — 8, 2 L (et

und’ fiir’ &=ty lealIs G I0agy Nl i b,
Tl emn : fi gy

ettt s et 5 "i‘ ol

so dafs also hier die positiven Gréfsen mit den negativen ab-
wechseln,
Setzt man aber fir o die reciproquen natiirlichen Zahlen,
oder ist
(=L 5 _7'5 ) B ety
3 5
so hat man gr——2, |/ —a,6 — Via, VRD e \]/’_-.", i
wo sogar die reellen VWerthe mit den imaginiren wechseln,
Setzt man ferner die Grifse a gleich Null, so hat man, so
lange z positiv bleibt, wie grols dasselbe auch werden mag,
immer
at = 0% = 0.
VWVird aber 2 ebenfalls Null, so erhilt man
SiEE i

und erhile endlich 2 irgend einen negativen Werth, 2. B. 2 =— 1,

s0 hat man
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af = — == ifkir,. ¢ = 0,
@ 0
oder g# wird dann unendlich grofs (. 23, IL.).

Noch auffallendere Spriinge erhilt man, wenn 2 irgend eine
irrationale Grifse, z. B. wenn a— \/fa wird. Nach dem oben
(§. 80, IL.) Erwihnten ist annihernd :

Ve = 141421 ...

Setzt man also wieder die Grifse a=-} 2, und nimmt man
von der vorhergehenden WWurzelgrifse nach und mnach immer
mehr geniherte Werthe, und bemerkt man, dals (nach §.32, IL)

.

jede Grifse a™ immer eine Anzahl von m reeller oder imaginii-
rer Werthe hat, so erhilt

fir |/ 2 14 die Grifse aY? = eV? ... zehn,

» YV ? » E 3 e shundert;

» Vo
verschiedene Werthe, ja die wahre Anzahl dieser Werthe wird
in der That unendlich grofs seyn, da der wahre YVerth von Vﬁ

selbst nur durch einen ohne Ende fortgehenden Bruch angegeben

| I |

» » b » ... tausend u £

werden kann.
Wire endlich noch die Grifse a negaliv, und z.B. a=—=—2,
und wie zuvor z = |/ 2 cine irrationale Grifse, so hilte man
; 5
= '3)‘/"5
dv Ausdriacke 1alst sich micht einmal ancebe I
und von diesem Ausdrucke lalst sich nicht einmal angebén, 0D
er zu den reellen oder zu den imaginiren Grifsen gehort, da
man nicht sagen kann, ob }/2 eine gerade oder eine ungerade
Zahl 1st,
Diefs wird geniigen, die Verschiedenheit der transcenden-
o ¥

ten und algebraischen Gréfsen zu erkennen.

0. 43. (L(}géli'iiilnl{:ll.) Gehen wir wieder gu unsever
Gleichung
N — az
zuriick. Obschon wir, wie gesagt, den Werth des Exponenten x
fiir jeden gegebenen Werth von » jetzt noch nicht bestimmen
konnen, so ist doch klar, dafs dieser Werth von , fir dasselbe y,
seincn YYerth mit der constauten Grifse a dndern werde, dals er
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z. B. ein anderver fiir ! — 2%, als fiir 3=4* oder 3 =5~ . .
seyn werde. Die gesuchte Grilse = wird also nicht blofs von y,
sondern auch yon demjenigen VWerthe abhingen, den man der
constanten Grifse ¢ gegeben hat. — WWir wollen im Folgenden
annehmen, dals diese Grofse a positiv und gréfser, als die Ein-
heit ist, ohne weiter etwas Niheres iiber ihren absoluten VWerth
festzusetzen.

Da wir noch sehr oft auf das Problem zuriickkommen wer-
den, aus dem Ausdrucke

e
die Grifse x fiir jedes gegebene @ und J zu finden, so wollen
wir dieser Groflse « eine cigcne]]czeichnung geben, und sie den
Logarithmus yon y nennen, was wir abkiirzend auf folgende Art
ausdriicken :
2 = Log y.

Die constante Zahl @ aber, die, als solche, immer densel-
ben, iibrigens willkiirlichen VWerth beybehilt, wihrend die bey-
den Grifsen 2 und J sich @ndern, wollen wir die Basis dieser
Logarithmen nennen,

Wire also z. B. dic Basis g = 10, s0 hitte man die Gleichung

107 == 9,
und da 10°=21;, 10'= 10, 10%>= 100 u, f. ist, so wirde man
auch, fir diese Basis, haben:

Loga =l
Logio = e
Logioo = 2,
Logiooo = 3 q, £

Wie man aber die Logarithmen der zwischen dieser Zahlen
1, 10, 100, ... fallenden Grifsen, wie man also Log 2, Log 3,
Log#, . . . finden soll, ist jetzt noch nicht bekannt,
Da iibrigens die Logarithmen aus der Exponentialgrifse a* -
unmittelbar entspringen, so gehdren auch sie, nach . 42, zu
den transcendenten Grofsen.

0. 44. (Kigenschaften der Logarithmen.) Wie es

sich aber auch mit dieser Bestimmung der Logarithmen einer
jeden gegebenen Zahl verhalien mag, so lassen sich doch hier
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schon einige schr merkwiirdige Eigenschaften derselben aus den
zwey fiir sie aufgestellten Gleichungen

e® =y und 2z = Logy
ableiten.

1. Danimlich zuerst, fir jeden Werth der Basis a, die positiv
und > 1 ist, wennman z==0 setzt, der Werth von y =1 wird, so hat
man auch fiir jede Basis

Log1 = o.
Und da eben so y =a fir 2= wird, so hat man auch
Loga = 1.

Das heifst also: »Fiir jeden Werth der Basis a, oder fiir
vjedes logarithmische System, ist der Logarithmus dieser Basis
simmer gleich der Einheit, und der Logarithmus der Einheit ist
simmer gleich Null.

1. Da ==y ist, wo 2 und y willkiirliche Zahlen bezeich-
nen, so ist auch, wenn u und z dhnliche Zahlen ausdriicken,

a* = 3z.

Man hat daher, nach der in:(. 43. gegebenen Erklirung

eines Logarithmus
z = Logy, und eben so u = Logaz,
Allein nach §. 29, 1L ist

a? . g* = a*t® oder

af s = Y - %,
also ist auch, nach derselben Erklirung des Logarithmus,

2 -+ u = Log (y.3),
das heilst, es ist
Log(y.2) = Logy -- Logz,

oder »der Logarithmus eines Products zweyer Zahlen 1st gleich
vder Summe der Logarithmen der einzelnen Factoren. «

So war in dem vorhergehenden Beyspiele fiir a==10

Logio = 1 und Logio0 = 2,
also ist auch
Logio >< 100 oder Logiooo = Logio + Logioo,
das heifst, e¢s ist

Log 1000 == 1 + 2 = 3, wie zuyor.
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Es ist fiir sich klar, dals sich dasselbe auch auf Producte
von mehr als zwey Factoren fortsetzen lifst. Denn selzt man
statt » die Gréfse @ .y was man kann, da 2 und r ganz willkiir-
liche Grifsen sind, so gibt die letzte Gleiehung

Log(z.y.2) = Log(2.7) 4+ Logz,
und da bereits Log (z.y) = Loga - Logy ist, so hat man auch
Log(z.7.3) = Loga -4~ Logy - Logz u. s f,

1L Ganz auf dieselbe Weise ist auch

ar o T o ¥
— == a*—“, oder, wafr» = I
as <
und daher
¥

oder, was dasselbé ist,

} B
Log = — LC‘:";}' — 0D
d. h.¢ »der Logarithmus eines Quotienten st gleich dem Loga-
»rithmus des Diyidends, weniger-dem des Divisors, «

1V. Endlich ist noch (nach 0:l29), 1)
5 — T Erklamne Hoa. T2 bt e s i
also auch, nach derselben Erklirung des Logarithmus,
uvLogy®r = zu Logy,
oder, wenn man beyde Glieder dieses Ausdrucks durch u dividirt,
Logy® ‘="z Logy,
d.h.: »der Logarithmus einer Potenz y* ist gleich dem Producte
»des Exponenten z in dem Logarithmus der Grolse y.«
Da in dem letaten Ausdrucke die willkiirliche Gréfse @ auch
. 1
ein Bruch seyn kann, so hat man, wenn man — statt x setzt,
&£
1

& i
. AT | .
Logys = - Logy,
oder, was dasselbe ist (§. 29.),
. )j/ 1
Logly/y» = = Log g,

d. h.: »der Logarithmus dey 2t» Wurzel aus einer jeden Zahl y
vist gleich dem aten Theile des Logarithmus dieser Zahl o selbst. «
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Aus dem Vorhergehenden folgt demnach, dafs durch die
Logarithmen verwandelt wird :
die Multiplication . . .. . . . . . in Addition,
v DiyEsION s SR e R IR O L e T ¢ Sabtraction,
» Erhebung auf ganze Potenzen . . » Multiplication,

» Aubachung der Wurzeln . . . . » Diyision,

Wenn daher, fiir irgend eine Basis a, die Logarithmen aller

natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4,'.". . bereits berechnet und in
eine Tafel gebracht wiren, so wiirden dadurch alle gréfseren

und oft sehr zcuraubu—:u}en Bccnnungcn ungemein erleichtert
werden, so zwar, dafs die Arbéit mehrerer Monate auf die eini-

ger Sl,undcn uuu!w“l;mchr, und dadurch das Leben des Geometer

gleichsam vielfach \'ctiiinb 't werden kénnte.
rithmen sind

nd

Die Lo tzlichsten und wich-

de » Geist darf sich dieser

t'm‘tcn intd

en , ur

g'_.n‘s?.:crun&; auf de ete der VWis um so mehr er-

freuen, da er sie nicht dem Zufal » ‘dufseren Einwir-

kung, sond verdankt, wihrend ithm
bey den meis , besonders in den
Kiinsten und Manufacturen. sung sowohl, als auch

selbst den Stoff zu seiner I-,;;Lduc.’-;uns erst von aulsen entgegen-

gefithrt werden m

yen verschie-

chende bezieht sich auf solche

§-43.. (V
dener Systeme.)
Logarithmen, deren Basis eine hcsummm Zahl a ist, und wir
haben fiir die Logarithmen dieses Systems die Gleichungen auf-
gestellt:

Y = a*, 2 = Logy und Lo :;fr. &= 1.

Betrachten wir nun irgend ein anderes System, dessen Ba-
sis wir durch e bezeichnen wollen, und hczbu,lm en wir die Loga-
rithmen dieses zweyten Systems, zum Unterschiede mit jenen,
durch das analoge Symbol log, so dals man, wenn y dieselben
Zahlen wie vorher bedeutet, fiir dieses z eyte System die Glei-
chungen hat:

J = ¢ u=logy und loge = 1,
wo demnach u eine solche Zahl ist, die fir ¢# densclben Werth,

nimlich y gibt, wie 2 fiir ¢z gegeben hat
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VWenn man die beyden vorhergehenden Gleichungen
& o to)
x = Logy und u'=logy

durch einander dividirt, so erhilt man

.fmg;‘-p' g

log ¥ i
fiir das Verhiltnils der Logarithmen derselben Zahl g in den bey-
den Systemen, deren Basis @ und e ist.

Allein dieses Verhilinifs der beyden Logarithmen Log y
und log y kann, wenn es sonst ein veridnderliches Verhilinifs ist,
nur von der Gréfse y selbst abhiingig, oder es kann blofs eine
Function (§.34.) von y seyn, die wir, da wir sie noch nicht ken-
nen, allgemein durch () bezeichnen wollen, so dals man dem-
nach hat:

Logy = f(y) . logy.

Daaber indiesen Ausdriicken die Grilse y ganz willkiirlich ist,
so wird man auch statt ihr irgend einc Potenz derselben, z. B.
" setzen konnen, so dals man also auch die Gleichung haben
wird :

Log (™) = S(»™) . log(»™).
Allein nach §. 44, I"s hat man fiir den Logarithmus eines

jeden Systems
Log (¢%) = n Lozy, und eben so

—_—
=

0g {) 1) = n if.;:,_f];:’,
so dafs demnach die vor ergehende Gleichung in die folgende
ibergeht:
Logy = Jf(»") . logy,
und diese, mit der ersten Gleichung

= f(y) . logy

erglichen, zeigt, dals
SO =10),
das heilst, dals die gesnchte Function f(y) der Arvt ist, dafs sie
ihren VWerth nicht éndert, wenn man auch in ihr statt y irgend
cine Potenz y" setzt, wo n eine ganz willkiirliche Grilse bezeich-
net. Daraus folgt aber sofort, dafs /() von y selbst ganz und
gar nicht abhingig seyn hann, dafs also f(y) irgend eine constante
Grofse seyn muls, die wir gleich m setzen wollen, so dafs man

daher hat:
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d. h. also, das Verhiltnils der Logavithmen derselben Zahlen y

Q
\

in zwey verschiedenen temen ist fiir alle Zahlen dasselbe,

oder ist eine constante Gro

g0
5€,

I. Um diese Constante m niher zu bestimmen, so hat man,
wenn man die beyden obigen Werthe von y, niimlich
T G T =

einander gleich setzt:

Nimmt man von den beyden Gliedern dieser Gleichung die
Logarithmen des einen sowohl, als auch des anderen Systems,
50 hat man

a2Loga — u Loge )
und 2 loga = u loge )

Da aber, nach dem Vorhergehenden,

o
— = m und Logca = loce — 1
i o o

ist, so gehen die beyden letzten Gleichungen in folgende ein-
fachere iiber:

m = Loge a
1
und m o= ——
log a

wodurch demnach die gesuchte constante Griofse m auf doppelte
Weise bestimmt ist.

Kennt man also bereits den Logarithmus einer Zahl 5 in
dem einen der beyden Systeme, z. B. in dem ersten, dessen
Basis q ist, oder kennt man bereits die Grifse Logy, so hat man
auch sofort den Logarithmus derselben Grifse y in dem zweyten
Systeme durch die Gleichung

1 2
logy — loga.Logz — — , Log x,
I
und eben so hat man auch umgekehrt
Logy = Loge. logy' = m.. logy,
und endlich, wie aus diesen heyden Gleichungen unmittelbar
J 5
folgt:
Io

ga.Loge = 1.
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