Siebentes Capitel.
Umformung der Gluicllung(:u.

§. 33. (I'ZL'L[{{L-(“]S‘Q“_) Wenn ein Ausdruck eine oder
auch mehrere verinderliche Gréfsen, die wir (nach §. 17.) durch
Zy ¥4 %5« . . bezeichnen wollen, uud iiberdiels auch eine oder
mehrere gegebene oder unverinderliche Grélsen a, b, ¢, . . .
enthilt, so wird jener Ausdruck seinen VYerth indern, wenn
diese Grifsen a, », =, . . . geindert werden, er wird von die-
sen Grélsen abhingig, oder er wird, wie man zu sagen Pilcgt,
eine Function dieser verinderlichen Grilsen seyn.

So ist z, B. der Ausdruck

@+ ba

a—bx'®
oder wenn man fiir einen besondern Fall a==10 und b=1 setzt,
der Ausdruck

cine ¥unction der verinderlichen Grifse z, und diese Function
ist gleich 1 fir z=0,
K._,I » =1,
=y == q, f
Eben so sind
a -+ bx

e —dy

oder aa?t & by + cy®

Functionen von den beyden verinderlichen Gréfsen z und » u. f,
Wenn die veranderlichen Gréfsen @, y, z, . . . oder wenn
die Stammgrifsen der Function blofs ganze Exponenten enthal-
ten, so heilst die Function rational, wie die der vorhergehen-
den Beyspiele; wenn aber diese Stammgréfsen gebrochene Ex-
ponenlen mil sich fiithren, so ist die Function irrational , wie

a4 bVa oder Va 4 b,

und endlich ecine gebrochiene Function, wenn die Stammgrifsen
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zugleich im Zihler und Nenner erscheinen, wie der vorherge-
hende Ausdruck
il oder auch ﬂ————i——,
a— ba Va + bz
welcher letzte Ausdruck eine gebrochene irrationale Function
bezeichnet,
1. Ein aus zwey durch die Zeichen -~ oder — verbundenen
Gliedern bestechender Ausdruck heilst ein Binom , wie
a - ba* oder Y 1—a.
Ein solcher aus drey Gliedern bestehender Ausdruck

a -+ ba - ca®
wird ein Trinom , und wenn er noch mehr als drey Glieder hat,
ein Polynom genannt,

II. Einaus 2, 3, 4, . .. Factoren bestehender Ausdruck
wird eine Grofse von 2, 3, 4, . . . Dimensionen genannt, wo,
bey gebrochenen Functionen, die Nenner als Grolsen mit nega-
tiven Exponenten ({. 28, I.) genommen werden. So sind

ax ax? L Jg2 v—-
At digeon BT v ddiishib s

sammtlich Gréfsen von einer Dimension ;

T Xr=
az oder i oder

=
=]

sind Gréfsen von zwey Dimensionen ; die Grilsen

a —

gehoren zu der Dimension Null;

a a
e SRR Pl oy et ) L
bx a* 4 bx

zu der Dimension — 1, und endlich

ax
Vaz oder \/
W— il
1

zu der Dimension * u. s. f.  Wir werden in der zweyten Abthei-
lung dieser Schrift sehen, dals die Linicn Grifsen der ersten,
die Flichen der zweyten, und dafs die Korper Grofsen von drey
Dimensionen (Linge, Breite und Hihe) sind,
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§. 34. (Glcichllllg.) VWenn zwey Functionen derselben
Stammgréfsen, wie z. B,
a* —. ax und ba — ¢,
einander gleich sind, so bilden sie eine Gleichung , die auf fol-
gende Art geschrieben wird:
2! —ax = bax —e¢.

Da die Gleichheit zweyer Ausdriicke nicht gestort wird,
wenn man zu jedem derselben dieselbe Grélse addirt oder von
ihr subtrahirt, so hat man, wenn man in der letzten Gleichung
zu beyden Seiten des Gleichheitszeichens die Grofse ¢ addirt, da
¢—C=0 ist:

2t — ax --c = ba;

und endlich, wenn man auch hier zu beyden Seiten die Gréfse
ba subtrahirt:

a* —ax — ba -+ ¢ = o;
oder da die verinderliche Grofse a als Factor von ¢ und zugleich
von b erscheint:

2> — (at+-b)a 4+ ¢ = o,
welcher Ausdruck also ehenfalls eine Gleichung fiir die Variable
oder unbekannte Gréfse @ davstellt.

Man sieht daraus, dals jede Gleichung so ausgedriickt wer-
den kann, dafs auf der einen Seite des Gleichheitszeichens blofs
die Null steht, was man eine Gleichung auf Null bringen heilst.
So ist demnach auch

a?* + dax -+ B =0

eine Gleichung fiir z, und

z* + A L —i" )’!‘)’z —I-' C'='e

eine Gleichung zwischen den beyden verinderlichen Grifsen =

und y, u, f. ’

1. Wir betrachten hier zuvérderst nur diejenigen Gleichun-
gen, die blofs Funcuonen einer einzigen verinderlichen Grifse
a sind. Fine solche Gleichung heilst geordnet, wenn die ver-
énderliche oder unbekannte Gréfse x in allen Gliedern der Glei-
chung blofs im Zihler und blofs mit ganzen positiven Exponen-
ten erscheint, und eine solche geordnete Gleichung gehirt zum

poten, olen, Jten . . Grade, wenn der héchste Exponent yon a
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gleicheng 803 iang sty = Soiist

z* - ax 4 b =0
eine geordnete Gleichung des zweyten Grades, und

2% == ax* 4~ ba* | cax 4 d = o oder auch
2 = ax 4 b = o  oder
2t = a = o

sind geordnete Gleichungen des dritten Grades, Im Gegentheile
sind

aQ

L5

|—i—"l"
(t"l-—bv"l::t?‘i.

r 4

7 b = /o u f
“—-f— aVau

noch ungeordnete Gleichungen.

IL. Bemerken wir noch, dals eine jede Gleichung, zwischen
der veriinderlichen » und anderen constanten Gréfsen, nicht S
jeden willkiirlichen VWerth von z, sondern nur fiir gewisse beson-
dere Werthe dieser Grifse gleich Null seyn kann. So hat man
z. B. in der Gleichung

2 4+ ax 4+ b = o,

oder wenn man, fiir ein specielles Beyspiel, a=3 und b =2
setzt, m der Gleichung

a* 43z 4+ 2 =o
nur zwey VWerthe von z, welche dieser Gleichung entsprechen,
oder welche den Ausdruck 2* < Ja-2 =0 geben. Diesc Wer-
the sind nimlich
= -—1 und z = — g,
und aulser ihnen gibt es keinen anderen Werth von z mehr, wel-
cher der gegebenen Gleichung geniigt.
Eben so hat die geordnete Gleichung des dritten Grades
z? — b6z - 11z — 6 = o
nur drey VWerthe van z, welche diese Function von a gleich
Null geben, nimlich, wie man sofort sieht:
Fi=innn i S innde spdc=id,
Man nennt aber diese Werthe von 2, welche der gegebenen
Gleichung entsprechen; die P urzeln dieser Gleichung, und wir
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werden weiter unten (§. 67.) sehen, dafls jede geordnete Glei-
chung des m'" Grades auch m VVurzeln hat, wie diels in den
beyden vorhergehenden Beyspielen der Fall ist.

111, Wiirde aber der Fall eintreten, dals ein Ausdruck
der Art

0:a+b.r+cx3—{—dm3+..,
fiir alle Werthe, dic man der Gréfse = geben kann, gleich Null
werden sollte, so wiirde auch daraus unmittelbar folgen, dafs die
constanten Coefficienten (.18, 1L.) von 2°, 2', 22, ... oder dals
die Grélsen a, b, ¢, d, . .. jede fiir sich gleich Null seyn
miisseri, Denn setzt man in der gegebenen Gleichung die Grofse
2, da man ihr alle moglichen Werthe geben kann, gleich Null,
s0 erhilt man
a = o,

so dals man also jenen Ausdruck auch so schreiben kann:

0 =tlba + cz* |- da® 4 .. .,
oder, da man, ohne die Gleichung zu stéren, alle Glieder der-
selben durch 2 dividiren kann:

0=0b 4 cx - da* - .. .,
also wieder, wenn man neuerdings z = o setzt:
(==l
und eben so erhilt man

o= 0, 'd =0 . I

§.35. (Sonderung der Unbekannten.) Die Be-
stimmung der Purzeln einer gegebenen Gleichung zwischen «
und constanten Grifsen ist eine der wichtigsten Aufgaben der
mathematischen Analysis. Man nennt diese Jestimmung der VWur-
zeln die Auflosung der Gleichung. Wir werden unten wieder auf
diesen Gegenstand zuriickkommen,

Hier wollen wir nur bemerken, dafs diese Auflésung der
(}lcichungen, so lange sie fir a des ersten Grades sind, keine
Schwierigkeit habe, da sie offenbar nur darin besteht, diese un-
bekannte Gréfse aus der Gleichung zu sondern, d, h. sie so zu
stellen, dals sie ganz allein aul der einen Seite des Gleichheits«
reichens steht, wihrend die andere Seite blofs von den constan-
ten oder gegebenen Gréfsen «, b, ¢, . . . der Gleichung ein-
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genommen wird. Dadurch ist nimlich der Werth der unbekann-
ten Grolse @ durch die bekaunten @, &, ¢, . . . sofort gegeben,
oder die Gleichung ist aufgeldst.

Um aber zu dieser Sonderung der Unbekannten zu gelan-
gen, mufs man mit den gegebenen Gleichungen verschiedene
Modificationen vornehmen, durch welche man diesen Zweck er-
reichen kann,

L. Diese Modificationen griinden sich alle darauf, dafs die
Gleichheit zweyer Ausdriicke nicht gestért werden kann, wenn
man, wie auch zum Theil schon oben geschehen ist, zu jedem
dieser Ausdriicke dieselbe Grifse addirt, oder von ihnen die-
selbe Grofse subtrahirt, oder auch, wenn man beyde Ausdriicke
durch dieselbe Grilse multiplicirt oder dividirt, oder endlich,
wenn man jeden dieser Ausdriicke auf dieselbe ganze oder ge-
brochene Potenz erhebt.

§. 36. (Nihere Erliuterung dieses Verfahrens.)
Die in §. 35, L angefithrten Reductionen lassen sich am einfach-
sten dadurch ausfihren, dafs man alles, was auf der einen Seite
des Gleichheitszeichens mit der unbekannten Grolse

verbunden ist auf die andere Seite bringt
durch Addition, durch Subtraction, u. umgekehrt,
»  Multiplication, »  Division, und umgekehrt,
»  Erhebung auf ganze Po-  » Ausziehung der VWurzeln,
tenzen, und umgekehrt.

Diese Vorschriften werden am besten durch Beyspiele er-
lautert werden,
I, Ist die Glcichuug gegeben

x -2

=1,

2
so wird man zuerst die Grifse 5, da durch sie die ganze linke
Seite afficirt wird, durch Multiplication auf die rechte Seite schaf-
fen, wodurch man erhilt

e RO —
und wenn man dann noch die Gréfse -2, durch Subtraction,
auf die andere Seite bringt:

iz,
wodurch demnach die unbekannte Grilse o gegeben wird.

—— R R PN S e T — e TS,
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II. Ist die Gleichung gegeben

2(3 +m) 8= 7
s0 wird man zuerst die Gréfse — 3, durch Addition, auf die an-
dere Seite bringen, so dals man hat

2(34-2) = 10,
In dieser Gleichung muls wieder zuerst der allgemeine Fac-
tor 2 der linken Seite weggebracht werden, wodurch man hat
834 z=5,
und wenn man endlich noch die Grofse 38 auf die andere Seite
bringt:
2 — 3

Eben so wird man auch mit solchen Gleichungen verfahren,
die statt den Ziffern allgemeine Zahlzeichen haben.
IIL. Ist z. B. die Gleichung gegeben:

ax b
— = d,

s0 gibt die Entfernung von ¢, die hier wieder zuerst vorgenom-
men werden muls:
ax | b = cd,
und dann die von & :
ar = ¢d — b,
und endlich die von a:
cd — b

oL —
[£7

Dieselbe gegebene Gleichung hitte man aber auch so schrei-
ben kénnen:

ax b
e
b

und hier gibt die Entfernung von = sogleich

ax b
—=d— -,
¢ c

. a
und dann die Entfernung von —

c
5=,
a c
oder wenn man die Klammern aufl§st :
cd — b

& = ————, Wwie zuvor.
47

s — e

|
El
il |
|
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IV. Erscheint die Grofse x mehrmal in den Zihlern von
Briichen, so kann man sie als gemeinschaftlichen Factor heraus-
nehmen, und dann wie zuvor verfahren,

Ist z. B,

gegeben, so hat man auch

-;—i-"[:)-"—C:(i,

oder wenn man die beyden Briiche auf einerley Nenner bringt,
und die Grélse ¢ auf die andere Seite schafit:

{L—'—{P
i G sk G G

. @ i .
also auch, wenn man den Factor _I; durch Division wegbringt :
@
@l b (e +d)
T SR
Ganz eben so wird
a4 x c— b be —ad
= —_— repen e e
b o8 byd *

und

l = O =
.L_*:M - A gebcn e | ({L (-} : _-_{- .
(22 ac

Alle vorhergehenden Gleichungen sind blofs des ersten Gra-
des. VVenn aber die gegebene Gleichung mehrere verschiedene
Potenzen von 2 enthilt, so ist die Sonderung dieser Unbekann-
ten oft mit sehr grofsen, ja mit uniibersteiglichen Schwierigkei-
ten verbunden, und dann mufs man sich oft schon mit dem blos-
sen Ordnen (§. 35, 1) der Gleichung begniigen, um wenigstens
den Grad derselben bestimmen zu kinnen. Vir werden in der
Folge wieder auf diese Untersuchungen zuriickkommen.

Bemerken wir noch, zum Schlusse dieses Gegenstandes,

dals man den Ausdruck }/ a -} /6 ofter durch eine ihnliche Um-
formung auf die einfachere Gestalt 2 4}/ bringen kann. Setzt
man namlich beyde Ausdriicke einander gleich, so ist

a - Vb — z? —aw \/")’ ya—Jo.

Da aber ein Ausdruck zwischen rationalen und irrationalen

Grofsen nur dann fiir alle Werthe derselben gleich Null seyn
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kann, wenn jene, so wie diese, jede fiir sich, gleich Null sind,
so hat man statt der vorhergehenden Gleichung die zwey fol-
genden:

a — a2t —py =0 und b —"fa2ty = 0.

Wir werden aber in der Folge (§. 69.) sehen, und wir kén-
nen uns auch schon jetzt durch Nachrechnung iberzeugen, dals
aus den beyden letzten Gleichungen fiir die Werthe von & und y
die Ausdriicke folgen:

T ‘/rx—\/u,'-—h s G ?‘_}___\_f a:.__g,.
2

2

Auf diese Weise erhilt man z. B.
Vo 3 2vVE =1 4 V5,
V3 o iyBie=a o,
V2 V3 =22+ Vo) u 'l
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