Viertes Capitel.
Einfache Rechnungen mit allgemeinen
Zahlzeichen.

G 17 (Ei‘k[iil‘ltl]g-) Wir haben uns bisher nur mit sol-
chen Grifsen beschiftiget, die durch Ziffer ausgedriickt werden,
deren jede einen bestimmten, unabinderlichen VWerth hat. Allein
man kann sich auch yon dieser Beschrinkung befreyen und die
Grofsen allgemein, ohne ihnen einen speciellen VWerth beyzu-
legen, betrachten. Dann wird man sie aber auch durch solche
allgemeine Zeichen ausdriicken miissen, und zu diesen Zeichen
wollen wir die Buchstaben unserer Alphabete wihlen.

Die Rechnung mit solchen allgemeinen Zahlzeichen heiflst
Algebra.

Um von einer solchen Rechnung schon jetzt einen bhestimm-
ten Begriff zu geben, wollen wir uns folgende Aufgabe stellen.

Man suche zwey Zahlen, welche die Eigenschaft haben,
dals ihre Summe gleich einer gegebenen Zahl a, und dafs ihre
Differenz gleich einer anderen gegebenen Zahl 5 ist. Wir wol-
len diese zwey gesuchten oder unbekannten Zahlen, dem alge-
braischen Gebrauche gemils, durch die letzten Buchstaben 2
und » des Alphabets bezeichnen, wihrend wir fir die bekannten
oder gegebenen Grifsen jedes Problems die ersten Buchstaben
@&, b, ¢, ... beybehalten.

Hitte man z.B. diese Frage so gestellt, dafs die Summe
der zwey unbekannten Zahlen gleich 27, und die Differenz der-
selben gleich 15 seyn soll, so wiirde man wohl, nach einigen
Versuchen, bald finden, dafs die zwey gesuchten Zahlen z= 21
und = 6 sind, und so fort in ihnlichen Fillen, so oft die zwey
gegehenen Zahlen @ und 6 bekannte oder festbestimmte Grolsen
sind, und daher, als solehe, durch Ziffer ausgedriickt werden
konnen.

Allemn unsere Aufgabe, so fern sie der Algebra zugehért,
setzt iiber die beyden gegebenen Zahlen @ und & nichts Bestimm-
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tes fest, sie will sich nicht durch particulive Werthe dieser Zah-
Ien beschrinken lassen, sondern sie for dert, dafs man die zwey
unbekannten Grifsen a und y» ganz allgemein durch die fiir die
beyden gegebenen Gréfsen gewihlten Zeichen a und b ausdriicke,
unabhingig von allen besonderen Werthen, die man diesen zwey
Zeichen a und & fiir irgend einen speciellen, einzelnen Fall etwa
geben konnte,

Und in dieser Allgemeinheit der Auffassung der Frage gibt
die Algebra die Antwort, dals von den beyden gesuchten oder
unbekannten Zahlen die eine 2 immer gleich der halben Summe,
und die andere y gleich der halben Differenz der beyden gege-
benen Grilsen @ und b seyn miisse, wenn diese Werthe von z
und y der Bedingung der Aufgabe in allen Fillen geniigen sollen,

Diese Antwort, in der Sprache der Algebra oder mit den
oben (§. 6.) angefiihrten Symholen dieser Sprache ausgedriickt,
wird daher durch die zwey folgenden Ausdriicke gegeben seyn:
@ --l— b

2

L =
b (2
y = —-
und dadurch ist das gesebene Problem ganz allgemein qufgelist
worden, indem alle nur immer mogliche besondere oder specielle

2

Fille schon in ihr enthalten sind.

Wiren z, B, wie in dem vorhergehenden besonderen Fall,
die beyden gegehenen Grifsen

a = 27 und b =15,

$o wird man nur in den beyden vorhergehenden algebraischen
Ausdriicken statt dem allgemeinen Zeichen # die Zahl 27, und
statt b die Zahl 15 setzen, d. h, man wird in jenen Ausdriicken
diese besonderen Werthe von @ und b substituiren, und dadurch
fiir die beyden unbekannten Gréfsen sofort erhalten :

27 4 15 42
= e
b 2
e — 1D 12 .
y = ——— = — = 06, wie zuyor.
2

Ganz cben so leicht wird man aber auch, ohne alle weite-
ren vorhergehenden Versuche, dieselbe I'rage fiir jede andere
gegebene Werthe der Guélse 2 und b, beantworten Lénnen.



§. 17. 29

Sollte z, B. die Summe der zwey unbekannten Gréfsen 1404, und
die Differenz derselben 548 seyn, so wiirde man nur, in jenen
zwey algebraischen Ausdriicken, statt a die Grifse 1404, und
statt b die Grilse 548 substituiren, wodurch man sofort erhalt:

a4 b

tl.—b
f == — = ";’8.
o = 4

(=] (}}'(3 und

Sollte endlich, um auch Briiche zu wihlen, die Summe der
beyden Unbekannten a=3 und ihre Differenz b=- seyn, so

geben fiir diesen besonderen Fall jene zwey Ausdriicke

a4 b 2
== i=iand
5 :
a—2Db 1
= SR T

und so fort in allen anderen besonderen Fillen, die daher keiner
eigenen Auflésung und keiner weiteren Versuche mehr bediirfen,
da sie, wie man sieht, alle schon in der allgemeinen Auflosung
enthalten sind.

Nehmen wir in einem zweyten allgemeinen Probleme an,
dals yon drey Personen die beyden ersten zusammen «, die erste
und dritte zusammen b, und endlich die beyden letzten zusam-
men ¢ Gulden besitzen, und suchen wir, wie viel jede dieser
Personen fir sich besitzen miisse, damit diesen Bedingungen der
Aufgabe geniige geschehe.

Ohne etwas iiber die besonderen VWerthe der drey gegebe-
nen Grélsen festzusetzen, findet die Algebra, durch einige sehr
einfache Schliisse, folgende allgemeine Auflésung des Problems.

Man nehme die halbe Summe der drey Grolsen @, b und c,
und ziche von dieser halben Summe ab, zuerst ¢, dann b, und
endlich a, so sind die drey Differenzen, die man auf diese Weise
erhilt, in derselben Ordnung das gesuchte Vermogen der ersten,
der zweyten und der dritten der angefiihrten Personen,

Nennt man also, um diels wieder in der Sprache der Alge-
bra auszudriicken,

z das gesuchte Yermigen der ersten Person,
K> » » » zZweylen »

Z W y » » dritten »
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und bezeichnet man die halbe Summe der drey gegebenen Gris-
sen durch §, so ist

o iis a0 c
2 2
und die gesuchten Zahlen sind:
¥ i e S —
yr=38—1b).
2 —=.8 = a

‘Wire z.B., um auf die letzten allgemeinen Ausdriicke einen
besonderen Fall anzuwenden, die Summe des Vermogens

der beyden ersten a = 3 Gaulden,
der beyden dufsersten b = 4 »
und der beyden letzten gi—1O »
so hat man
S = i e e AL = 0,

2

und daher das gesuchte Vermégen

des ersten 2 =8 — ¢ =6 — 5 = 1 Gulden,
» zweyten ¥y —= 8§ — b =6 — 4 — 2 »
» dritten z2 = 8§ —ag —m 6 — 3 = »

und man sieht, dafs diese Zahlen 2 =1, y—2 und z=3 den
Forderungen der Aufgabe vollkommen entsprechen,

Wire fiir einen zweyten besonderen Fall das Vermdgen der
zwey ersten a =306, der dulsersten 6 =284 und der beyden letz-
ten ¢=— 100 Gulden, so hitte man

S 110,
und daher fiir das gesuchte Vermigen
des ersten « = 10,
» zweyten y =— 206,
» dritten z = 74 Gulden,

Wire endlich das Gesammtvermigen der beyden ersten

a=100, der dulsersten b==>500 und der zwey letzten ¢ = 1000

Gulden, so ist

A— 800,
und daher
& = — 8900,
= 3oo,
L — 700 Gulden;
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oder da hier das Vermégen des ersten mit dem Zeichen — der
Subtraction (§. 6.) erscheint, so wird diefs nicht als ein wirk-
liches Fermigen , sondern als das Gegentheil desselben, also als
Schuld zu betrachteun seyn, wie wir sogleich niher sehen werden.
Es besitzt daher, in dem letzten besonderen Falle unserer Auf-
gabe, der dritte 700, der zweyte nur Joo Gulden, und der erste
hat 200 Gulden Schulden,

Das Vorhergehende wird geniigen, von diesen Gegenstin-
den jetzt schon einen allgemeinen Begriff zu geben,

§. 18. (fbnt“('nenn(:sct/L“ Grofsen.) Jede Grofse,
wenn sie allrrunem lmtmchtet werden soll, kann immer unter
zwey, einander wesentlich entgegengesetzten Bedingungen be-
trachtet werden, ohne dabey ihren absoluten YVerth zu indern,
Die Gréfse a z.B. oder irgend ein specicller Werth derselben,
etwa a==23 Gulden, kann eben so gut 3 Gulden Vermégen, als
auch 3 Gulden Schulden bedeuten. Eben so kann, in einem an-
deren besonderen Fall, die Grilse a=—5 Fuls ein Vorwirts- oder
auch ein Riickwirtsgehen von § Fufs, ein Auf- oder ein Abstei-
gen von 5 Fuls u. f. bezeichnen.

Da es aber nicht gleichgiiltig seyn kann, ob man eine solche
Grilse in dieser oder in der entgegengesetzten Bedeutung nimmt,
da es vielmehr nothwendig ist, auf diese doppelte Bezichung
einer jeden Grifse Riicksicht zu nehmen, so wollen wir kiinfiig
eine jede Grofse, wenn sie unter der einen dieser beyden Be-
dingungen, z. B. in Beziechung auf Vermégen, genommen wird,
positiv heilsen, und ihr das Zeichen -~ vorsetzen, wihrend sie
unter der anderen, jener enlgegengesetzten Bedingung, also hier
in Beziehung auf Schuld, negativ heilsen, und das Zeichen —
erhalten soll.

Diese beyden Zeichen -1~ und —, die man durch die Worte
plus und minus auszudriicken pflegt, stimmen mit den im §. 6.
aufgestellten Zeichen der Addition und der Subtraction iiberein,
weil in der That die dort und hier zu Grunde liegenden Begrifle
einander ganz analog sind. So machen z.B. 7 Gulden Vermogen
und 4 Gulden Schulden zusammen

- = — 4, das heilst - 3,

oder 3 Gulden Vermigen, und eben so machen 5 Gulden Ver-
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mogen und 8 Gulden Schulden

~+ 5 — 8, das heifst — 3,
oder 3 Gulden Schulden,

I. Bemerken wir noch, dafs, wenn das erste Glied eines
Ausdrucks positiv ist, das Zeichen -~ der Kiirze wegen wegge-
lassen wird, so dafs also in den vorigen Beyspielen

+7—4 und J5—38
identisch ist mit
7 — 4 und 5 — 8.

II. Werden endlich Ziffer mit allgemeinen Zahlzeichen ver-
bunden, wie z. B,
3a, 5 (a4 b),
so heifst diels, nach {. 6, IL, dafs die Grélse @ mit 3, und dals
die Grofse (e b) mit 5 multiplicirt werden soll, wo dann diese
Zifferfactoren 3 oder 5 auch die Coefficienten der allgemeinen
Zahlzeichen a oder (a--b0) genannt werden,

§. 19. (Addition.) Aus dem Vorhergehenden folgt sofoxt,
dafs man bey der Addition gleichartiger, d. h. durch einerley
Buchstaben ausgedriickten Grifsen, wenn sie einerley Vorzeichen
haben, blofs die Coefficienten addirt, wenn sie aber verschiedene
Zeichen haben, die Coefficienten subtrahirt, und dem so erhal-
tenen Resultate das Zeichen des grifseren Gliedes vorsetzt.

So hat man, wie schon fiir sich klar ist,

Sa 4 4b — Lec — 4d
35:—73)——56*—}-—()(!
Summe 8a — 3b — f¢ - 5d u, s, f.

Im Gegentheile kann der Ausdruck

7a -4 3b

nicht weiter durch Addition verindert werden, da wan hier ZWey

Zeichen @ und b gewihlt hat, um zwey verschiedene heterogene
Grélsen auszudriicken, so dafs z.B, 5« sieben Pfunde, und 35
drey Thaler, oder jenes 5 Arbeiter und dieses 3 Fifse u, f,
bezeichnet.
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§. 20. (b[iJJI,I'RCLIOIL) Um eine Gréfse von der anderen
zu subtrahiren, éndere man das Zeichen der zu subtrahirenden
Gréfse in das entgegengesetzte ; und verfahre dann nach der im
§. 19. gegebenen Vorschrift der Addition,

Denn soll man z.B. yon der Zahl 4~ 7, oder was dasselbe
ist, von der Zahl (4-7 -4 4 — 4) die Zahl -~ 4 subtrahiren
oder wegnehmen, so bleibt der Rest

b g == S,

Soll man aber von derselben Zahl (4 7 4 4 — 4) die Zahl

~— 4 wegnehmen, so bleibt der Hest
+ 7t b=

Soll man ferner von der Zahl — ~, oder was dasselbe ist,

von der Zahl (— 7} 4 — 4) die Zahl -}~ 4 wegnehmen, so bleibt

der Nest

!
[
i

Soll man endlich von derselben Zahl (— 7 4+ 4 — 4) die
Zahl — 4 wegnehmen, so bleibt der Rest

e e F A R

VWir haben demnach, wenn folgende Grofsen zu subtrahiven
sind, indem man die Zeichen der unteren Reihe &ndert und dann
addirt, folgendes Schema:

S5a 4+ ab 4= 3¢ — 1d — e
3a — 9b — ¢ — id -+ f
i

resuchte Differenz 24 - 1406 B L e e
g | 1a 3

I. Eben so hat man, wenn mehrere Griéfsen in Klammern
eingeschlossen sind, wo die Bedeutung dieser Klammern schon
oben (§. 6, 1.) gegeben ist;

8a—2b—(bat-4b)y=8a—2b—5a—4b=3a—06b und
8a—eb—(fa—pb)=8a—2b—5at4b=3al25.

§. 21, (i_\.i_till.f;)‘iI{",f'lLi.i)H.) Da das Product zweyer Fac-
toren (nach § 4.) den Factor so oft enthalten mufs, als der an-
dere die Einheit enthilt, so werden, wenn die Einheit, wie hier
immer, positiv vorausgesetzt-wird, zwey positive Factoren auch
ein positives Product geben.

Littrow’s Anfangsgr, d. gesammt, Mathem. _))
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Ist aber der eine dieser Factoren negatiy, so wird das Pro-
duct den negativen Factor so oft enthalten, als der andere, po-
sitive Factor die Einheit enthilt, d. h. das Product einer positi-
ven Gréfse in eine negative, und umgekehrt, ist negativ.

Sind endlich beyde Factoren negativ, so muls auch hier,
der allgemeinen Regel des §. 6. zu Folge, dasProduct den einen
Factor so oft enthalten, als der andere die Einheit enthiilt Allein
dieser andere Factor enthilt nicht die Einheit (nicht die Grilse
-+ 1), sondern ihr Gegentheil (— 1), also wird auch das Pro-
duct nicht den ersten negativen Faclor selbst, sondern sein Ge-
gentheil enthalten, d. h. das Product zweyer negativer Factoren
ist positiy,

In der Multiplication geben also gleiche Zeichen ein positi-
ves, und ungleiche ein negatives Product. In diesem Produete
werden die numerischén Coefficienten in der That multiplicirt,
die allgemeinen Zahlzeichen aber, als Anzeige ihrer Multipli-
cation (nach §, 6, IL.), einfach neben einander gestellt. Sonach

(4+ 3a) . (+ 40) = + 12ab,
(+ 3a) . (— 4b) = — 12ad,

erhiillt man

(— 3a) . (+ 40) — 12ab,
(— 3a) . (— 40b) -+ 12ab.
I. Bemerken wir noch, dafs man der Kiirze wegen das
Product mehrerer gleichartiger Grifsen, wie
a.a oder aa auch durch a3,
a.a.a oder aaa durch (5T
auszudriicken pflegt, so dals man daher hat:
g, - 3ab = 6a*b,
3ab.(—5a*bc) = — 15a%brc,
2ab. (3a+45ab—10*) = 6a*b } 10a*b® — 2ab® u f,
Um aber das Product der beyden Gréifsen (a - 5) und
(a — b) zu finden, hat man

a 4 b

a. . — b
a* —]—H
— ab — b?
Produet , . , a* — bt
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Ganz eben so erhilt man

a 4+ b
a -~ b
a* -+ ab
-+ ab -} b*
Product.; . .ma_zw—i—zis.cbr—k_b;
Eben so wird man fiir das dreyfache Product
(1 —a) (1 —a) (1 —a) oder fir (1 —a)*
erhalten:
(1—a) =1 — 3a 4 3a* — a?;’
und eben so ist endlich
(za — 30b)* = 16a* — qbadb
- 2164 b?
= 216ab?

+ 81 bt

§. 22. (Division.) Da der Divisor, durch den Quotien-
ten multiplicirt, den Dividend wieder geben mufs, oder da (nach
§. 5, II) die Multiplication die Probe der Division ist, und um-
gekehrt, so gilt fiir die Diyision, in Beziehung auf die Zeichen,
dieselbe Vorschrift, wie oben fiir die Multiplication, dals nima
lich gleiche Zeichen einen positiven, und ungleiche Zeichen
einen negativen Quotienten geben,

Auf diese Weise erhilt man z. B.:

12a2h — 3a
PR
4a'b* — Batbe = ab — 2¢ . f.

Gatb.

1. Ein Bruch wird durch einen Bruch multiplicirt, wenn
man, wie in §, 12, Zihler mit Zihler, und Nenner mit Nenner
multiplicirt. Eben so wird ein Bruch durch einen andern Bruch
dividirt, wenn man den ersten Bruch durch den umgekehrten
zweyten multiplicirt (§. 13.). Demnach ist also

2a 3b 6a Jarb 10¢ ba 3 a>
O T e T b —'LE)—G“’ L

3 *
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und eben so
at obh e a a’
E'T_E'Gzﬁ'—ubv.
L F e € ) P L
b a 2a b b? B=

II. Enthilt der Divisor mehrere Gllf:l]cr, so ist das Verfah-
ren ganz dem in {. 5. dhnlich, wenn man zuerst die beyden zu |
dividirenden Grifsen nach einem ihnen gemeinschafilichen Buch- |
staben, z, B. nach a so ordnet, dals die Grilsen a, a?, a® .
in ihrer natiirlichen Folge fortgehen. ‘
Soll z. B. die Grofse |
2a* — 3ab 4 b — a*b 4 a* "}
durch a—b dividirt werden, so hat man i
a—>bla’t2a*—a*b—3ab--b?
+a® —a*b
g
2a*—3ab- b
+-2a*—2ab

a*t2a—b Quotient,

N

cES )

~—a b b* -
—ab-|- b2

+ -

Rest . .. v

=TS

Oder auch, wenn man nach der Grifse b ordnet:
—bta|b*—3ab—a*b}-2a*+4a*| —bJ2a4a* wie zuyor,
+6*— ab
+
—2ab—a*b-tua*4a?
—2ab -2 a?
+ Ao
—a*b-}-a?
—a*b--at
4

Restaile.dd.

S

Gang eben so findet man auch
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ad — b3

s = at e,
o a* 4 ab -4 b2,

%—}%—H:l-]—a-{—a* u. '8 W

6. 23. (Division ohne Ende.) Wenn der Dividend

durch den Divisor nicht ohne Rest theilbar ist, so kann man,

wie oben .14, L., diesen Lest als einen neuen Diyidend betrach-

ten, und so die Division ohne Ende fortsetzen, wie folgendes
Beyspiel zeigt:

1—b| a |atabdabi4abiA-...

a—ab
ab
ab—ab*
T abE
ab*—alb®
T b
ab®—abt
i abd elc,
Es ist daher der Bruch
(15
Y =D

gleich der ohne Ende fortgehenden Reihe
a4 ab + ab? = ab® 4 ...
von welcher das Gesetz des Fortgangs der Glieder deutlich ist.
I. Nimmt man die Grifse b negativ, oder setzt man in dem
Vorhergehenden — b statt b, so erhalt man
o
T
dieselbe Reihe, wie zuvor, aber mit-abwechselnden Zeichen.

Ist z. B. fiiv einen besonderen Fall in dem vorhergehenden
Ausdrucke von

=a—ab+ abt —abd 4+ — ...

a

I'___bma—l—czb»-{—ab’- 4 ...
die Grofse a=1 und b=->, so hat man
e R L e 8y TR

ibereinstimmend mit §. 14, 1., wo der mit dem vorhergehenden
identische Ausdruck




gefunden wurde,

1. Eben so gibt =06 =1 den folgenden Quotienten:

s=r 414241 4.,
ein Ausdruck, der, ohne Ende fortgesetzt, offenbar grofser
als jede andere noch angebbare Zahl, oder der, wie man sich
auszudriicken pflegt, unendlich grofs wird. Diels stimmt mit der
oben (§. 9.) gegebenen Erklirung eines Bruches iiberein, dessen
Werth immer grifser wird, je kleiner, bey unverindertem Zih-
ler, der Nenner desselben ist. Nimmt daher, wie hier bey dem
Bruche 3, der Nenner iiber alle Grenzen ab, oder wird der
Nenner, wie man zu sagen pflegt, unendlich klein, so nimmt
auch der Werth des Bruches iiber alle Grenzen zu, oder dieser
Werth ist dann wunendlick grofs, welchen Zustand einer Gréfse
man auch durch das Zeichen co auszudriicken pllegt, so dals
daher
L mil oo

gleichbedeutend ist,

Wir werden spiter noch oft Gelegenheit haben, auf diese
sogenannten unendlich kleinen Gréfsen, d.h. auf solche Grifsen
guriick zu kommen, die kleiner angenommen werden, als jede
andere noch angebliche Grifse. Hier bemerken wir nur, dals
jede nach einem bestimmten Gesetze fortgehende Folge von
Grofsen eine Reihe heilst, — Diese Reihen spielen in der
mathematischen Analysis eine sehr wichtige Rolle, obschon sie
zur eigentlichen Berechnung offenbar nur dann brauchbar sind,
wenn sie conpergiren , d.h. wenn ihre mit der Folge stets kleiner
werdenden Glieder sich einer gegebenen endlichen Gréfse immer
mehr nihern, ohne sie je zu errveichen, So ist die vorhergehende
Reihe

S T T R O
convergent, weil die Summe ihrer Glicder, je weiter man sie
fortsetzt, der endlichen Grifse + immer niher kommt. Die
andere Reihe aber

e g
ist divergent, weil die Summe ihrer Glieder ohne Grenze bis in
das Unendliche wachsen kanp,
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Eben so ist die Reihe
WL sl i

oder die Reihe der sogenannten reciproquen natiirlichen Zahlen
(v 2 3, 4,...), wie wir spiter (§. 65.) sehen werden, ebenfalls
divergent, oder die Summe dieser Reihe wichst ins Unendliche
fort, obschon ihre Glieder immer kleiner werden, je weiter sic
fortgeht., Nicht so ist es mit der convergenten Reihe

I o S
welche dieselben Glieder, wie die vorhergehende hat, deren
Zeichen aber stets abwechseln, Diese Reihe gibt, so weit man
sie auch fortsetzen mag, immer eine Summe, die kleiner als die
Einheit ist, so wie wieder die Ileihe der reciproquen ungeraden
Zahlen, oder die Reihe
R A

divergent ist, da die Summe ihrer Glieder, ohne sich einer be-
stimmten Grenze zu nihern, ins Unendliche wichst, wie wir in
der Folge sehen werden,
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