FErste Abtheilung.
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Viertes Capitel.
Einfache Rechnungen mit allgemeinen
Zahlzeichen.

G 17 (Ei‘k[iil‘ltl]g-) Wir haben uns bisher nur mit sol-
chen Grifsen beschiftiget, die durch Ziffer ausgedriickt werden,
deren jede einen bestimmten, unabinderlichen VWerth hat. Allein
man kann sich auch yon dieser Beschrinkung befreyen und die
Grofsen allgemein, ohne ihnen einen speciellen VWerth beyzu-
legen, betrachten. Dann wird man sie aber auch durch solche
allgemeine Zeichen ausdriicken miissen, und zu diesen Zeichen
wollen wir die Buchstaben unserer Alphabete wihlen.

Die Rechnung mit solchen allgemeinen Zahlzeichen heiflst
Algebra.

Um von einer solchen Rechnung schon jetzt einen bhestimm-
ten Begriff zu geben, wollen wir uns folgende Aufgabe stellen.

Man suche zwey Zahlen, welche die Eigenschaft haben,
dals ihre Summe gleich einer gegebenen Zahl a, und dafs ihre
Differenz gleich einer anderen gegebenen Zahl 5 ist. Wir wol-
len diese zwey gesuchten oder unbekannten Zahlen, dem alge-
braischen Gebrauche gemils, durch die letzten Buchstaben 2
und » des Alphabets bezeichnen, wihrend wir fir die bekannten
oder gegebenen Grifsen jedes Problems die ersten Buchstaben
@&, b, ¢, ... beybehalten.

Hitte man z.B. diese Frage so gestellt, dafs die Summe
der zwey unbekannten Zahlen gleich 27, und die Differenz der-
selben gleich 15 seyn soll, so wiirde man wohl, nach einigen
Versuchen, bald finden, dafs die zwey gesuchten Zahlen z= 21
und = 6 sind, und so fort in ihnlichen Fillen, so oft die zwey
gegehenen Zahlen @ und 6 bekannte oder festbestimmte Grolsen
sind, und daher, als solehe, durch Ziffer ausgedriickt werden
konnen.

Allemn unsere Aufgabe, so fern sie der Algebra zugehért,
setzt iiber die beyden gegebenen Zahlen @ und & nichts Bestimm-
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tes fest, sie will sich nicht durch particulive Werthe dieser Zah-
Ien beschrinken lassen, sondern sie for dert, dafs man die zwey
unbekannten Grifsen a und y» ganz allgemein durch die fiir die
beyden gegebenen Gréfsen gewihlten Zeichen a und b ausdriicke,
unabhingig von allen besonderen Werthen, die man diesen zwey
Zeichen a und & fiir irgend einen speciellen, einzelnen Fall etwa
geben konnte,

Und in dieser Allgemeinheit der Auffassung der Frage gibt
die Algebra die Antwort, dals von den beyden gesuchten oder
unbekannten Zahlen die eine 2 immer gleich der halben Summe,
und die andere y gleich der halben Differenz der beyden gege-
benen Grilsen @ und b seyn miisse, wenn diese Werthe von z
und y der Bedingung der Aufgabe in allen Fillen geniigen sollen,

Diese Antwort, in der Sprache der Algebra oder mit den
oben (§. 6.) angefiihrten Symholen dieser Sprache ausgedriickt,
wird daher durch die zwey folgenden Ausdriicke gegeben seyn:
@ --l— b

2

L =
b (2
y = —-
und dadurch ist das gesebene Problem ganz allgemein qufgelist
worden, indem alle nur immer mogliche besondere oder specielle

2

Fille schon in ihr enthalten sind.

Wiren z, B, wie in dem vorhergehenden besonderen Fall,
die beyden gegehenen Grifsen

a = 27 und b =15,

$o wird man nur in den beyden vorhergehenden algebraischen
Ausdriicken statt dem allgemeinen Zeichen # die Zahl 27, und
statt b die Zahl 15 setzen, d. h, man wird in jenen Ausdriicken
diese besonderen Werthe von @ und b substituiren, und dadurch
fiir die beyden unbekannten Gréfsen sofort erhalten :

27 4 15 42
= e
b 2
e — 1D 12 .
y = ——— = — = 06, wie zuyor.
2

Ganz cben so leicht wird man aber auch, ohne alle weite-
ren vorhergehenden Versuche, dieselbe I'rage fiir jede andere
gegebene Werthe der Guélse 2 und b, beantworten Lénnen.
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Sollte z, B. die Summe der zwey unbekannten Gréfsen 1404, und
die Differenz derselben 548 seyn, so wiirde man nur, in jenen
zwey algebraischen Ausdriicken, statt a die Grifse 1404, und
statt b die Grilse 548 substituiren, wodurch man sofort erhalt:

a4 b

tl.—b
f == — = ";’8.
o = 4

(=] (}}'(3 und

Sollte endlich, um auch Briiche zu wihlen, die Summe der
beyden Unbekannten a=3 und ihre Differenz b=- seyn, so

geben fiir diesen besonderen Fall jene zwey Ausdriicke

a4 b 2
== i=iand
5 :
a—2Db 1
= SR T

und so fort in allen anderen besonderen Fillen, die daher keiner
eigenen Auflésung und keiner weiteren Versuche mehr bediirfen,
da sie, wie man sieht, alle schon in der allgemeinen Auflosung
enthalten sind.

Nehmen wir in einem zweyten allgemeinen Probleme an,
dals yon drey Personen die beyden ersten zusammen «, die erste
und dritte zusammen b, und endlich die beyden letzten zusam-
men ¢ Gulden besitzen, und suchen wir, wie viel jede dieser
Personen fir sich besitzen miisse, damit diesen Bedingungen der
Aufgabe geniige geschehe.

Ohne etwas iiber die besonderen VWerthe der drey gegebe-
nen Grélsen festzusetzen, findet die Algebra, durch einige sehr
einfache Schliisse, folgende allgemeine Auflésung des Problems.

Man nehme die halbe Summe der drey Grolsen @, b und c,
und ziche von dieser halben Summe ab, zuerst ¢, dann b, und
endlich a, so sind die drey Differenzen, die man auf diese Weise
erhilt, in derselben Ordnung das gesuchte Vermogen der ersten,
der zweyten und der dritten der angefiihrten Personen,

Nennt man also, um diels wieder in der Sprache der Alge-
bra auszudriicken,

z das gesuchte Yermigen der ersten Person,
K> » » » zZweylen »

Z W y » » dritten »
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und bezeichnet man die halbe Summe der drey gegebenen Gris-
sen durch §, so ist

o iis a0 c
2 2
und die gesuchten Zahlen sind:
¥ i e S —
yr=38—1b).
2 —=.8 = a

‘Wire z.B., um auf die letzten allgemeinen Ausdriicke einen
besonderen Fall anzuwenden, die Summe des Vermogens

der beyden ersten a = 3 Gaulden,
der beyden dufsersten b = 4 »
und der beyden letzten gi—1O »
so hat man
S = i e e AL = 0,

2

und daher das gesuchte Vermégen

des ersten 2 =8 — ¢ =6 — 5 = 1 Gulden,
» zweyten ¥y —= 8§ — b =6 — 4 — 2 »
» dritten z2 = 8§ —ag —m 6 — 3 = »

und man sieht, dafs diese Zahlen 2 =1, y—2 und z=3 den
Forderungen der Aufgabe vollkommen entsprechen,

Wire fiir einen zweyten besonderen Fall das Vermdgen der
zwey ersten a =306, der dulsersten 6 =284 und der beyden letz-
ten ¢=— 100 Gulden, so hitte man

S 110,
und daher fiir das gesuchte Vermigen
des ersten « = 10,
» zweyten y =— 206,
» dritten z = 74 Gulden,

Wire endlich das Gesammtvermigen der beyden ersten

a=100, der dulsersten b==>500 und der zwey letzten ¢ = 1000

Gulden, so ist

A— 800,
und daher
& = — 8900,
= 3oo,
L — 700 Gulden;
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oder da hier das Vermégen des ersten mit dem Zeichen — der
Subtraction (§. 6.) erscheint, so wird diefs nicht als ein wirk-
liches Fermigen , sondern als das Gegentheil desselben, also als
Schuld zu betrachteun seyn, wie wir sogleich niher sehen werden.
Es besitzt daher, in dem letzten besonderen Falle unserer Auf-
gabe, der dritte 700, der zweyte nur Joo Gulden, und der erste
hat 200 Gulden Schulden,

Das Vorhergehende wird geniigen, von diesen Gegenstin-
den jetzt schon einen allgemeinen Begriff zu geben,

§. 18. (fbnt“('nenn(:sct/L“ Grofsen.) Jede Grofse,
wenn sie allrrunem lmtmchtet werden soll, kann immer unter
zwey, einander wesentlich entgegengesetzten Bedingungen be-
trachtet werden, ohne dabey ihren absoluten YVerth zu indern,
Die Gréfse a z.B. oder irgend ein specicller Werth derselben,
etwa a==23 Gulden, kann eben so gut 3 Gulden Vermégen, als
auch 3 Gulden Schulden bedeuten. Eben so kann, in einem an-
deren besonderen Fall, die Grilse a=—5 Fuls ein Vorwirts- oder
auch ein Riickwirtsgehen von § Fufs, ein Auf- oder ein Abstei-
gen von 5 Fuls u. f. bezeichnen.

Da es aber nicht gleichgiiltig seyn kann, ob man eine solche
Grilse in dieser oder in der entgegengesetzten Bedeutung nimmt,
da es vielmehr nothwendig ist, auf diese doppelte Bezichung
einer jeden Grifse Riicksicht zu nehmen, so wollen wir kiinfiig
eine jede Grofse, wenn sie unter der einen dieser beyden Be-
dingungen, z. B. in Beziechung auf Vermégen, genommen wird,
positiv heilsen, und ihr das Zeichen -~ vorsetzen, wihrend sie
unter der anderen, jener enlgegengesetzten Bedingung, also hier
in Beziehung auf Schuld, negativ heilsen, und das Zeichen —
erhalten soll.

Diese beyden Zeichen -1~ und —, die man durch die Worte
plus und minus auszudriicken pflegt, stimmen mit den im §. 6.
aufgestellten Zeichen der Addition und der Subtraction iiberein,
weil in der That die dort und hier zu Grunde liegenden Begrifle
einander ganz analog sind. So machen z.B. 7 Gulden Vermogen
und 4 Gulden Schulden zusammen

- = — 4, das heilst - 3,

oder 3 Gulden Vermigen, und eben so machen 5 Gulden Ver-
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32 §. 10.
mogen und 8 Gulden Schulden

~+ 5 — 8, das heifst — 3,
oder 3 Gulden Schulden,

I. Bemerken wir noch, dafs, wenn das erste Glied eines
Ausdrucks positiv ist, das Zeichen -~ der Kiirze wegen wegge-
lassen wird, so dafs also in den vorigen Beyspielen

+7—4 und J5—38
identisch ist mit
7 — 4 und 5 — 8.

II. Werden endlich Ziffer mit allgemeinen Zahlzeichen ver-
bunden, wie z. B,
3a, 5 (a4 b),
so heifst diels, nach {. 6, IL, dafs die Grélse @ mit 3, und dals
die Grofse (e b) mit 5 multiplicirt werden soll, wo dann diese
Zifferfactoren 3 oder 5 auch die Coefficienten der allgemeinen
Zahlzeichen a oder (a--b0) genannt werden,

§. 19. (Addition.) Aus dem Vorhergehenden folgt sofoxt,
dafs man bey der Addition gleichartiger, d. h. durch einerley
Buchstaben ausgedriickten Grifsen, wenn sie einerley Vorzeichen
haben, blofs die Coefficienten addirt, wenn sie aber verschiedene
Zeichen haben, die Coefficienten subtrahirt, und dem so erhal-
tenen Resultate das Zeichen des grifseren Gliedes vorsetzt.

So hat man, wie schon fiir sich klar ist,

Sa 4 4b — Lec — 4d
35:—73)——56*—}-—()(!
Summe 8a — 3b — f¢ - 5d u, s, f.

Im Gegentheile kann der Ausdruck

7a -4 3b

nicht weiter durch Addition verindert werden, da wan hier ZWey

Zeichen @ und b gewihlt hat, um zwey verschiedene heterogene
Grélsen auszudriicken, so dafs z.B, 5« sieben Pfunde, und 35
drey Thaler, oder jenes 5 Arbeiter und dieses 3 Fifse u, f,
bezeichnet.
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§. 20. (b[iJJI,I'RCLIOIL) Um eine Gréfse von der anderen
zu subtrahiren, éndere man das Zeichen der zu subtrahirenden
Gréfse in das entgegengesetzte ; und verfahre dann nach der im
§. 19. gegebenen Vorschrift der Addition,

Denn soll man z.B. yon der Zahl 4~ 7, oder was dasselbe
ist, von der Zahl (4-7 -4 4 — 4) die Zahl -~ 4 subtrahiren
oder wegnehmen, so bleibt der Rest

b g == S,

Soll man aber von derselben Zahl (4 7 4 4 — 4) die Zahl

~— 4 wegnehmen, so bleibt der Hest
+ 7t b=

Soll man ferner von der Zahl — ~, oder was dasselbe ist,

von der Zahl (— 7} 4 — 4) die Zahl -}~ 4 wegnehmen, so bleibt

der Nest

!
[
i

Soll man endlich von derselben Zahl (— 7 4+ 4 — 4) die
Zahl — 4 wegnehmen, so bleibt der Rest

e e F A R

VWir haben demnach, wenn folgende Grofsen zu subtrahiven
sind, indem man die Zeichen der unteren Reihe &ndert und dann
addirt, folgendes Schema:

S5a 4+ ab 4= 3¢ — 1d — e
3a — 9b — ¢ — id -+ f
i

resuchte Differenz 24 - 1406 B L e e
g | 1a 3

I. Eben so hat man, wenn mehrere Griéfsen in Klammern
eingeschlossen sind, wo die Bedeutung dieser Klammern schon
oben (§. 6, 1.) gegeben ist;

8a—2b—(bat-4b)y=8a—2b—5a—4b=3a—06b und
8a—eb—(fa—pb)=8a—2b—5at4b=3al25.

§. 21, (i_\.i_till.f;)‘iI{",f'lLi.i)H.) Da das Product zweyer Fac-
toren (nach § 4.) den Factor so oft enthalten mufs, als der an-
dere die Einheit enthilt, so werden, wenn die Einheit, wie hier
immer, positiv vorausgesetzt-wird, zwey positive Factoren auch
ein positives Product geben.

Littrow’s Anfangsgr, d. gesammt, Mathem. _))
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Ist aber der eine dieser Factoren negatiy, so wird das Pro-
duct den negativen Factor so oft enthalten, als der andere, po-
sitive Factor die Einheit enthilt, d. h. das Product einer positi-
ven Gréfse in eine negative, und umgekehrt, ist negativ.

Sind endlich beyde Factoren negativ, so muls auch hier,
der allgemeinen Regel des §. 6. zu Folge, dasProduct den einen
Factor so oft enthalten, als der andere die Einheit enthiilt Allein
dieser andere Factor enthilt nicht die Einheit (nicht die Grilse
-+ 1), sondern ihr Gegentheil (— 1), also wird auch das Pro-
duct nicht den ersten negativen Faclor selbst, sondern sein Ge-
gentheil enthalten, d. h. das Product zweyer negativer Factoren
ist positiy,

In der Multiplication geben also gleiche Zeichen ein positi-
ves, und ungleiche ein negatives Product. In diesem Produete
werden die numerischén Coefficienten in der That multiplicirt,
die allgemeinen Zahlzeichen aber, als Anzeige ihrer Multipli-
cation (nach §, 6, IL.), einfach neben einander gestellt. Sonach

(4+ 3a) . (+ 40) = + 12ab,
(+ 3a) . (— 4b) = — 12ad,

erhiillt man

(— 3a) . (+ 40) — 12ab,
(— 3a) . (— 40b) -+ 12ab.
I. Bemerken wir noch, dafs man der Kiirze wegen das
Product mehrerer gleichartiger Grifsen, wie
a.a oder aa auch durch a3,
a.a.a oder aaa durch (5T
auszudriicken pflegt, so dals man daher hat:
g, - 3ab = 6a*b,
3ab.(—5a*bc) = — 15a%brc,
2ab. (3a+45ab—10*) = 6a*b } 10a*b® — 2ab® u f,
Um aber das Product der beyden Gréifsen (a - 5) und
(a — b) zu finden, hat man

a 4 b

a. . — b
a* —]—H
— ab — b?
Produet , . , a* — bt
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Ganz eben so erhilt man

a 4+ b
a -~ b
a* -+ ab
-+ ab -} b*
Product.; . .ma_zw—i—zis.cbr—k_b;
Eben so wird man fiir das dreyfache Product
(1 —a) (1 —a) (1 —a) oder fir (1 —a)*
erhalten:
(1—a) =1 — 3a 4 3a* — a?;’
und eben so ist endlich
(za — 30b)* = 16a* — qbadb
- 2164 b?
= 216ab?

+ 81 bt

§. 22. (Division.) Da der Divisor, durch den Quotien-
ten multiplicirt, den Dividend wieder geben mufs, oder da (nach
§. 5, II) die Multiplication die Probe der Division ist, und um-
gekehrt, so gilt fiir die Diyision, in Beziehung auf die Zeichen,
dieselbe Vorschrift, wie oben fiir die Multiplication, dals nima
lich gleiche Zeichen einen positiven, und ungleiche Zeichen
einen negativen Quotienten geben,

Auf diese Weise erhilt man z. B.:

12a2h — 3a
PR
4a'b* — Batbe = ab — 2¢ . f.

Gatb.

1. Ein Bruch wird durch einen Bruch multiplicirt, wenn
man, wie in §, 12, Zihler mit Zihler, und Nenner mit Nenner
multiplicirt. Eben so wird ein Bruch durch einen andern Bruch
dividirt, wenn man den ersten Bruch durch den umgekehrten
zweyten multiplicirt (§. 13.). Demnach ist also

2a 3b 6a Jarb 10¢ ba 3 a>
O T e T b —'LE)—G“’ L

3 *
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und eben so
at obh e a a’
E'T_E'Gzﬁ'—ubv.
L F e € ) P L
b a 2a b b? B=

II. Enthilt der Divisor mehrere Gllf:l]cr, so ist das Verfah-
ren ganz dem in {. 5. dhnlich, wenn man zuerst die beyden zu |
dividirenden Grifsen nach einem ihnen gemeinschafilichen Buch- |
staben, z, B. nach a so ordnet, dals die Grilsen a, a?, a® .
in ihrer natiirlichen Folge fortgehen. ‘
Soll z. B. die Grofse |
2a* — 3ab 4 b — a*b 4 a* "}
durch a—b dividirt werden, so hat man i
a—>bla’t2a*—a*b—3ab--b?
+a® —a*b
g
2a*—3ab- b
+-2a*—2ab

a*t2a—b Quotient,

N

cES )

~—a b b* -
—ab-|- b2

+ -

Rest . .. v

=TS

Oder auch, wenn man nach der Grifse b ordnet:
—bta|b*—3ab—a*b}-2a*+4a*| —bJ2a4a* wie zuyor,
+6*— ab
+
—2ab—a*b-tua*4a?
—2ab -2 a?
+ Ao
—a*b-}-a?
—a*b--at
4

Restaile.dd.

S

Gang eben so findet man auch
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§ 23. '\ B

ad — b3

s = at e,
o a* 4 ab -4 b2,

%—}%—H:l-]—a-{—a* u. '8 W

6. 23. (Division ohne Ende.) Wenn der Dividend

durch den Divisor nicht ohne Rest theilbar ist, so kann man,

wie oben .14, L., diesen Lest als einen neuen Diyidend betrach-

ten, und so die Division ohne Ende fortsetzen, wie folgendes
Beyspiel zeigt:

1—b| a |atabdabi4abiA-...

a—ab
ab
ab—ab*
T abE
ab*—alb®
T b
ab®—abt
i abd elc,
Es ist daher der Bruch
(15
Y =D

gleich der ohne Ende fortgehenden Reihe
a4 ab + ab? = ab® 4 ...
von welcher das Gesetz des Fortgangs der Glieder deutlich ist.
I. Nimmt man die Grifse b negativ, oder setzt man in dem
Vorhergehenden — b statt b, so erhalt man
o
T
dieselbe Reihe, wie zuvor, aber mit-abwechselnden Zeichen.

Ist z. B. fiiv einen besonderen Fall in dem vorhergehenden
Ausdrucke von

=a—ab+ abt —abd 4+ — ...

a

I'___bma—l—czb»-{—ab’- 4 ...
die Grofse a=1 und b=->, so hat man
e R L e 8y TR

ibereinstimmend mit §. 14, 1., wo der mit dem vorhergehenden
identische Ausdruck




gefunden wurde,

1. Eben so gibt =06 =1 den folgenden Quotienten:

s=r 414241 4.,
ein Ausdruck, der, ohne Ende fortgesetzt, offenbar grofser
als jede andere noch angebbare Zahl, oder der, wie man sich
auszudriicken pflegt, unendlich grofs wird. Diels stimmt mit der
oben (§. 9.) gegebenen Erklirung eines Bruches iiberein, dessen
Werth immer grifser wird, je kleiner, bey unverindertem Zih-
ler, der Nenner desselben ist. Nimmt daher, wie hier bey dem
Bruche 3, der Nenner iiber alle Grenzen ab, oder wird der
Nenner, wie man zu sagen pflegt, unendlich klein, so nimmt
auch der Werth des Bruches iiber alle Grenzen zu, oder dieser
Werth ist dann wunendlick grofs, welchen Zustand einer Gréfse
man auch durch das Zeichen co auszudriicken pllegt, so dals
daher
L mil oo

gleichbedeutend ist,

Wir werden spiter noch oft Gelegenheit haben, auf diese
sogenannten unendlich kleinen Gréfsen, d.h. auf solche Grifsen
guriick zu kommen, die kleiner angenommen werden, als jede
andere noch angebliche Grifse. Hier bemerken wir nur, dals
jede nach einem bestimmten Gesetze fortgehende Folge von
Grofsen eine Reihe heilst, — Diese Reihen spielen in der
mathematischen Analysis eine sehr wichtige Rolle, obschon sie
zur eigentlichen Berechnung offenbar nur dann brauchbar sind,
wenn sie conpergiren , d.h. wenn ihre mit der Folge stets kleiner
werdenden Glieder sich einer gegebenen endlichen Gréfse immer
mehr nihern, ohne sie je zu errveichen, So ist die vorhergehende
Reihe

S T T R O
convergent, weil die Summe ihrer Glicder, je weiter man sie
fortsetzt, der endlichen Grifse + immer niher kommt. Die
andere Reihe aber

e g
ist divergent, weil die Summe ihrer Glieder ohne Grenze bis in
das Unendliche wachsen kanp,
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Eben so ist die Reihe
WL sl i

oder die Reihe der sogenannten reciproquen natiirlichen Zahlen
(v 2 3, 4,...), wie wir spiter (§. 65.) sehen werden, ebenfalls
divergent, oder die Summe dieser Reihe wichst ins Unendliche
fort, obschon ihre Glieder immer kleiner werden, je weiter sic
fortgeht., Nicht so ist es mit der convergenten Reihe

I o S
welche dieselben Glieder, wie die vorhergehende hat, deren
Zeichen aber stets abwechseln, Diese Reihe gibt, so weit man
sie auch fortsetzen mag, immer eine Summe, die kleiner als die
Einheit ist, so wie wieder die Ileihe der reciproquen ungeraden
Zahlen, oder die Reihe
R A

divergent ist, da die Summe ihrer Glieder, ohne sich einer be-
stimmten Grenze zu nihern, ins Unendliche wichst, wie wir in
der Folge sehen werden,




Finftes Capitel.
Rechnu ng mit Potenzen,

§. 24. (]‘:l'iii;‘l‘l‘lulg.) Ein Product von mehreren gleichen
Factoren heilst eine Potensz dieses Factors. So ist
aa oder a* die zweyte,
aaa » a? » dritte,
aaaa » a* » vierte
Potenz der Grifse a, und die Zahl oben rechts, welche die An-
zahl der Factoren in jeder Potenz anzeigt, heilst der Exzponent
dieser Potenz,

Die zweyte und dritte Potenz, die am hiufigsten vorkommt,
wird auch der Kiirze wegen das Quadrat und der Cubics (Wirfel)
genannt, So ist 3*=¢q und 4*=106 das Qumh‘aL von 3 und 4,
und 2°=28, so wie 8%=27 ist der Wiirfel von 2 und 3,

I. Eben so wird diejenige Zahl a, welche auf die ate, 3te,
4'°y ... Potenz erhoben, die Zahl b gibt, die ate, 3te, jte,
W urzel von der Zahl b genannt, So ist a die 2t*VVurzel von a2,
und zugleich die dritte Wurzel von a® u. f. So ist 8 die 2t Wur-
zel von g, und 2 die dritte VWurzel von 8, und wieder 3 die
4% YWurzel von 81 u.f.

Die zweyte und dritte VWurzel einer Grifse wird auch ab-
kiirzend die Quadrat- und Kubikwurzel dieser Grolse genannt.

Um anzuzeigen, dals die 2%, 3t, g4te, , . . Wurzel aus
einer Zahl gezogen werden soll, setzt man dieser Zahl die
Zeichen

\/ ’ i’ 4 3 ‘I/ f ’

vor. So hat man z. B,:

2, i 3 iy
VQZJF VS:Z, 'i'/"if_\:‘l,

Bey der Quadratwurzel lifst man der Kiirze wegen auch
wohl die Ziffer 2 in den VWWurzelzeichen weg, so dals {a gleich-

bedeutend mit \/a ist.
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Will man endlich mehrere durch 4~ oder — verbundene
Gréfsen zugleich auf eine Potenz erheben, oder aus ihnen die
Wurzel ziehen, so schliefst man diese Grofsen in Klammern ein
(§. 6, 1L). So ist das Quudrat von a-b gleich

(a + b)*,

und die Kubikwurzel von a— b ist
f/(a, ——b) oder auch Va—b.

0. 25. (Bl'tl[tlplic:lti()ll.} Sucht man das Produet von a*

in a%, so hat man
a¥ . ad = ada . aaa = a%
und eben so fiir jeden anderen, ganzen, positiven Exponenten,
also auch allgemein
aﬂl i (lfi —_— {I”[ + n y

wenn m und n ganze positive Zahlen bezeichnen.

Um daher Potenzen derselben Gréfse a zu multipliciren,

addirt man ihre Exponenten.

§. 26, (Division.) Um @ durch a® zu dividiren, hat man
as aaaaa 8

—_— = = aua = as,
a? aaa

und eben so fiir jeden anderen Exponenten: also auch allgemein

am
. P a.’f{ —-—n
an

Um daher Potenzen derselben Grélse a zu dividiren, sub-

trahirt man ihre Exponenten.

§. 27. (Erhebung auf Potenz.) Um eine gegebene
Potenz, z. B. a® wieder auf eine Potenz, z. B. auf die zweyte
Potenz zu erheben, oder um die Griflse

. (a:‘.)l
zu finden, so hat man
ad'="naa,
und von diesem Ausdrucke ist die zweyte Potenz
§ adaa s et =va%
also ist auch
{u.'i)“, — a--‘
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und eben so ist

(a2 )=t (@R ==ia Y am o5
also auch iiberhaupt fiir jeden ganzen, positiven Exponenten

(am)n /L

-

Um also Potenzen auf Potenzen zu erheben, multiplicirt
man ihre Exponenten,

I. Um aber Producte oder Briiche auf Potenzen zu erheben,
muls man diels bey jedem einzelnen Factor des Products, und
bey Zahler und Nenner des Bruches thun.

Will man z. B, das Product ab auf die zweyte Potenz er-
heben, so hat man

ab .ab — aa . bb, also auch
(ab): = a% . D%
und daher iiberhaupt
((I b)m — a™, bm'
: ¥ S a

Eben so erhilt man fiir die zweyte Potenz des Bruches 5

den Ausdruck 91
g a*
T A
so dals demnach ist:
a2 at
b el fﬂ‘
und {iberhaupt
a\m fm
b T pm
wie diels alles gleichsam fiir sich klar i1st, wenn m und = ganze
positive Zahlen sind.
§. 8. (Potenzen, deren Exponenten Null oder
4 r . 2 - -
negative ganze Zahlen sind.) Nach dem Vorhergehenden
(_§.2(}.) hat man, wenn m und n ganze positive Zahlen bezeichnen,
am
—— (.’m'_”. .k\
an

Sind aber die beyden Exponenten m und n einander gleich,
s0 hat man m—n=—o0. also ist auch

(gt
= ——ggiteditie= g Yemy

)

d. h. jede Grofse mit dem Exponenten Null ist gleich der Eanheit,
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1. Ist aber in demselben vorhergehenden Ausdrucke

der Exponent m des Zihlers gleich Null, so ist

rlrﬂ 0 n
e ) —
a :

an

oder da, nach dem Vorhergehenden, a’=1 und a°—" offenbar
gleich a—" ist, so hat man

d. h. jede Potenz mit einem negativen Exponenten ist gleich der
Einheit, dividirt durch dieselbe Potenz mit demselben positiven
Exponenten.

Nach der vorhergehenden Erklirung einer Potenz ist a™,
wenn m eine ganze positive Zahl bezeichnet, ein Product von
m Factoren, deren jeder gleich a ist. Soll demnach die Grélse
a° ein Product von Null Factoren seyn? — Diels wiirde keinen
Sinn haben. Und noch weniger léfst sich, nach jener Erkldrung,
der Ausdrock a—™ auslegen.

VWir werden daher die Grifse a® nur als eine blofse Be-
zeichnung fir die Einheit ansehen kiénnen, deren es noch viele

: Tam ) ’ 5
undere geben Lann, z, B. AN =1 u.dgl. Diese Bezeichnung
ist aber dadurch entstanden, dafs man irgend eine Potenz einer
Zahl durch sich selbst dividirt, und dabey die Vorschrift des
§, 26. angewendet hat.

Eben so werden wir die Grofse a—™ als eine andere Be-
zeichnung fiir die Einheit, diyidirt durch die m'* Potenz von g,
gelten lassen, und diese zweyle Annahme ist eine unmittelbare
Folge der ersten, dafs nimlich a°=1 ist, Denn wenn man in
dem Ausdrucke

el —g R
aﬂ
des \\ 26, wo m und n ganze posilive Gréfsen sind, die Grilse
m=—o0, also auch, der ersten Aunahme gemils, qa*==1 setzt, so

erhalt man solort

—n
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§- 29. (Potenzen mit gebrochenen Exponenten.)
Nach der oben (. 24, 1) gegebenen Erklirung einer YWurzel,
ist der Ausdruck

n
Va

diejenige Zahl, welche auf die nt Potenz erhoben, gleich a wird,
also ist auch

n
(\/a)" ==
Ist aber n eine ganze Zahl, so hat man, nach §. 27,
1 (a:)".
Setzt man daher diese beyden Ausdriicke von a einander
gleich, so hat man

(@) = Vay,

woraus sofort folgt:

s n
g \/a;
d. h. Potenzen mit gebrochenen Exponenten sind mit den analo-
gen Wurzelgrofsen identisch.
I. Auch diesen Ausdruck

ar

n
wird man also nur als eine andere Bezeichnung von \/:I bettach-
ten kinnen, der so wie die beyden vorhergehenden
a% und iz
durch Analogié aus der lechnung mit solchen Potenzen entstan-
den ist, deren Exponenten ganze positive Zahlen sind.

Diese Erweiterung der eingefihrten Bezeichnungen, oder
der aufgestellten Begriffe durch Analogie oder Induction, ist auf
dem Gebiete der Mathematik von der iufsersten Wichtigkeir,
und sie ist oft schon die Quu]lc der interessantesten Entdeckun-
gen geworden,

II. Stellen wir die vorhergehenden Vorschriften der Rech-
nung mit Potenzen zur bequemen Ubersicht zusammen, so hat
man, welche Zahlen auch die Gréfsen m und z bezeichnen,

fiie die Mulliplication. . . . am, a® = am+n,



" . L ame
fiir ‘die Division 5 b i s i
an

fir die Erhebung auf Potenz . . (am)* = gmn,

|

am—n

1
n

fiir die Ausziehung der Wurzel . \/a — a:,
und iiberdiefs
a—" = — und a® — 1.
am
IIT, Nach diesen Vorschriften kann man sich an folgenden
Beyspielen iiben:

L AL A
25 | 25 — ab — 250, 162 5168 — 106% = 8,
81 T 5 5 7
— =& =3, (4°) = 4 = Vb4 = 8,
8%

a’ (=2 aiig b

(\;/(15)1 e Vra:, ‘/\/a o (HI)JL — V’I’

V’EIE‘:V‘)>‘<5=3 \/5, "’—a.\j/(t. n &=l N IR L ij/'ﬁw,
B+V5 G — V6 =1 — Vs,

! ! 2 4 V3 o
S T W \';5';.’,_|_ e 3 + V-i;
v 1 2 __fi-l—»/ﬁ
1/5--|u—3‘_-\(5'_-" 2 v




Sechstes Capitel.

Irrationale und 1maginiire Grofsen,

§- 30. (Irrationale Grofsen.) Betrachtet man die er-
sten natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . und ihre zweyten, drit-
ten, . , . Potenzen, so hat man

bt

. patiirliche Zahlen 1 B R

II. Quadrate derselben 1, 4, g9, 16, ...

ITI, Wiirfel derselben VR e (TR
woraus sofort folgt, dafs z B, die Quadratwarzel von 4 gleich
2, die Quudmlwuvze[ von g gleich 3, die Kubikwurzel von 8
gleich z ist, u. f.

Allein welches sind die Quadrat- und Kubikwurzeln derje-
nigen natiirlichen Zahlen, die zwischen die Zahlen der Reihe
IT, und IIL. fallen, welches sind z, B. die Quzuh‘at- oder Kubik-
wurzeln von 2, 3, 5§, 6 u. £.2?

Obschon wir die vollstindige Antwort auf diese Frage erst
weiter unten geben werden, so kann man doch hier schon sehen,
dafs z. B. die Quadratwurzel aus 2 oder dafs die Grofse }/2
keine ganze Zahl seyn wird, da sie, wie man aus der Verglei-
chung der Reihen I. und 11, findet, zwischen die Grofsen 1 und
2 fallen mufs, zwischen welchen keine ganze Zahl fallen kann.

Allein eben so leicht wird man auch sehen, dals dieselbe
Grofse |/ 2 auch kein Bruch seyn kann, VVelches nidmlich auch
dieser Bruch seyn machte, so miilste er, auf die zweyte Potenz
erhoben, die ganze Zahl 2 wieder geben. Allein um einenBruch
auf die zweyte Polenz zu erheben, muls man (nach §. 27, 1) den
Zihler desselben sowohl, als auch den Nenner mit sich selbst mul-
tipliciren. VVenn man aber einen Bruch, der nach §. 15. schon
auf seinen einfachsten Ausdruck gebracht worden ist, wie

L Lo )

3
Ao ge

mit sich selbst multiplicirt, d. h. wenn man das Quadrat dieses

Bruches sncht, so muls man offenbar wieder einen Bruch erhal-
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ten, da man doch, der Voraussetzung gemiils, eine ganze Zuhl,
.

nimlich die Zahl 2 erhalten sollte, indem {/ 2 oder 2° , mit sich
selbst multiplicirt, die Zahl 2 wieder geben muls.

I. Die Grofse /2, und eben so auch die Gréfsen V3, V5,

VA SRS T \:fuz7 ]:/.3 .« . sind demnach, weder ganze
Zahlen, noch auch Briiche. Sie sind daher Grifsen ganz eige-
ner Art.

VVenn wir z, B, von der Zahl 2 sagen, dals sic die Einheit
zwey Mal, oder dafs sie eine zehn Mal kleinere Einheit, d. h, die
Grifse 5 zwanzig Mal, dals sie die Grofse 2 zweyhundert Mal
genaw in sich enthalte, und so von jeder anderen ganzen Zahl,
und selbst von jedem gegebenen Bruche, so lifst sich dagegen
von der Grifse /2 nicht mehre sagen, wie oft sie irgend eine,
auch noch so kleine Einheit, genau in sich enthalte. Aus diesem
Grunde nennt man alle diese mirt irgend einer Einheit unmelsbha-
ren Grolsen incommensurable oder auech irrationale Zahlen, weil
das Verhiltnils (ratio) dieser Zahlen zur Einheit nicht mehr an-
geblich ist.

II. Obschon wir aber die irrationalen Grifsen, ihrer Na-
tur nach, nicht ganz genau angeben Lonnen, so werden wir doch
Mittel finden, uns dem wahren Werthe derselben immer mehr,
und so viel wir wollen, zu nihern, ohne sie jedoch je vollig zu
erreichen. So werden wir z B. finden, dals der VVerth der
Quadratwurzel aus 2 oder dafs }/2 ist

V2 = 1.414213 562373 . .

Diefs wird uns demnach auch nicht hindern, mit diesen Gréfsen
selbst, wie mit allen anderen, zu rechnen, wenn wir uns nur
dabey erinnern, dals die Resultate dieser Rechnungen blofse An-
niherungen zur Wahrheitsind, mit denen wir uns ja auch sonst oft
genug begniigen miissen. VVir werden bald sehen, dafs beynahealle
unsere Berechnungen des Himmels und der Evde auf diesen irra-
tionalen Zahlen beruhen, und dafs die Natur selbst, in der Con-
struction ihrer bewunderungswiirdigen Werke, eine Art yon Vor-
liebe fiir diese Zahlen gehegt zu haben scheint.

. ‘e hl L A
¢. 31. (I:llzlsln;n‘u *3;1'(.)[50[1.) Da (nach §. 21.) zwey
positive, so wie auch zwey negative Factoren, immer nur ein
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positives Product geben, so miissen auch die Quadrate aller po-

1.

sitiven oder negativen Gréfsen immer positio seyn, Dasselbe gilt,
aus demselben Grunde, nicht blofs fiir die aten sondern auch
fiir alle 4ten, Gten, 8ten - und iiberhaupt fiir alle Potenzen
mit geraden Exponenten.

Daraus folgt sofort, dafs die zweyte, und iiberhaupt jede
gerade VWurzel aus einer negativen Gréfse etwas Undenkbares,
etwas Unmogliches ist,

Obschon aber diesen Grifsen an sich keine Realitit zu-
kommt, so hat man es doch versucht dieselben, wenigstens als
blofse symbolische Zeichen, unter der Benennung von imagini-
7'en (im Gegcnsalzc mit den r'edlma) Grilsen I)U}'zu[)elmli_cn, und
auch auf sie die Vorschriften (. 25. bis 2q.) der Rechnung mit
Potenzen anzuwenden. Und auch diesem scheinbar gewagten
“Versuche verdankt die mathematische A nalyse eine sehr wesent-
liche Erweiterung ihrer Grenzen, wie wir spiater bey mehr als
einer Gelegenheit bemerken werden,

Die einfachste dieser imaginéren Grifsen ist

V—1 oder (—1)>.
Nimmt man davon nach der Vorschrift des §. 27. die crsten

Potenzen, so hat man

Dolenz oy el
Pt [0 R ALl B —1,
» WL 0w,
¥ NS S T -1,
S R e L ‘,//"—-l L+ By Hi

so dafls die Potenz VI. wieder gleich der IL., die Potenz VII.
gleich der IIL u. f, ist,

I. Auf diese einfachsten Ausdriicke lassen sich auch alle
iibrigen imaginiren Grofsen zuriickfithren, So st z. B.

V=38 =V (—1)=V3.V—,

wovon daher wieder

Potenz LIV nusil ineslianly
wisollzs rodad s, —3,
BE s sl s aBiVENE)
e YR T EER - ~9 u. f, ist.
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§. 82. (Vielfache Werthe der reellen Wurzeln.)
Jede positive Grifse hat ziwey , in ihrer Grélse gleiche, in ihren
Zeichen aber entgegengesetzte Qum'll'ntwurzeln. Denn da z. B,
von der Zahl -}- 2 sowohl, als auch von der Zahl —2, das Qua.-
drat gleich -}-4 ist, so ist auch die ('\)uadratwurzel von =} 4 so-
wohl -} 2, als auch — 2, oder man hat

l/r”.r."l — i Lk

Dasselbe gilt auch von jeder aten, gten, (ten iiberhaupt
von jeder geraden VWurzel aus irgend einer positiven Zahl, Sao
ist z. B.

V481 = + 3,
weil (-}-3)* sowohl als auch (—3)* wieder gleich der gegebenen
Zahl -} 81 ist.

I. Nicht so scheint es sich mit der 3ten, Hten, 'mten 1 ‘ynd
iiberhaupt mit den ungeraden VWurzeln einer gegebenen Zahl zu
verhalten, die immer nur eine, wenigstens nur eine reelle VWur-
zel haben, und zwar von demselben Zeichen mit der gegebenen
Zahl selbst. So ist z. B.

\/ R 3.
aber nicht auch zugleich 3, da nur (-4 3)% nicht aber auch
(— 3)? die gegebene Zahl |- 27 wieder gibt. Und eben so isL auch

V"—ﬁ*:f = — 3,
weil nur (— 3)3, aber nicht (4-3)* gleich — 27 ist.

IT. Allein die Anzahl der VWurzeln einer gegebenen Zahl
wird oft viel gréfser, wenn man auch auf die imaginiren VWur-
zeln derselben Riicksicht nimmt,

Zuerst ist, nach dem Vorhergehenden ,

Vf—]- 1= + 1,
oder iberhaupt (nach §. 31, L)
Vita? = t a

Und eben so ist auch

V—a*= + al/f—1,

da sowohl +a)/—u1. als auch —a}/—1, mit sich selbst mul-

Littrow's Anfangsgr. d. gesammt, Mathom, A4
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tiplicirt, die Grélse —a* wieder gibt. Daraus folgt daher, dafs
jede gegebene Grilse zwey Qum'h-al\\'urzcln hat, die nur durch
ihre Zeichen verschieden sind, und zwar zwey reelle, wenn die
gegebene Grifse positiv, und zwey imaginire, wenn die gege-
bene Grifse negativ ist.
III. VWenn man aber die Grilse
S =
zwey Mal mit sich selbst multiplicirt (nach den Vorschriften des
§. 21.u.30.), so erhilt man, wenn das obere Zeichen genommen

ST
—1 4 V-3
1 — YV —3 — 3
o e
oder dieses Product ist gleich

— gt g/_3.

und wenn man dasselbe noch einmal durch die urspriingliche

wird:

Grifse mulriplicirt, so hat man

g g Viceg

AR

e

— a}/—-3,
oder die dritte Potenz der gegebenen Grifse (—1 +‘fm3) ist
gleich der reellen Grifse -8, Ganz eben so findet man auch,
wenn blofs das untere Zeichen genommen wird :

(—1—V—3' = +8,

woraus daher, da 23 =8 ist, sofort folgt, dafs
(_1_+ﬁ\;__5)3= yidy

ist, Ganz eben so findet man auch, dafls

+1i\/—3)‘: Vo

ist, so dafs man also auch umgekehrt die beyden Ausdriicke ha-
ben wird:

f//—l—- 1= f(—1+ \/—3) und

V=i =4 1+V=3)

|
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Allein aus dem Vorhergehenden ist bereits Lekannt, dals
auch

\7+1=+ 1 und \3/—-1 = — 1

ist, so dafs wir demnach fiir die Kubikwurzel aus (4 1) und aus

(—1) folgende drey Ausdriicke haben:

‘3/—[— 1 ~+ 1 V—1 — 1

+ He=r V=) + (1 V/=3)

Ao esnay/ig), (G G VT )

Was aber hier von der Kubikwurzel aus 4-1 oder — 1 ge-

sagt wird, gilt nach dem Vorhergehenden auch fir die Kubik-

|| )
|1

wurzel aus jeder anderen Zahl, z, B. + 27, da

\]/-—|- g27ic= 3 \,7+ 1 und \f//—u 2o =13 \3/— i yast.
Aus dem Vorhergehenden folgt daher, dals jede positive
oder negative Grilse drey Kubikwurzeln hat, von welchen aber
nur eine reell ist, wihrend die beyden anderen imaginir sind.
Il. Eben so tiberzeugt man sich leicht durch Nachrechnung
von der Richtigkeit der drey folgenden Ausdriicke:

(i}_/\/—')*a= + 1,
(ﬁf') i
(“ ] v'z\hl) i v oo

woraus sofort folgt, da nach dem Yorhergehenden auch

- Van . .
\/+ 1=+ 1 ist, dafs man fiir die vierte VWurzel aus (J-1)
und aus (— 1) folgende vier Ausdriicke hat:

V+1=+1, und \ﬁ/—l =]—¥:

LR 1 —V—1
=+ V—, AT TR
= — V/—, e
e st
— 11— \—
VA

Daraus folgt wieder, dals jede positive Grolse vier vierte
o £} ] l

Wurzeln hat, von welchen aber nur zwey reell sind, und dals

jede negative Grofse ebenfalls vier vierte VWurzeln hat, die je-

doch alle imaginir sind.
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Man bemerkt leicht, dafs diels durch Analogie zur Aufstel-
lung des Satzes fiithren wird: »Jede gegebene Zahl hat immer
»2 Quadraqurchn, 3 Kubikwurzeln, 4 VWurzeln der vierten,
»5 Wurzeln der fiinften Ordnung u. s. w., allein von den gera-
vden VWurzeln (der aten, jten  fren | Ordnung) sind immer
» nur zwey reell, wenn die gegebene Zahl positiv ist, und alle
»imagindr, wenn sie negatiy ist; von den ungeraden VVurzeln
» aber (der 3tm, 5ten, ~ten Ordnung) ist immer eine reell und alle
» anderen imaginir, die gegebene Zahl mag positiv oder negativ
»seyn.« — VVir werden in der Folge wieder auf diesen wichti-
gen Gegensland zuviickkommen.



Siebentes Capitel.
Umformung der Gluicllung(:u.

§. 33. (I'ZL'L[{{L-(“]S‘Q“_) Wenn ein Ausdruck eine oder
auch mehrere verinderliche Gréfsen, die wir (nach §. 17.) durch
Zy ¥4 %5« . . bezeichnen wollen, uud iiberdiels auch eine oder
mehrere gegebene oder unverinderliche Grélsen a, b, ¢, . . .
enthilt, so wird jener Ausdruck seinen VYerth indern, wenn
diese Grifsen a, », =, . . . geindert werden, er wird von die-
sen Grélsen abhingig, oder er wird, wie man zu sagen Pilcgt,
eine Function dieser verinderlichen Grilsen seyn.

So ist z, B. der Ausdruck

@+ ba

a—bx'®
oder wenn man fiir einen besondern Fall a==10 und b=1 setzt,
der Ausdruck

cine ¥unction der verinderlichen Grifse z, und diese Function
ist gleich 1 fir z=0,
K._,I » =1,
=y == q, f
Eben so sind
a -+ bx

e —dy

oder aa?t & by + cy®

Functionen von den beyden verinderlichen Gréfsen z und » u. f,
Wenn die veranderlichen Gréfsen @, y, z, . . . oder wenn
die Stammgrifsen der Function blofs ganze Exponenten enthal-
ten, so heilst die Function rational, wie die der vorhergehen-
den Beyspiele; wenn aber diese Stammgréfsen gebrochene Ex-
ponenlen mil sich fiithren, so ist die Function irrational , wie

a4 bVa oder Va 4 b,

und endlich ecine gebrochiene Function, wenn die Stammgrifsen
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zugleich im Zihler und Nenner erscheinen, wie der vorherge-
hende Ausdruck
il oder auch ﬂ————i——,
a— ba Va + bz
welcher letzte Ausdruck eine gebrochene irrationale Function
bezeichnet,
1. Ein aus zwey durch die Zeichen -~ oder — verbundenen
Gliedern bestechender Ausdruck heilst ein Binom , wie
a - ba* oder Y 1—a.
Ein solcher aus drey Gliedern bestehender Ausdruck

a -+ ba - ca®
wird ein Trinom , und wenn er noch mehr als drey Glieder hat,
ein Polynom genannt,

II. Einaus 2, 3, 4, . .. Factoren bestehender Ausdruck
wird eine Grofse von 2, 3, 4, . . . Dimensionen genannt, wo,
bey gebrochenen Functionen, die Nenner als Grolsen mit nega-
tiven Exponenten ({. 28, I.) genommen werden. So sind

ax ax? L Jg2 v—-
At digeon BT v ddiishib s

sammtlich Gréfsen von einer Dimension ;

T Xr=
az oder i oder

=
=]

sind Gréfsen von zwey Dimensionen ; die Grilsen

a —

gehoren zu der Dimension Null;

a a
e SRR Pl oy et ) L
bx a* 4 bx

zu der Dimension — 1, und endlich

ax
Vaz oder \/
W— il
1

zu der Dimension * u. s. f.  Wir werden in der zweyten Abthei-
lung dieser Schrift sehen, dals die Linicn Grifsen der ersten,
die Flichen der zweyten, und dafs die Korper Grofsen von drey
Dimensionen (Linge, Breite und Hihe) sind,
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§. 34. (Glcichllllg.) VWenn zwey Functionen derselben
Stammgréfsen, wie z. B,
a* —. ax und ba — ¢,
einander gleich sind, so bilden sie eine Gleichung , die auf fol-
gende Art geschrieben wird:
2! —ax = bax —e¢.

Da die Gleichheit zweyer Ausdriicke nicht gestort wird,
wenn man zu jedem derselben dieselbe Grélse addirt oder von
ihr subtrahirt, so hat man, wenn man in der letzten Gleichung
zu beyden Seiten des Gleichheitszeichens die Grofse ¢ addirt, da
¢—C=0 ist:

2t — ax --c = ba;

und endlich, wenn man auch hier zu beyden Seiten die Gréfse
ba subtrahirt:

a* —ax — ba -+ ¢ = o;
oder da die verinderliche Grofse a als Factor von ¢ und zugleich
von b erscheint:

2> — (at+-b)a 4+ ¢ = o,
welcher Ausdruck also ehenfalls eine Gleichung fiir die Variable
oder unbekannte Gréfse @ davstellt.

Man sieht daraus, dals jede Gleichung so ausgedriickt wer-
den kann, dafs auf der einen Seite des Gleichheitszeichens blofs
die Null steht, was man eine Gleichung auf Null bringen heilst.
So ist demnach auch

a?* + dax -+ B =0

eine Gleichung fiir z, und

z* + A L —i" )’!‘)’z —I-' C'='e

eine Gleichung zwischen den beyden verinderlichen Grifsen =

und y, u, f. ’

1. Wir betrachten hier zuvérderst nur diejenigen Gleichun-
gen, die blofs Funcuonen einer einzigen verinderlichen Grifse
a sind. Fine solche Gleichung heilst geordnet, wenn die ver-
énderliche oder unbekannte Gréfse x in allen Gliedern der Glei-
chung blofs im Zihler und blofs mit ganzen positiven Exponen-
ten erscheint, und eine solche geordnete Gleichung gehirt zum

poten, olen, Jten . . Grade, wenn der héchste Exponent yon a
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gleicheng 803 iang sty = Soiist

z* - ax 4 b =0
eine geordnete Gleichung des zweyten Grades, und

2% == ax* 4~ ba* | cax 4 d = o oder auch
2 = ax 4 b = o  oder
2t = a = o

sind geordnete Gleichungen des dritten Grades, Im Gegentheile
sind

aQ

L5

|—i—"l"
(t"l-—bv"l::t?‘i.

r 4

7 b = /o u f
“—-f— aVau

noch ungeordnete Gleichungen.

IL. Bemerken wir noch, dals eine jede Gleichung, zwischen
der veriinderlichen » und anderen constanten Gréfsen, nicht S
jeden willkiirlichen VWerth von z, sondern nur fiir gewisse beson-
dere Werthe dieser Grifse gleich Null seyn kann. So hat man
z. B. in der Gleichung

2 4+ ax 4+ b = o,

oder wenn man, fiir ein specielles Beyspiel, a=3 und b =2
setzt, m der Gleichung

a* 43z 4+ 2 =o
nur zwey VWerthe von z, welche dieser Gleichung entsprechen,
oder welche den Ausdruck 2* < Ja-2 =0 geben. Diesc Wer-
the sind nimlich
= -—1 und z = — g,
und aulser ihnen gibt es keinen anderen Werth von z mehr, wel-
cher der gegebenen Gleichung geniigt.
Eben so hat die geordnete Gleichung des dritten Grades
z? — b6z - 11z — 6 = o
nur drey VWerthe van z, welche diese Function von a gleich
Null geben, nimlich, wie man sofort sieht:
Fi=innn i S innde spdc=id,
Man nennt aber diese Werthe von 2, welche der gegebenen
Gleichung entsprechen; die P urzeln dieser Gleichung, und wir
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werden weiter unten (§. 67.) sehen, dafls jede geordnete Glei-
chung des m'" Grades auch m VVurzeln hat, wie diels in den
beyden vorhergehenden Beyspielen der Fall ist.

111, Wiirde aber der Fall eintreten, dals ein Ausdruck
der Art

0:a+b.r+cx3—{—dm3+..,
fiir alle Werthe, dic man der Gréfse = geben kann, gleich Null
werden sollte, so wiirde auch daraus unmittelbar folgen, dafs die
constanten Coefficienten (.18, 1L.) von 2°, 2', 22, ... oder dals
die Grélsen a, b, ¢, d, . .. jede fiir sich gleich Null seyn
miisseri, Denn setzt man in der gegebenen Gleichung die Grofse
2, da man ihr alle moglichen Werthe geben kann, gleich Null,
s0 erhilt man
a = o,

so dals man also jenen Ausdruck auch so schreiben kann:

0 =tlba + cz* |- da® 4 .. .,
oder, da man, ohne die Gleichung zu stéren, alle Glieder der-
selben durch 2 dividiren kann:

0=0b 4 cx - da* - .. .,
also wieder, wenn man neuerdings z = o setzt:
(==l
und eben so erhilt man

o= 0, 'd =0 . I

§.35. (Sonderung der Unbekannten.) Die Be-
stimmung der Purzeln einer gegebenen Gleichung zwischen «
und constanten Grifsen ist eine der wichtigsten Aufgaben der
mathematischen Analysis. Man nennt diese Jestimmung der VWur-
zeln die Auflosung der Gleichung. Wir werden unten wieder auf
diesen Gegenstand zuriickkommen,

Hier wollen wir nur bemerken, dafs diese Auflésung der
(}lcichungen, so lange sie fir a des ersten Grades sind, keine
Schwierigkeit habe, da sie offenbar nur darin besteht, diese un-
bekannte Gréfse aus der Gleichung zu sondern, d, h. sie so zu
stellen, dals sie ganz allein aul der einen Seite des Gleichheits«
reichens steht, wihrend die andere Seite blofs von den constan-
ten oder gegebenen Gréfsen «, b, ¢, . . . der Gleichung ein-
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genommen wird. Dadurch ist nimlich der Werth der unbekann-
ten Grolse @ durch die bekaunten @, &, ¢, . . . sofort gegeben,
oder die Gleichung ist aufgeldst.

Um aber zu dieser Sonderung der Unbekannten zu gelan-
gen, mufs man mit den gegebenen Gleichungen verschiedene
Modificationen vornehmen, durch welche man diesen Zweck er-
reichen kann,

L. Diese Modificationen griinden sich alle darauf, dafs die
Gleichheit zweyer Ausdriicke nicht gestért werden kann, wenn
man, wie auch zum Theil schon oben geschehen ist, zu jedem
dieser Ausdriicke dieselbe Grifse addirt, oder von ihnen die-
selbe Grofse subtrahirt, oder auch, wenn man beyde Ausdriicke
durch dieselbe Grilse multiplicirt oder dividirt, oder endlich,
wenn man jeden dieser Ausdriicke auf dieselbe ganze oder ge-
brochene Potenz erhebt.

§. 36. (Nihere Erliuterung dieses Verfahrens.)
Die in §. 35, L angefithrten Reductionen lassen sich am einfach-
sten dadurch ausfihren, dafs man alles, was auf der einen Seite
des Gleichheitszeichens mit der unbekannten Grolse

verbunden ist auf die andere Seite bringt
durch Addition, durch Subtraction, u. umgekehrt,
»  Multiplication, »  Division, und umgekehrt,
»  Erhebung auf ganze Po-  » Ausziehung der VWurzeln,
tenzen, und umgekehrt.

Diese Vorschriften werden am besten durch Beyspiele er-
lautert werden,
I, Ist die Glcichuug gegeben

x -2

=1,

2
so wird man zuerst die Grifse 5, da durch sie die ganze linke
Seite afficirt wird, durch Multiplication auf die rechte Seite schaf-
fen, wodurch man erhilt

e RO —
und wenn man dann noch die Gréfse -2, durch Subtraction,
auf die andere Seite bringt:

iz,
wodurch demnach die unbekannte Grilse o gegeben wird.

—— R R PN S e T — e TS,
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II. Ist die Gleichung gegeben

2(3 +m) 8= 7
s0 wird man zuerst die Gréfse — 3, durch Addition, auf die an-
dere Seite bringen, so dals man hat

2(34-2) = 10,
In dieser Gleichung muls wieder zuerst der allgemeine Fac-
tor 2 der linken Seite weggebracht werden, wodurch man hat
834 z=5,
und wenn man endlich noch die Grofse 38 auf die andere Seite
bringt:
2 — 3

Eben so wird man auch mit solchen Gleichungen verfahren,
die statt den Ziffern allgemeine Zahlzeichen haben.
IIL. Ist z. B. die Gleichung gegeben:

ax b
— = d,

s0 gibt die Entfernung von ¢, die hier wieder zuerst vorgenom-
men werden muls:
ax | b = cd,
und dann die von & :
ar = ¢d — b,
und endlich die von a:
cd — b

oL —
[£7

Dieselbe gegebene Gleichung hitte man aber auch so schrei-
ben kénnen:

ax b
e
b

und hier gibt die Entfernung von = sogleich

ax b
—=d— -,
¢ c

. a
und dann die Entfernung von —

c
5=,
a c
oder wenn man die Klammern aufl§st :
cd — b

& = ————, Wwie zuvor.
47

s — e

|
El
il |
|
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IV. Erscheint die Grofse x mehrmal in den Zihlern von
Briichen, so kann man sie als gemeinschaftlichen Factor heraus-
nehmen, und dann wie zuvor verfahren,

Ist z. B,

gegeben, so hat man auch

-;—i-"[:)-"—C:(i,

oder wenn man die beyden Briiche auf einerley Nenner bringt,
und die Grélse ¢ auf die andere Seite schafit:

{L—'—{P
i G sk G G

. @ i .
also auch, wenn man den Factor _I; durch Division wegbringt :
@
@l b (e +d)
T SR
Ganz eben so wird
a4 x c— b be —ad
= —_— repen e e
b o8 byd *

und

l = O =
.L_*:M - A gebcn e | ({L (-} : _-_{- .
(22 ac

Alle vorhergehenden Gleichungen sind blofs des ersten Gra-
des. VVenn aber die gegebene Gleichung mehrere verschiedene
Potenzen von 2 enthilt, so ist die Sonderung dieser Unbekann-
ten oft mit sehr grofsen, ja mit uniibersteiglichen Schwierigkei-
ten verbunden, und dann mufs man sich oft schon mit dem blos-
sen Ordnen (§. 35, 1) der Gleichung begniigen, um wenigstens
den Grad derselben bestimmen zu kinnen. Vir werden in der
Folge wieder auf diese Untersuchungen zuriickkommen.

Bemerken wir noch, zum Schlusse dieses Gegenstandes,

dals man den Ausdruck }/ a -} /6 ofter durch eine ihnliche Um-
formung auf die einfachere Gestalt 2 4}/ bringen kann. Setzt
man namlich beyde Ausdriicke einander gleich, so ist

a - Vb — z? —aw \/")’ ya—Jo.

Da aber ein Ausdruck zwischen rationalen und irrationalen

Grofsen nur dann fiir alle Werthe derselben gleich Null seyn
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kann, wenn jene, so wie diese, jede fiir sich, gleich Null sind,
so hat man statt der vorhergehenden Gleichung die zwey fol-
genden:

a — a2t —py =0 und b —"fa2ty = 0.

Wir werden aber in der Folge (§. 69.) sehen, und wir kén-
nen uns auch schon jetzt durch Nachrechnung iberzeugen, dals
aus den beyden letzten Gleichungen fiir die Werthe von & und y
die Ausdriicke folgen:

T ‘/rx—\/u,'-—h s G ?‘_}___\_f a:.__g,.
2

2

Auf diese Weise erhilt man z. B.
Vo 3 2vVE =1 4 V5,
V3 o iyBie=a o,
V2 V3 =22+ Vo) u 'l
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§- 37. (El‘]iliii‘llllg.} Wenn man bey zwey Gréfsen durch
Division untersucht, wie oft eine derselben in der anderen ent-
halten ist, so sucht man dadurch das Ferhilinifs dieser zwey
Grofsen,

So haben die zwey Zahlen 3 und 12 das Verhiltnifls 4, da
die erste in der zweyten 4™l enthalten ist.

Zwey Zahlenpaare, deren Verhiltnils gleich ist, bilden eine
Proportion. So hat 3 zu 12 dasselbe Verhiltnifs, wie 5 zu 203
also bilden auch diese zwey Zahlenpaare eine Proportion, die
man auf folgende Weise zu schreiben pflegt:

3 :12
1220 3

5 : 20, oder auch
A0p20 =6,

|

§. 388. (Eigenschaft der Proportionen.) In jeder
Proportion ist das Product der beyden #ufseren Glicder gleich
dem Producte der beyden inneren.

Denn ist aberhaupt

a b= icasidy,
so ist auch, nach der gegebenen Erklirung einer Proportion,
wenn man sie mit dem oben (§. 6, 1L) angefithrten Zeichen der
Division in der Gestalt von zwey Briichen ausdriickt:

a C
AT
Bringt man aber diese beyden Briiche auf einerley Nenner, |
50 hat man
ad be
bd — bad’
also auch, wenn man beyde Glieder dieser Gleichung durch bd
multiplicirt:

ad = bc;

d. h, in der gegebenen Proportion

B e S W S e i T A e
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@i Cr
ist das Product der zwey dufseren gleich dem Product der zwey
inneren Glieder,
I. Sind die beyden inneren Glieder einander gleich, oder
hat man die Proportion
isdBs= B0
so ist, nach dem Vorhergehenden,
4 Ci=B?%,
oder auch :
BR=— /A O
und man nennt dieses mittlere Glied B-_."V./fc die mittlere Pro=-
portionale zwischen den beyden anderen Gliedern 4 und C.
II. Daraus folgt sofort, dafls sich ausje zwey einander glei-
chen Producten
ad — be
immer eine Proportion bilden lasse. Denn dividirt man die letzte

Gleichung zu beyden Seiten durch 6d, so hat man
ad be a c

54 bd B d
das heilst, man hat:

|
[
[

a:b=—c:d

§. 39. (Bestimmung eines Gliedes der Proportion
aus den drey anderen.) VVenn drey Glieder einer Propor-
tion gegeben sind, so lifst sich dadurch auch das vierte bestim-
men. Denn ist die Proportion gegeben

a % o°= g 1%d5 " &n ist auch
ad = be.

Ist daher z B. das letzte Glied d unbekannt, so hat man,
wenn man beyde Glieder dieser Gleichung durch ¢ dividirt,
be

H

d =

@
und eben so fiir jedes der iibrigen drey Glieder, — Uberhaupt
ist jedes @ufsere Glied gleich dem Producte der zwey inneren,
dividirt durch das andere duflsere — und jedes innere Glied ist
gleich dem Producte der zwey dufseren, dividirt durch das an-
dere innere.
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Dieser einfache, aber sehr niitzliche Satz ist unter der Be-
nennung der Regeldetri bekannt.

§. 40. (Veriinderungen der Proportionen.) Eine
Proportion kann mannigfaltige Verinderungen erleiden, ohne
dals dadurch die Gleichheit ihrer Verhiltnisse gestort wird. Wir
fiithren nur die vorziiglichsten derselben kurz an.

I. Umkehrung der Verhiilinisse,

Ist
assihi = c.sdy

so 1st auch sofort
b @ =rd .y

wie schon fiir sich klar ist.

Il Perwwechslung der inneren Glieder.

Ist
2. bi==Fpiiid,
so ist auch
@ 5Oy —==D
da beyde Proportionen auf die ihnen gemeinsame Gleichung
ad = be¢

zuriickgefiihrt werden kinnen,
III. Addition und Subiraction der einzelnen Glieder.
Ist die Proportion gegeben
G [
50 1st auch
ai‘b:cid:b:ci.
und eben so
adv'c bk d== a0,
weil auch die beyden letzten Proportionen sich wieder auf die

Gleichung
be — ad,

das heifst, auf die gegebene Proportion
a br=svc Dd
zuriickfithren lassen.
1V. Multiplication der beyden ersten, oder der beyden lelzlen
Glieder durcl dieselbe Griifse.
Ist die Proportion gegchen
O — R

e e N S = RIS S SRS e i N AL
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so ist auch, fir jeden Werth der Grofse m,
ameihm ==ue tid,

und eben so
aysibi— emitidm,

da jede der zwey letzten Proportionen wieder die Gleichung gibt

ad = be.

§- 41. (Verbindung mehrerer Proportionen unter
Uiil.’tl'ld(‘.i‘.) Die Producte gleichliegender Glieder von zwey
oder mehreren Proportionen sind ebenfalls proportionirt,

Sind nimlich die zwey Proportionen gegeben

a:h ="¢:d and
38 e = 3
so ist auch sofort
e fbhfac=oait dh,

Denn die erste Proportion gibt ad = be¢, und die zweyte

gibt eben so 64 = fg, also ist auch
ad . el = be . fg,
oder, was dasselbe ist,

asi. diti=—caiyb

also auch
ade bl = cetird R

I. Daraus folgt sofort:
Sind die ewey Proportionen gegeben
a:b=ci:d ?
und, 53 lee= desfNE

so hat man auch

adiites——"ra s
II. Sind eben so die zwey Proportionen gegeben
| ) 3 44 > LG s ¥ ¥ * L i s Lily - D\.O JGiIs
1 .'-; — ¢ J %
| y — 0 Q :
50 hat man ai
Z = fid
Il Sind endlich die zwey Proportionen gegel
{ Dy =i L}
und e sif =i
i 1 "\.-:}-u.."“::' J
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so hat man auch
ae s hifie ot gy

and dieser SatzIIL. ist unter dem Namen der Regelguingue bekannt.

1Y. Das Verfahren in IIT. gibt, wenn man es auf mehrere Prc-
portionen fortsetzt, die sogenannte Ketlenregel oder den
folgenden Satz:

Sind die Proportionen gegeben:

Qesbi=— A B>
Clsndie==n R iy
= B )
e DR D S

30 besteht mwischen diesen Griflsen auch die Proportion
aceg : bdfhk — 4 : E

T S PO Rl i ™ i ™ et W TN
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§. 42. (Exponentialgrofsen.) Wenn in dem Ausdrucke
==, 85,

wo a eine constante, 2 und y» aber eine verdnderliche Grofse

bezeichnet, der Exponent x bekannt oder gegeben ist, so wird

man, nach dem Vorhergehenden, immer den entsprechenden

Werth von y finden konnen. So hat man z B. wenn a= 2 ist,

2 den Werth yon y = 4,

2

fir =

I

» €

» » » Y = 8 u, f. 3

und selbst wenn 2 irgend ein Bruch, z B, gleich } ist, so wird

T

gy,
V= 2 = ;

aber nach §. 29, IL der Wahrheit so nahe, als man nur will,

2 seyn, eine irrationale Grifse, deren YWerth man
finden kann, wie wir weiter unten schen werden.
VVWenn aber umgekehrt in dem gegebenen Ausdrucke
gy = a=
die Grifse y die bekannte Zahl ist, oder wenn man z, B, die Glei:

chung hat:

so bietet alles Vorhergehende kein Mittel dar, denjenigen VWerth
von 2 zu finden, welcher der Gleichung 2% =3 entspricht,

Man nennt aber solche Ausdriicke, wie a*, wo der Expo-
nent die unbekannte oder verinderliche Grélse ist, Exzponential-
grifsen , zum Unterschiede mit den gewdhnlichen Potensen

ae oder (1 - 2)%;
in welcher der Exponent a constant ist.

Diese Exponentialgrifsen bilden; so wie die irrationalen
Zahlen, ein eigenes, weitverbreitetes Geschlecht von Gréfsen,
das sich von allen anderen wesentlich unterscheidet, und das in
der Mathematik eine schr wichtige Tiolle spielt: Man heifst sie;

5 =
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und die mit ihr verwandten, transecendenie Grifsen, zum Unter-
schiede mit den bisher betrachteten, die man algebraische Gros-
sen zn nennen pllegt.
Um diesen Unterschied besser zu iibersehen, wollen wir
. B. in der Potenz
y = a¢

»

fiir a die constante Gréfse 2, und dann fiir 2 die auf einander fol-

genden Werthe 2 =1, 2, 3, 4, ... setzen, wodurch man fiir

die entsprechenden Werthe von y=1, 4, 8, 16, . . . erhilt.
| 1 1 1

Eben so gibt @ =1, X, £, &, | . die Werthe =Rt sy

3

35 + + + » Wo immer die YVerthe von » nach einem constanten
und sehr einfachen Gesetze auf einander folgen,

Ahnliche Resultate erhilt man auch, wenn man fiir 2 die-
selben Grofsen 1, 2, 3, . . . aber negativ annimmt u. s. f.

Anders aber verhalten sich die auf einander folgenden VWerthe
der Exponentialgré/se a*. Nimmt man in derselben fiir die con-
stante Grofse a z. B. die Zahl —2, so erhilt man

Pl a, 3y By

a* = — g, J+. 4, — 8, 2 L (et

und’ fiir’ &=ty lealIs G I0agy Nl i b,
Tl emn : fi gy

ettt s et 5 "i‘ ol

so dafs also hier die positiven Gréfsen mit den negativen ab-
wechseln,
Setzt man aber fir o die reciproquen natiirlichen Zahlen,
oder ist
(=L 5 _7'5 ) B ety
3 5
so hat man gr——2, |/ —a,6 — Via, VRD e \]/’_-.", i
wo sogar die reellen VWerthe mit den imaginiren wechseln,
Setzt man ferner die Grifse a gleich Null, so hat man, so
lange z positiv bleibt, wie grols dasselbe auch werden mag,
immer
at = 0% = 0.
VWVird aber 2 ebenfalls Null, so erhilt man
SiEE i

und erhile endlich 2 irgend einen negativen Werth, 2. B. 2 =— 1,

s0 hat man
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af = — == ifkir,. ¢ = 0,
@ 0
oder g# wird dann unendlich grofs (. 23, IL.).

Noch auffallendere Spriinge erhilt man, wenn 2 irgend eine
irrationale Grifse, z. B. wenn a— \/fa wird. Nach dem oben
(§. 80, IL.) Erwihnten ist annihernd :

Ve = 141421 ...

Setzt man also wieder die Grifse a=-} 2, und nimmt man
von der vorhergehenden WWurzelgrifse nach und mnach immer
mehr geniherte Werthe, und bemerkt man, dals (nach §.32, IL)

.

jede Grifse a™ immer eine Anzahl von m reeller oder imaginii-
rer Werthe hat, so erhilt

fir |/ 2 14 die Grifse aY? = eV? ... zehn,

» YV ? » E 3 e shundert;

» Vo
verschiedene Werthe, ja die wahre Anzahl dieser Werthe wird
in der That unendlich grofs seyn, da der wahre YVerth von Vﬁ

selbst nur durch einen ohne Ende fortgehenden Bruch angegeben

| I |

» » b » ... tausend u £

werden kann.
Wire endlich noch die Grifse a negaliv, und z.B. a=—=—2,
und wie zuvor z = |/ 2 cine irrationale Grifse, so hilte man
; 5
= '3)‘/"5
dv Ausdriacke 1alst sich micht einmal ancebe I
und von diesem Ausdrucke lalst sich nicht einmal angebén, 0D
er zu den reellen oder zu den imaginiren Grifsen gehort, da
man nicht sagen kann, ob }/2 eine gerade oder eine ungerade
Zahl 1st,
Diefs wird geniigen, die Verschiedenheit der transcenden-
o ¥

ten und algebraischen Gréfsen zu erkennen.

0. 43. (L(}géli'iiilnl{:ll.) Gehen wir wieder gu unsever
Gleichung
N — az
zuriick. Obschon wir, wie gesagt, den Werth des Exponenten x
fiir jeden gegebenen Werth von » jetzt noch nicht bestimmen
konnen, so ist doch klar, dafs dieser Werth von , fir dasselbe y,
seincn YYerth mit der constauten Grifse a dndern werde, dals er
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z. B. ein anderver fiir ! — 2%, als fiir 3=4* oder 3 =5~ . .
seyn werde. Die gesuchte Grilse = wird also nicht blofs von y,
sondern auch yon demjenigen VWerthe abhingen, den man der
constanten Grifse ¢ gegeben hat. — WWir wollen im Folgenden
annehmen, dals diese Grofse a positiv und gréfser, als die Ein-
heit ist, ohne weiter etwas Niheres iiber ihren absoluten VWerth
festzusetzen.

Da wir noch sehr oft auf das Problem zuriickkommen wer-
den, aus dem Ausdrucke

e
die Grifse x fiir jedes gegebene @ und J zu finden, so wollen
wir dieser Groflse « eine cigcne]]czeichnung geben, und sie den
Logarithmus yon y nennen, was wir abkiirzend auf folgende Art
ausdriicken :
2 = Log y.

Die constante Zahl @ aber, die, als solche, immer densel-
ben, iibrigens willkiirlichen VWerth beybehilt, wihrend die bey-
den Grifsen 2 und J sich @ndern, wollen wir die Basis dieser
Logarithmen nennen,

Wire also z. B. dic Basis g = 10, s0 hitte man die Gleichung

107 == 9,
und da 10°=21;, 10'= 10, 10%>= 100 u, f. ist, so wirde man
auch, fir diese Basis, haben:

Loga =l
Logio = e
Logioo = 2,
Logiooo = 3 q, £

Wie man aber die Logarithmen der zwischen dieser Zahlen
1, 10, 100, ... fallenden Grifsen, wie man also Log 2, Log 3,
Log#, . . . finden soll, ist jetzt noch nicht bekannt,
Da iibrigens die Logarithmen aus der Exponentialgrifse a* -
unmittelbar entspringen, so gehdren auch sie, nach . 42, zu
den transcendenten Grofsen.

0. 44. (Kigenschaften der Logarithmen.) Wie es

sich aber auch mit dieser Bestimmung der Logarithmen einer
jeden gegebenen Zahl verhalien mag, so lassen sich doch hier

e e D R, - T L T S e
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schon einige schr merkwiirdige Eigenschaften derselben aus den
zwey fiir sie aufgestellten Gleichungen

e® =y und 2z = Logy
ableiten.

1. Danimlich zuerst, fir jeden Werth der Basis a, die positiv
und > 1 ist, wennman z==0 setzt, der Werth von y =1 wird, so hat
man auch fiir jede Basis

Log1 = o.
Und da eben so y =a fir 2= wird, so hat man auch
Loga = 1.

Das heifst also: »Fiir jeden Werth der Basis a, oder fiir
vjedes logarithmische System, ist der Logarithmus dieser Basis
simmer gleich der Einheit, und der Logarithmus der Einheit ist
simmer gleich Null.

1. Da ==y ist, wo 2 und y willkiirliche Zahlen bezeich-
nen, so ist auch, wenn u und z dhnliche Zahlen ausdriicken,

a* = 3z.

Man hat daher, nach der in:(. 43. gegebenen Erklirung

eines Logarithmus
z = Logy, und eben so u = Logaz,
Allein nach §. 29, 1L ist

a? . g* = a*t® oder

af s = Y - %,
also ist auch, nach derselben Erklirung des Logarithmus,

2 -+ u = Log (y.3),
das heilst, es ist
Log(y.2) = Logy -- Logz,

oder »der Logarithmus eines Products zweyer Zahlen 1st gleich
vder Summe der Logarithmen der einzelnen Factoren. «

So war in dem vorhergehenden Beyspiele fiir a==10

Logio = 1 und Logio0 = 2,
also ist auch
Logio >< 100 oder Logiooo = Logio + Logioo,
das heifst, e¢s ist

Log 1000 == 1 + 2 = 3, wie zuyor.
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Es ist fiir sich klar, dals sich dasselbe auch auf Producte
von mehr als zwey Factoren fortsetzen lifst. Denn selzt man
statt » die Gréfse @ .y was man kann, da 2 und r ganz willkiir-
liche Grifsen sind, so gibt die letzte Gleiehung

Log(z.y.2) = Log(2.7) 4+ Logz,
und da bereits Log (z.y) = Loga - Logy ist, so hat man auch
Log(z.7.3) = Loga -4~ Logy - Logz u. s f,

1L Ganz auf dieselbe Weise ist auch

ar o T o ¥
— == a*—“, oder, wafr» = I
as <
und daher
¥

oder, was dasselbé ist,

} B
Log = — LC‘:";}' — 0D
d. h.¢ »der Logarithmus eines Quotienten st gleich dem Loga-
»rithmus des Diyidends, weniger-dem des Divisors, «

1V. Endlich ist noch (nach 0:l29), 1)
5 — T Erklamne Hoa. T2 bt e s i
also auch, nach derselben Erklirung des Logarithmus,
uvLogy®r = zu Logy,
oder, wenn man beyde Glieder dieses Ausdrucks durch u dividirt,
Logy® ‘="z Logy,
d.h.: »der Logarithmus einer Potenz y* ist gleich dem Producte
»des Exponenten z in dem Logarithmus der Grolse y.«
Da in dem letaten Ausdrucke die willkiirliche Gréfse @ auch
. 1
ein Bruch seyn kann, so hat man, wenn man — statt x setzt,
&£
1

& i
. AT | .
Logys = - Logy,
oder, was dasselbe ist (§. 29.),
. )j/ 1
Logly/y» = = Log g,

d. h.: »der Logarithmus dey 2t» Wurzel aus einer jeden Zahl y
vist gleich dem aten Theile des Logarithmus dieser Zahl o selbst. «

T PR T — S
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Aus dem Vorhergehenden folgt demnach, dafs durch die
Logarithmen verwandelt wird :
die Multiplication . . .. . . . . . in Addition,
v DiyEsION s SR e R IR O L e T ¢ Sabtraction,
» Erhebung auf ganze Potenzen . . » Multiplication,

» Aubachung der Wurzeln . . . . » Diyision,

Wenn daher, fiir irgend eine Basis a, die Logarithmen aller

natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4,'.". . bereits berechnet und in
eine Tafel gebracht wiren, so wiirden dadurch alle gréfseren

und oft sehr zcuraubu—:u}en Bccnnungcn ungemein erleichtert
werden, so zwar, dafs die Arbéit mehrerer Monate auf die eini-

ger Sl,undcn uuu!w“l;mchr, und dadurch das Leben des Geometer

gleichsam vielfach \'ctiiinb 't werden kénnte.
rithmen sind

nd

Die Lo tzlichsten und wich-

de » Geist darf sich dieser

t'm‘tcn intd

en , ur

g'_.n‘s?.:crun&; auf de ete der VWis um so mehr er-

freuen, da er sie nicht dem Zufal » ‘dufseren Einwir-

kung, sond verdankt, wihrend ithm
bey den meis , besonders in den
Kiinsten und Manufacturen. sung sowohl, als auch

selbst den Stoff zu seiner I-,;;Lduc.’-;uns erst von aulsen entgegen-

gefithrt werden m

yen verschie-

chende bezieht sich auf solche

§-43.. (V
dener Systeme.)
Logarithmen, deren Basis eine hcsummm Zahl a ist, und wir
haben fiir die Logarithmen dieses Systems die Gleichungen auf-
gestellt:

Y = a*, 2 = Logy und Lo :;fr. &= 1.

Betrachten wir nun irgend ein anderes System, dessen Ba-
sis wir durch e bezeichnen wollen, und hczbu,lm en wir die Loga-
rithmen dieses zweyten Systems, zum Unterschiede mit jenen,
durch das analoge Symbol log, so dals man, wenn y dieselben
Zahlen wie vorher bedeutet, fiir dieses z eyte System die Glei-
chungen hat:

J = ¢ u=logy und loge = 1,
wo demnach u eine solche Zahl ist, die fir ¢# densclben Werth,

nimlich y gibt, wie 2 fiir ¢z gegeben hat
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VWenn man die beyden vorhergehenden Gleichungen
& o to)
x = Logy und u'=logy

durch einander dividirt, so erhilt man

.fmg;‘-p' g

log ¥ i
fiir das Verhiltnils der Logarithmen derselben Zahl g in den bey-
den Systemen, deren Basis @ und e ist.

Allein dieses Verhilinifs der beyden Logarithmen Log y
und log y kann, wenn es sonst ein veridnderliches Verhilinifs ist,
nur von der Gréfse y selbst abhiingig, oder es kann blofs eine
Function (§.34.) von y seyn, die wir, da wir sie noch nicht ken-
nen, allgemein durch () bezeichnen wollen, so dals man dem-
nach hat:

Logy = f(y) . logy.

Daaber indiesen Ausdriicken die Grilse y ganz willkiirlich ist,
so wird man auch statt ihr irgend einc Potenz derselben, z. B.
" setzen konnen, so dals man also auch die Gleichung haben
wird :

Log (™) = S(»™) . log(»™).
Allein nach §. 44, I"s hat man fiir den Logarithmus eines

jeden Systems
Log (¢%) = n Lozy, und eben so

—_—
=

0g {) 1) = n if.;:,_f];:’,
so dafs demnach die vor ergehende Gleichung in die folgende
ibergeht:
Logy = Jf(»") . logy,
und diese, mit der ersten Gleichung

= f(y) . logy

erglichen, zeigt, dals
SO =10),
das heilst, dals die gesnchte Function f(y) der Arvt ist, dafs sie
ihren VWerth nicht éndert, wenn man auch in ihr statt y irgend
cine Potenz y" setzt, wo n eine ganz willkiirliche Grilse bezeich-
net. Daraus folgt aber sofort, dafs /() von y selbst ganz und
gar nicht abhingig seyn hann, dafs also f(y) irgend eine constante
Grofse seyn muls, die wir gleich m setzen wollen, so dafs man

daher hat:

- ———— e ot i M R R e e s TS
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y. 45, 5
Loecy — m ,locy
03y ogy,

d. h. also, das Verhiltnils der Logavithmen derselben Zahlen y

Q
\

in zwey verschiedenen temen ist fiir alle Zahlen dasselbe,

oder ist eine constante Gro

g0
5€,

I. Um diese Constante m niher zu bestimmen, so hat man,
wenn man die beyden obigen Werthe von y, niimlich
T G T =

einander gleich setzt:

Nimmt man von den beyden Gliedern dieser Gleichung die
Logarithmen des einen sowohl, als auch des anderen Systems,
50 hat man

a2Loga — u Loge )
und 2 loga = u loge )

Da aber, nach dem Vorhergehenden,

o
— = m und Logca = loce — 1
i o o

ist, so gehen die beyden letzten Gleichungen in folgende ein-
fachere iiber:

m = Loge a
1
und m o= ——
log a

wodurch demnach die gesuchte constante Griofse m auf doppelte
Weise bestimmt ist.

Kennt man also bereits den Logarithmus einer Zahl 5 in
dem einen der beyden Systeme, z. B. in dem ersten, dessen
Basis q ist, oder kennt man bereits die Grifse Logy, so hat man
auch sofort den Logarithmus derselben Grifse y in dem zweyten
Systeme durch die Gleichung

1 2
logy — loga.Logz — — , Log x,
I
und eben so hat man auch umgekehrt
Logy = Loge. logy' = m.. logy,
und endlich, wie aus diesen heyden Gleichungen unmittelbar
J 5
folgt:
Io

ga.Loge = 1.




Ziehntes Capitel

Andcruugen der Functionen oder Principien

der Differen tialrechnung.

0. 46. (El‘!&ifﬁl‘t‘lllg.) Wenn in irgend einem analytischen
Ausdruck u, der eine verinderliche Grifse z, und iiberdiels viel-
leicht noch mehrere constante Grélsen a, b, ¢, . . . enthilt,
oder wenn in irgend einer Function (5\ 34.) von z, welche Func-
tion wir allgemein durch

s = f(z)
bezeichnen wollen, diese Stammgréfse 2 sich éndert und z. B.
so wird auch die Function f(z) sich indern,
Verth annehmen, und in
v = f(z-+ 1)

iibergehen, und man wird die auf diese Veise erfolgte Ande-

in 2 -4 iibergeht,

oder einen anderen

rung (u — u) der Function erhalten, wenn man diese beyden

[
1

‘Werthe ' und «, welche die Function fiir jene beyden VWerthe
von z hat, von einander abzieht.

Eben so wird also auch das Perhilinifs der Anderung
(& — u) der Function, zu der Anderung % ihrer Stammgrolse

2 gleich seyn

uw— u o flx4-Fk) —f_{:.l
k I

Hat man z. B., um diefs sogleich durch einen besonderen
Fall zu erliutern, die Function
vh= fi(2) = az®
gegeben, und geht 2 iiber in 2 -J-%, so erhilt man
w= f(a+7%) = a(z - k)2,
und wenn man die Potenz (x - #)* (nach \5 21, 1) entwickelt:
U= a (8 -—l—- 2l == h*).

Zieht man von diesem Ausdrucke den fritheren VWerth des-
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selben, oder u==aax* ab, und dividirt den Rest durch %, so hat

man ;
. — It
——— == 2az -} ak.

Dieses Verhiltnils ,’,*,,E_'f der bc)-ﬂcn;"\ndcrungcn, der F'unc-
tion und ihrer Stammgrilse, besteht also, wie man sieht, aus
zwey Theilen 2a und a %, die wesentlich von einander verschie-
den sind. Der erste Theil 2 ax ist nimlich, da er die Grifse %
nicht mehr enthilt, von dieser Anderung der Stammgrifse ganz
unabhéngig, oder er behilt immer denselben Werth jener Ande-
rung, h mag grofs oder klein gewesen seyn. Nicht so der zweyte
Theil oder die Grélse ak, die allerdings von % abhingt und die
offenbar immer kleiner ist, je kleiner diese erste indcrung i der
Stammgrolse = selbst genommen wird.

Je kleiner also diese ,:“\nl]cmng L wird, desto mehr nihert

sich das Verhiltnils

dem ersten Gliede seines vorhergehenden Ausdrucks, oder desto
mehr nihert sich dieses Verhiltnils dem VWerthe 2 e, als einer
Grenze, welcher dieses Verhiltnifs, bey immer abnehmendem
VWerthe von /., immer niaher tritt, und welche es offenbar nur
dann als in der That erreichend betrachtet werden kann, wenn
die Grofse A selbst so klein geworden ist, dals sie schon ganz
aulser unserer Betrachtung fallend angenommen werden kann,
oder wenn diese Grifse % kleiner noch geworden ist, als jede
andere uns noch angebbare Grifse, in welchem Zustande dann
die Grilse & (nach g 23, IL.) eine unendlich kleine Grilse genannt
zu werden pflegt.

Zustande von stets abnehmen-

iftigen werden, so wird es, zur

Da wir uns mit diesem
den Gro

grofseren Ki

n fortan ofter besch

TMantlinh -
Deutlichk

des Vortrags, angemessen

ze und

seyn, fir diese dulsersten Grenzwerthe der Grofsen eine ei-
gene Bezeichnung einzufithren. Wir wollen demnach diese An-
derung % der Stammgrdifse a, wenn sie in jenem Zustand der letz-

ten Abnahme iibergegangen, oder wenn sie, in dem so eben auf-

gestellien Sinne des VWortes, unendlich klein geworden ist, durch

das Symbol d2 bezeichnen, so dals demnach die durch sie cr-
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zeugte, im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Anderung
u'— u der Function, auch durch das Zeichen du angezeigt wer-
den wird.
Demnach wird also die vorhergehende Gleichung
)

= 2a2 + ahl,
7 g2
fiir den Zustand der letzten Abnahme von %, oder fir den Fall,
wo diese Anderung & der Stammgrifse x kleiner, als jede andere
noch angebliche Grifse geworden ist, durch den folgenden Aus:
druck dargestellt werden:
du
- == 2aw.
X

ax

I, Man pilegt die Gréfsen da und du das Differential der

Stammgroélse 2 und ihrer Function u, so wie das Verhiltnils f; :i
&

den Differentialcoefficienten der Function w zu nennen. Der Dif-
ferentialcoeflicient einer Function ist daher als die aulserste Grenze
des Verhaltnisses,, der _-A‘l.ndcl‘ung der Function zu der :"Luu.'lerung
ihrer Stammgréfse, zu betrachten, oder als diejenige Grenze,
welcher sich dieses Yerhiltnils immer mehr nihert, je kleiner die
Anderung der Stammgréfse & wird, bis es endlich, fiir eine un-
endlich kleine Anderung dz dieser Stammgrifse, jene Grenze
selbst erreicht.

Ganz eben so hat man in einem zweyten Beyspicle, wenn
die Function

ST
gegeben ist, und wenn in ihr die Grifse 2 wieder in z - Z
itbergehet: :
v = a(z -t h)’
oder wenn man entwickelt, wie zuvor:
w— u

> — (372 —:— 3lha - h?).

Auch hier ist, wie man sieht, blofs das erste Glied 3 a =7
.2 il w—u
des Verhiltnisses —

von der Grifse A unabhingig, so dals

demnach hier ebenfalls dieses Glied wieder die Grenze seyn wird,
welcher sich jenes Verhiltnils immer mehr nihert, je kleiner [

angenommen wird, und dals daher dieses letzte Grenzverhils-
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\
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nils, wenn & gleich do oder unendlich klein geworden ist, darch
die einfache Gleichung

(t H

d =3k

ausgcdriickt wird, und so fort in allen anderen Fillen.

Man sieht daraus, dals, wenn auch die beyden ;"‘Lnderungen
du und d z, der Function und ihrer Stammgriflse, jede fiir sich,
unendlich klein geworden sind, dafs doch das Perhilinifs dieser
Aenderungen demungeachtet noch eine endliche Grifse seyn kann,
d.h. dals, wenn auch die Grofsen du und da, wegen ihrer Klein-
heit, von uns nicht mehr angegeben werden kinnen, da sie in
T

der That, der aufgestellten Erklirung zu Folge, noch unter je-

der angebbaren Grifse stehen sollen, dafs demungeachtet das

Perhiiltnifs dieser an sich selbst nicht mehr angebbaren Grifsen,
noch immer sehr wohl angegeben werden kann, oder endlich, dafs,
wenn auch die Differeniialien zweyer Grifsen, du und dz, un-
endlich klein sind, doch das Verhiltnils derselben oder der Dij-

du
ferentialcoefficient — noch immer eine endliche Grifse, deren
L.L'

VWerth von uns vollkommen bestimmbar ist, seyn kann.
' L} !

Diels vorausgeselzt, wird es nun unsere Aufgabe seyn, die-
sen Differentialcoefficienten, oder dieses Grenzverhiltnils der
Anderung der Function und ihrer Stammgréfse , fiir jede angege-
bene Function, z. B. fiir die Potenz 2°, oder fiir die Exponential-
grofse a®, oder fiir den Logarithmus loga u. f. zu bestimmen,
Diese Bestimmungen machen den Gegenstand der sogenannten
Differentialrechnung aus. — Ehe wir aber zu diesem Geschifte
itbergehen, wird es angemessen seyn, einige Bemerkungen iber

dasselbe vorauszuschicken,

§. 47 (E1 ml.m.leu Darstellung und Erweiterung
des Vor li( i‘”"hl nden. ) Das in unserem vorhergehenden er-

sten I:c\spldc m‘ﬁ'ﬂt(‘m‘ Grenzyverhaltnils

du
— = 2aa

et
lifst sich auch, in Gestalt einer gewchnlichen Gleichung, anf
folgende Art ausdriigken:

anN=""= i Sl




in welcher Glcichung @ und x endliche, du und d« aber unend-
lich kleine Grifsen hezeichnen,

Um aber zu dieser Gleichung zu gelangen, kann man an-
nehmen, ‘dals sie aus der analogen, friiher (in - 46.) erhaltenen

Gleichung:

;I% = (2a2 -+ adz) oder

du — (2az - adz) dz,
und zwar dadurch entstanden ist, dafs man, in diesem letzten
Ausdrucke, die unendlich kleine Grifse ¢ d 2 gegen die endliche
2ax weggelassen hat, wie man wohl, der oben aufgestellten Er-
klarung einer unendlich kleinen Grifse zu Folge, berechtigt zu
seyn annehmen darf, da die unendlich kleine Grifse adz, die
kleiner als jede von uns noch angebbare Grifse ist, auf die aller-
dings noch angebliche, endliche Gréfse 2 g 2 , keinen fiir uns mehr
bemerkbaren Einflufs dufsern kann, oder da diese beyden Gréfsen

2a2 und 2az - adz,

in Beziehung auf die Angabe ihres absoluten VWerthes ; Yon uns,
der aufgestellten Definition zn Folge, nicht mehr unterschieden
werden konnen.

Auf gleiche Weise haben wir in unserem zweyten Beyspiele
des §. 46. aus dem gegebenen Ausdrucke

U=t 3
fur die Differenz v — u oder fiir du erhalten :
de = a (32 4 3adaz J da?) . dz,
einen Ausdruck, den man auch so darstellen kann;
d = [..’: az* 4-a (3z2-}dz).d z] vdz.

Lifst man hier wieder die unendlich kleine Grifse da
gegen die endliche 3z in dem Gliede (3 4= dz) weg, so er-
hélt man

du = [3aa* 4 3azxd z] . da, )
oder, was dasselbe ist:

n d (] ]
du = 3aaz (2 Ldx). du

und daher, wenn man

fahren anwendenl
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oder auch
du 5 :
— — 3aax?!, wie zuvor.
dx

Man kommt daher zu demselben Zwecke, wenn man, wig
in §. 46, das Grenzverhiltnils der .-i_ln]cruug einer [Munction zur
,:‘-mdcrung ihrer Slmnmgrn'il'sc sucht, oder wenn man, wie hier,
die Verinderung du einer Function u, die aus einer _-.'.tnr]crung
dz ihrer Stammgrifse 2 folgt, unter der Voraussetzung sucht,
dafs man, bey diesem zweyten Verfahren, diese -‘nﬂcrung d a
so klein annimmt, dals sie gegen jede andere, endliche, noch
angebbare Grélse als véllig verschwindend betrachtet, und daher,
jener Grélse gegeniiber, ganz weggelassen werden kann

Beyde Verfahren fithren zu demselben Resultate, aber' das
letzte ist offenbar einfacher und zur Anwendung bequemer, oh-
schon es iibrigens nur als ein, wegen dieser Einfachheit einge-
fiihrter , abgekiirzter Ausdruck des ersten, gleichsam als eine
Redens- oder Schreibart zu betrachten ist, deren man sich, als
eines bequemen Mittels zu demselben Zwecke, bedienen kann,
wenn man ihr die oben (§. 46.) gegebene Bedeutung zu Grunde
legt.

I. Demnach besteht, dieser zweyten Darstellungsweise zu
Folge, das Princip der Differentialrechnung darin, »dals man
»zwey endliche Grofsen, welche unter sich nur durch ‘eine un-
rendlich kleine Gréfse verschieden sind, als vdllig gleicke Gris-
» sen betrachtet, « weil man, nach der \'L)l'hl."l'i"(:il(:lldt,‘ﬂ ]CrI;liirung
des Wortes unendlich klein , zwischen jenen zwey Grolsen keinen
Unterschied, keine weiter noch angebliche Ungleichheit auf-
finden kann,

Il Wenn man aber diesen Begriff der unendlich kleinen
Grifsen einmal eingefithrt hat, so folgt daraus unmittelbar, dals
die Yerhiltnisse dieser, so wie die der endlichen Grifsen, unter
einander sehr verschieden, und selbst wieder unendlich klein
seyn konnen. Ist z. B. dz eine unendlich kleine Grofse, so ist

das Verhiltnifs des Quadrats derselben zu ihr selbst gleich

also gleich da;

d. h. dieses Verhilinils ist selbst wieder unendlich klein, so dals

man daher, nach demselben oben aufgestellten Prinecip, die

Littrow's Anfun . Mathem, (i]

gsge. . gos:

|
|
|
|
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Grolso d2* gegen da weglassen, oder dals man die beyden
Ausdriicke
dz |+ dz* und daz
als nicht mehr nnter sich verschieden, sondern als vollkommen
identisch betrachten muls, wie diels auch schon oben, bey un-
serem zweyten Beyspiele, geschehen ist, wo man in der Gleichung
du — a (32 4 3azdz - da?) . dx
die Grifse 3ada -}~ d2* gleich 3adx angenommen hat. In der
T'hat ist auch
dz } da* = dz (1 - da),
and da, nach dem erwihnten Princip, 1 }-da =1 ist, so muls
auch
de + da* = d=z
seyn.,

Man pflegt aber solche Grifsen, wie da?, unendlich kleino
Grifsen der zweyten Ordnung zu nennen, und diese iiberhaupt
durch d* 2 anzudeuten, so dals demnach Ausdriicke der Form

Al e idas, fdiad 2
als unendlich kleine Griflsen der zweyten Orvdnung anzusehen
sind, weil ithr Verhiltnils zu den unendlich kleinen Gréfsen du,
day, dy, ... der ersten Ordnung selbst wieder unendlich
klein ist,

Ganz eben so wird man auch Ausdriicke der Art,

diul s dat) dru Sdal ) divs diai d g oo
zu den unendlich kleinen Grifsen der dritten Ordnung zihlen
L

III. Ubrigens wird man auf diesen Begriff der unendlich
kleinen Gréfsen durch die uns von allen Seiten umgebenden Er-
scheinungen der Natur gleichsam yon selbst gefiihrt, und man
kann sie daher keineswegs, wie manche glauben, als blofse Ein-
bildungen betrachten, welche sich die Geometer zu ihren Speeu-
lationen ausgedacht haben, und von denen sich, aulser dieser
Einhildung, kein reeller Grund nachweisen ldfst. So wichst die
Zeit durch die Aufeinanderfolge von Momenten, deren Intervalle
kleiner sind, als jede andere, noch angebbare, wenn auch noch
so kleine Zeit. So wichst die von einem bewegten Korper be-

schriebene gerade oder kramme Linie auf eine Weise, dals der

— S e———— P - S A ——— ey P )
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zwischen je zwey nichsten Puancten dieser Linie enthaltene
Raum kleiner ist, als jede andere noch angebliche Linie u. f.
Aus diesem Grunde wird man auch jene krummen ILinien in der
Geometrie, unserem aufgestellten Princip gcmiil's, als Vielecke
von unendlich vielen, aber unendlich kleinen, geradiinigen Sei-
ten betrachten kénnen, und die auf diese jetrachtungen gegriin-
deten Lesultate werden mit denjenigen als identisch zusammen-
fallen, die unmittelbar aus dem Begriffe der stetigen Aufeinan-

hen, die ein in Bewegung begrifs

derfolge der Puncte hervorg
fener, und dadurch diese Linie beschreibender Punct nach und
nach einnimmt. — Ein in einem Kreise eingeschriebenes, oder
ihm umschriebenes Vieleck wird diesem Kreise desto niher kom-
men, je kleiner die Seiten dieses Vieleckes sind, und beyde,
Kreis und Vieleck, werden als ganz identische Grifsen zusam-
menfallen, oder der Unterschied zwischen ithnen wird nicht wei-
ter angegeben werden konnen, wenn einmal diese Seiten des
Vieleckes selbst kleiner, als jede noch angebliche gerade Linie,
d, h. wenn diese Seiten unendlich klein seyn werden. — Die
Geometrie, die uns auf diese VWeise gleichsam von selbst auf
die Betrachtung der unendlich kleinen Grifsen gefiihrt hat,
leitet uns auch noch auf den Unterschied, der zwischen diesen
unendlich kleinen Grifsen, in Bezichung auf die oben erwihnten
Ordnungen derselben, Statt hat. So mufs z. B. der Flicheninhalt
einer in allen ihren Dimensionen unendlich kleinen Oberfliche
irgend eines Korpers immer wenigstens eine unendlich kleine
Grélse der zweyten Ordnung seyn, weil dieser Flicheninhalt klei-
ner ist, als das Quadrat der lingsten geraden Linie, die man
von einem Puncte des Umfanges dieser Oberfliche zu einem an-
deren ziehen kann, Und eben so muls auch das Volum eines in
allen seinen Dimensionen unendlich kleinen Kérpers wenigstens
eine unendlich kleine Gréfse der dritten Ordnung seyn, weil die-
ses Volum kleiner ist, als der Wiirfel der lingsten geraden Li-
nie, die man yon einem Puncte des Umfanges dieses Korpers zu

einem anderen Puncte dieses Uml‘:.\ngos ziehen kann,
§. 48. (Differential der einfachsten algebraischen
_FllllCLi()]]_eu.) Sey zuerst der Ausdruch gegcbcn

U = f(@) = a =tbw,
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wo a und b constante Grofsen sind, so hat man, nach dem Vor-
hergehenden, sofort

ani— f{x —I—- d'!:) —— f(&,) oder

di'— [a — b (2 + d.‘:;)] — (a — bu),

das heifst, man hat
diu = — bda,

und diels ist das gesuchte Differential der Function u=a—b z,
also ist auch ihr Differentialcoefficient
du
I} —]

oder eine constante Grilse.

bips

1. Ist eben so die Function gegeben
u=— A — Bz 4 Ca* — Da?,
wo A, B, C und D constante Gréfsen bezeichnen, so hat man
anf dieselbe Weise
u 4 du= 4 — B(z+ da) + C(z 4 dz)* — D(aJda)i.
VVenn man diese Potenzen entwickelt, und dann von dem
so entwickelter Ausdrucke die gegebene Gleichung
W= 4 — Bz 4+ Ca* — Da?
subtrahirt, so erhalt man
du = — Bdz 4 C(2z 4 dz).d=
— D[32* 4 3(1 F da)a.da]da.
Da aber, nach dem oben aufgestellten Prineip der Differen-
tialrechnung, die Grofsen
2o+ dx, 324 3xdax und 1} dz
in derselben Ordnung gleich
2z, 32 und 1
sind, so hat man auch sofort fiir das gesuchte Differential;
du =—= — Bdaz -} 2Czda — 3Da*da,
oder fiir den gesuchten Differentialcoefficienten:

du

dzx

II, Auf dieselbe VWeise wird man fiir

— — b 4+ 2Cz — 3Da%

Lis= St tye—rbig i
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die Differentialien erhalten
du = fjazidz, du = Sbz*dzx,
so dafs man daraus leicht durch Analogie fiir den Ausdruck

v = A - Bam
das Differential
du — mBar=vda
finden wird, wenn m, wie in allen vorhergehenden Beyspielen,
eine positive, ganze Zahl bezeichnet. VVir werden aber bald
(§- 51.) sehen, dafs dieser Ausdruck auch allgemein, fiir jede
willkiirliche Zahl m, geltend ist.

§. 49. (Differential eines Products.) Sey u das Pro-
duct zweyer verinderlichen Grofsen 2 und y, oder sey die Function
u = .’.1.'._7'
gegeben. Lifst man in ihr die Grifse z in z 4 d 2, und die
Gréfse y in y -} dy iibergehen, so hat man fir den so veridnder-

ten VWerth der gegebenen Function den Ausdruck,

u+ du = (z+dz) . (y -} dy),
oder wenn man entwickelt:
v du =2y + zdy 4 ydz + dz.dy.
Subtrahirt man von dem letzten Ausdrucke die gegobene
Gleichung u = @y, und subtrahirt den Iiest durch dz, sa er-

hilt man
du zdy

ey pes b il

Da aber, nach dem Vorhergehenden, der Differentialcoef-

i ay .. : i . .
ficient 'f% eine endliche Grofse ist, so ist auch
T
xzdy
dx

eine endliche, dy aber ist eine unendlich kleine Grofse, und da-

sowohl, als auch »

her, nach dem erwiihnten Princip dieser lechnungsart:

xdy xdy

+ Ve -{_ d-)! = _(.',"L + J

dx
also auch
duw rdy

— 7-{-1‘.

dx dr
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so dals man daher, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes
wieder durch d o multiplicirt, fiir das gesuchte Differential eines
Products u — x5 evhilt:
d.(ey) = w.dy + y.dao;
es ist daher das Differential eines Products ¢on awey verdnderli-
chen Factoren gleich der Summe der Producte eines jeden dieser
Factoren in das Differential des anderen Factors,
Dieser Satz ist fiir die gesammte Analysis von der grolsten
VVichtigkeit, und wir werden noch sehr oft Gelegenheit haben,
auf ihn ‘wieder zuriick zu kommen,
I. Ganz eben so wiirde man, wenn das Product
U= azy
gegeben ist, wo g eine constante Grifse bezeichnet, fiir das
Differential dieses Products erhalten :
d.(azy) = a(zdy 4 ydz).
II. Ware aber das Product
yie—rioln
; von drey Factoren gegeben, so kann man das Product von zweyen
' derselben, z. B. 5 = ¢ sctzen, wodurch man
Fid—t
; also auch, nach dem Vorhergehenden,
du = adt 4 tda
erhilt, Da aber ¢ = yz ist, so ist, nach derselben Vorschrift,
das Differential dieses letzten Products
di = ydz 4~ sdy,
s0 dals man daher, wenn man diesen Werth von d7 in dem vor-
hergehenden Ausdrucke von du substituirt , fiir du oder fiir das
Differential des Productes 2y z erhalt
d.(2yz) = ayds -} azdy ~- yzda.
II. Ware endlich dasProduct von mehreren verinderlichen
i Grblsen o ol o A BT gegeben, so wirde man fiir das
Diflerential dieses Productes haben:
d.(222"2"..) = (@a'2"...)da 4+ (za'z"..)da

iy

- S —— - BT &
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welechen Ausdruck man auch auf folgende einfachere Weise
schreiben kann, indem man alle Glieder desselben durch das ge-
gebene Product 2 z'a”, .. dividirt:

’

dx dax dz! dz”’

;'““":T*!“T“{"_x”_'l' 4 ...

§. 50. (Differential eines Quotienten.) Ist von dem
Ausdrucke
b g
T —
%
das Differential zu suchen, so kann man denselben auch so dar-
stellen:
T=="uy,
und von diesem Producte uy ist, nach §. 49., das Differential
: dz = udy .-}._deu,
woraus folgt
A el dx — u ({"}';
g
oder endlich, wenn man in dem letzten Ausdrucke den Werth
o .
von u :}- wieder herstellt, du oder
ax z s ydz — .'."d_)'.
¥ 7
Das Differential eines Bruches ist daher gleich dem Producte des
Nenners in das Differential des Zihlers, weniger dem Producle
des Zithlers in das Differential des Nenners , diese Differensz digi-

dirt durch das Quadrat des Nenners,

¢. 51. (Differential einer Potenz.) Man suche nun
das Differential irgend einer Potenz a™, wo x eine verinderliche,
und m eine bestindige , ibrigens willkiirliche (positive oder ne-
gative, ganze oder gebrochene) Zahl bezeichnet (vergl. §. 48, IL).

3 . v 3 : = A

Obschon uns dieses Diflerential, seiner Form und seinem
Werthe nach, noch ganz unbekannt ist, so werden wir doch an-
nehmen konnen, dals es die Gestalt

duyr=:fi(m;\2) dx

haben miisse, wo f(m, z) irgend eine Function der beyden Gros-
sen m und z bezeichnet, die wir nun niher zu bestimmen suchen
wollen,
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Da, der Voraussetzung gemiifs, die Grofse m ganz willkiir-
lich ist, so werden wir dafiir auch jede andere, z. B. n setzen
kiénnen, so dafs man daher auch eben so die Gleichung haben
wird :

d s —fi(n ) d
Nimmt man von diesen beyden Ausdriicken 27 und 27 das
Product, so hat man, nach §. 49.:
(a2l )= aTad (a") -+ an,.d(a™);
oder da
M, pn == pm +n
ist, wenn man in der letzten Gleichung die vorhergehenden VWer-
the von d.(2™) und d, (2™) substituirt:
d.amtr e= 2™, f(n, 2)da 2t o f(mga)d 240k (8)s

Substituirt man aber in der ersten der vorhergehenden Glei-
chungen, da in ihr m willkiirlich ist, statt m die Gréfse m—-n,
s0 hat man auch, derselben obigen Annahme gemals:

d.amt" = f(md-n, 2)daz . ., (b).

Setzt man endlich die beyden Werthe von d.am+7 in den

Ausdriicken (a) und (b) einander gleich, so erhilt man

J(m-4-n, 2) = am, f(n, ) et i (TR SRR 918

und diese Gleichung ist es, die uns zu der gewiinschten Kennt-
: nifs der Function f(m, 2) filren wird.
' Nimmt man in dieser Gleichung (1), da m und »n ganz will-
kiirliche Gréfsen bezeichnen, nem an , s0 erhalt man
J(2m, z2) = 22™m, f(m, L)
Ist aber n—=2m, so gibt die Gleichung (1)
JS(Bm, 2) = am, f(am, z) + 2, f(m, @),
oder da wir bereils f(2m, a) gefunden haben:
f(Bm, 2) = 3a°m, S (m, ).

Setzt man diels fort, so erhilt man

TR ==t LR 2 z) = zam, f(m, ),
Y on=2m . . o f(Bny a) = 3z*7, f(m, ),
L A e Ty S e 2) = fadm, f(m, T
» m=4m . . . f(5m 2) = Szim, f(m, x) u, £.,

woraus sofort folgt, dafls man, wenn » irgend eine ganze, posi-

T R — T i { I Sy - e e R T P L,
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tive Zahl bezeichnet, den Ausdruck hat
JS(m, ) = rat=9m7, f(m, z),
oder, wenn man beyde Theile dieser Gleichung durch rm.amr—:
dividirt:
Jom.x)  f(m,z)

mr—1 m—1

rm.x max
Allein diese Gleichung zeigt offenbar, dals der Ausdruck
Sim, )

m—1u
max

von m sowohl, als auch von z ganz unabhiingig seyn mufs, da
der Werth dieses Ausdruckes, der letzten Gleichung zu Folge,
ganz unyerindert bleibt, wenn man-auch in ihm statt m irgend
ein Vielfaches rm von m substituirt, obgleich diese Grifse m in
dem erwihnten Ausdrucke nicht blofs als Factor, sondern auch
noch als Exponent von 2 erscheint. VVenn aber dieser Ausdruck

f(m,x)

1

mxt
von den Grifsen m und 2z unabhingig ist, so mufls er, da doch
nichts, als diese beyden Grifsen, in ihm vorkommen, irgﬂml
einer mit # und m nicht weiter zusammenhingenden, in allen
Fillen denselben VWerth beybehaltenden, d.h. er muls einer
constanien Grifse gleich seyn. Nennen wir 4 diese Constante,

so hat man
S(m, x)
= — 4,
Tt
und es ist nur noch iibrig, den absoluten VWerth dieser Constante
zu bestimmen,
Zu diesem Zwecke sey fiir einen speciellen Fall die, Gréfse
m==1, so gibt die erste der obigen Gleichungen
d/am = f(m,z).dz,
wenn man in thr m=1 setzt:
da = f(1,'z)dz oder f(1, ) =u.
Und eben so gibt auch die letzte der, vorhergehenden Glei-

chungen
fim, x) ;

T — £
m.ax '
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wenn man in ihr ebenfalls m=1 setzt, da 2°==1 ist:

SO, 2) = 4,

woraus daher folgt, dals 4==1 und dafs

»

Ji(m, o) = man—1
seyn mufls, welchen VWerth auch die Grifse m haben mag.
Substituirt man endlich diesen Werth von f(m, z) in der
allerersten der vorhergehenden Gleichungen, so erhiilt man
d.a™ = ma*—'daz,
das heilst: das Differential einer Potenz ist immer gleich dem Pro-
ducte des Exporenien in die um die Einheit niichst niedere Potens,
und in das Differential der Wurzel dieser Potenz, Damit stimmt
das iiberein, was wir oben ({. 48, IL) blofs fiir diejenigen Po-
tenzen gefunden haben, deren Erponenten ganze und positive
Zahlen sind.

§. 62. (Differential eines Logarithmus.) Das Dif-
ferential des Logarithmus irgend einer veranderlichen Grifse @
wird, welches auch sein niher bestimmter Ausdruck seyn mag,
die folgende Form haben, wenn man die Logarithmen der Basis
a nimmt (§. 43.):

d.Logz = f(z).dz.

Da in dieser Gleichung die Grifse # ganz willkiirlich ist,
80 wird man auch j dafur setzen kénnen, wodurch man eine
zweyte Gleichung

d.Logy = f(5).dy
erhilt. Beyder Gleichungen Summe gibt ;
d, [Logx - ]'1039'] = fz.dz 4 fy.dy.

Aber nach der oben (§. 44, IL.) aufgestellten Eigenschaft
der Logarithmen iiberhaupt hat man

Logx - Logy = Log (zy),
und dadurch geht die vorhergehende Gleichung in folgende iiber:
d.Log(zy) = fz.de 4 fy.dy . .. (a).

Allein die erste der vorhergehenden Gleichungen gibt auch,
wenn man in ihr statt der willkiirlichen Grifse 2 das eben so
willkiirliche Product =y selat:

d.Log(2y) = f(zp)d. (ay);

e ot 7 PR =P TG, P SU——— PP S—. - S AR e Sl T
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und da (nach §. 49.) fir das Differential eines Products
d,(:rj‘) = zdy | ydz
ist, so kann die unmittelbar vorhergehende Gleichung auch so
dargestellt werden:

d.Log(zy) = (¢dy +ydz) . f(29) . - . (b).
Setzt man beyde Werthe von d, Log (2y) aus den Glei-
chungen (a) und (b) einander gleich, so erhilt man

[‘J—__,f'(;rj-) —-Jr:t"l dz - J:.r _f(l;}) —_ f.?l d"y s AR (I),
und diese Gleichung ist es wieder, die uns die nihere Kenntnifs
der Function f(2) verschaffen wird.

Setzt man nimlich in der Gleichung (I) die willkiirliche
Grifse y = a, so erhilt man sofort

Setzt man dann in derselben Gleichung (I) die Grofse y =a?,
80 gibt sie

32% f(2?) — 2z.f(2?) — fa = o,
oder da bereits der Werth von 2 .f(2?) = f(2) bekannt ist, so
hat man auch
atof (@) — fi(z).

Setzt man diels fort, so findet man

— i A R e )
» y=oz. . . 2 f@) = /()
R R ) s T L T

und diese einfachen Gleichungen zeigen, dafs man fiir jede ganze
und positive Zahl r die Gleichung hat

=1 (") = J (@),
oder auch, wenn man zu beyden Seiten durch & dividirt:

o S @) = a.f(2)
woraus sofort folgt, dals der Ausdruck

2 ()

sich nicht indert, wenn man auch statt 2 irgend eine ganze po-
sitive Pofenz a” in ihm substituirt, das heilst, dals der Ausdruck
.S («) ganz unabhingig von @, und daher, wie in {. 51,, irgend
eine constante Grofse seyn mufs,

fiir 105

Nennt man M dicse Constante, so hat man




Yvab5,

z.f(2) = M oder

! M
und daher auch fiir das gesuchte Differential eines Logarithmus
den Ausdruck

dx
d.Loge = M.—.
[

Um diese Constante M zu bestimmen, bemerken wir, dals
nach § 45, I. die Grifsen Log 2 und log z, oder dals die Loga-
rithmen derselben Zahl in den beyden Systemen, deren Basis a
und e ist, das constante Verhiltnifs m haben, so dals

Logz = m.logx
ist, Dasselbe Verhiltnils wird also auch zwischen den Differen-
tialien dieser Logarithmen bestehen, woraus demnach folgt, dafs

in dem zweyten Systeme
dlilog g =82
. g = 7',
und dals die vorhergehende Gréfse M mit der in . 45, I. einge-

fuhrten Constante m gleichbedeutend ist, so dafs man daher hat

| m = Loge oder m = :

und

dx X T
d.logz = —, sowie d.Loge = — —.
I T

§- 63. (Differential einer Exponentialgrofse.) Ist
der Ausdruck gegeben
y = a*,
0 hat man, weno man davon die Logarithmen in Beziehung auf
das erste System nimmt:
z = Logy,
und von diesem Ausdrucke ist (nach §. 52.) das Differential

Al T,
¥

s0 dals man daher hat
ydax
d-J’ i ;

m

oder, wenn man den Werth von y=—a* wieder herstellt:

_ a’dx
] = a%daz. loga.
" =

SRR —— P ——- A © - - > " - pr—
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1. Ist aber a=¢ die Basis des zweyten Systems, so ist

loge=1, und daher :
d.e*— e*dx.

§. 54 (Anwendung des Vorhergehenden.) wir
haben nun die Differentialien eines Products, eines Quotienten,
so wie die der Potenzen, der Logarithmen und der Er-(poncntial-
grofsen, d. h. wir haben die Diflerentialien aller uns bisher be-
kannt gewordenen verschiedenen Gattungen von Grélsen ent-
wickelt, VVenn wir dieselben der bequemern Ubersicht wegen
zusammenstellen, so hat man

Lo dizy —2dy o= yid,

x ydxr — xdy
i, . . di- =m—m—m=,

¥ I
FI 0 G i S e e o

dx mdzx
IV. . . d.lega = - und d.Loga = =
- t:‘.r' dzx
A R T R — ;
m
Wi S ddeslic—rez d s,
1 2
wo  mic—= Lﬂgc = ———; 15t,
]ll;_“' a

1. Diels sind die einfachsten Ausdriicke ihrer Art, auf welche
sich alle anderen, aus ihnen zusammengesetzten, leicht zuriick-
fithren lassen, wic folgende Beyspiele zeigen,

Sey die Function gegeben

w = (a -+ bam)=,
Um von ihr das Differential nach den yorhergehenden Vor-
schriften zu finden, kann man die Gréfse
a —E— bRzt x
setzen, so dals man also den Ausdruck hat
u =y,
wovon das Differential (nach der Gleichung III) ist:
du = nyP=tidy
Da aber, nach derselben Gleichung III
dy = mbam—'‘dux

1st, so hat man, wenn man diesen VWerth von dy in dem yvorher-
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gehenden Ausdruck von du substituirt, und den Werth von ¥
wieder herstellt :

du = mnb(a--bam)2—1, gm—1dg,

Dasselbe Resultat wird man auch, ohne Einfithrung der
Hiilfsgrofse 3, unmittelbar aus dem gegebenen Ausdrucke
u = (a4 bam)r

ableiten kénnen, Man hat nimlich (nach Gl. I1I)

due = n(a- bam)y—, d(a4 b zmy,
also auch, da d.(@a 4-ba™) = mbam—1da ist:

du = mnb(a - bam)r—1, gm—1 4 a8
wie zuvor,
Auf dieselbe Weise wird man auch finden

a-tx 2adax
(i . - e T ~'s
a—x (a—x)=

di(at+2)Va—z =

(a—3x)dzx
sVa—m
Ao (g S AR e

/l_+ x= 4
x dx

)'/, oz = X (14 x2) ?

d.e(z—1) = ¢*. 2da,

d. log

‘.‘l' =
d.e® = €, ezdax




Eilftes Capitel.

Entwicklung der Functionen,

§. 55. (Hohere Differentialien.) Da der Differential-
coeflicient irgend einer TPunction von 2 im Allgemeinen wieder
eine Function von x ist, so wird sich derselbe ebenfalls einer
neuen Differentiation unterwerfen lassen. Ist z. B, der Ausdruck
gegeben

= x%
so hat man fiir den Differentialcoefficienten desselben, nach dem
Vorhergehenden:
du B s
A s
Wenn man nun diese Gréfse u'=/4a® neuerdings differen-

tiirt, so hat man eben so

du i}
12 2%,
dx
: : dar : .
Da aber v = ist,. so kann man, analog mit dem Vor-
ox

hergehenden, fiir du’ die Bezeichnung einfithren :

iy d*u
du — ———
dx’
so dals man also hat
du d>u
P e W s
und daher auch
d*u 7 ,.
S 1927 oder 'd*u = 122*da?,
T

und man nennt, iibereinstimmend mit §. 47, 1L, die Grifse d*u
das zweyte Differential der gegebenen Grifse u. — Eben so wird
man fiir das dritte Differential d® u derselben Grifse erhalten
du = ajxdzx®,
und fiir das vierte
diy = 2@ dat,

wihrend alle folgenden Differentialien d>u, d’w, . ., verschwin-




den, wenn man nimlich, wie hier vorausgesetzt wird, das erste
Differential da der Stammgrilse der aufgestellten Function als
eine gegebene oder unverinderliche Grifse betrachtet.

L. Diese Voraussetzung, dafs bey dem Ubergange zu den
hoheren Differentialien einer Function das erste Differential der
Stammgrifse, oder dals iiberhaupt irgend ein erstes Differential
als constant angenommen werde, istselbst nothwendig, weil sonst
die Werthe von d?u, du, ... keine bestimmte Bedeutung mehr
haben konnten, Hitte man z. B. den Ausdruck
rdrx

» 3
d z*

worin kein erstes Differential als constant angenommen ist, so
wird derselbe, wenn man da = Const., also d*2 = o nimmt,
den VWerth o annehmen. Hitte man aber irgend ein anderes er-
stes Differential, z. B. d,2* = Const. oder 22dz — Const, an-
genommen, so ware

d* 1

2dz* 4 22d*2 = o oder i e

1

und daher der VWerth des oben gegebenen Ausdruckes gleich

— 2. Eben so wiirde man fiir diesen VWerth — 22 finden, wenn

man d.2?=—3a*dz == Const, oder 6 a2 dz* ~+ 3z*d*z =0 an-
genommen hitte, w. s. w,

§. 86. (Taylor's Theorem.) Sey u = f(z) als eine
Function von = gegeben. VVenn in dieser Function die Stamm-
grofse @ in x4y iibergeht, welches wird dann der Ausdruck
der so verinderten Function o' = f(a —+=7) seyn?

Die Beantwortung dieser Frage enthilt das hier in Rede
stehende Theorem.

Um diese Antwort zu geben, bemerken wir zuerst , dals
eine willkiirliche Function von der Summe zweyer Grélsen a4 y,
dafs z. B. die Function

(249)", oder log(z--y) oder a*+7 u. £
immer denselben Differentialcoefficienten geben wird, welche von
den beyden Gréfsen x oder » man auch als die einzige Yerinder-
liche betrachten mag. Ist z, B,

w = (z-f9)"

Sl . VO - ol B e ) )
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gegeben, so hat man, wenn man blofs die Grifse o als verin-

(5:) = et

und wenn man nur die Gréifse y sich verindern lafst :

{
(%) = mEtnm—

wie zuvor, so dals man daher erhilt

du i .'f i
(rt’ : o d")

. > . 9 . I
wo die Klammern anzeigen, dafs man in (l_) blofs z, so wie
.

derlich sieht:

o

) ; ; 5
in (!j—“) blofs die Grifse y als verviinderlich angesehen hat.
&

Diefls vorausgesetzt, wollen wir nun annehmen, dafs der
gesuchte Ausdruck von u = f(x 4y) sich in eine Reihe ent-
wickeln lasse, die nach Polenzen von y fortgeht. Nehmen wir
fir diese Ileihe, da wir sie noch nicht niher kennen, folgende

a]lgcmcinc Gestalt an :

S@+y) =L 4+ My* 4 NyP + Py7 .
wo L, M, N, .. . noch unbekannte Facloren von a sind, die
kein y weiter enthalten, und wo «, 3, y, . . . unbestimmte Ex-
ponenten vorstellen, die wir nun, sammt den Coefflicienten £
M, N, ... zubestimmen suchen wollen,

Man sieht zuerst von selbst, dals keiner dieser Exponenten
negﬂliv seyn kann. Denn wenn z: B. das zweyte Glied jener Ent-

wickelung die Form

hiitte, so wiirde fir y =o die zweyte Seite des fiir f(a-5)
aufgestellten Ausdruckes unendlich grofs werden, wihrend doch
die erste Seite, oder die Grélse f(x-f-y) selbst, nur in f(2)
iibergeht, was unmdglich ist.

YVenn aber alle Exponenten a, 3, ¢, . . . positiy sind, so
erhilt man, wenn man y=—o setzt, was man darf, da y als eine
ganz unbestimmte Grifse alle Werthe haben, also auch gleich
Null seyn kann, sofort

i f(z) = L,

Littrow’s Anfangsgr, d. gesammi. Mathom, 7l

!
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wodurch daher bereits der erste Coefficient L der oben aufge-
stellten Reihe bestimmt ist.

Bildet man dann den Differentialcoefficienten dieser Ent-
wickelung der Grifse f(z-} ), und zwar so, dals man zuerst
blofs z, und dann blofs » als eine verdnderliche Grofse betrach-

tet, so erhalt man

Gl )r YR ee G

und eben so, nach §. 51.:

dlﬂfjail %—- I8 NJ—&hl + YPJY—I + b ediaie
und diese beyden Ausdriicke miissen, der oben vorausgeschick-
ten Bemerkung zu Iolge, einander villig gleich seyn, welches
auch der YWerth yon y seyn mag. Diese Gleichheit kann aber of-
fenbar nur dann Statt finden, wenn in beyden Ausdriicken gleiche
Exponenten von » vorkommen. Allein wenn in dem ersten Aus-

drucke diese Exponenten steigend geordnet sind, so dals 5 gros-
ser als a, y grifser als 8 u. f, ist, so sind sie auch in dem zwey-
ten Ausdrucke steigend, und man hat daher

a—1=0, a=f—1, f=y—1, p=d—1 u. £,
das heifst, man hat

=1, B0l fm=3 o= u.f

Substituirt man diese Werthe von «, 8, ¥, . . . in den er-
wiahnten beyden Ausdriicken, und setzt sie dann, da sie nach
dem Vorhergehenden identisch sind, einander gleich, so erhilt
man die Gleichung

o= (i) | P
o [31) = (ﬁ)]y e [4(’ G (f”)] libis

und dieser Ausdruck soll fiir alle VWerthe von y gleich Null seyn,
Diefs kann aber nach §. 34, IIL nor dann Statt haben, wenn die
einzelnen Factoren der Potenzen

VACRY SR & IR
jeder fiir sich gleich Null sind, das heiflst, wenn man dic Bedin-
gungsgleichungen hat:
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dL
W= [ —
M ((h_),
= 1 rlf”
v =1(%):

i ((u\') ‘
A
. ca a2
Wi 7; (fl'i‘. o
Es wurde aber bereits zuvor
I = f(z)

gefunden, also ist auch, wenn man diesen Werth von L in der
ersten der vorhergehenden Bedingungsgleichungen substituirt :

wi) fdi fx
e

und dadurch ist auch der zweyte der obigen Coefficienten L,

M, N, ... bestimmt, Es ist nimlich dieser zweyte Coeflicient
M nichts anderes, als der erste Differentialcoeflicient der gege-
benen Function f(2).

Substituirt man dann diesen Werth von M in der zweyten
unserer Bedingungsgleichungen, so erhilt man, vermige der
oben (§ 55.) eingefiihrten Bezeichnung der héheren Differentia-
lien, wenn das erste Differential da der Stammgrilse z con-
stant 1ist:

.'1 f.r
3 1 fd M “dx it d2 fz
_-A(rc’l) {[17 ST rf?)

wodurch auch der dritte unserer Factoren IV bestimmt ist,

Ganz eben so erhilt man fiir die iibrigen
1 /dN 1 ds. fx
r=3(5) =1 T—)’
1 dP 1 d*, f‘t'
= - — ok
2 4 (:1 1) 4 d xi £
Substituirt man daher die gefundenen VWerthe von L, M
te) ¥

N, .. . in den oben fir f(x <) aufgestellten Ausdruck, so er-
hilt man

Fets) ==+ y(LLE +~"i("‘ =3

dx d x®

+ 1 AR i{df.’:‘ ).'I"--.(t\),
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oder auch, wenn man wieder, der Kiirze wegen,

Je = u und f(z-y)
setzt:

A ke b el e Ll

I. Von dieser Iieihe, die nach ihrem Erfinder unter der
Benennung des Theorems von Taylor bekannt ist, ist das einfa-

che Gesetz des Fortganges der Glieder fiir sich klar, und sie
zeigt uns die zwey sehr merkwiirdigen Eigenschaften der Ent-
wickelung einer jeden Function f(2), wenn man in ihr die Stamm-
grolsé @ in 2+ y lbergehen lilst: dals erstens diese Entwicke-
lung durch eine Reihe dargestellt wird, die nach den natiirlichen
Potenzen o0, 1, 2, 3, . . . der Grifse » fortgeht, und dafls
zweytens jedes einzelne Glied aus dem ihm unmittelbar vorher-
gehenden ganz auf dieselbe Art und durch dasselbe Verfahren
abgeleitet wird, wie dieses vorhergehende Glied selbst wieder
aus dem ihm vorhergehenden entstanden ist. Das zweyte Glied
ist nimlich der Differentialcoefficient des ersten, multiplicirt in
die Grifse » 5 das dritte ist eben so das Differential des zweyten,
multiplicirt in 295 das vierte ist das Differential des dritten, mul-
tiplicirt in 9 w. s. f.; so dals es daher schon geniigt, von jeder
gegebenen Function f(2) das erste Differential zu kennen, um
daraus auch sofort die Entwickelung von f(x-») abzuleiten,
wo » jede willkiirliche, constante oder verinderliche Griflse be-
zeichnet. Aus dieser Ursache haben wir auch in dem vorherge-
henden zehnten Capitel das erste Differential der verschiedenen
Gattungen von Functionen
J@) & can, dlogay | lazy .
die wir bisher kennen gelernt haben, aufgesucht, um sie, wie
wir sogleich néher sehen werden, zur Entwickelung der Fune-
tion f (& -+ y) zu verwenden.
II. Bemerken wir noch, dals, wenn in der gegebenen Fune-
' tion f(2) die Grifse «, statt zu wachsen, wie wir bisher ange-
nommen haben, um die Grifse » abnimmt, dafs dann diese Gréifse
» in der Gleichung (A) negativ genommen wird, so dals man
also fiir den so verianderten Zustand der Function f(2) hat

1.2 ([\L'

N R, il A T e A S Lt —
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11I. Ist endlich der Zuwachs der Stammgrofse 2, den wir
bisher allgemein durch y bezeichnet haben, gleich dem Difle-
rential do dieser Stammgrifse selbst, so wird man in der Glei-
chung (A) die Gréfse y —= da setzen, wodurch man erhilt

1 1
vdoda) — fe =d.f —d% [z e e L e A
Fed-de) —fa =d.fa 4 —=d fo o fo g,

oder auch, nach dem zweyten Ausdrucke der Gleichung (A):

v — u=du -} —1--'T(£'31¢ -4 : : 5(!.”15 S s

und diefs ist demnach der vollstindige Zuwachs der Function
u=—f«, wenn z in seinen niachstfolgenden Werth 2--da iiber-

geht. Da aber jedes Glied dieser Reihe gegen sein niichstvor-
hergehendes unendlich klein ist, so werden, dem oben .47, 1)
aufgestellten Princip der Differentialrechnung gemils, alle Glie-
der dieser Reihe, bis auf das erste, verschwinden, wodurch man
erhalt
J@+da) — fa =d.fa
oder
W— u — du, wie zuyor.

§. 57. (Maclaurin’s Lehrsatz.) VWenn man in der
Reihe (A) des vorhergehenden §. 56. sowohl in dem Ausdrucke
#(2), als auch in den Differentialcoefficienten

d.fx, d*:fz difr

dz L idan i das

Bat IR
nachk vollbrachter Differentialion, die Stammgrofse 2= o selzt,

und wenn man, der Kiirze wegen, die dieser Annahme von x==o0

entsprechenden Werthe von

w oder fa durch U,
du d it %
DD L dx ) L
d:u i* fx
___” » c_rf" 3 U (15 ]
d x? o x>

bezeichnet, so geht die Reihe (A), da jetzt in ihr die Grifse
S(z4y) gleich f(y) wird, in folgende iiber:

f)=U+y U4+ v 2.

U

Da dieser Ausdruck fiir jeden willkiirlichen Werth von y
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Statt hat, und da die Gréfsen U, U, U", ... kein y enthalten,
s0 kann man in demselben auch =« statt » setzen, so dals man
demnach fiir jede gegebene Function « = f(2) von 2 den Aus-
druck hat

u=f(2) =Uta, U J‘;z P TT& LU ... (B),

Vo wieder W, U0 i e Werthe von u, -d—[-‘, f—u, T
dxr’ dz*
fir den Fall =0 bezeichnen,

Dieser Ausdruck, der, wie man sieht, nur eine Modifica-
tion des Taylor’schen Theorems ist, wird der Lehrsatz Maclau-
rin’s genannt,

Beyde Theoreme sind von dem wichtigsten Einflusse auf das
ganze Gebiet der mathematischen Analysis, besonders aber auf
die Entwickelung der verschiedenen Functionen, wie wir sogleich
niher zeigen wollen,

§-58. (Entwickelung des Binoms.) Sey die Function
i :J‘(:L) — "
gegeben, wo 2 eine verinderliche, und n eine constante will-
kiirliche Zahl bezeichnet, Man suche den Werth dieser Func-
tion, wenn die Srammgr{j{éc @ derselben in 2 4 iibergeht, oder
man suche
U=f(z42) = (4.

Nach 0. 51. hat man

du
i —_— na,‘”“’,

dx
und wenn man von diesem Ausdrucke wiederholt das Differen-
tial nimmt, und d 2 constant vVoraussetzt :

.J:
(r - = n(n—1)an—,

dx:
5 u p E
( ) = n .\n—-—-l)(u—-ﬂ)a_‘"‘-’ u, f.
d x5
: b du d? :
Substituirt man diese Werthe yon (2* T Qo) [V 1
dx dx: .
der Gleichung (A) des §. 5h., so erhilt man
nin—na)
. WY m— il apille—] A fL =T D
(-t 7)) = 2" & na ry 4+ T

n(n—i) (n—a2)
—

£ eyt (),

0 g

P S SOl T L D e et TS
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und diese Entwickelung der Function (a2 < »)" ist unter dem
Namen von Newton’s Binom bekannt,

Das Gesetz des Fortganges der Tieihe ist auch hier fiir sich
klar. So ist das niichstfolgende oder vierte Glied, wenn das erste
das o* heilst:

n(n—1)(n—2)(n—3) i
- o

n=—1{ 4%
3 ZFih
= G T e

and so ist auch, wenn r irgend eine positive ganze Zahl bezeich-
net, das r* Glied dieser Reihe
'TL_E ])_(E— 2)_(”' '___;li, '..(”‘: L'V_V_I_J_) . ZATYr,
1L a% Bheddls An—2 )"

Man sicht, dafs diese Reihe abbricht oder endlich ist, wenn n

eine ganze, posilive Zahl ist.
1. Setzt man in dem vorhergehenden Ausdrucke fiir # nach
der Ordnung die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . 50 hat man

fiir =1

()
s
r)t

B )

B e

1 43y - 3y2 9%,
(42) e ayel Gt DR
(+2)’ 1+ 5y 4 1092 - 10° - Gt 5%
(1+9)° = 1+ 6y 415y - 20p° - 15y - 0y° 4%,

welche Reihen, selbst wenn ihre allgemeine Form durch das

I

i

Vorhergehende noch nicht gegeben wire, sich leicht fortsetzen
lassen, da jedes Glied gleich dem zuniichst iiber ihm stehenden
und dem diesem vorhergehenden Gliede ist. So ist

6 = 3 4 3,
10 = b6 -} 4,
15 = 10 -} § u.f.

II. Ist die Grifse y negativ, so erhilt man

n(n—n1)

(e—y)r=a* —na*'y T et T =i

III. Setzt man in der gefundenen Entwickelung

also auch
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s0 hat man

o
=

(‘?,' +j.)n — (l 1l (1)—--”.

Iis ist aber, wenn man in (D) die Gréfse a=1, y=—¢g
und n=-—n setzt:

(oot e S by

also ist auch, wenn man den Werth von g — wieder her-

stellt:
(.?.‘—!—J‘)":.t".E: -|-n‘!+ ﬂ+--1--- X2 +”(“*l)(”+} Xid-, ..

¥ ; : "
wo X — 778 gesetzt worden ist. Diese Reihe bricht ab, wenn
() ¥

Y
z+y

n eine ganze negative Zahl ist, und sie convergirt oft viel schnel-

ler, als die vorhergehende Reihe ().
IVo) Ist 2=y =, so gibt die Reihe (@))
n (n.—-— 1) (n — 2)

=1 4+ L S

Die Summe der Coeﬂicicnlcn des Ncw{on’schcn Binoms ist also

n(n—1)

1,

gleich 2~,
Ist aber T=p =1, und setzt man statt n die Griflse —,
50 gibt dieselbe Reihe (i)

1 n(n--1) H(h‘.k!fl‘{h‘—-;—?.)
| I /
s i ki ] & RO P SR SR el L )
'Y 3 1. 2 1023 +
Ist endlich 2 =1 und y =— 1, so hat man fiir jeden Werth
yon n;:,

41(?1~—:) n(u——:)(u—-}

0 = 1 —n - — el .__i_

. 2 1

§- 59. (f‘u‘:.szi{:lning der Wurzeln.) Mit Hilfe des
vorhergehenden Satzes wird man von jeder gegebenen Zahl 4
irgend eine Potenz derselben, also auch, wenn der Exponent
dieser Potenz eine 're.nuchenc Zahl ist, die Furzel der Zahl A,
und somit den Werth aller llldllOnLlIL‘Il Zahlen (. 30.) angeben
kunn(,ll

Es war namlich die Gleichung (1)

chorm () 4 =2 o)
AR Tl

et e e e e et VY
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Man wird daher jede Zahl A4, aus welcher man z. B, die
zweyte oder die Quadratwurzel ziehen soll, in zwey Theile
a* + b }

so zerlegen, dafs der erste Theil ein vollkommenes oder bekann-

tes Quadrat, und dals der zweyte Theil gegen den ersten schr

klein ist. Denn setzt man
b

c = —,

a?

so geht der vorhergehende Ausdruck in folgenden iiber:

VA= Var b =a[142c—=ie S — S0

1ab

_l__.."'.._ By e 2 2 () _{_. ']
56 C ok e s oo ]e

Eben so wird man, um aus einer gegebenen Zahl 4 die Ku-
bikwurzel auszuziehen, diese Zahl in zwey Theile

at - b
so theilen, dafs der erste Theil ein vollkommener Wiirfel, und
dals der zweyte gegen den ersten sehr klein ist, Setzt man dann
b

P |
a2

=

so hat man

2 o, : 5
‘;‘A:\/’a3+b=a}_1 +5c—sc 4 St — et

S

und so fort fiir alle anderen VWurzeln.
Um diels durch ein Beyspiel zu zeigen, wollen wir die
Quadratwurzel von 2 suchen. Setzt man in einer ersten Nihe-

rung a=—1 und b=1, also auch ¢=1, so hat man

. T 7
Vze=1 41— 14 %, oder nahe V2 = 1.4
Sey daher in einer zweyten Néaherung a=1.4, also auch
P . 0.04 1
a*==1.96, und sonach b =10,04 und ¢ = -g(‘ == —, so hat man
!.[J] fl()

1/2 = 1.4 |-I + %('.I_,) Y .Il'(-]!-\,)‘! T ]Kn_i (%): R S ‘J ’
eine viel schneller convergirende Reihe , als zuvor.

Wenn man diese Briiche in Decimalbriiche verwandelt, so ist
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1

V=14 j: E..::;g j;:: oder Va2 = 14 I 1.0101525],

~- 0.000 0005
so dals man daher hat

V2 = 1.4142135,
und dieser Werth, wie man sieht, bis auf die sechste Decimal-«
stelle inclus, genau,
Will man noch weiter gehen, so kann man q = 1414213

6elzen, woraus folgt

a* = 1.99999 8409369, also auch
= 0.000001 590631 und

)| & o

[

= 0.000000 795316 132527,

C =

@
s0 dals man daher die folgende sehr schnell conyergirende Reihe

erhilt:
1

. ) 0.000000 397658 0662636
V2 = v41423 == 0.000000 000000 079066~
- 0.000000 000000 0000003

oder
V2 = 1.414213}1.000000 397657 98719721,

oder endlich
Ve = 1414213 562373 095048
noch in der letzten oder 18t Decimalstelle genau.
Eben so erhilt man
V3 = 1.732050 8o756q,
woraus man dann durch einfache Rechnung auch findet

Vo=V2.V3, Vize=2V3, V18 =3V 2, so wie
VS:‘.’.V?_, \/27=3V3u.f.

Eben so hat man endlich zurUbung in solchen Rechnungcn:
5 -
Vio oder 107v = 1.25892 54118 . . .
107°° = y,0232q 24923 sty

107550 = 1.00230 52381 . .. u. f.

SR S S~ S~ N e e N
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§. bo. (Entwickelung der Logarithmen.) Sey die
Function gegeben
u = Log (1 +2),

so hat man, nach §. 52.:
du m
da ) T ez’

d*u m ( dsu G Y
(ﬁ) e e dz3) — (1 4a)p’
d+ u) 2.3m

also auch

dw Grar
Setzt man in allen diesen Ausdriicken die Grifse x —o,
80 erhilt man, nach Maclaurin’s Theorem , da Logi=o ist:
U=o, U=m, U'=—m, U'=2m, U"=—2.3m, . ..
also auch, wenn man diese Werthe von U, U’y U", . . . in der
Reihe (B) des §. 57., das heilst, in dem Ausdrucke

= U+ aU -4 -IL:U’-{-

substituirt ;

Log (1 4 2) = m(;z:-—-f; |- 3\5—1‘—- l,i i ) . -« (O),

4

i

X err
1.-3.3U SF e

und diels ist die schéne und einfache Reihe, welche den Loga-
rithmus jeder Zahl (1 4 2) durch diese Zahl z selbst ausdriickt.

I. Man kann der gefundenen Reihe mehrere verschiedene
Gestalten geben, die sie zur Berechnung der Logarithmen be-
quemer machen.

Setzt man z, B. in ihr statt der willkiirlichen Grifse o die
Grifse — 2, so erhilt man

xt X3 b
Logc(h1—2) = — 3( — - — o« s o lg
s0—2) = —m(e+Z 4+ T+ 24
Subtrahirt man aber diese beydenReihen von einander, und
bemerkt man, dals nach §. 44, 1IL
logy — logz = log{-

ist, so hat man

. 1 - { xS x5 foad
Log —— = 2m {J..‘ - S - = —+ _?_- -+ .. .g.

1 ==X

Setzt man endlich in dem letzten Ausdrucke statt z die
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H—L—, so erhilt man
224y

1 4 % ey
E R

} — X

Griflse

¥

s0 dafls man daher hat:

.‘ Log (2 ”‘E"j‘) ? : ;
EaHTe o ERE

¥ §- 61. (Entwicklung der t\pnnenLI'uﬂl‘ulscn )
Ist endlich noch die dritte du oben erwihnten Functionen, oder

= Logz - 2m

ist die Exponentialgrofse
u = q*

gegeben, so hat man (nach . 53.)

du
({h) = — . a%, also auch

d*u '3 . rl U s o R
;;T) - « av, c{l « @ o Is

' und wenn man in diesen Ausdriicken die Grilse w= o setzt,

' 1 ™ 1 - 1
| Ui= i R 3 L'i:———, TJ"..._-—- u. f
I m ms= ms

s0 dals man daher nach Maclaurin’s Theorem (§. 57, Gleichung B)
erhalt:

o=+ ()L E) H ) o

und diefs ist die gesuchte Entwicklung der Potenz a® durch ihren
verinderlichen Exponenten .

0. 62. (Bestimmung der vorhergehenden Zahl .)
Wir haben bereits oben (5 45, 1) qcsehcn, dafls das Verhiltnifs
: der Logarithmen derselben Zahl 2, in zwey verschiedenen Syste-
men, ein constantes Verhiltnifs zu einander haben, welches Ver-

hiltnifs wir a,a. 0. durch die Zahl m bezeichnet haben, so dafs

Logz = m.loga

ist, wenn durch die beyden Symbole Log und log die Logariih-
men von zwey Systemen bezeichnet werden, deren Basis @ und e
: sind, fiir welche man also den VWerth von Loga in dem ersten,

' und von loge in dem zweyten Systeme, der Einheit gleich ist.

RS - R S R bt - il ! 7= Vet S TN =
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Da es unziihlig viele Systeme von Logarithmen gibt, indem
jede willkiirliche Zahl als die Basis eines solchen Systems ange-
nommen werden kann, so wird es von unserer VWahl abhingen,
eines derselben gleichsam vorzugsweise zu betrachten, und auf
dasselbe alle anderen zu beziehen.

Die Gleichung (C) des §.60. gab fiir den allgemeinen Aus-
druck des Logarithmus in jedem Systeme

Log (1 - z) = m(:r —; -~ %— -Z_T.’.. LA )

Da die Grofse m, dem Vorhergehenden zu Folge, eine be-
stiindige Zahl ist, deren Werth aber unserer Wahl iiberlassen
bleibt, und da es am einfachsten und natiirlichsten ist, diese Zahl
m gleich der Einheit anzunchmen, so wollen wir auch die unter
dieser Annahme entstehenden Logarvithmen die natiirlichen nen-
nen, und sie durch das zweyte der oben erwihnten Symbole,
oder durch log bezeichnen, so dafs man daher fiir diese natiir-
lichen Logarithmen, deren Basis wir, wie zuvor, durch ¢ an-

zeigen wollen, nach §. 6o. die Ausdriicke haben wird:

" 2 ¢

[Ug(l —{-—.z:) = - — —?T ...I_ _3.. —_ _4.. Sioer 4
lO”l -+ At f"‘ g o 27 £
{DTT_,-—~\-1‘[—3+?+‘;+--'H--

wihrend wir fiir jedes andere System, dessen Basis a ist, die zu
diesem System gehirenden Logarithmen durch die in § 6o. ge-

gebenen, unyerdnderten Ausdriicke bestimmen:
at

E (Hensyaes ; !

s Log (1 a) = m (.L e

? [,Ug i it- =—Naun (a‘.‘ —]— -‘——.

pr o

Wir wollen diese letzten, durch Log bezeichneten Loga-
rithmen, zum Unterschiede von den natiirlichen, die gewdhnli-
chen Logarithmen nennen.

Diels vorausgesetzt, werden wir nur noch anzugeben haben,
wie die Gréfsen @ und m von einander abhingen, ader welches
der Factor m ist, durch welchen man alle natiirlichen Logarith-
men, deren Basis e ist, multipliciren mufs, um dadurch die ge-

wohnlichen Logarithmen, deren Basis a ist, zu erhalten.
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. Zu diesem Zwecke wollen wir in der Tieihe (D) des §. 61,
die Grofse z==1 setzen, wodurch man erhilt:
1 1

1
a_'l+_r.:+l 1.2.3m5+'."

und dieser Ausdruck gibt den VWerth der Basis a des gewohnli-
chen Logarithmensystems, wenn sein Factor, oder, wie man zu
sagen pilegt, wenn sein Model m bekannt ist.

IL. Setzt man eben so in der Gleichung (C) des §. 6o. die
Gréfse e==a —1 oder 12 =a, so erhilt man, da fiir das ge-
wohnliche System Loga=1 ist:

—=@—) —f@—ay FiE—)—. ..,

und dieser Ausdruck gibt den Model m des Systems, wenn die

oamt

Basis a desselben bekannt ist,

IITl. Wegen der bey uns eingefiihrien decadischen Art zu
zahlen (§. 16, I1.), hat man die Zahl 10 fiir die Basis der gewohn-
lichen Logarithmen, mit welchen wir zu rechnen pllegen, ge-
wihlt. Setzt man also a=10, so gibt die letzte Tieihe

1

~ =0 =359 439 — ;9* ...

m

Diese Reihe convergirt erst in ihren hiheren Gliedern, und
auch da anfangs nur langsam. Wir werden aber bald ein anderes
Mittel finden, den VWerth der Grifse m auf eine bequemere Weise
zu bestimmen, Berechnet man indels eine grofsere Anzahl Glie-
der der letzten Reihe, so erhilt man
;:; = 2.302585 092994 045684,
und daher auch

m = 0.434294 481903 251828,

Mit diesem Factor m wird man daher die natiirlichen Loga-
rithmen jeder Zahl multipliciren , um die gewohnlichen Logarith-
men derselben Zahl zu erhalten,

Bemerken wir noch, dals dieser Werth von m zugleich der
Werth des gewdhnlichen Logarithmus von e, und der reciproke
Werth des natiirlichen Logarithmus von « ist, da man , nach
§. 45, I, hat:

1
m = Loge und — — log a.
m

— SN S - PRI, S s B e il T
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§. 63. (Bestimmung der vorhergehenden Zahl e.)
Noch ist die Bestimmung des VWerthes von ¢ oder von der Basis
der natiirlichen Logarithmen iibrig,

Da aber, nach dem Vorhergehenden, die Grifse a in e
iibergeht, wenn m gleich der Einheit ist, so gibt die Gleichung
(D) des §. 61, wenn man in ihr m=1 und daher a —e setzt,

a

"3’='+‘1‘+%+"__“aja+ﬁéfﬁ+”‘(E)’

also auch, wenn man in diesem Ausdrucke =1 setzt,
1 1

G=l+l+ +1 3+1.2.3.4+."

Berechnet man eine gréfsere Anzahl von Gliedern der letz-

1
1.2 - 2.
ten Reihe, so findet man

e — 2718281 828459 045235 . . .
eine sehr wichtige Zahl, auf die wir in der Folge noch &fter zu-

riickkommen werden,

§. 64. (Berechnung der Logarithmen und Ge-
brauch der logarithmischen Tafeln.) Nachdem wir in
dem Vorhergehenden die Theorie der Logarithmen vollstindig
kennen gelernt haben, wollen wir nun auch zu dem Gebrauch
derselben iibergehen, wie er bey unseren Rechnungen erfordert
wird, Dazu aber ist es vor allem nothwendig, die numerischen
Werthe dieser Logarvithmen fiir alle natiirlichen Zahlen 1, 2,
3, 4, -.. in einer Tafel aufgestellt zu haben. Diese zu finden,
werden uns die vorhergehenden Ausdriicke mehr als ein Mittel
an die Hand geben.

Setzt man z. B. in der letzten Gleichung des §. 6o, I. die
Grifse 2 =y=1, und nimmt man auch m=1, so hat man fiir

die natiirlichen Logarithmen

nae ) =toge+2{(25) +3(F5) +5 (F5)

oder

1 1 1 1
logc2 = 2 = o ils
o (3+3‘55+5.3<+?.37+ )’
das heilst, wenn man diese Briiche in Decimalbriiche auflgst :

log 2 = 0.69314 71800,

=]
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Eben so glbt r=2 und y=1

1 :
log3 = log2z 4+ 2(§+5_T -
log3 = 1.09861 2288,

4 .. ) oder

5. 55

Auf dieselbe Weise findet man auch
log5 = 1.60943 79124,
log 7 = 1.94591 0149o0.

Hat man aber so bereits die Logarithmen von 2, 3, 5 und 4,

so findet man die iibrigen bis zu 10 durch folgende einfache Glei-
chungen (§. 44.):

log4 = 2log2, logb = logs -+ log3,
log8 = 3 log logg = 2 log3 wund

;
Y
g2 < logh u. s f

Auf diese Weise erhilt man z. B, den letzten dieser Loga-
rithmen, oder

log1o

log 10 = 2.30258 50930 . . .,
und diels ist zugleich der Werth von der Gréfse —, die wir oben
1
(§.62, 111,) durch eine langsam convergirende Reihe bestimmt haben.
I, Bemerken wir noch, dals die zwey in (. 62. aufgestellten

Ausdriicke fiir log (1 4-2) und fiir log gk 2

1 —

- geben, wenn man in

ihnen 2 = 1 setzt:

10g2 =_ 1 — ———--;-{—...
+i+. ..
so wie zugleich die erste, fir 2==—1, gibt
-—]050:1—]—{—}—-}—{—{—-{-—...
Da aber der Logarithmus einer unendlich grolsen Zahl ohne
Zweifel ebenfalls unendlich grols ist, und da, wie aus den Glei-
chungen

| ++

und log co= 1 -+

M 0]
S

6% —= x oder u=— — log &
folgt, die Grilse — logo positiv und unendlich grols ist, so ist
die erste der drey vorhergehenden Reihen convergent, wihrend
die bey den anderen divergent sind, iibereinstimmend mit §. 23 1L
Y g 1 3
Il. Man hat bereits mehrere Tafeln berechnet, welche die
gewohnlichen Logarithmen der natiirlichen Zahlen enthalten.

== — —— = DT

-'.h—l——.l..‘"
E acerieeri. o
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Unter den neueren sind die vorziiglichsten die von Fega und

gen die von

Callet, und die bequemsten fiiv kleinere Kechnung

Lalande.

Die allgemeinen V orschriften fiir den Gebrauch dieser Ta-
feln sind ihnen gewdéhnlich beygegeben, daher wir uns hier nicht
dabey aufhalten, und nur einige Bemerkungen iiber diesen Ge-
gcnst:\ml hinzufiigen.

A.

lichen Briiche negativ

Da Liog1==0 ist, so sind die Liogarithmen aller eigent:
So findet man z. B, in diesen Tafeln, wo
ich mich hier der Kiirze wegen nur auf drey Decimalstellen be-

schrinke:

2 A
Log 624
T P’
Log 62.4

Liog 6.24

2.705 ,
1.703 ,

0.709.

Setzt man diefls weiter fort, so erhiilt man auf dieselbe Weise

Logo.624 = 0.795 — 1,
Logo.0624 = 0.795 — 1.

die letzten Ausdriicke so darzu-

Es ist aber viel bequemer,

stellen:

Logo.624 9.795 ,

Log 0.0624 = 8.-95 u. f.

Man wird nimlick nie anstehen, in dem Endresultate einer
jeden Rechnung zu entscheiden, ob der letzte Logarithmus, wie

hier 8.705. zu einem sehr kleinen Bruch, wie hier o.0b2 oder
/ ) ’ 1)

» cehoren soll.

zZu einer ganzen Zahl mit g Ziffern g

B Die Logarithmen der negativen Grofsen sind imaginir,
da in der Gleichung

¥y = 10¢ oder

Logy

die Grilse y nie negativ werden kann, welchen Werth man auch

der Grofse o geben mag. Diefs hindert aber nicht, wihrend der
Berechnung eines algebraischen Ausdrucks, die Zeichen vorerst

wegzulassen , um sie dann in dem Endresultate wieder zu beriick-

sichtigen. Um Irrungen zu vermeider kann man die Logarith-

[}

men der negativen Zahlen durch ein N bezeichnen. VVollte man

%. B. von den beyvden Zahlen o 0036 und - 0,048 das Produet
mit Hiilfe der Logarvithmen suchen, so hiitte man
Littrow"'s Anfangsgr. d. gesammt, Mathem. 8
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Logo 0036 = 7.55630
Log (—o0.048) = 8.68:24 N

Summe . . . 0.23754.

Von diesem Logarithmus geben die Tafeln die Zahl 1728,
also 1st auch das gesuchte Product gleich — 0.0001728.

C. Endlich bemerken wir noch, dals eine solche Tafel das
bequemste Mittel darbietet, die VWurzeln aller Zahlen, wenig-
stens innerhalb den Grenzen, welche diese Tafeln gewihren, zu
finden, da nach §. 44. die Ausziehung der VWurzeln durch die
Logarithmen in eine einfache Division verwandelt wird, So fin-
det man z, B. aus den erwihnten Tafeln 7ega’s ohne Anstand die
gzehnte YWurzel aus der Zahl 1000. Da nimlich

; Log 1000 = 3.0000000
ist, 'so gibt der zehnte Theil dieser Zahl oder die Grilse
0.3000000

in jener Tafel sofort 1.9952623 fiir den gesuchten Werth von
A
\/1000. ’

§. 65. (Grofste und kleinste Werthe, und unbe-
stimmte Ausdriicke der Functionen.) Wenn in einer
Function u = f(x) von 2 die Stammgrifse = iibergeht in @ J- A,
so hat man, nach der Gleichung (A) des §. 560, fiir den so ver-
dnderten Werth dieser Function

du hr du e he diu

DR e e e R
dz e gl B0 808 s o =+ 2
und eben so0 erhilt man, wenn 2 in 2 — tbergeht:
; du h d*u I3 VAR
U—u=—rl.— - —, 4+ ..,
dx 1.2  da? L S s

und man sieht leicht, dals man die Grifse % so klein annehmen
Kann, dals, in diesen beyden Reihen, jedes einzelne Glied gros-
ser wird, als die Summe aller ihm folgenden Glieder. Bleibt
man bey dem ersten Gliede stehen, so ist also 2'— u im ersten
Falle positiv, und im zweyten negativ, oder u ist im ersten Falle
grofser, und im zweyten kleiner, als u. Es kann daher zwischen
@ 4~k und @ — h kein grofster oder kleinster WWerth von u
Statt haben, aufser in dem Falle, wo %:o ist, wo nimlich

adx
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das erste Glied in beyden Reihen véllig verschwindet, und wo
man daher, wenn man zu dem zweylen iibergeht und bey dem-

selben stehen bleibt, in beyden Reihen haben wird
P e d* u
U— u = — :
+ 1 (d rt 2

ein Ausdruck, der, da das Quadrat yon A immer positiy ist, mit

o R AT : s i 4 i
der Grofse 7 zugleich positiv oder zugleich negativ seyn wird.
a.x? !

Ist also du gleich Null, so wird fiir z--7% sowohl, als auch fir
x—/F die Gréfse v grofser oder kleiner als « seyn, je nachdem
d*u negativ oder positiv ist, d. h. @ wird in jenem Falle grofser,
und in diesem kleiner seyn, als alle ihm zundchst vorhergehen-
den oder zunichst nachfolgenden Werthe von u.

Die Function © kann also nur dann ein Griflstes oder Klein-
stes seyn, wenn du=0 ist. Sucht man dann aus dieser Bedin-
gungsgleichung du=o0 den Werth von z, und substituirt ihn in
d*u, so wird u, fiir diesen Werth von a, ein Grifstes oder
Kleinstes seyn, wenn d*u negativ oder positiy ist.

Ist aber d*u ebenfalls, so wie du, gleich Null, so kann,
wie zuyor, uw nur dann ein Grofstes oder Kleinstes seyn, wenn
auch noch d* =0 ist. Sucht man dann aus der letzten Gleichung
den Werth von 2, und substituirt ihn in d*, so wird «, fir die-
sen Werth von x, ein Grofstes oder Kleinstes seyn, wenn d*u
negativ oder positiv ist u.s. w.

Beyspiele werden diels sofort deutlich machen.

Ex. I. Sey u=a*-4a -2 gegeben, so hat man

du d*n

— — 2z -} 4 und

dx

— Y
—!
d x> 2

Setzt man aber 2 2 44 gleich Null, so erhilt man #=—2, und
da iberdiels d?u, fir alle Werthe von x, positiv bleibt, so ist
die gegebene Function v fir 2 = —2 ein Kleinstes, namlich selbst
gleich — =z,

Ex.II. Eben so gibt die Function u=2°-}-32*—q9z 418
fiir ihre beyden ersten Differentiale

du 2 @it
o — il —’r‘ ()x =il und {[? — b2 + 6.‘
Aber die Gleichung du=32* -} 62—9=o0 hat die beyden

Wurzeln 2 =1 und 2 =-—3;
g %
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: d* u L 2208
a=-1 gibt -f;,—_;_:-{- 12, also ein Kleinstes, und
2 d*u i n
xr=——3 oibt —=——12, also ein Groifstes.
o dax? ?
Diese Function u ist demnach ein Kleinstes, und zwar
ue=-413 fiir x==1, und ein Grilstes, u=-45 fir a=—3,

Eben so wird man finden, dafls man hat:

4 — ——— ein Grofstes fir # = 1, und
1 4 22
ein Kleinstes fiir 2 —=— 1,
2 —3J3xfat & r
= : s o - ein Grofstes fiir 2=—1/2, und
2 43 x4 at

ein Kleinstes fiir 2=)/2,

und @ = z* — 8a® 4 222®* — 242 -+ 12 ein Kleinstes

fir z=1, ein Grilstes fiir 2 =2, und wieder ein Kleinstes fiir
% ='8, '

I. Noch wollen wir, zum Schlusse dieses Gegenstandes,
bemerken, dafs man &fter Ausdriicke findet, die fiir gewisse

=

VWerthe der in ihnen enthaltenen Grilsen die Gestalt 2

annehmen,
Sind X und X'solche Functionen, die z. B. fir 2 =a, beyde ver-
schwinden, und soll man den Werth von

X

U = —

X

fiir x==a bestimmen, so hat man, wenn z in @~/ iibergeht,
nach der Gleichung (A) des §. 56.

X p dx h2
A ‘-I— L .. ";l""]*' i . + .
¥ dX' h* Wi

-+ .

X+f’"TZ'?+

Da nun, fiir #=a, X sowohl als X' verschwindet, so gibht
der letzte Ausdruck

iy s

C X g {1

: da T |

el T AT T X"_T CIgin,
dx Vva. idme

und daher, fir =0, der gesuchte Werlh
, dX dX

U = -

]
dx ‘—dnt
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Sollte auch dieser letzte Ausdruck von u fir x =a wieder 3

Lo

werden, so findet man auf diecselbe VWeise
d*X d*X

Hy o S et il B W
dx®  da*
Ex. I. Um den Werth von
an — 1
U = —
X —1
fiir den besonderen Fall z=1 zu finden, hat man, wenn man

das Differential des Zihlers sowohl, als auch das des Nenners

nimme:
nan— dx

= - ==t
dzx
also auch u — n fir 2 = 1
Ex. II, Um die Function
ax* —2acx F act
v
brre—iabex -+ be*

fiir den besonderen Fall #=¢ zu finden, hat man, nach der er-

sten Differentiation,

axr — ac
W= —,
bx — be

und da auch dieser Ausdruck wieder 2 fir 2 =c¢ wird, so erhalt
man durch eine zweyte Diflerentiation
adz a

==
bdx b
fir den gesuchten particuliren Werth von u.
Eben so findet man fiir den besonderen Fall 2 == o folgende

VWerthe:

1 4 g
— . loea = - oder unendlich grols.
(i o




Zwolftes Capitel.
Auflésung der Gleichungcn.

§- 66. (Anzahl der Wurzeln einer Gleichung.)
Jede geordnete algebraische Gleichung des mte» Grades hat, nach

§. 34, die Form
am g gam—v 4 bam—r 4 A ha A k= o,

W0 m eine ganze, positive Zahl, und wo a, b, ¢, . .. h, k
reelle und rationelle Gréofsen bezeichnen. Statt diesem Ausdrucke
wollen wir, der Kiirze wegen, hier und im Folgenden

Xi= o
setzen, ~— Man kann eine solche Gleichung im Allgemeinen als
das Product von m Gleichungen der ersten Ordnung, oder als
das Product der m Factoren

(z—a)(z—p)(z—7y) . . .

ansehen, da dieses Product, wenn es entwickelt wird, die Ge-
stalt der obigen Gleichung X=o0 annimmt. Da aber dieses Pro-
duct, so wie jener ihm gleichgeltende Ausdruck X, gleich Null
wird, wenn man statt 2 die Grofse «, oder 8, oder Ty + « o SeLZL,
so werden a, 8, v, ... nach §. 34, II., die P urzeln der Glei-
chung X=o0 seyn, und man sieht, dals die Anzahl der VVurzeln
einer algebraischen Gleichung des m' Grades gleich m seyn
wird. Diese Wurzeln kéunen iibrigens gleich oder ungleich,
rational oder irrational und selbst imaginir seyn,

L. Ist aber die gegebene Gleichung nicht algebraisch, son-
dern transcendent, so ist die Anzahl ihrer Wurzeln unendlich
grofs, 8o ist die Gleichung

0 — a — e*,
wo ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet, nach
(. 63. mit der folgenden Gleichung identisch,

x* x5
0=a — 1 — & — — — —
1.2 e ?

At b S i 1
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die nach dem Vorhergehenden unendlich viele Wurzeln hat, da
sie einer ohne Ende fortgehenden Reihe gleichgeltend ist.

Die Aufissung einer gegebenen Gleichung besteht in der
Bestimmung ihrer Wurzeln.

§. 67. (Auflosung der Gleichungen des ersten
Crl'ﬂ('l.cs.) Da die algebraischen Gleichungen des ersten Grades
die unbekannte Grifse & nur in der ersten Potenz énthalten, so
besteht die Auflisung derselben in der Isolirung oder in dev
Sonderung dieser Unbekannten von den ibrigen Grélsen der
Gleichung, wovon bereits oben §. 35. gchandelt worden ist, wenn
man blofs eine Gleichung mit einer Unbekannten vorgelegt hat.

1. Sind aber zwey Unbekannte 2 und y in zwey Gleichungen
gegeben, so wird man am einfachsten auch hier in jeder der zwey
Gleichungen die eine der beyden Unbekannten sondern, und dann
die so erhaltenen VWerthe dieser Unbekannten einander gleich
setzen. Dadurch erhilt man eine Gleichung, die blols die zweyte
Unbekannte enthilt, und die man daher wieder nach den Yorher-
gchcndou behandeln wird.

Sind z. B. die beyden Gleichungen gegeben

a.:f.‘--[—bu-}'—[—c—_"ﬂi
az 4 by - c—o| #

g0 erhilt man durch Absonderung der Grilse o aus der evsien

z=— (by+o) -

und aus der zweyten
‘ v 1
xr = — (f)_y +C)—,.
(22
Setzt man beyde Werthe von & einander gleich, so hat man
die Gleichung
a by 4 ¢) = d (by + 9
und wenn man aus derselben die Grofse y nach §. 35. sucht,- so

erhilt man
ac— ac
R AR
Substituirt man dann diesen Werth von » in cinem der zwey
oben gegebenen VWerthe von z, so erhilt man

. be— bc

T = ———
all— ab
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und dadurch sind demnach beyde unbekannten Grifsen x und y

gefunden, Setzt man nimlich der Kiirze wegen

N —=gbe—ab,
so hat man
m.x = b —"br und
e e

Man sieht, wie sich dasselbe Verfahren auf drey und mehr
Gleichungen der ersten Ordnung zwischen eben so viel Unbe=

kannten fortsetzen lilst.

§. 68. (",ul'iéw.ug der Gleicl wngen des zweyten
(Jl"l(lta) Die Gleicl hungen des zweyten Gmdv oder dm qua-

dratischen Gleichungen sind simmtlich in der Form enthalten:
—+ ax + 6 = o,

T -“L ay —= — b,

oder auch

Wiire nun der erste Theil 2% 4- a2 dieser Gleichung ein voll-
kommenes Quadrat, von dem sich die VWurzel in einem geschlos-
senen Ausdrucke angeben lilst, so wiirde man den gesuchten
Werth von 2 ohne Anstand bestimmen, wenn man aus diesem
Theile die VWurzel zieht.

Es ist aber immer leicht, diesen ersten Theil zu einem sol-
chen Quadrat zu machen. Zu diesem Zwecke darf man nimlich
nur den Factor @ von 2 durch 2 theilen, und dann das Quadrat
dieses Quotienten oder die Grilse ;a* zu beyden Seiten der ge-
gebenen Gleichung addiven. Dadurch erhilt man

sl ] e . a2 —= g
h I a‘l’_%_a”' =SisTi b,

oder, was dasselbe ist:
" i)t atesh
(2~ sa) = La*> — b,
Zieht man dann auf beyden Seiten des Gleichheitszeichens
die Quadratwurzel ans, so hat man

€z -]L ftl = + ‘, %(L1 — b
das doppelte Zeichen wegen §. 32, und daher auch

2 = — ~a 421/ a®* — 4 b;

|

und diels ist die gesuchte doppelte Wurzel (§. 66.) der gegehenen

quadratischen Gleichung

o

€2

-
|
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I. Ist daher a?e=4b, oder ist a=2)/b, so sind die bey-
den Wurzeln der Gleichung gleich, und jede =—'a=—VVb.
Ist a® grofser als 40, so sind beyde VWurzeln reell, und ist end-
lich @ kleiner als 45, so sind beyde VWurzeln imaginir. 1st die
Grifse (a*— 4b) ein vollkommenes Quadrat, so sind die YYur-
zeln rational, im emgcgcngesotzlcn]:'a“e aber sind sie irrational,

Ex. 1st die Gleichung gegeben

2* . — 1 = o,

so hat man @ =1 und b= — 1, also ist auch
v=—1+1V6;

oder die beyden Waurzeln dieser Gleichung sind:

V56 = 0.618034 . . .

‘y"'. — — 1.(}18(]3![, A

Eben so wird man finden, dafs

die Wurzeln gehoren:

A =

wim Ble

Qr Ot

und & = —

zu der Gleichung
o
at — 3o 4 2=0... e — L | und 2= 2

3 » A Ym0

l

22— g — J == 0. e x

at — 2z —E— DEe= N0 i I'i_‘r/“"'[ P 3;:1«—"/-!.

Il. Auf dieselbe Weise lassen sich auch hohere Gleichungen

der Form
20 -7 i By
£ - aa -b=o0

behandeln, da sie, wenn man a”—u setzt, die Gestalt

w* 4 auw 40 = o

einer quadratischen Gleichung annehmen, fiir die man, nach
dem Yorhergehenden, hat:

u=-=zat Va* — 4bj

=

m
also auch, da 2= \/u. ist :

L

X o= V—_ ‘a + !_\y/m

e

Wire z. B. die Gleichung gegeben:

2t — 3z° 4 2 = o,

so hitte man fiir 23 =u auch
u* — 3u + 2 = o,

und da von der letzten Gleichung die VWurzeln
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¥ —1 und u = 2

sind, so hat man auch fiir die Wurzeln der gegebenen Gleichung

5 3
i \/1 und a::‘/a,

oder da jeder der zwey letzten Ausdriicke (nach §. 33, L) einen
dreyfachen Werth hat, so sind die sechs Wurzeln der gegebenen
Gleichung
e und|tat— \/3
= (=1 V=3) :
3 = —(—1} \/——3)
=:(—*1—V‘—3) -f/i
]
= —(—1— V— 3)
Vi

§- 69. (Eigenschaften der Wurzeln der hoheren
algebraischen Gleichungen.) Obschon die Theorie der
algebraischen Gleichungen, mit welcher sich die vorziiglichsten
Geometer beschiftiget haben, bereits sehr ausgebildet ist, so
lilst sie doeh noch vieles zu wiinschen iibrig, und besonders ist
das Fundamentaltheorem, die Bestimmung der VWurzeln einer
jeden Gleichung, welches wir so eben fir die quadratischen Glei-
chungen betrachtet haben, nur noch auf die Gleichungen des drit-
ten und vierten Grades fortgefithrt worden, und selbst hier sind
die Endresultate gewshnlich sehr complicirt und fiir die Anwen-
dung unbequem. Fiir Gleichungen des finften und héheren Gra-
des aber scheint die Auflosung dieser Aufgabe die Krifte unserer
Analysis ganz zu iibersteigen, '

I. Wennjedoch die Coefficienten der Grifse 2 in einer gege-
benen Gleichung nicht mehr allgemeine Zeichen oder Buchstahen,
die jeden Werth annechmen kénnen, sondern wenn sie gegebene
Zahlen von bestimmtem Werthe sind, wo dann die Gleichung:
eine numerische genannt wird, so hat man allerdings mehr als
ein Mittel, die VWurzel einer solchen Gleichung, selbst wenn sie
transcendent ist, zu bestimmen, wie wir bald sehen werden.

Hier wollen wir uns damit begniigen, die vorziiglichsten
jener Sitze, die man iiber die Relationen der Wurzeln der all-
gemeinen algebraischen Gleichungen gefunden hat, kurz zusam-
men zu stellen.
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1. Wenn, wie in {. 66, die Grofsen a, 3, y, 8, . . . die
YVurzeln einer Gleichung X = o bezeichnen, so ist, wie a.a. 0.
gesagt wurde,

X — o0 = (.’U—a)(.’r-——ﬁ)(;u——-y)(x——ﬁ) Fies by

Entwickelt man diese Producte, so hat man z, B. fiir jede
Gleichung des vierten Grades

X —=0=2a — (ap4y-to)at

4 (aB-bay+as+By+Bopo)at
— (afy—4-af3s “ayd 4 Byd)
-|—- al3yo.t

Vercleicht man aber diesen Ausdruck mit der allgemeinen

Form einer Gleichung des vierten Grades, die nach §. 66, ist:
X =o0=at 4 a2’ 4 ba* 4+ cz | d,
so erhilt man fiir die Coefficienten a, b, ¢, d folgende Werthe:

a == — ((:‘- -Jf I;-JI—-:'+5)

b = -+ (afffaytad-p }1»-{'-,';3 S+ 790)
C = — (‘f.‘ji’—E-‘L.'3‘3+f".-"‘—,L-."'5‘,’5)
d = -} afiyd.

Ganz dhnliche Ausdriicke findet man auch fiir Gleichungen
des 5ten, Gten, . .', Grades u. f., und man hat daraus das Theorem
abgeleitet:

»In jeder Gleichung der Form

X=o0=a% -+ az™ I ba"? + ...+ kx4 ke
vist der Factor a des zweyten Gliedes gleich der Summe aller
» Wurzeln der Gleichung, diese VWurzeln mit verkehrten Zeichen
» genommen ; der Factor b des dritten Gliedes ist die Summe aller
»Paare oder aller Amben der so genommenen WWurzeln; der
»Factor ¢ des vierten Gliedes ist die Summe aller Ternen u. s. £,
»und der Factor k des letzten Gliedes ist das Product aller dieser
»Wurzeln, dieselben mogen reell oder imaginir seyn. «

1II. Wenn in derselben Gleichung X—=o fir a=4 der
Werth von X positiv, und fiir 2= B negativ wird, so liegt ZWi-
schen den beyden Grofsen 4 uud B immer wenigstens eine reelle
Waurzel der Gleichung, vielleicht aber auch 3, 5, 7, . . . oder
iiberhaupt eine ungerade Anzahl reeller Wurzeln,

Wird aber fiir 2 = 4 sowohl, als auch fiir 2= D der Werth
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von X in beyden Fillen positiy, oder in beyden Fillen negativ,
so liegt zwischen 4 und B entweder keine, oder 2, oder 4,
oder iiberhaupt eine gerade Anzahl reeller YWurzeln,

IV. Jede Gleichung des 3ten, Sten, 7', . . . und iiberhaupt
eines ungeraden Grades, hat wenigstens eine reelle VWurzel, und
diese ist positiv, wenn das letzte constante Glied % negativ ist,
und umgekehrt. So kann aber auch 3, 5, 7, ... . reelle Wur-
zeln haben. Jede Gleichung eines geraden Gliedes hat aber ent-
weder keine, oder 2, 4, 6, .. . reelle Wirzeln.

V. Jede Gleichung des 2ten, jten, ftem, ynd itherhaupt eines
geraden Grades, deren letztes constantes Glied & negatiy ist, hat
wenigstens zwey reelle Wurzeln, von welchen immer die eine
positiv und die andere negativ ist.

VL. Wenn in der obigen Gleichung X =0 das letzte Glied k&
negatiy ist, und wenn die positiven Glieder, falls solche da sind,
alle unmittelbar auf das erste folgen, so hat die Gleichung immer

eine reelle positive Wurzel, So hat z. B. die Gleichung

2 4 m2? — 52 — 35 = o
die Wurzeln +— V5, — Vb5 und — a.

Vil. Die irrationalen VWurzeln jeder Gleichung sind immer
paarweise da, und wenn die eine die Form hat a4V B, so hat

die andere die Form a— Vi

[y

Dasselbe gilt auch von den imagindren YVurzeln, die eben-

falls immer paarweise von der Form
a +~BY —1 und o — B V# 1
vorkommen.

VIII. Um von einer Gleichung alle ihre positiven Wurzeln
in negative, und alle ihre negativen VWurzeln in positive zu ver-
wandeln, wird man blofs die Zeichen derjenigen Glieder éindern,
in welchen der Exponent von 2 ungerade ist,

IX. Sinda, 3. y, ... die Wurzeln der obigen Gleichung
0 = a” | agaam— - pam—s + ...+ gz* } ha - k,

. 1 1 1 o ’ -
so sind auch -, -, -, ., ., . die Wurzeln der Gleichung

a =]
ot
I o ha i ax 1
0 = gm __jl_ i p—i + ;._ am—z _E_ e ‘57 ;: a2 _|__ f‘ _‘_ 'Z_'-

und man nennt die letzte Gleichung die reciproke der. ersten, so
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wie auch die Grifsen -, -, . . . die reciproken Grofsen von
@ 7

a, 3, y5 « « - genannt werden.

1
o
¥

X. Um die simmtlichen Wurzeln einer Gleichung um die
Grifse 4 zu vermehren, darfman blofs in dieser Gleichung statt

2 die Grolse x| 4 setzen,
XI. Um in der gegebenen Gleichung

X=o0=am-4 gam 4 bam + ...+ ha -} k
das zweyte Glied aazm—* wegzubringen, darf man blofs in dieser
Gleichung statt a die Grifse @ — :—: setzen, wodurch dann eine
Gleichung der Form entsteht:

0 =" —}— Aazm—r | Bam—9 -+ ... + Hz ._[_ K,

In einer solchen Gleichung, der das zweyte Glied fehlt, ist
die Summe aller ihrer positiven VWurzeln gleich der Summe aller
ihrer negativen Wurzeln, wenn diese YWurzeln simmtlich reell
sind,

Fehlt endlich in einer Gleichung

o = a" 4+ aan— J. . . gatFha
das letzte oder constante Glied k&, so ist immer eine ihrer VWur-
zeln gleich Null.

XII. WWenn kein Glied der Gleichung fehlt, und wenn diese
Gleichung lauter reelle Wurzeln hat, so hat sie auch immer eben
so viel positive Wurzeln, als sie Zeichenwechsel [+ — oder —— |
ihver Glieder hat, und eben so viele negative VWurzeln, als sie
Zeichenfolgen IJI—-—|— oder — —| ihrer Glieder hat.

So hat die Gleichung

23 — Bz - S5z 4 14 =o0
zwey Zeichenwechsel und nur eine Zeichenfolge, also hat sie
auch, da alle ihre YWurzeln reell sind, zwey positive VWurzeln
-2 und 4+, und eine negative VWurzel — 1.

VWenn aber einige Glieder der Gleichung fehlen, so kann
man sich dieselben durch Glieder mit dem Coefficienten Null er-
setzt denken, deren Zeichen sich willkiirlich annehmen lassen.
Nimmt man nun diese Zeichen so an, dafls die Anzahl IV simmt-
licher Wechsel ein Kleinstes ist, und nimmt man sie dann auch

so an, dals die Anzahl N' simmtlicher Folgen der Zeichen ein




126 §. 70.

Kleinstes ist, so ist die Zahl der positiven VWurzeln der Gleichung
nicht gréofser als ¥, und die Zahl der negativen YVurzeln mcht
grilser als N', und zugleich ist die Anzahl der imaginiren Wur-
zeln der Gleichung nicht grifser als

m — (N4 N),
wenn die Gleichnng des mtn Grades ist.

So hat z. B, die Glcichung

2 +
alle ihre Wurzeln imaginir, wenn m gerade, und sie hat nur
eine reelle YWurzel, wenn m ungerade ist,

§. 70. (Geniherte Auflésung aller numerischen
Gleicl LLluf““l) ¥Venn eine numeuschc Gleichung X=o0, in
welcher die Coefficienten von 2 gegebene Zahlen sind (§. 69, L),
zZur Au[‘[mun” vorgelegt wird, so ist es beynahe immer sehr
leicht, durch blufa Versuche einen ersten, wenn auch nur sehr
wenig geniiherten Werth einer ihrer Wurzeln zu finden. So
wird man z. B. nach §. 69, IL sofort erfahren, dafs eine solche
Wurzel zwischen o= 4 und 2— B fillt, wenn die Summe aller
Glieder der Gleichung fir a—4 positiv, and fiir 2 =28 nega-
1y ist.

Sey demnach x=a e¢in solcher geniherter VWerth von z,
Substituirt man ihn in dep gegebenen Gleichung, so wird er die
gegebene Grilse X nicht auf Null bringen, nIa nur der wahre
\Vclth von &, namlich nur die eigentliche Wurzel der Gleichung,
also noch nicht der blofs geniherte Werth derselben, die Grifse

X gleich Null machen kann.

Nehmen wir also an, dals wir durch diese Substitution von

z==g in der Gleichung, statt X=o0, den Ausdruck erhalten
Kie—r

Wwo « cine von Null desto weniger verschiedene Grifse seyn wird,

je naher bereits ¢ dem wahren Werthe VOn 2 genommen wor-

den ist,

Sey eben so a’ eine von ¢ nur w enig verschiedene Grilse,
die also ebenfalls als ein zweyter gendherter YWerth von 2 be-
trachtet werden kann. Substituirt man diesen Werth =g’ in
der gegebenen Gleichung, so gehe diese iiber in

.-‘L = (;

= U S N
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Wir haben demnach zwey Hypotkesen fiir den wahren YWerth
yon 2 angenommen, nimlich 2=a und 2=—a’, und wir haben
auch zugleich die Fehler der Endresultate, oder die Grifsen w
und o erhalten, die aus jenen zwey Hypothesen entstanden sind,

Man hat nimlich

Fehler der Hypothese, Fehler des Resultats
MM

in der ersten Yoraussetzung., . @ — & )

5
» » zweyten » cew @ — & w'.
Je niher aber die beyden aufgestellten Hypothesen der ge-

suchten VWahrheit liegen, oder je kleiner die beyden Fehler a — =z
d — z dieser Hypothesen sind, desto niher wird auch das Ver-
hiltnils derselben, oder desto niher wird die Grifse

‘-L,_—I der Grofse —

a — X % w
liegen, so dals man, da es sich hier doch nur um eine erste Nahe-

rung handelt,

setzen kann, woraus sofort folgt:

dw — aw
z = —————, oder auch
0 — W
(a—a)ow 7 (a—a)w 3
= a — B s o e e AL
w— 0 — @

und dieser Ausdruck wird einen anderen YVerth von x geben,
welcher der Wahrheit niher liegt, als die beyden vorhergehen-
den z=a und z=a/, so dafs man daher, mit dieser ncuen Hypo-
these, in Verbindung mit einer der vorhergehenden, dieselbe
g wiederholen, und so,
durch Fortsetzung der Operation, der gesuchten VVahrheit immer

jetzt bereits mehr gesicherte Rechnun

niher kommen kann.

In der That, um zu zeigen, dals die Gleichung (I) der
Wahrheit desto niher kommt, je kleiner die Fehler der beyden
Yoraussetzungen sind, so kann man die gegebene Gleichung als
eine Function yon 2 ansehen, die fir den gesuchten Werth von &
gleich Null ist, so dals man daher hat

G L e (e

Lilst man in diesem Ausdrucke die Grifse z in @~ (a—2),
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das heifst, in a iibergehen, so hat man, nach dem Taylor'schen
Lehrsatz (§. 56.)
du ) d%u

; (a—
v =u-+ (a—=z) . T e e

| AR O

o e ST

und eben so erhilt man, wenn z in z 4 (d'—=&) oder in o

itbergeht:

" ‘ du (a—x)*  d>*u
—— j — . il = 2 =
u u 4 (a—a) e S -+ ..

1.2

Je kleiner aber die Gréfsen (a—a) und (a'— ) sind, das
heilst, je niher die beyden Hypothesen 2=a und a=a der
VVahrheit liegen, desto mehr wird man auch, in den beyden yor-
hergehenden Ausdriicken, die zweyten und héheren Potenzen
dieser Grofsen, gegen die erste, in einer blofsen Anndherung,
weglassen kinnen, so dals dann jene Ausdriicke sich blofs auf
ihre ersten Glieder, oder da «'— u=—w und u'— y =" ist, auf

die beyden einfachen Gleichungen reduziren:

du

o — (a—a) .— und
( ) dzx
' iy du
o = (e-—az) . ==
. dx

deren Division die Gleichung (1) wieder 5”)1.
Ex. Um die YVurzel der Gleichung
X=—a* — a2z | 1m="'0

zu finden, hat man, wenn 2 —='a— 0.5 gesetzt wird, X=—o0,125,
and eben so wird 2=da'=0.7 geben X=-—0.057. Setzt man

daher ¢ = 0.5 und w=—0.125, so wie ¢’'=07 und w'=—0.05%,

so gibt die Gleichung (IT) fiir einen weiter geniiherten Werth

(e 5 & :
Ta—= g — o5 Lo 37 = Loh 3,
w0 ¢

Setzt man daher in einer zweyten Berechnung a = 0.637,

so findet man X —w =

0.01552, und da, wegen dem negativen
VWerth von o dieses @ noch etwas zu grofs ist, so kann man
a=0.620 annehmen, wodurch X=w'=-—0.00176 wird. Die-
ses zweyle Hypothesenpaar gibt, durch die Gleichung (II) den
neuen geniherten VWerth

a = 0,637 — o0.01905 = 0.01795.

—— —— e ——— N — T e ==
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Nimmt man in einer dritten Rechnung

a =— 0.6180, also auch X w = 0.00002003 und
r

]

a = 00181, '» » X = o' = — 0.00005637,
so gibt die Gleichung (1)
2 == 0.0180 - 0.0000340 = 0.6180340,

and dieser letzte VWerth von z ist noch in der letzten Decimal-

stelle cenau, da die wahren Wurzeln der gegebenen Gleichung
5 ) 5€5 3
sind :

1 oder 1

1 vV/ & :

f(—14V5) » 0.0180340

2(—1— V 5) » — 1.6180340,

Dals sich aber dasselbe Verfahren auch auf transcendente
Gleichungen anwenden lasse, ist fiir sich klar. — Zur Ubung in

diesen Entwicklungen mogen I'uig{'ndu !_’;e_‘.'spiclc dienen;

2* = 10 gibt = 2.50018,

=) 10 3 n D -
10 € » & L.37120,

/Iz' _l__ 5z

I |
§.71.(
Beschlielsen wir diesen (-30.30:151&11:1 noch mit einer allen gegebe-

1

il

z 1.52701.

s b iy U e Y
lomogeneitit derGlieder einerGleichung.)

nen Gleichungen zukommenden Bemerkung.

In jeder Gleichung miissen nimlich, wie es die Natur der
Sache erfordert, die Dimensionen (§. 33, IL) eines jeden Glie-
des eben so grofs, als in jedem anderen Gliede seyn.,

Demnach kann z. B, die folgende Gleichung

9° 2a4% -+ 3z — 7 =0
nicht bestehen, da 3 die Dimension des ersten, 2 die des zwey-

ten, 1 die des dritten und o die Dimension des vierten Gliedes

ist. In der That wird nach dem, was a. a, Q. gesagt ist, o einen
Kérper, a? eine Fliche und « eine Linie bezeichnen kinnen,
und es ist unméglich, dafs dergleichen, ganz heterogene Dinge,
unter sich eine Gleichung bilden.
Wenn daher solche Gleichungen, in welchen die Gleichheit
er Dimensionen fiir die einzelnen Glieder nicht Statt hat, oder
wenn solche nicht homogene Gleichungen doch dfter vorkommen,
wie diefs auch in der That der Fall ist, so wird ihnen immer

Littrow’s Anfangsgr. |, gesammi, Mathom. 9
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die Voraussetzung zu Grunde liegen, dals man frither irgend
eine Grifse als die Einkeit der Griolsen ihrer Art angenommen
hat, wodurch dann diese Grélse, eben weil sie durch die Ein-
heit vorgestellt wird, aus der Gleichung gleichsam verschwun-
den oder doch in ihr unsichtbar gemacht worden ist,
Venn z. B, in der Gleichung
T.y = 12

die Gréfse z sowohl, als y Linien bezeichnet, und wenn man
ecine Linie von bestimmter Linge, z B. die Toise, als die Ein-
heit aller Linien annimmt, so werden dann die Grifsen a und yp
als blofse Vielfache der Toise, d.h. als blofse Zahlen zu betrach-
ten seyn, und dann wird die gegebene Gleichung, obschon sie
nicht homogen erscheint, z, B, fir 2=3 und y=4 bestehen
konnen. — VYollte man aber dann, nicht die Toise, sondern den
Fuls, deven 6 auf die Toise gehen, zur Einheit des Liingen-

mafses annehmen, so wiirde, fiir jeden speciellen Fall (wie vor-

hin fir =3 und y»—4), die Grifse a sowohl, als y sechsmal
) +) s L]
grofser, als zuvor, werden, oder man wiirde haben
@i— bz und ¥ = by,
== IF-‘)"
Substituirt man diese VWerthe von z und y in der gegebenen

also auch & = Iz >

6

Gleichung, so geht sie in folgende iiber:

= 2
X J i

S A ]
6 6 i

welche Gleichung demnach fiir denselben speciellen Fall 2=3,
=4 Toisen, d. h. fir # =18, 9= 24 Fuls ebenfalls Statt
hat.

Man sieht daraus, dafs, wenn sich die gegebene Gleichung
@.y =13, die sich auf irgend eine Einheit bezieht, auf eine
andere a Mal grofsere Einheit beziehen soll, dals man nur alle
in der Gleichung enthaltenen Buchstaben durch diese Grifse a
dividiren darf, wodurch zugleich auch die dulsere Homogeneitit
der Gleichung hergestellt wird.

So geht die Gleichung 2y =1, wenn in ihr die Grélse a

als Einheit angenommen wird, in folgende iiber:

1 oder xy = iy

= = e P r—tatn . . e e T ——— Y .
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in welchem letzten Ausdrucke jedes Glied zwey Dimensionen

hat.
Unter derselben Voraussetzung wird die oben aufgestellte

Gleichung
¥ — 22 | 32 — 7 =0

in folgende iibergehen:

& X el
E— a* 5 T_- T R
oder
9 — 2aa* - 3a*2 — 74 = o,

wo jedes Glied drey Dimensionen hat.
Eben so wird endlich die Gleichung
brat 4 gt = b2
iibergehen in
b2 22 .yt b2

e G ==
as ' @ az

das heilst in die Gleichung
bl‘-r'n'. + a'}!y'.'. — a’l b':

von vier Dimensionen, oder in

wo jedes Glied die Dimension Null hat.

I. Dasselbe wird man von denjenigen Gleichungen bemer-
ken, in welchen mehrere unter sich heterogene Grilsen vor-
kommen. VVenn man z. B, zwischen den Grofsen k, I, ¢ die
Gleichung hiitte:

k= 1.1,
wo k eine Kraft anzeigt, die einen Korper, auf den sie wirkt,
in der Zeit ¢ durch den Weg ! bewegen soll, so ist die auf diese
/Veise ausgedriickte Gleichung unméglich, da Kriifte , Wege und
Zeiten unter sich nicht unmittelbar verglichen werden, also auch
keine Gleichung bilden kénnen. Eine solche Gleichung setzt also
eine gewisse Einheit der Krifte, eine der VWege und eben so eine
Einheit der Zeiten, z, B. eine Secunde voraus. Nennt man aber
%, A und r digjenige Kraft, den Weg und diejenige Zeit, die
q *
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man frither als Einheit angenommen hat, so wird die gegebene

Gleichung in folgende homogene iibergehen:

und da die Gleichung, in der letzten Gestalt, nur mehr die
Verhiilinisse jener drey Gréfsen, nicht aber diese Grofsen selbst,
d. h. da sie nunmehr blofse Zallen enthilt, so ist dadurch ihre

Realitit hergestellt.

- e = S

T T S TS S USRI, S S B it SN i




Dreyzehntes Capitel.

Birtersac Oh o saian:

§. 72. (Geometrische Reihen.) Wenn von den Glie-
dern einer Reihe je zwey ndchste immer dasselbe Ferhilinifs
(§. 37.) haben, so wird die Reihe eine geometrische genannt. Ist
o das erste Glied derselben, und ist b das Verhdlinils je zwey
nichster Glieder, so ist die allgemeine Form der geometrischen
Beihe

a4 ab 4 ab* 4 abd® 4. ..

Diese Reihe ist aber schon oben (§. 23.) vorgekommen, und
wir haben dort gesehen, dafs sie aus der Division der Grifse a
durch (1 —b) entsteht, so dafs man demnach hat

_ ¢ —a-ababtab .

Das allgemeine oder ntc Glied U einer solchen Reihe ist

offenbar
U= ab*,

da man das erste, zweyte, dritte Glied der Reihe erhilt, wenn
man in U die Grofse n=1, 2, 3, . . . setat,

1. Welches ist aber das summatorische Glied S dieser Ieihe,
d. h. welches ist diejenige Function von dem /ndez n der Reihe,
der die Summe der 2, 3, 4, . . . ersten Glieder gibt, wenn
man in ithm =2, 3, 4, . . . setzt.

Setzt man die Reihe bis zu ihrem nt= Gliede fort, so hat
man
S=a<abdab>abt ...+ at—34-ab"—-|-ab*",
2lso auch, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes durch &
multiplicirt:
Sbe=ab -+ ab* 4+ abd® . .. - ab— 4 abr— |- abn.

Subtrahirt man diese beyden Ausdriicke von einander, so
heben sich von den zwey Reihen alle Glieder, bis auf das erste
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und letzte, gegenseitig auf, und man erhilt
S — 8§ = ab*— a,

50 dafs man daher fiir das gesuchte summatorische Glied hat
a(b™— 1)

ST

oder auch, wenn man den vorigen Werth des allgemeinen Glie-
des in § substituirt:

e

TaaY Ub—a
b — il

IT, Ist also die Reihe convergent (§. 23, IL), so ist fiir ein
unendlich grofses n die Grifse b oder auch U= @ b*—* unend-
lich klein, da fiir eine convergente Bieihe b ein eigentlicher Bruch
ist, und dann ist die Summe aller Glieder dieser Reihe, ohne
Ende fortgesetat:
@

1 LA

=

oder dann ist das summatorische Glied S gleich dem erzeugenden
a

Bruch

0}

5 aus dessen Entwickelung durch Division die Reihe

entstanden ist.
Ex. I, Fir die Reihe
1 1 1 1
1 b e ] e ]
S T T S SOt
ist @=1 und b==:, also ist auch, fiir n=10, die Summe der
ersten zehn Glieder:

a(b%-—1) 210 1023 7 X
i B = e 1.098046875.
Die Summe der ganzen Reihe, ohne Ende fortgesetzt, aberist

a
Sﬁ = 2,

1—0b
Ex. II. Fiir die Reihe
1 — 2 L a? — 23 L ot — |, ., .

ist a—=1 und b=-—2, also auch die Summe der ersten zehn
Glieder
1 — a10
Ay R R
12 y
die Summe aller Glieder aber ist unendlich grofs, da diese Reihe
divergirt, ¢

— s = SO SO { VR e - A T i e Sl ) R
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§.73. (Arithmetische Reihen.) Eine Folge von Grds-
sen, deren je zwey nichste immer dieselbe Differenz haben, ist
eine arithmetische Reihe der ersten Ordnung. Sind aber in ei-
ner Reihe erst die Unterschiede dieser Differenzen oder sind erst
die zweyten Diflerenzen constant, so heilst sie eine arithmeti-
sche Reihe der zweyten Ordnung, und eben so wird sie der drit-
ten Ordnung seyn, wenn die Unterschiede der zweyten Differen-
zen oder wenn erst die dritten Differenzen der Glieder constant
sind, u, s. wW.

So ist die arithmetische Reihe

Lo s T 3L 0 by« s derserstensOrdnung:
)] B el o i | S D R e SRS A, s i TV o
TS St e o s e R e vitten v TR

weil alle ersten Differenzen von I. gleich 1, alle zweyten von II.
gleich 2, und alle dritten Differenzen von I1L gleich 6 sind.
Sey die arithmetische Reihe irgend einer Ordnung
at+btectddef ...,
so hat man fir die Differenz von je zwey nichsten Gliedern
b—a, ¢c—b, d—c, e —d, ..
und davon sind wieder die Differenzen
¢—2b-ta, d—2¢-4b, e—2d4c, ...,
und von diesen neuerdings die Differenzen
d—3¢c+43b—a, 6 —3d -} 3¢ —0b usl
Nennen wir, der Kiirze wegen, die ersten Glieder dieser

Differenzreihen Aa, A*a, A°a, . . . so dals man hat

Aa = b — a,

Ala = ¢ — 2b - a,

Aa =d — 3¢ + 36 — a,
5’.\%1:6-—4([—{——-()&—/]6—’—-& (i

so zeigt schon der Anblick dieser Reihen, dafls die Coefficienten
der einzelnen Glieder derselben die des Binoms (§. 58, I.) sind,
so dafs man demnach allgemein fiir die n' Differenz A%a den

Ausdruck hat

Auaza%_nb_l,t};‘,cﬁ.ﬁ'_”.—_“”sifd+..,
IR ] DileiBss
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I. MitHilfe der letzten Gleichung kann man auch die Glie-
der b, ¢, d, . . . der ersten gegebenen Reihe blofs durch das
erste Glied @ und durch die auf einander folgenden Differenzen
Aa, A*a, A'a, . . . ausdriicken, Man erhilt namlich

i b

= a -} Aa,
I ¢ = a - 2aa } Aa,
: d = a -} 3Aa -} 3a%a 4 A,

e a + 4aa - 6a%*a + 4A% -} A'a u f,
so dafs man also auch hier fiir das allgemeine oder fiir das nte
Glied U der oben aufgestellten Iieihe, nach der Analogie mit dem

Binom, haben wird

n—1 n—1.n

U= a -} Aa -} . Ata

n—y.n—2.n—3

e ..3------A'<a+...

le, 2
II. Sucht man endlich noch auf idhnliche VVeise auch die
Summe der ersten Glieder der gegebenen Reihe, so hat man fiir 4
die Summe

der 2 ersten Glieder . , . . a-}-b =2a--Aa,

R PR ) » . a-}b}c=3a-l34Aa-} A,
» 4 » » a-b--cH-d=fa--b6aa-}4a%a+ A%a u i,

so dals also auch hier die Coefficienten des Binoms wieder sicht-
i bar werden, und dafs man daher fiir die Summe der ersten
n Glieder, d. h. fir das summarische Glied § einer jeden arithme-
tischen BReihe den Ausdruck haben wird

«R—1T.n—13

n.n—1 A
§ = na 4 =——Aa ;j—r—A’a.
Lo Y. G

ReR—1.n—2.0—3

+ neA e

|
!
| 1 e SR oD
|
|

wo fiir eine Reihe der isten, aten  3ten, | | Ordnung die Diffe-

| renz Aa, A, A’a, . .. constant, und alle folgenden gleich .
Null sind. %

In den beyden vorhergehenden Ausdriicken von U und § ist
die ganze Theorie der arithmetischen Reihen irgend einer Ord-

nung enthalten, — Wir wollen uns hier mit der niheren Be-
trachtung der zwey ersten Ordnungen begniigen.

S SV e i i ey ) NS
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§.74. (Arithmetische Reihen derersten Ordnung:)
Fiir diese Reihen der ersten Ordnung ist, nach dem Vorhergehen-
den, die erste Differenz Aa=d constant, also auch Az = A%a...
gleich Null.

Demnach geben die Ausdriicke fiir U und § (in \\7“, I1.)
sofort folgende einfache Gleichungen:

U= a-+ (n—1)d und
S=na-+ inn—1)d = taja+ (n—1)d],
wo man, statt der letaten, auch schreiben kann
S = zn(a-U).

Der erste Ausdruck fiir S zeigt, dafs in diesen Reihen die
Summe je zweyer, vom Anfang und Ende gleich weit entfernten
Glieder, gleich 2a4(n—1)d ist.

Ex. L. In der BReihe der matiiylichen Zahlen

1 2434+ 4.,
ist a—d=—1, also auch das allgemeine Glied
Uiss—=a iy
and das summatorische Glied, oder die Summe der n ersten
Glieder
§ = In(nd).
So ist z. B, die Summe der ersten Million Glieder dieser
Reihe, da n==1000000 ist, gleich
S — 500000 500000,
Ex, II. Ebenso hat man fiir dieBeihe der ungeraden Zahlen
N R T
a—1 und d =2, also auch
U= 2n —aiiund S —=in?;
also auch die Summe der ersten 1000 Glieder
§ = 1000* = 1000000.
Ex. 1lII. Endlich gibt die Reihe
141104+ 1.2421.34+1.44...

a=1 und d=0,1, also auch

U= — (n<d9) uwnd § = L (n=19),
10 20




§. 75, — 170.

s0 dafs man fiir die Summe der ersten 1000 Glieder dieser Rieihe

hat
5 = &cegbo.

§- 75. (Arithmetische Reihen der zweyten Ord-
j IHI]IB‘.) Fiir solche Reihen ist A’a = A%a ... gleich Null, also
{i| hat man (nach {. 72.) fiir das allgemeine Glied
; U=a- (n—1)ae + 1(n—1)(n—2) A%,
i und eben so fiir das summatorische Glied dieser Reihen
If § =na 4 fn(n—1)aa -} jn(n—1)(n—2)Aa.
Ex. Die Reihen der sogenannten Polyzonalzahlen sind:
Zahlen des Dreyecks ... 13-4 6410415421,
» » Vierecks ... 144+ 91604 25--36-...
v » Finfecks . .. 145412422135 +51-F...
» » Sechsecks. .. x4 06115428 454 66-)...
Fir die Dreyeckszahlen ist demnach a=1, Aa =2 und
A'a — 1, also auch
U=in@t1) wd §=in(ntn)(ets),
und eben so hat man fiir die Viereckzahlen

U==n und § = jn(nt1)(2nd1) u f.

§. 76. (Reversion der Reihen.) Oft wird eine Grifse

i g durch irgend eine andere 2 mittelst einer Reihe der Form

y=az 4 ba* | ez’ - dat 4, , .
gegeben, und man sucht umgekehrt die Grifse = durch eine éhn-
liche, nach den Potenzen von y fortschreitende Reihe auszu-
driicken. — Nehmen wir an, die gesuchte Reihe sey von der
Gestalt

z = ay = By Luyytislerd gt i

so dafs also die unbekannten Gréfsen a, B, y, . . . durch die

bekannten @, b, ¢, . . . zu bestimmen sind.
Zu diesem Zwecke entwickeln wir zuerst die Potenzen von
2% 2% 2% ... indem wir die zweyte unserer Reihen wieder-
holt mit ihr selbst multipliciren, Dadurch erhilt man
e ol il G g L i
aty* 4 2afy’? f (2ay Byt ...
uxJ,; + 3,1':][_-5‘),-; ._J_ ¥ o

By A e

.'.C:

x?

111 |
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Substituirt man dann diese Werthe von 2, a® 2% ... in
der ersten gegebenen Reihe, so erhilt man

0 = (aa—1)y
+ (Ba +ab)y
4+ a4 2zafb+ a’o)y?
4+ (a4 (zay+ B BHb 4 3afle 4 atd)yt 4 . . .,
und da diese Reihe fiir alle Werthe von g gleich Null seyn soll,
so hat man (§. 34, 11L) die Bedingungsgleichungen
= aa — 1,
0o = fla + a*h,
0o =ya -+ 2aBd 4 a*c u.f
aus welchen man also die Werthe der gesuchten Grifsen «, £,

. o & . 1
44 « . « bestimmen wird. Man findet nimlich a = — oder
@

== 15
B.a® = — 0,
= 2)p* — ac,
.a’ = babe — a*d — 5%

g.a = 14b* — 21ab%c 4 6a*bd 4 3a’c* — a’e u. f.
Ex. Wir haben oben (§. 60.) den Ausdruck erhalten

y-_Lo (4= = m(c-—%i % )

Sucht man daraus die Grifse # durch y zu bestimmen, und

nimmt man, wie zuyvor, an

T = uy + _,‘1;97': + :,_,L.:; + g

so hat man g = m, also auch & = —,
mn

m 1

b = — —, » ¥ ]3 =
2 2 m*
I 1

C =3 _— b b)) P
3’ v 2. dm’
mt 1

0 = — » » —_——u
4’ 2.3.4m? ?

so dals man demnach erhilt

—-—-‘LOU( + )_{_‘_(T”"h_j'__) e Log (142 ))+

Da aber Log(1--a) = y ist, so ist auch 1 —}—r-: a’, und
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daher die letzte Reihe

o= 4 () FE) @)

iibereinstimmend mit der Reihe (D) des §. 61.

§. 77. (Entwickelung der Functionen in R eihen
durch die Methode der unbestimmten Coefficienten.)
I8 Dasselbe Verfahren des §. 76. ldlst sich auch auf die Entwicke-
lung gegebener Functionen in Reihen anwenden.

Sey z. B. das ohne Ende fortgehende Polynom

a —l— ba -+ ca* - IR
gegeben, und die n'° Potenz desselben durch eine, nach denPo-
tenzen von @ fortgehende Reihe darzustellen, oder sey
y = (a —i—— bz ‘—{— ozt -—ll—- )
in eine Reihe der Form
i y=a- Bz ya* 4 52° 4.
su entwickeln, also die Grifsen a«, 8, y, . . . durch die be-
‘ kannten a, b, ¢, zu bestimmen.
Nimmt man von dem ersten Ausdrucke die logarithmischen
Differentialien (nach §. 52.), so hat man

dy e T Uil B L S SRR s £
. e L) L ¥

Y a-+t+bx +exr .-
Eben so hat man, wenn man auch den zweyten Ausdrucls

von y differentiirt:

dy S
S — B e aya - 382 4+ ...
[ d 4 24 _‘ g
i & H o dy L .
: Setzt man beyde Ausdriicke von ~ 5 ¢inander gleich, so er-
i a X
|

hilt man

‘ n(b+ 2ca+43dat 4 ..)(a- 2ty ..

— (@t bztca*t..)(B |2y 4 3622]...) = o
Fiihrt man aber diese zwey Multiplicationen aus, und ordnet

das Product nach den Potenzen von z, so erhilt man
-]

0 — (aff — nba)

L (2ay 4+ b3 —nb B—anca)z
4+ BadfabytcB—nby —2gpcpi — Indaya® 4.
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und wenn man auch hier wieder, nach . 34, III., den Factor
einer jeden Potenz von z fiir sich gleich Null setzt, so erhilt

man
ali= i Dl

gay:(u—---s}ﬂm,‘;‘-—}— 2n . ca,

3a6 = (n—2)by -+ (2n—1)ep ~ 3n.da,

hae = (n—3)hd - (2n—2)ecy - Bn—1)dp 4n . ea,
5a2 = (n—4)be -+ (2n—3)c? -+ (Bn—2)dy + (4n—1)efs
+5n.fa,
bay = (n—5)b2 4 (an—4)ce (3n—3)d s - (4n—2)ecy
- (Bn—1) ff3
+ bn . gay
Ui 8) Wes
wovon das Gesetz des Fortganges deutlich ist. Dabey bleibt die
crste Grofse « unbestimmt. Es ist aber a=aq*, wie man findet,
wenn man in dem ersten Ausdrucke fiir y die Gréolse 2=o setat.
Ist c==d=e¢... gleich Null, so erhdlt man y = (at0a),
iibereinstimmend mit §. 58,
Fiir das Trinom
y=@a+dzdBa¥)r=a -} Bz 4 ya2* 4 ..
endlich erhilt man, wenn man in dem Vorhergehenden a=1,
b=24, ¢c=2B und d=e=f... gleich Null setzt, zur Bestim-

mung der Factoren a, §, y, » - . die Ausdriicke

a = ]‘

B =ind,

2y = (n—1)4pB 4 20 B,

36 = (n—2)4y -+ (ern—1) 5,

he = (n—3) 46 -} (2n—2) By,
52 = (n—4)Ade + (2n—3) Bd u. L.

§. 78. (Interpolation der Reihen.) VVenn man das
allgemeine Glied U eciner Reihe kennt, das immer eine Func-
tion des Index n (§. 72, 1.) der Reihe ist, so erhilt man daraus
das aste, gte, Jte Glied der Reihe, wenn man in U/ diese
Grifse n gleich 1, 2, 3, . . . setzt; So war oben (§. 74.) L
die Dreyeckzahlen

1--{-3—@-0-}—-10‘5?15
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das allgemeine Glied
U= in(n-f1),
also ist auch, wenn man z.B. n =100 setzt, das hundertste Glied
dieser Reihe
50 (101) = 5o50.

Allein nichts hindert uns, fiir diesen Index nicht blofs ganze,
positive oder negative Zahlen, sondern auch Briiche zu setzen,
wo man dann diejenigen Glieder erhalten wird, die zwischen die
Glieder der gegebenen Reihe fallen. Man nennt diese neuen
Glieder die eingeschalteten oder interpolirten Grifsen.

So gibt unser Beyspiel, wenn man zwischen je zwey Glie-
der der Reihe ein mittenliegendes einschalten will,

=

- 3 21
Qg P et S B TR b
5 35
7 e NS HG %)
7 63
= . . ~5~ Us f.,

so dafs daher die so interpolirte Reihe der Dreyeckzahlen seyn

i

und auch diels ist eine arithmetische Reihe der zweyten Ord-

wird

nung , da ihre zweyten Differenzen constant und gleich ; sind.

Da es aber sehr viele Reihen gibt, die, ohne eben zu den
arithmetischen zu gehoren, wenn auch nicht auf genau constante,
doch auf nahe bestindige hohere Differenzen fiithren, so lilst
sich dieses Verfahren oft mit Vortheil auch auf solche Lieihen
anwenden, ohne dafs man ihr allgemeines Glied zukennen braucht,

Betrachtet man nimlich eine solche Reihe, deren Differen-
zen cinmal nahe constant werden, als eine arithmetische Reihe
héherer Ordnung, so erhilt man fiir das allgemeine Glied der-
selben (nach §. 73, I.):

U=a+ (n—r1)aa } T

(n—1)(n—2)(n—3) .,
+ 3 iy s 00 A(L+...,

(n—1)(n—2) Ao

wo a das erste, dem Index i1 entsprechende Glied, und wo die

iibrigen auf einander folgenden Glieder sind

2 2 3 4
AT s Al

~—— r—— e r———— o e S R R—
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.+ . Differenzen (nach §. 73.)

§. z8.

S0 dﬂrﬁ man fl.ll' die 1sten, gt.nn’ gtm:,

hat
Ag — b — a,
Ala == ¢ — 2b -} a,
A'a =d— 8¢ -} 3b — a,
Aa =—=¢ — 4d + bec — 4b -+ a u f

Ex. Um die Anwendung dieses Verfahrens durch ein Bey-
spiel deutlich zu machen, wollen wir annehmen, man hitte be-
reits (nach QOI) die Logarithmen von den fiinf folgenden Zah-
len auf 6 Decimalstellen genau gefunden, und wollte nun die
dazwischen liegenden Logarithmen der ganzen Zahlen durch In-

terpolation bis auf 5 Decimalstellen genau bestimmen,

Index; Zahl. Logarithmus,

1 1000 3.000000 = «,

2 1010 3.004321 = b,

3 1020 3.008600 = ¢,

4 1030 3.012837 —= d,

5 1040 3.017033 = e.

Von diesen Logarithmen sind die Differenzen
Aad = 0.004321,
A'a — — 0.000042,

TFerner ist A’a schon sehr nahe gleich Null, und iiberdiefs
a=io
Es ist demnach das n'® Glied dieser Reihe
U = 3,000000 -} 0.004321 (n—1)
— 0,000021 (n—1) (n— 2).
Mit diesem Ausdrucke von U erhilt man fiir

=l nEe="12 n=1.9 ==
3.000000 3.000000 3.000000 3.000000
432 864 126 1728

4. 4 4 4
3.00043 3.00087 '3,00130 3.00173

so dals man daher fiir die ersten der gesuchten Einschaltungen

erhilt

Log 1001 == 3.00043,

Log 1002
Log 1003

]u_‘lg

100/

3.00087,
3.00130,
3.00173,
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iibereinstimmend mit den gewéhnlichen Tafeln unserer Logarith-
men. Ubrigens wird in diesen, wie in allen dhnlichen Fillen,
wo dieselben Rechnungen 6fter wiederholt werden sollen, eine
geringe Aufmerksamkeit schon hinreichen, mehrere Vortheile und
Abkiirzungen an die Hand zu geben, die keiner besonderen Er-
liuterung bediirfen, und daher besser der Umsicht und Selbster-
fahrung des Rechners iiberlassen bleiben. So wird es z B. hier
bequemer, und doch gleich sicher seyn, nicht immer von dem
it ersten Gliede @, sondern fiir jedes neue Zwischenglied, das z. B.
'r zwischen & und ¢ fillt, von dem ihm zunichst vorstehenden
Gliede b auszugehen, und dieses Zwischenglied durch eine ein-
fache Proportion aus & und ¢ abzuleiten, Dabey wird allerdings
nur auf die erste-Differenz A ¢ Riicksicht genommen, und die
zweyte A’a vorliulig gleich Null gesetzt. = Allein man sieht, dafs
die aus dieser vorlaufigen Annahme entspringende Correction, so
lange man immer nur von einem gegebenen Gliede b zu dem

nichstfolgenden ¢, oder von ¢ zu d iibergeht, eine constante

Grifse, und zwar in unserem Falle cleich 0.000004 ist, daher
’ } k]

man nur diese Constante zu dem aus der erwilhnten Proportion

erhaltenen Resultate fiir alle zwischen & und ¢ enthaltenen Zah-
len wieder hinzusetzen wird,

Sucht man z, B, den Logarithmus von 1015, so hat man, da
¢—b=0,004279 ist, die Proportion

10 : 0.004279 = 5§ : 2 oder z = o0,002140,

also auch und eben so
; Log 1010 = 3.004321 Log 1020 = 3.008600
Proportionaltheil 2140 2118
i Constante . . 4 4
| Logio15 = 'Ei.on(y-‘;-j: Log 1025 — 3.01072,
1 ! Log 1030 = 3.012837
| | 0
2098
{ A

Log 1035 = 3.01494,
; und alle diese Logarithmen sind, der aufgestellten Forderung ge-

mils, in der fiinften Decimalstelle noch richtig,
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