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Viertes Capitel.
Einfache Rechnungen mit allgemeinenZahlzeichen.

§• 17. (Erklärung'-) Wir haben uns bisher nur mit sol¬
chen Gröfsen beschäftiget, die durch Ziffer ausgedrückt werden,

deren jede einen bestimmten, unabänderlichen Werth hat. Allein

man kann sich auch von dieser Beschränkung hefreyen und die

Gröfsen allgemein, ohne ihnen einen speciellen Werth heyzu¬

legen, betrachten. Dann wird man sie aber auch durch solche

allgemeine Zeichen ausdrücken müssen, und zu diesen Zeichen

wollen wir die Buchstaben unserer Alphabete wählen.

Die Rechnung mit solchen allgemeinen Zahlzeichen heifst

Algebra..

Um von einer solchen Rechnung schon jetzt einen bestimm¬

ten Begriff zu geben , wollen wir uns folgende Aufgabe stellen.

Man suche zw'ey Zahlen, welche die Eigenschaft haben,

dafs ihre Summe gleich einer gegebenen Zahl a, und dafs ihre

Differenz gleich einer anderen gegebenen Zahl b ist. Wir wol¬

len diese zwey gesuchten oder unbekannten Zahlen, dem alge¬

braischen Gebrauche gemäfs, ’ durch die letzten Buchstaben x

und y des Alphabets bezeichnen, während wir für die bekannten

oder gegebenen Gröfsen jedes Problems die ersten Buchstaben

a, b , c, ... beybehalten.

Hätte man z. B. diese Frage so gestellt, dafs die Summe

der zw’ey unbekannten Zahlen gleich 27, und die Differenz der¬

selben gleich i 5 seyn soll, so würde man wohl, nach einigen

Versuchen, bald finden, dafs die zwey gesuchten Zahlen x = zi

undj-=6 sind, und so fort in ähnlichen Fällen, so oft die zwey

gegebenen Zahlen a und b bekannte oder festbestimmte Gröfsen

sind, und daher, als solche, durch Ziffer ausgedrückt werden
können.

Allein unsere Aufgabe, so fern sie der Algebra zugehört,

setzt über die beyden gegebenen Zahlen a und b nichts Bestimm-



2Ö
§. 17 .

tes fest, sie will sich nicht durch particuläre Wertho dieser Zah¬

len beschränken lassen, sondern sie fordert, dafs man die zwey

unbekannten Gröfsen x uniiy ganz allgemein durch die für die

beyden gegebenen Gröfsen gewählten Zeichen a und b ausdrücke,

unabhängig von allen besonderen Werthen, die man diesen zwey

Zeichen a und b für irgend einen speciellen, einzelnen Fall etwa

geben könnte.

Und in dieser Allgemeinheit der Auffassung der Frage gibt

die Algebra die Antwort, dafs von den beyden gesuchten oder

unbekannten Zahlen die eine x immer gleich der halben Summet

und die andere^ gleich der halben Differenz der beyden gege¬

benen Gröfsen a und b seyn müsse, wenn diese Wcrthe von x

undjp der Bedingung der Aufgabe in allen Fällen genügen sollen.

Diese Antwort, in der Sprache der Algebra oder mit den

oben (§. 6.) angeführten Symbolen dieser Sprache ausgedrückt,

wird daher durch die zwey folgenden Ausdrücke gegeben seyn:

_ a b
•i

a — b

und dadurch ist das gegebene Problem ganz allgemein aufgelöst

worden, indem alle nur immer mögliche besondere oder specielle
Fälle schon in ihr enthalten sind.

Wären z.B. wie in dem vorhergehenden besonderen Fall,

die beyden gegebenen Gröfsen

a = 27 und b = i 5 ,

so wird man nur in den beyden vorhergehenden algebraischen

Ausdrücken statt dem allgemeinen Zeichen a die Zahl 27, und

statt b die Zahl i 5 setzen, d. h. man wird in jenen Ausdrücken

diese besonderen Werthe von a und b substituiren, und dadurch

für die beyden unbekannten Gröfsen sofort erhalten:

x = 27 + l5 ^ g- 0 , un( i2 2

27 — >5 12jr — ■■■■■ = — — 0 , wie zuvor.
2 2

Ganz eben so leicht wird man aber auch, ohne alle weite¬

ren vorhergehenden Versuche, dieselbe Frage für jede andere

gegebene Wcrthe der Gröfse a und b , beantworten können.
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Sollte z. B. die Summe der zwey unbekannten Gröfsen 1 4? und

die Differenz derselben 5^8 seyn, so würde man nur, in jenen

zwey algebraischen Ausdrücken, statt a die Grüfse 1404 , und

Statt b die Gröfse 548 substituiren, wodurch man sofort erhält:

a b ,
-—=976 und

a — by — 428.

Sollte endlich, um auch Brüche zu wählen, die Summe der

beyden Unbekannten a = \ und ihre Differenz b—-~ seyn, so

gehen für diesen besonderen Fall jene zwey Ausdrücke

a + bx
2

a — b

— - und
o

2 12

und so fort in allen anderen besonderen Fällen, die daher keiner

eigenen Auflösung und keiner weiteren Versuche mehr bedürfen,

da sie, wie man sieht, alle schon in der allgemeinen Auflösung

enthalten sind.

Nehmen wir in einem zweyten allgemeinen Probleme an,

dafs von drey Personen die beyden ersten zusammen a , die erste

und dritte zusammen b, und endlich die beyden letzten zusam¬

men c Gulden besitzen, und suchen wir, wie viel jede dieser

Personen für sich besitzen müsse, damit diesen Bedingungen der

Aufgabe genüge geschehe.

Ohne etwas über die besonderen Werthe der drey gegebe¬

nen Gröfsen festzusetzen, findet die Algebra, durch einige sehr

einfache Schlüsse, folgende allgemeine Auflösung des Problems.

Man nehme die halbe Summe der drey Gröfsen a, b und c,

und ziehe von dieser halben Summe ah, zuerst e, dann b , und

endlich a , so sind die drey Differenzen, die man auf diese Weise

erhält, in derselben Ordnung das gesuchte Vermögen der ersten,

der zweyten und der dritten der angeführten Personen,

Nennt man also, um diefs wieder in der Sprache der Alge¬

bra auszudrücken,

x das gesuchte Vermögen der ersten Person,

y » » » » zweyten »

- » r » » dritten »
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und bezeichnet man die halbe Summe der drey gegebenen Grös¬

sen durch S, so ist

S = g + 5 + c
2

und die gesuchten Zahlen sind:

x = S — c

y — S — b

z — S — a

'Wäre z. B., um auf die letzten allgemeinen Ausdrücke einen

besonderen Fall anzuwenden, die Summe des Vermögens

der beyden ersten a = 3 Gulden,

der beyden äufsersten b = 4 »

und der beyden letzten c — 5 »

so hat man
C 3+4+5

O =3 - C= 0 ,
2

und daher das gesuchte Vermögen

des ersten x = S — c = 6 — 5 = i Gülden,

» zweyten y = S — 6 = 6 — 4 = a *

» dritten z = S — a = 6 —. 3=3 »

und man sieht, dafs diese Zahlen x=i , y = 2 und z =3 den

Forderungen der Aufgabe vollkommen entsprechen.

Wäre für einen zweyten besonderen Fall das Vermögen der

zwey ersten <z = 36 , der äufsersten 6 = 84 und der beyden letz¬

ten c= 100 Gulden, so hätte man

S — 110,

und daher für das gesuchte Vermögen

des ersten x = 10,

» zweyten y = 26,

» di-itten z = 74 Gulden.

Wäre endlich das Gesammtverrnögen der beyden ersten

a=ioo, der äufsersten b — 5 oo und der zwey letzten c=iooo

Gulden, so ist

S = 800,
und daher

x = — 200,

y = 3 oo,

z = 700 Gulden;

1



oder da hier das Vermögen des ersten mit dem Zeichen — der
Subtraction (§. 6 .) erscheint, so wird diefs nicht als ein wirk¬
liches Vermögen , sondern als das Gegentheil desselben, also als

Schuld zu betrachten seyn, wie wir sogleich näher sehen werden.
Es besitzt daher, in dem letzten besonderen Falle unserer Auf¬
gabe, der dritte 700 , der zweyte nur 3oo Gulden, und der erste
hat 200 Gulden Schulden.

Das Vorhergehende wird genügen, von diesen Gegenstän¬
den jetzt schon einen allgemeinen Begriff zu geben.

§• >8 . (Entgegengesetzte Gröfsen.) Jede Gröfse,
wenn sie allgemein betrachtet werden soll, kann immer unter
zwey, einander wesentlich entgegengesetzten Bedingungen be¬
trachtet werden, ohne dabey ihren absoluten Werth zu ändern.
Die Gröfse a z.B. oder irgend ein specieller Werth derselben,
etwa a= 3 3 Gulden, kann eben so gut 3 Gulden Vermögen, als
auch 3 Gulden Schulden bedeuten. Eben so kann, in einem an¬
deren besonderen Fall, die Gröfse a = 5 Fufs einVorwärts- oder
auch ein Rückwärtsgehen von 5 Fufs, ein Auf- oder ein Abstei¬
gen von 5 Fufs u. f. bezeichnen.

Da es aber nicht gleichgültig seyn kann, ob man eine solche
Gröfse in dieser oder in der entgegengesetzten Bedeutung nimmt,
da es vielmehr nothwendig ist, auf diese doppelte Beziehung
einer jeden Gröfse Rücksicht zu nehmen, so wollen wir künftig
eine jede Gröfse, wenn sie unter der einen dieser beyden Be¬
dingungen, z.B. in Beziehung auf Vermögen, genommen wird,

positiv heifsen, und ihr das Zeichen -j- vorsetzen, während sie
unter der anderen, jener entgegengesetzten Bedingung, also hier
in Beziehung auf Schuld, negativ heifsen, und das Zeichen —
erhalten soll.

Diese beyden Zeichen -j- und ■—, die man durch die Worte

plus und minus auszudrücken pflegt, stimmen mit den im $. 6 .
aufgestellten Zeichen der Addition und der Subtraction überein,
weil in der That die dort und hier zu Grunde liegenden Begriffe
einander ganz analog sind. So machen z.B. 7 Gulden Vermögen
und 4 Gulden Schulden zusammen

-j- 7 — 4) das heifst 3,
oder 3 Gulden Vermögen, und eben so machen 5 Gulden Ver-
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mögen und 8 Gulden Schulden

+ 5 — 8, das heifst — 3,

oder 3 Gulden Schulden.

I. Bemerken wir noch, dafs, wenn das erste Glied eines

Ausdrucks positiv ist, das Zeichen -|- der Kürze wegen wegge¬

lassen wird, so dafs also in den vorigen Beyspielen

-j- 7 — 4 und -j-ö — 8

identisch ist mit

7 — 4 und 5 — 8.

II. Werden endlich Ziffer mit allgemeinen Zahlzeichen ver¬

bunden, wie z. B.

3a, 5 (a -J- b ),

so heifst diefs, nach Jj, b, II., dafs dieGröfse a mit 3, und dafs

die Gröfse (a-f- Z>) mit 5 multiplicirt werden soll, wo dann diese

Zifferfactoren 3 oder 5 auch die Coefficienten der allgemeinen

Zahlzeichen a oder (a-j-6) genannt werden.

§. «9- (Addition.) Aus dem Vorhergehenden folgt sofort,

dafs man bey der Addition gleichartiger, d. h. durch einerley

Buchstaben ausgedrückten Gröfsen, wenn sie einerley Vorzeichen

haben, blofs die Coefficienten addirt, wenn sie aber verschiedene

Zeichen haben, die Coefficienten subtrahirt, und dem so erhal¬

tenen Resultate das Zeichen des gröfseren Gliedes vorsetzt.

So hat man, wie schon für sich klar ist,

5 a -j— 4 b —■ ~ c — 4 d

3a — nb — -je -f- qd

Summe 8a — 3b — £c-j-5d u. s. f.

Im Gegentheile kann der Ausdruck

7 a -}- 3 b

nicht weiter durch Addition verändert werden, da man hier zwey

Zeichen a und b gewählt hat, um zwey verschiedene heterogene

Gröfsen auszudrücken, so dafs z.B. 7 a sieben Pfunde, und 3b

drey Thaler, oder jenes 7 Arbeiter und dieses 3 Füfse u, f.
bezeichnet.
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§. 20. (Subtraction.) Um eine Grörse von der anderen

zu subtrahiren, ändere man das Zeichen der zu subtrahirenden

Gröfse in das entgegengesetzte, und verfahre dann nach der im

§. 19. gegebenen Vorschrift der Addition.

Denn soll man z. B. von der Zahl + 1 1 oder was dasselbe

ist, von der Zahl (+ 7 —{—4 — 4) die Zahl + 4 subtrahiren

oder wegnehmen , so bleibt der Rest

+ 7 — 4 = + 3 .

Soll man aber von derselben Zahl (+ 7 -j- 4 — 4 ) die Zahl

— 4 wegnehmen, so bleibt der Rest

+ 7 + 4 = + >>•

Soll man ferner von der Zahl — 7, oder was dasselbe ist,

von der Zahl (— 7 —4 — 4 ) die Zahl 4 wegnehmen, so bleibt
der Rest

— 7 — 4 — —

Soll man endlich von derselben Zahl (— 7+4 — 4 ) die

Zahl —4 wegnehmen, so bleibt der Rest

— 7 + 4 = — 3 .

Wir haben demnach, wenn folgende Gröfsen zu subtrahiren

sind, indem man dieZeichen der unteren Reihe ändert und dann

addirt, folgendes Schema:

5 <2 + 7 6 + c — 7 d — e
3 a— 'jb — jc — yd +/

— ~f~ „ ~f~ ~ H~ _ •—

gesuchte Differenz 2a + 14 b ++c— —e — f,

I, Eben so hat man, wenn mehrere Gröfsen in Klammern

eingeschlossen sind, wo die Bedeutung dieser Klammern schon

oben ($. 6, 1.) gegeben ist:

8a — 2 b — (5 a + 4 ö) = 8 a — 2 b — 5 a — 4 & — 3 a — bb und

8a — 2 b — (5 a — 4^) — 8a — 2 b — 5 a + 4& = 3 a + 26.

5. 21. (Multiplicatiou.) Da das Product zweyer Fae-

toren (nach §. 4 ) den Factor so oft enthalten mufs, als der an¬

dere die Einheit enthält, so werden, wenn die Einheit, wie hier

immer, positiv vorausgesetzt wird, zwey positive Factoren auch

ein positives Product geben.

Littrow’a Anfangsgr. d. gosaimnt. Mathom. 3
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Ist aber der eine dieser Factoren negativ, so wird das Pro¬

duct den negativen Factor so oft enthalten, als der andere, po¬

sitive Factor die Einheit enthält, d. h. das Product einer positi¬

ven Gröfse in eine negative, und umgekehrt, ist negativ.

Sind endlich beyde Factoren negativ, so mufs auch hier,

der allgemeinen Regel des §. 6. zu Folge, das Product den einen

Factor so oft enthalten, als der andere die Einheit enthält Allein

dieser andere Factor enthält nicht die Einheit (nicht die Gröfse

+ sondern ihr Gegentheil (— i), also wird auch das Pro¬

duct nicht den ersten negativen Factor selbst, sondern sein Ge¬

gentheil enthalten, d. h. das Product zweycr negativer Factoren

ist positiv.

In der Multiplication geben also gleiche Zeichen ein positi¬

ves, und ungleiche ein negatives Product. In diesem Producte

werden die numerischen Coefficienten in der That multiplicirt,

die allgemeinen Zahlzeichen aber, als Anzeige ihrer Multipli¬

cation (nach §.6, II.), einfach neben einander gestellt. Sonach
erhält man

(-f- 3 a) . (-f- 46) = -}- »2 a 6,

' (-(- 3 a) . (— 46) = — 12 ab,

(— 3 a) . (-{- 46) = — 12 ab,

(— 3 a) . (— 4 b) — -j~ 12 ab.

I. Bemerken wir noch, dafs man der Kürze wegen das

Product mehrerer gleichartiger Gröfsen, wie

a. a oder a a auch durch a s ,

a.a.a oder aaa durch a* u. f.

auszudrücken pflegt, so dafs man daher hat:

2a . 3 ab=zba"b,

3 ab . (— 5 a 2 b c) = — 1 5 a 3 6 2 c,

2 ab . ( 3 a-J- 5 aö — 6 2) = 6 a 2 b -j- ioa 2 6 2 — 2 ab 3 u. f.

Um aber das Product der beyden Gröfsen (a 6) und

(a — b ) zu finden, hat man

a + b

a — b

a 1 +
h 2

Produet — b\



85
§• 22 .

Ganz eben so erhält man

a *f- b

a b

a 1 ab

ab b l

Product . . . a z —sa& —j— b 2 .

Eben so wird man für das dreyfache Product

(i — a) (1 — a) (i — a ) oder für (i — a) 1

erhalten:

(i — a) 3 = 1 — 3 <z 3 a* — a 3 ;'

und eben so ist endlich

(sa — 3 £>)4 = 16 a 4 — 96 a 3 b

-|- 216 a 2 6*

— 2i6a6 3

4- 81 b*.

§. 22 . (Division.) Da der Divisor, durch den Quotien¬

ten multiplicirt, den Dividend wieder geben mufs , oder da (nach

(jj. 5, II) die Multiplication die Probe der Division ist, und um¬

gekehrt, so gilt für die Division, in Beziehung auf die Zeichen,

dieselbe Vorschrift, wie oben für die Multiplication, dafs näm¬

lich gleiche Zeichen einen positiven , und ungleiche Zeichen

einen negativen Quotienten geben.

Auf diese Weise erhält man z. B.:

12 a z b = 3 a

l\ab

4 a 3 b z — 8 a z bc = ab — 2c u. f.
4 a 1 b.

I. Ein Bruch wird durch einen Bruch multiplicirt, wenn

man, wie in 12 , Zähler mit Zähler, und Nenner mit Nenner

multiplicirt. Eben so wird ein Bruch durch einen andern Bruch

dividirt, wenn man den ersten Bruch durch den umgekehrten

zweyten multiplicirt (§. i3.). Demnach ist also
ia 3 b
b c

6 a
und

3 a %b
5 c

5 a.\
Ti)

babc
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und eben so

§. 22 .

a 2

Tb

6 b « 2 a

Tb ' Tb

(i.5

15 i 1' ’

( 2a 3 6-\ ö /u 3i 2\ u 4® 2
t a )' za \ b a J ' b b-

6 b.

II. Enthält der Divisor mehrere Glieder, so ist das Verfah¬

ren ganz dem in §. 5. ähnlich, wenn man zuerst die beyden zu

dividirenden Gröfsen nach einem ihnen gemeinschaftlichen Buch¬

staben , z. B. nach a so ordnet, dafs die Gröfsen a , a 2 , a 3 . . .

in ihrer natürlichen Folge fortgehen.
Soll z. B. die Gröfse

za 1 — 3 ab -J- b 2 — a 2 b -f- a 3

durch a — b dividirt werden, so hat man

a — 6 | a 3 -|- 2 a 2 — a*b — 3aö-j-i> 2 |a 2 -J-2a — b Quotient,

-{-a 3 —a 2 £>

— _+__
2 a 2 — 3 a b -J- b %

-j- 2 a 2 — 2 ab

~ +

— a b + 6 2

— ai + 6 2

~f~ —

Rest . . . o.

Oder auch, wenn man nach der Gröfse b ordnet:

-ä -J-a | b- — 3 ab — a 2 ö-j- 2 a 2 -|-a 3 | — b za-\-a 3 wie zuvor,

-j-ö 2 — ab

— _+
— 2 ab — a 2 6 2 a 2 -f-

— 2 ab -f aa 2

+ ~

— a 1 b -J- a 3

— a 3 b-\-a 3

R e s t . . . o.

Ganz eben so findet man auch

ar- — b"

d -|" b
— a —
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«3 - l) 3

a — b a* ab -j- 6*,

i -j- a 1 -f- a*
i — a a 1 -f- a -f- a* u. s. w.

$. 23. (Division ohne Ende.) Wenn der Dividend
durch den Divisor nicht ohne Rest theilbar ist, so kann man,
wie oben §. 14, I., diesen Rest als einen neuen Dividend betrach¬
ten, und so die Division ohne Ende fortsetzen, wie folgendes
Beispiel zeigt:

i—6| a | a-f- ab -{- ab 3 -j- ...
a — ab

a b

ab — ab 2

ab *

ab 1 — ab*

ab*'

ab 3 — ab*

ab* etc.
Es ist daher der Bruch

a.

i —~b

gleich der ohne Ende fortgehenden Reihe

a ab -f- ab 2 -|- ab 3 -J- . . . ,

von welcher das Gesetz des Fortgangs der Glieder deutlich ist.
I. Nimmt man die Gröfse b negativ, oder setzt man in dem

Vorhergehenden— b statt b, so erhält man

—7-7 = a — ab -4- ab* — ab 3 -)-...
1 «-p b

dieselbe Reihe, wie zuvor, aber mit*abwechselndenZeichen.
Ist z. B. für einen besonderen Fall in dem vorhergehenden

Ausdrucke von

——j = a-f-a6-|-ai> z -{-...

die Gröfse a— 1 und b=-^, so hat man
i — _L _L I _l_I_ _L_
9 »o I Do I 1000 I t o 0 0 o I * 4 9

übereinstimmendmit §. 14,, I., wo der mit dem vorhergehenden
identische Ausdruck
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7 = 0.11 11 .

gefunden wurde.

II. Eben so gibt a=.b = \ den folgenden Quotienten:

ein Ausdruck, der, ohne Ende fortgesetzt, offenbar gröfser

als jede andere noch angebbare Zahl, oder der, wie man sich

auszudrücken pflegt, unendlich grofs wird. Diefs stimmt mit der

oben (§. 9.) gegebenen Erklärung eines Bruches überein, dessen

Werth immer gröfser wird, je kleiner, bey unverändertem Zäh¬

ler, der Nenner desselben ist. Nimmt daher, wie hier bey dem

Bruche £, der Nenner über alle Grenzen ab, oder wird der

Nenner, wie man zu sagen pflegt, unendlich klein, so nimmt

auch der Werth des Bruches über alle Grenzen zu, oder dieser

Werth ist dann unendlich grofs, welchen Zustand einer Gröfse

man auch durch das Zeichen 00 auszudrücken pflegt, so dafs
daher

£ mit 00

gleichbedeutend ist.

Wir werden später noch oft Gelegenheit haben, auf diese

sogenannten unendlich kleinen Gröfsen, d. h. auf solche Gröfsen

zurück zu kommen, die kleiner angenommen werden, als jede

andere noch angebliche Gröfse. Hier bemerken wir nur, dafs

jede nach einem bestimmten Gesetze fortgehende Folge von

Gröfsen eine Reihe heifst. ■— Diese Beihen spielen in der

mathematischen Analysis eine sehr wichtige Bolle, obschon sie

j!ur eigentlichen Berechnung offenbar nur dann brauchbar sind,

wenn sie convergircn* d. h. wenn ihre mit derFolge stets kleiner

werdenden Glieder sich einer gegebenen endlichen Gröfse immer

mehr nähern, ohne sie je zu erreichen. So ist die vorhergehende

Jleihe
— -J_*_I__L
10 i IOO | IOOO |

convergent, weil die Summe ihrer Glieder, je w'eiter man sie

fortsetzt, der endlichen Gröfse immer näher kommt. Die

andere Beihe aber

* + 1 + 1 + • • •

ist divergent, weil die Summe ihrer Glieder ohne Grenze bis in

das Unendliche wachsen kann.

»
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Eben so ist die Reihe

1 + T + T + i + * * *

oder die Reihe der sogenannten reciproquen natürlichen Zahlen

(i, 2 , 3, 4, ...), wie wir später (§. 65.) sehen werden, ebenfalls

divergent, oder die Summe dieser Reihe wächst ins Unendliche

fort, obschon ihre Glieder immer kleiner werden, je Weiter sie

fortgeht. Nicht so ist es mit der convergenten Reihe

1 ~~ f + T — l + T - •••>

welche dieselben Glieder, wie die vorhergehende hat, deren

Zeichen aber stets abwechseln. Diese Reihe gibt, so weit man

sie auch fortsetzen mag, immer eine Summe, die kleiner als dio

Einheit ist a so wie wieder die Reihe der reciproquen ungeraden

Zahlen, oder die Reihe

1 + i + T + T + • • •

divergent ist, da die Summe ihrer Glieder, ohne sich einer be¬

stimmten Grenze zu nähern , ins Unendliche wächst, wie wir in

der Folge sehen werden.

«



Fünftes Capitel.

Rechnung mit Potenzen,

§. 24. (Erklärung.) Ein Product von mehreren gleichen
Factoren heilst eine Potenz dieses Factors. So ist

aa oder a 2 die zweyte,

aaa » a 3 » dritte,

aaaa » a 4 » vierte

Potenz der Gröfse a , und die Zahl oben rechts, welche die An¬

zahl der Factoren in jeder Potenz anzeigt, heilst der Exponent

dieser Potenz.

Die zweyte und dritte Potenz, die am häufigsten vorkommt,

wird auch der Kürze wegen das Quadrat und der Cubus (Würfel)

genannt. So ist 3 3 = g und 4 2= i 6 das Quadrat von 3 und 4 »

und 2 3 = 8, so wie 3 3 = 27 ist der Würfel von 2 und 3 .

I. Eben so wird diejenige Zahl a, welche auf die 2 te , 3 tc ,
4 to , . . . Potenz erhoben, die Zahl b gibt, die 2 te , 3 t0 , 4 te , . . .
1>Vurzel von der Zahl b genannt. So ist a die 2 tc Wurzel von a-,

und zugleich die dritte Wurzel von a 3 u. f. So ist 3 die 2 t0 Wur¬

zel von 9, und 2 die dritte Wurzel von 8, und wieder 3 die

4 t6 Wurzel von 81 u. f. •

Die zweyte und dritte Wurzel einer Gröfse wird auch ab¬

kürzend die Quadrat- und Kubikwurzel dieser Gröfse genannt.

Um anzuzeigen, dafs die 2 t0 , 3 te , 4 t0 , . . . Wurzel aus

einer Zahl gezogen werden soll, setzt man dieser Zahl die
Zeichen

vor. So hat man z. B.:

]/9 = 3 , \/8 = 2, ^16 = 2, . . .

Bey der Quadratwurzel läfst man der Kürze wegen auch

wohl die Ziffer 2 in den Wurzelzeichen weg, so dafs gleich¬

bedeutend mit y'a ist,
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Will man endlich mehrere durch -]- oder — verbundene

Gröfsen zugleich auf eine Potenz erheben, oder aus ihnen die

Wurzel ziehen, so schliefst man diese Gröfsen in Klammern ein

(Jj. 6, II.). So ist das Quadrat von a-j-ö gleich
(« +

und die Kubikwurzel von a —b ist

y/(<z — b ) oder auch \f a — b.

§. 25. (Multiplication.) Sucht man das Product von ä 1
in a 3, so hat man

a 1 . a 3 = aa . aaa = a s ,

und eben so für jeden anderen, ganzen, positiven Exponenten,

also auch allgemein

a m . a n = a m + n ,

wenn m und n ganze positive Zahlen bezeichnen.

Um daher Potenzen derselben Gröfse a zu multipliciren,

addirt man ihre Exponenten.

$. 26, (DiviSlOll-) Um a. 5 durch a 3 zu dividiren, hat man
a 3 aaaaa.

a 3 aaa. ’

und eben so für jeden anderen Exponenten: also auch allgemein

a™ _ _ n

Um daher Potenzen derselben Gröfse a zu dividiren, sub-

trahirt man ihre Exponenten.

5. 27. (Erhebung auf Potenz.) Um eine gegebene
Potenz, z. B. a 3 wieder auf eine Potenz, z. B. auf die zweyte

Potenz zu erheben, oder um die Gröfse

(a 3Y
zu finden , so hat man

a 3 — aaa ,

und von diesem Ausdrucke ist die zweyte Potenz

aaa . aaa = a fi,
also ist auch

(a 3) 1 = a°,
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und eben so ist

(a z ) 3 = a°, (a 11) 1 = a° u. f.,

also auch überhaupt für jeden ganzen, positiven Exponenten

Um also Potenzen auf Potenzen zu erheben, multiplicirt

man ihre Exponenten,

I. Um aber Producte oder Brüche auf Potenzen zu erheben,

mufs man diefs bey jedem einzelnen Factor des Products, und

bey Zähler und Nenner des Bruches thun.

Will man z. B. das Product ab auf die zweyte Potenz er¬

heben , so hat man

Eben so erhält man für die zweyte Potenz des Bruches

den Ausdruck

wie diefs alles gleichsam für sich klar ist, wenn m und n ganze

positive Zahlen sind.

5.28. (Potenzen, deren Exponenten Null oder
negative ganze Zahlen sind ) Nach dem Vorhergehenden
(5.26.) hat man, wenn m und n ganze positive Zahlen bezeichnen,

Sind aber die Leyden Exponenten in und n einander gleich,

so hat man m — n — o, also ist auch

d. h. jede Gröfsc mit dem Exponenten Null ist gleich der Ennhcit,

m n

ab . ab = aa . bb , also auch

(a b)~ = a" . b %,

und daher überhaupt

(a b) m = a m . b m .

a a a 2

b ' b b"- '

so dafs demnach ist:

und überhaupt

a m-m _ a
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I. Isl aber in demselben vorhergehenden Ausdrucke

a m

11>‘
a m ~ n

der Exponent m des Zählers gleich Null, so ist

a°
— = a"— n ,
a n

oder da, nach dem Vorhergehenden, a°= 1 und a°~ n offenbar

gleich a~~ n ist, so hat man
i

— = a~ n ,
aA

d. h. jede Potenz mit einem negativen Exponenten ist gleich der

Einheit, dividirt durch dieselbe Potenz mit demselben positiven

Exponenten.

Nach der vorhergehenden Erklärung einer Potenz ist a m ,

wenn m eine ganze positive Zahl bezeichnet, ein Product von

m Factoren, deren jeder gleich a ist. Soll demnach die Gröfse

a° ein Product von Null Factoren seyn? — Diefs würde keinen

Sinn haben. Und noch weniger läfst sich, nach jener Erklärung,

der Ausdruck a~ m auslegen.

Wir werden daher die Gröfse a° nur als eine blofse Be¬

zeichnung für die Einheit ansehen können, deren es noch viele

andere geben kann, z. B. y . - = i u. dgl. Diese Bezeichnung° b a

ist aber dadurch entstanden, dafs man irgend eine Potenz einer

Zahl durch sich selbst dividirt, und dabey die Vorschrift des

26. angewendet hat.

Eben so werden wir die Gröfse a~ m als eine andere Be¬

zeichnung für die Einheit, dividirt durch die m lc Potenz von o,

gelten lassen, und diese zweyte Annahme ist eine unmittelbare

Folge der ersten, dafs nämlich a u — 1 ist. Denn wenn man in

dem Ausdrucke
a m
— - = a m — n
a n

des §. 26, wo m und n ganze positive GrÖfsen sind, die Gröfse

m = o, also auch, der ersten Annahme gernäfs, a° = 1 setzt, so

erhält man solört
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5. 29. (Potenzen mit gebrochenen Exponenten.)
■Nach der oben (§. 24, I.) gegebenen Erklärung einer Wurzel,
ist der Ausdruck

diejenige Zahl, welche auf die n t6 Potenz erhoben, gleich a wird,
also ist auch

Ist aber n eine ganze Zahl, so hat man, nach 27,

a = (tt n )".

Setzt man daher diese beyden Ausdrücke von a einander

gleich, so hat man

d. h. Potenzen mit gebrochenen Exponenten sind mit den analo¬

gen Wurzelgröfsen identisch.

I. Auch diesen Ausdruck

wird man also nur als eine andere Bezeichnung von y a betrach-

den ist, deren Exponenten ganze positive Zahlen sind.

Diese Erweiterung der eingeführten Bezeichnungen, oder

der aufgestellten Begriffe durch Analogie oder Induction, ist auf

dem Gebiete der Mathematik von der äufsersten Wichtigkeit,

und sie ist oft schon die Quelle der interessantesten Entdeckun¬

gen geworden.

II. Stellen wir die vorhergehenden Vorschriften der Rech¬

nung mit Potenzen zur bequemen Übersicht zusammen, so hat

man, welche Zahlen auch die Gröfsen m und n bezeichnen,

für die Multiplication. . . . a m , a " = a m + ",

(a n )" = (ya)‘

woraus sofort folgt:

a° und a~ n

durch Analogie aus der Rechnung mit solchen Potenzen entstan¬
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für die Division.

für die Erhebung auf Potenz . .

für die Ausziehung der Wurzel .

und überdiefs

a— m = — und a° :
a m

am

( a rn ) n = a mn ,

1.

III. Nach diesen Vorschriften kann man sich an folgenden

Beyspielen üben: l * S

2 3 . 2 5 = 2 8 e= 256, 16 ’ . i 6 4 = i 6 4 e=3 8 ,

— sJ = 3,
1 (4 t ) 3 = l} = ^64 = 8 ,8i‘ '*

tt- 5 : a 1 = a-7, a 3 . a— * = a 3 ,

(\/ a 5) 3 = fa s , VJl = («t)i = tfa.

\/45 = \/9><5 = 3V/5,

(3 + Vs) 0* - Vs) = * — Vs,
i _ i 2 + ^3

2 — V3
1 i < ’ 2 + V3

v/5 + i 2 3 + \/5

VS — i 3 — V5
2

2 + V 3,

ä
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Sechstes Capitel.

Irrationale und imaginäre Grölsen.

5 - 3 o. (Irrationale Grölsen.) Betrachtet man die er-
sten natürlichen Zahlen 1, 2, 3 , . . . und ihre zweyten, drit¬
ten, . . . Potenzen, so hat man

I. natürliche Zahlen 1, 2, 3 , 4 > • • •
II. Quad rate derselben 1, 4, 9, 16, . . .

III. Würfel derselben 1, 8, 27, 64, . . .

woraus sofort folgt, dafs z. B. die Quadratwurzel von 4 gleich
2, die Quadratwurzel von 9 gleich 3 , die Kubikwurzel von 8
gleich •>. ist, u. f.

Allein welches sind die Quadrat- und Kubikwurzeln derje¬
nigen natürlichen Zahlen, die zwischen die Zahlen der Reihe

II. und III. fallen, welches sind z. B. die Quadrat- oder Kubik¬
wurzeln von 2, 3 , 5 , 6 u. f. ?

Obschon wir die vollständige Antwort auf diese Frage erst
weiter unten geben werden, so kann man doch hier schon sehen,
dafs z. B. die Quadratwurzel aus 2 oder dafs die Gröfse \f 3
keine ganze Zahl seyn wird, da sie, wie man aus der Verglei¬
chung der Reihen I. und 11 . findet, zwischen die Gröfsen 1 und
2 fallen mufs, zwischen welchen keine ganze Zahl fallen kann.

Allein eben so leicht wird man auch sehen , dafs dieselbe
Gröfse \f 2 auch kein Bruch seyn kann. Welches nämlich auch
dieser Bruch seyn möchte , so müfste er, auf die zweyte Potenz
erhoben, die ganze Zahl 2 wieder geben. Allein um einenBruch
auf die zweyte Potenz zu erheben, mufs man (nach §. 27, I.) den
Zähler desselben sowohl, als auch den Nenner mit sich selbst mul-
tipliciren. Wenn man aber einen Bruch, der nach §. i 5 . schon
auf seinen einfachsten Ausdruck gebracht worden ist, wie

JL £ i.
j ) 3) 4 > * * •

mit sich selbst multiplicirt, d. h. wenn man das Quadrat dieses
Bruches sucht, so mufs man offenbar wieder einen Bruch erhal-

»
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ten, da man doch, der Voraussetzung gemäfs , eine ganze Zahlt

nämlich die Zahl 2 erhalten sollte, indem \f 2 oder 2’, mit sich

selbst multiplicirt, die Zahl 2 wieder geben mufs.

I. Die Gröfse 2, und eben so auch die Gröfsen ^/ 3 , \^ 5 ,

yb, . . . so wie Y 2, \/ 3 , . . . sind demnach, weder ganze

Zahlen, noch auch Brüche. Sie sind daher Gröfsen ganz eige¬
ner Art.

Wenn wir z. B. von der Zahl 2 sagen, dafs sie die Einheit

zweyMal, oder dafs sie eine zehn Mal kleinere Einheit, d. h. die

Gröfse zwanzig Mal, dafs sie die Gröfse T-^- zweyhundertMal

genau in sich enthalte, und so von jeder anderen ganzen Zahl,

und selbst von jedem gegebenen Bruche, so läfst sich dagegen

von der Gröfse \/~2 nicht mehr sagen , wie oft sie irgend eine,

auch noch so kleine Einheit, genau in sich enthalte. Aus diesem

Grunde nennt man alle diese mit irgend einer Einheit unmefsba-

ren Gröfsen incommensurable oder auch irrationale Zahlen, weil

das Verhällnifs fraiioj dieser Zahlen zur Einheit nicht mehr an¬

geblich ist.

II. Obschon wir aber die irrationalen Gröfsen, ihrer Na¬

tur nach, nicht ganz genau angeben können, so werden wir doch

Mittel finden, uns dem wahren Werthe derselben immer mehr,

und so viel wir wollen, zu nähern, ohne sie jedoch je völlig zu

erreichen. So werden wir z. B. finden, dafs der Werth der

Quadratwurzel aus 2 oder dafs 2 ist

y» = 1.414213 562873...

Diefs wird uns demnach auch nicht hindern, mit diesen Gröfsen

selbst, wie mit allen anderen, zu rechnen, wenn wir uns nur

dabey erinnern, dafs die Besultate dieser Rechnungen blofse An¬

näherungen zur Wahrheit sind, mit denen wir uns ja auch sonst oft

genug begnügen müssen. Wir werden bald sehen, dafs beynahe alle

unsere Berechnungen des Himmels und der Erde auf diesen irra¬

tionalen Zahlen beruhen, und dafs die Natur selbst, in der Con-

struction ihrer bewunderungswürdigen Werke, eine Art von Vor¬

liebe für diese Zahlen gehegt zu haben scheint.

§• 3 i. (Imaginäre Gröfsen.) Da (nach §. 21.) zwey

positive, so wie auch zwey negative Factoren, immer nur ein
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positives Product geben, so müssen auch die Quadrate aller po¬

sitiven oder negativen Gröfsen immer positiv seyn. Dasselbe gilt,

aus demselben Grunde, nicht blofs für die 2 ton , sondern auch

für alle 4 ten , b ten , 3 tcn , . . . und überhaupt für alle Potenzen

mit geraden Exponenten.

Daraus folgt sofort, dafs diezweyte, und überhaupt jede

gerade Wurzel aus einer negativen Gröfse etwas Undenkbares,

etwas Unmögliches ist.

Obschon aber diesen Gröfsen an sich keine Realität zu¬

kommt, so hat man es doch versucht dieselben, wenigstens als

blofse symbolische Zeichen, unter der Benennung von imaginä¬

ren (im Gegensätze mit den reellen ) Gröfsen beyzubehalten, und

auch auf sie die Vorschriften ($. 25 . bis 29.) der Rechnung mit

Potenzen anzuwenden. Und auch diesem scheinbar gewagten

Versuche verdankt die mathematische Analyse eine sehr wesent¬

liche Erweiterung ihrer Grenzen, wie wir später bey mehr als

einer Gelegenheit bemerken werden.

Die einfachste dieser imaginären Gröfsen ist

Nimmt man davon nach der Vorschrift des §. 27. die ersten

Potenzen , so hat man

so dafs die Potenz VI. wieder gleich der II., die Potenz VII.

gleich der III. u. f. ist.

/—1 oder (—1)

Potenz I.

» II.

» UI.

» IV.

» V.

• • — 1 ,

• — V — 1 *

+1,
. . /—1 u. f. ,

I. Auf diese einfachsten Ausdrücke lassen sich auch alle

übrigen imaginären Gröfsen zurückführen. So ist z. B.

V-S = V/(+3).(-0 = 1/3./-,,
wovon daher wieder

Potenz I.

„ II.

• V — 3 ,

» III.

v IV

— 3 T. /— 1 ,

-j- 9 u. f. ist.
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£. 3a. (Vielfache Werthe der reellen Wurzeln.)

Jede positive Grüfse hat zwey , in ihrei’ Gröfse gleiche, in ihren

Zeichen aber entgegengesetzte Quadratwurzeln. Denn da z. B.

von der Zahl -J- 2 sowohl, als auch von der Zahl —2, das Qua¬

drat gleich -)-4 ist, so ist auch die Quadratwurzel von -j ~4 so¬

wohl -J- 2 , als auch — 2 , oder man hat

\A = ± 2 -

Dasselbe gilt auch von jeder 2 ten , 4 tcn , 6 tcn , . . . überhaupt

von jeder geraden Wurzel aus irgend einer positiven Zahl. So
ist z. B.

V^+ 8 . = + 3,

weil (-j- 3 ) 4 sowohl als auch (—3 ) 4 tvieder gleich der gegebenen

Zahl -j- 8 i ist.

I. Nicht so scheint es sich mit der 3 ten , 5 ten , 7 len , . . . und

überhaupt mit den ungeraden Wurzeln einer gegebenen Zahl zu

verhalten, die immer nur eine, wenigstens nur eine reelle Wur¬

zel haben, und zwar von demselben Zeichen mit der gegebenen
Zahl selbst. So ist z, B.

V + ö 7 = + 3 ,
aber nicht auch zugleich —3, da nur f—j—3) 3, nicht aber auch

(—3 ) 3 die gegebene Zahl -j -27 wieder gibt. Und eben so ist auch

V' 2 7 = — 3 ,

weil nur (—3) 3 , aber nicht (-(-3 ) 3 gleich —27 ist.

II. Allein die Anzahl der Wurzeln einer gegebenen Zahl

wird oft viel gröfser, wenn man auch auf die imaginären Wur¬

zeln derselben Rücksicht nimmt.

Zuerst ist, nach dem Vorhergehenden ,

V^+ 1 — ± 1 ?
oder überhaupt (nach §• 3i, I.)

Y -|- a z <= + a.

Und eben so ist auch

y — a 2 = + a \/ — i,
da sowohl -{-a y —1 . als auch —a y —1 , mit sich selbst mul-

JiiUrow*« Anfangsgr. <1.gpsammt. Mnlhcm. A
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tiplicirt, die Gröfse — a 1 wieder gibt. Daraus folgt daher, dafs

jede gegebene Gröfse zwey Quadratwurzeln hat, die nur durch

ihre Zeichen verschieden sind, und zwar zwey reelle, wenn die

gegebene Gröfse positiv, und zwey imaginäre, wenn die gege¬

bene Gröfse negativ ist.

III. Wenn man aber die Gröfse

- ‘ ± V — 3

zwey Mal mit sich selbst multiplicirt (nach den Vorschriften des

2i.u.3o.), so erhält man, wenn das obere Zeichen genommen

wird:
- i + \/-3
- 1 + Y — 3

I — Y — 3 — 3- 3 .
oder dieses Product ist gleich

— 2 — 2 Y — 3 5

und wenn man dasselbe noch einmal durch die ursprüngliche

Gröfse multiplicirt, so hat man

— 2 — 2 Y — 3

- i + Y '— 3

2 -j— 2 Y —3 —]— 6

- 2\A-3,

oder die dritte Potenz der gegebenen Gröfse (— i-\~Y —3) ist

gleich der reellen Gröfse -]- 8. Ganz eben so findet man auch,

wenn blofs das untere Zeichen genommen wird:

(— 1 — V — 3 ) 3 = -f- 8,

woraus daher, da 2 3 = 8ist, sofort folgt, dafs

(=i±£d)-= + ,

ist. Ganz eben so findet man auch, dafs

1 + v—3 y

ist, so dafs man also auch umgekehrt die beyden Ausdrücke ha¬
ben wird:

V'+i — H — 1 + V — 3 ) un3

= t(+ * ± V-$y
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Allein aus dem Vorhergehenden ist bereits bekannt, dafs

auch

Was aber hier von der Kubikwurzel aus -|- i oder — 1 ge¬

sagt wird, gilt nach dem Vorhergehenden auch für die Kubik¬

wurzel aus jeder anderen Zahl, z. B. + 27, da

Aus dem Vorhergehenden folgt daher, dafs jede positive

oder negative Gröfse drey Kubikwurzeln hat, von welchen aber

nur eine reell ist, während die beyden anderen imaginär sind.

II. Eben so überzeugt man sich leicht durch Nachrechnung

von der Richtigkeit der drey folgenden Ausdrücke:

woraus sofort folgt , da nach dem Vorhergehenden auch

Daraus folgt wieder, dafs jede positive Gröfse vier vierte

Wurzeln hat, von welchen aber nur zwey reell sind, und dafs

jede negative Gröfse ebenfalls vier vierte Wurzeln hat, die je¬

doch alle imaginär sind.

1 und \/ ■

ist, so dafs wir demnach für die Kubikwurzel aus (-j- 1) und aus

(— 1) folgende drey Ausdrücke haben:

+ r(— 1 + V —3)
+ t(+*+\/-3>

+ t(+ i ;-V/-3).

^-1-27 «= 3 y/-j- und

(± V —O1** 4 = + » >

( )

+ ✓— iV

i = +i ist, dafs man für die vierte Wurzel aus

und aus (—1) folgende vier Ausdrücke hat: '

1 — -t- 1 , und

— 1 4- v—1

1 — v—1

4



52
§. 32.

Man bemerkt leicht, dafs diefs durch Analogie zur Aufstel¬

lung des Satzes führen wird: »Jede gegebene Zahl hat immer

» 2 Quadratwurzeln , 3 Kubikwurzeln, 4 Wurzeln der vierten,

»5 Wurzeln der fünften Ordnung u. s. w., allein von den gera-

»den Wurzeln (der 2 ten , 4 ten j 6 tcn , . , . Ordnung) sind immer

»nur zwey reell, wenn die gegebene Zahl positiv ist, und alle

»imaginär, wenn sie negativ ist; von den ungeraden Wurzeln

»aber (der 3 ten , 5 lcn , 7 ton Ordnung) ist immer eine reell und alle

»anderen imaginär, die gegebene Zahl mag positiv oder negativ

vseyn.« — Wir werden in der Folge wieder auf diesen wichti¬

gen Gegenstand zurückkommen.



Siebentes Capitel.
Umformung der Gleichungen.

§. 33 . (Erklärungen.) Wenn ein Ausdruck eino oder
auch mehrere veränderliche Gröfsen, die wir (nach 17.) durch

x,y, s, . . . bezeichnen wollen, uud überdiefs auch eine oder

mehrere gegebene oder unveränderliche Gröfsen a, 6, c, . . .

enthält, so wird jener Ausdruck seinen Werth ändern, wenn

diese Gröfsen x , y, 3, . . . geändert werden, er wird von die¬

sen Gröfsen abhängig, oder er wird, wie man zu sagen pilegt,

eine Function dieser veränderlichen Gröfsen seyn.

So ist z. ß. der Ausdruck

oder wenn man für einen besondern Fall a = 10 und 6 = 1 setzt,

der Ausdruck

eine Function der veränderlichen Gröfse x, und diese Function

Functionen von den beyden veränderlichen Gröfsen x und^y- u. f.

Wenn die veränderlichen Gröfsen x, y, z, . . . oder wenn

die Slammgröfsen der Function blofs ganze Exponenten enthal¬

ten, so heilst die Function rational, wie die der vorhergehen¬

den Beyspiele; wenn aber diese Slammgröfsen gebrochene Ex¬

ponenten mit sich führen, so ist die Function irrational, wie

a. -|- b \/ x oder \/a -j- bx,

und endlich eine gebrochene Function , wenn die Stamrugrüfsen

p a -j - b x

a — b x *

10 -j-.r
iu — x

ist gleich 1 für x = o,

— » x = 1 .y t

i * x = 22 u. f.

Eben so sind

—-— oder a x z -j- bxy -}- cy'



51
§. 33.

zugleich im Zähler und Nenner erscheinen, wie der vorherge-
hende Ausdruck

a 4- b x . , x
■ — oder auch ^ * ~^
a — bx V* + bx . .

welcher letzte Ausdruck eine gebrochene irrationale Function

bezeichnet.

I. Ein aus zwey durch dieZeichen -f- oder — verbundenen

Gliedern bestehender Ausdruck heifst ein Binom 3 wie

a -j- bx % oder \/ 1— x .

Ein solcher aus drey Gliedern bestehender Ausdruck

a -)- b x -)- c x 2-

wird ein Trinom , und wenn er noch mehr als drey Glieder hat,

ein Polynom genannt.

II. Ein aus 2,3,4?... Factoren bestehender Ausdruck

wird eine Gröfse von 2 , 3, 4 ? • • • Dimensionen genannt, wo,

bey gebrochenen Functionen, die Nenner als Gröfsen mit nega¬

tiven Exponenten (§. 28, I.) genommen werden. So sind

a x a x 2 -}- b y-

b ’ ab ’ y/a 2 -J- b x

6ämmtlich Gröfsen von einer Dimension;
-. . xs

ax oder —oder — -b l/V-+y"-

sind Gröfsen von zwey Dimensionen ;

oder \f
a — x V

die Gröfsen

a--\- x' 1
a z — x' 1

gehören zu der Dimension Null;

a

b x
oder

a .

(p -J- b x

zu der Dimension — 1 , und endlich

Vx oder
V a — x

zu der Dimension { u. s. f. Wir werden in der zweyten Abtliei-

lung dieser Schrift sehen, dafs die Linien Gröfsen der ersten,

die Flächen der zweyten, und dafs die Körper Gröfsen von drey

Dimensionen (Länge, Breite und Höhe) sind.
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§. 34* (Gleichung.') Wenn zwcy Functionen derselben

Stammgröfsen, wie z. B.

x z —^ a x und bx — c ,

einander gleich sind, so bilden sie eine Gleichung , die auf fol¬

gende Art geschrieben wird :

x 1 — ax = bx — c. ,

Da die Gleichheit zweyer Ausdrücke nicht gestört wird,

wenn man zu jedem derselben dieselbe Gröfse addirt oder von

ihr subtrahirt, so hat man, wenn man in der letzten Gleichung

zu beyden Seiten des Gleichheitszeichens die Gröfse c addirt, da

c — c = o ist:

x z — a x -f- c = b x ;

und endlich, wenn man auch hier zu beyden Seiten die Gröfse

bx subtrahirt:

x z — ax — b x -f- c — o;

oder da die veränderliche Gröfse x als Factor von a und zugleich

von b erscheint:

x 2 — (a -j- 6) x -j- c = o,

welcher Ausdruck also ebenfalls eine Gleichung für die Variable

oder unbekannte Gröfse x darstellt.

Man sieht daraus, dafs jede Gleichung so ausgedl’ückt wer¬

den kann, dafs auf der einen Seite des Gleichheitszeichens blofs

die Null steht, was man eine Gleichung auf Null bringen lieifst.
So ist demnach auch

x z ~ Ax B — o

eine Gleichung für x, und

x z -j- Axy -]- By z -j- C = O

eine Gleichung zwischen den beyden veränderlichen Gröfsen x

und u. f.

1. Wir betrachten hier zuvörderst nur diejenigen Gleichun¬

gen, die blofs Functionen einer einzigen veränderlichen Gröfse

x sind. Eine solche Gleichung lieifst geordnet , wenn die ver¬

änderliche oder unbekannte Gröfse x in allen Gliedern der Glei¬

chung blofs im Zähler und blofs mit ganzen positiven Exponen¬

ten erscheint, und eine solche geordnete Gleichung gehört zum

i 8t0 ", 2 lon , 3 te “, . . . Grade, wenn der höchste Exponent von x
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gleich i, 2, 3, . , , ist. So ist

x 3- -)- ax -{- b = o

eine geordnete Gleichung des zweyten Grades, und

x 3 -j- ax* -j- bx* -(- cx d = o oder auch

x 3 ax b = o oder

x 3 -]- a = o

sind geordnete Gleichungen des dritten Grades. Im Gegcntheile
sind

a t
—;— = bx,
i -f- x

a -j - by x = ex,

— 4- b = a \f x u. f.a

noch ungeordnete Gleichungen.

II. Bemerken wir noch, dal's eine jede Gleichung, zwischen

der veränderlichen x und anderen constanten Gröfsen, nicht für

jeden willkürlichen Werth von x, sondern nur für gewisse beson¬

dere Werthe dieser Gröfse gleich Null seyn kann. So hat man

z. ß. in der Gleichung

x z -j- ax -(- b = o,

oder wenn man, für ein specielles Beyspiel, a = 3 und 6 = a

setzt, in der Gleichung

x 1 -f- 3 x -j- a = o

nur zwej Werthe von x, welche dieser Gleichung entsprechen,

oder welche den Ausdruck x z -j- 3x -j- 2 = o geben. Diese Wer¬
the sind nämlich

x = — i und x = — 2 ,

und aufser ihnen gibt es keinen anderen Werth von x mehr, wel¬

cher der gegebenen Gleichung genügt.

Eben so hat die geordnete Gleichung des dritten Grades

x 3 — 6a: 2 -j- tu — 6 = 0

nur drey Werthe von x , welche diese Function von x gleich

Null geben, nämlich, wie man sofort sieht;

x = i , x = 2 und x = 3.

Man nennt aber diese Werthe von x, welche der gegebenen

Gleichung entsprechen, die fVarzeln dieser Gleichung, und wir
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werden weiter unten (§. 67.) sehen, dafs jede geordnete Glei¬

chung des m ten Grades auch m Wurzeln hat, wie diefs in den

Leyden vorhergehenden Beispielen der Fall ist.

JII. Würde aber der Fall eintreten , dals ein Ausdruck

der Art

o = a -|- b x -|- c x* -}- d x* -f- . . .

für alle Werthe, die man der Gröfse x geben kann, gleich Null

werden sollte, so würde auch daraus unmittelbar folgen, dafs die

constanten Coeffieienten (§. 18, II.) von x°, x, x z , ... oder dafs

die Gröfsen a , 6, c , d , . . . jede für sich gleich Null seyn

müssen. Denn setzt man in der gegebenen Gleichung die Gröfse

x , da mau ihr alle möglichen Werthe geben kann, gleich Null,

so erhält man

a — o ,

so dafs man also jenen Ausdruck auch so schreiben kann: ^

o = b x -]- c x'- -J- d x 3 -j- . . .,

oder, da man, ohne die Gleichung zu stören, alle Glieder der¬

selben durch x dividiren kann:

o = 6-j-ca:-|-da7 ;i -j-...,

also wieder, wenn man neuerdings x — o setzt:

ö = o,
und eben so erhält man

c = o, d = o u. f.

§. 35 . (Sonderung der Unbekannten ) Wie Be¬

stimmung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung zwischen x

und constanten Gröfsen ist eine der wichtigsten Aufgaben der

mathematischen Analysis. Man nennt diese Bestimmung der Wur¬

zeln die Auflösung der Gleichung. Wir werden unten wieder auf

diesen Gegenstand zurückkommen.

Hier wollen wir nur bemerken, dafs diese Auflösung der

Gleichungen, so lange sie für x des ersten Grades sind, keine

Schwierigkeit habe, da sie offenbar nur darin besteht, diese un¬

bekannte Gröfse aus der Gleichung zu sondern , d. h. sie so zu

stellen, dafs sie ganz allein auf der einen Seile des Gleichheits¬

zeichens steht, während die andere Seile blofs von den constan¬

ten oder gegebenen Gröfsen a, b, c, . . . der Gleichung ein-
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genommen wird. Dadurch ist nämlich der Werth der unbekann¬

ten Gröfse x durch die bekannten a , b , c, . . . sofort gegeben,

oder die Gleichung ist aufgelöst.

Um aber zu dieser Sonderung der Unbekannten zu gelan¬

gen, mufs man mit den gegebenen Gleichungen verschiedene

Modificationen vornehmen, durch welche man diesen Zweck er¬

reichen kann.

I. Diese Modificationen gründen sich alle darauf, dafs die

Gleichheit zweyer Ausdrücke nicht gestört werden kann, wenn

man, wie auch zum Theil schon oben geschehen ist, zu jedem

dieser Ausdrücke dieselbe Gröfse addirt, oder von ihnen die¬

selbe Gröfse subtrahirt, oder auch, wenn man beyde Ausdrücke

durch dieselbe Gröfse multiplicirt oder dividirt, oder endlich,

wenn man jeden dieser Ausdrücke auf dieselbe ganze oder ge¬
brochene Potenz erhebt.

§.36. (Nähere Erläuterung dieses Verfahrens.)

Die in §. 35, I. angeführten Reductionen lassen sich am einfach¬

sten dadurch ausführen , dafs man alles, was auf der einen Seite

des Gleichheitszeichens mit der unbekannten Gröfse

verbunden ist auf die andere Seite bringt

durch Addition, durch Subtraction, u. umgekehrt.

» Multiplication, » Division, und umgekehrt.

» Erhebung auf ganze Po- » Ausziehung der Wurzeln,

tenzen, und umgekehrt.

Diese Vorschriften werden am besten durch Beyspiele er¬
läutert wei’den.

I. Ist die Gleichung gegeben

x -J- 2_ , ,

so wird man zuerst die Gröfse 5, da durch sie die ganze linke

Seite afficirt wird, durch Multiplication auf die rechte Seite schaf¬

fen , wodurch man erhält

x -|- 2 = 5;

und wenn man dann noch die Gröfse -j- 2 , durch Subtraction,

auf die andere Seite bringt:

x — 3,

wodurch demnach die unbekannte Gröfse x gegeben wird.
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II. Ist die Gleichung gegeben
2 (3 + x ) — 3 = 7 >

so wird man zuerst die Gröfse — 3, durch Addition, auf die an¬
dere Seite bringen, so dafs man hat

2 (3 -(-a;) = io.

In dieser Gleichung mufs wieder zuerst der allgemeine Fac¬
tor 2 der linken Seite weggebracht werden , wodurch man hat

3 -J- x — 5,
und wenn man endlich noch die Gröfse 3 auf die andere Seite
bringt:

x = 2.

Eben so wird man auch mit solchen Gleichungen verfahren,
die statt den Ziffern allgemeine Zahlzeichen haben.

III. Ist z. B. die Gleichung gegeben:
a x 4- b

c = d *
so gibt die Entfernung von c, die hier wieder zuerst vorgenom¬
men werden mufs:

ax -J- b = cd,
und dann die von b :

ax =s cd — b ,
und endlich die von a :

cd — b

Dieselbe gegebene Gleichung hätte man aber auch so schrei¬
ben können:

ax b ,
—-- (- = rf,c c

und hier gibt die Entfernung von — sogleich
ax b
c c ’

und dann die Entfernung von —

* = l( d ~ c)’
oder wenn man die Klammern auflöst:

cd — b
x s= -, wie zuvor.

i
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IV- Erscheint die Gröfse x raehrmal in den Zahlern von

Brüchen, so kann man sie als gemeinschaftlichen Factor heraus¬

nehmen , und dann wie zuvor verfahren.

oder wenn man die beyden Brüche auf einerley Nenner bringt,

und die Gröfse c auf die andere Seite schafft:

Alle vorhergehenden Gleichungen sind blofs des ersten Gra¬

des. Wenn aber die gegebene Gleichung mehrere verschiedene

Potenzen von x enthält, so ist die Sonderung dieser Unbekann¬

ten oft mit sehr grofsen , ; ja mit unübersteiglichen Schwierigkei¬

ten verbunden, und dann mufs man sich oft schon mit dem blos¬

sen Ordnen (§. 35, I.) der Gleichung begnügen, um wenigstens

den Grad derselben bestimmen zu können. Wir werden in der

Folge wieder auf diese Untersuchungen zurückkommen.

Bemerken wir noch, zum Schlüsse dieses Gegenstandes,

dafs man den Ausdruck Va -j- \/b öfter durch eine ähnliche Um¬

formung auf die einfachere Gestalt x-\~\/y bringen kann. Setzt

jnan nämlich beyde Ausdrücke einander gleich, so ist

Da aber ein Ausdruck zwischen rationalen und irrationalen

Grüfsen nur dann für alle Wertlie derselben gleich Null seyn

Ist z. B.

gegeben , so hat man auch

o —J— d

durch Division wegbringtalso auch, wenn man den Factor

ab (c-\- d)x = - -—•.
a -y- b

Ganz eben so wird

a -4- X r. — .r h e —— a d
gCUCli 4.

und

b + c (d + a x) (a — c)d — b

a -j- ]/b — x - — zx \/y — y = o.
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kann, wenn jene, so wie diese, jede für sich, gleich Null sind,

so hat man statt der vorhergehenden Gleichung die zwey fol¬

genden :

Wir werden aber in der Folge ((J. 69.) sehen, und wir kön¬

nen uns auch schon jetzt durch Nachrechnung überzeugen, dafs

aus den beyden letzten Gleichungen für die Werthe von x und y

die Ausdrücke folgen: ;

ci — Va- — b - ci -J- V <i'- —~b
x = V -■—!—:- und y = — -,

Auf diese Weise erhält man z. B.

\/'b + 2/5 .== 1 + 1/ 5 ., . . i
-j- v/d = > -f-

V z + v/3 == t(v/2 + \/6) u. f. 1
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Achtes Capitel.
Proportionen.

37. (Erklärung.) Wenn manbey zweyGröfsen durch
Division untersucht, wie oft eine derselben in der anderen ent¬

halten ist, so sucht man dadurch das Ferhältnifs dieser zwey

Gröfsen.

So haben die zwey Zahlen 3 und 12 das Verhältnis 4 , da

die erste in der zweyten 4 ”’ al enthalten ist.

Zwey Zahlenpaare, deren Yerhältnifs gleich ist, bilden eine

'Proportion. So hat 3 zu 12 dasselbe Yerhältnifs, wie 5 zu 20;

also bilden auch diese zwey Zahlenpaare eine Proportion, die

man auf folgende Weise zu schreiben pflegt:

3 : 12 = 5 : 20, oder auch
12 : 3 = 20 : 5 .

§. 38 . (Eigenschaft der Proportionen.) in jeder

Proportion ist das Product der bcyden äufseren Glieder gleich

dem Producte der beyden inneren.

Denn ist überhaupt

a : b e= c : d ,

so ist auch, nach der gegebenen Erklärung einer Proportion,

wenn man sie mit dem oben ($. 6 , II.) angeführten Zeichen der

Division in der Gestalt von zwey Brüchen ausdrückt:

a c

b = d‘

Bringt man aber diese beyden Brüche auf einerley Nenner,
so hat man

ad b c

bd ~ Td.'

also auch, wenn man beyde Glieder dieser Gleichung durch b d

multiplicirt;

ad = b c;

d. h, in der gegebenen Proportion
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a : b = c : d

ist das Product der zwey äufseren gleich dem Product der zwey

inneren Glieder.

I, Sind die beyden inneren Glieder einander gleich, oder

hat man die Proportion

II. Daraus folgt sofort, dafs sich aus je zwey einander glei¬

chen Producten

immer eine Proportion bilden lasse. Denn dividirt man die letzte

Gleichung zu Leyden Seiten durch b d, so hat manad bc ' a c

bd = 12 oder 6 =

das heifst, man hat:
a : b = c : d.

§. 39. (Bestimmung eines Gliedes der Proportion

tion gegeben sind, so läfst sich dadurch auch das vierte bestim¬

men. Denn ist die Proportion gegeben

Ist daher z B. das letzte Glied d unbekannt, so hat man,

wenn man beyde Glieder dieser Gleichung durch a dividirt,

ist jedes äufsere Glied gleich dem Producte der zwey inneren,

dividirt durch das andere äufsere — und jedes innere Glied ist

gleich dem Producte der zwey äufseren, dividirt durch das an¬

dere innere.

dem Vorhergehenden,

B = V~JC,

und man nennt dieses mittlere Glied B = \^AC die mittlere Pro¬

portionale zwischen den beyden anderen Gliedern A und C .

ad = b c

aus den drey anderen.) Wenn drey Glieder einer Propor-

a : b = c : d, so ist auch

. ad = bc.

und eben so für jedes der übrigen drey Glieder, — Überhaupt
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Dieser einfache, aber sehr nützliche Satz ist unter der Be¬

nennung der Regeldelri bekannt.

5- 4o. (Veränderungen der Proportionen.) Eine
Proportion kann mannigfaltige Veränderungen erleiden, ohne

dafs dadurch die Gleichheit ihrer Verhältnisse gestört wird. Wir

führen nur die vorzüglichsten derselben kurz an.

I. Umkehrung der Verhältnisse.

Ist

a : b = c : d

so ist auch sofort

b : a = d : c,

wie schon für sich klar ist.

II. Verwechslung der inneren Glieder.

Ist

a : b = c : d,
so ist auch

a : c = b : d,

da beyde Proportionen auf die ihnen gemeinsame Gleichung

ad = b c

zurückgeführt werden können.

III. Addition und Subtraction der einzelnen Glieder.

Ist die Proportion gegeben

a : b = c : d,
so ist auch

ajhb:c + d = b:d,
und eben so

a + c;ö+d = a:ö,

weil auch die beyden letzten Proportionen sich wieder auf die

Gleichung
b c = ad,

das heifst, auf die gegebene Proportion

a : b = c : d

zurückführen lassen.

IV. Multiplication der beyden ersten * oder der beyden letzten

Glieder durch dieselbe Gröfse.

Ist die Proportion gegeben

a : b = c : d,



65
§. 41 .

so ist auch, für jeden Werth der Grüfso m,

am : bm == c : d,
und eben so

a : b = cm : dm,

da jede der zwey letzten Proportionen wieder die Gleichung gibt
ad = bc.

§. 4». (Verbindung mehrerer Proportionen unter
einander-) Die Producte gleichliegender Glieder von zwey
oder mehreren Proportionen sind ebenfalls proportionirt.

Sind nämlich die zwey Proportionen gegeben

a : b =s c : d und

e : / = S - h »

so ist auch sofort

ae : bf = cg : dh.

Denn die erste Proportion gibt ad=sbc, und die zweyte

gibt eben so eh =zfg, also ist auch

ad . eh e= bc . fg ,

oder, was dasselbe ist,

ae . dh cg . bf ,
also auch

ae : bf = cg : dh.

I. Daraus folgt sofort:

Sind die zwey Proportionen gegeben

a : b = c : d |

und b : e = d : f j ’

so hat man auch

a i e — c : f.

II. Sind eben so die zwey Proportionen gegeben

a : b — c : d J

und b : e =z f : c \ ’

so hat man auch

a : e =z f : d.

III. Sind endlich die zwey Proportionen gegeben

a : b = c : d |

und e : f = d : g \ ’
IdUrow’s Anfangftgr <i. gosamml, jUathcm, 5
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so hat man auch

ae : bf s=s c : g,

und dieser Satz III. ist unter dem Namen der Regelquinque bekannt.

IY. Das Verfahren in III. gibt, wenn man es auf mehrere Pro¬

portionen fortsetzt, die sogenannte Kellenregel oder den

folgenden Satz:

Sind die Proportionen gegeben:

a : b = A : B,

c : d, — B : C,

e : / = C : D,

g : h — D : E u. f.,

so besteht «wischen diesen Gröfsen auch die Proportion

aceg : bdfh = A : E.



Neuntes C a p i t e 1.
L o g a r i t h m e ri.

5.42. (Exponentialgröfsen.) Wenn in dem Ausdruckei
J == d x ,

wo a eine constante, x und y aber eine veränderliche Gröfsö

bezeichnet, der Exponent x bekannt oder gegeben ist, so wird

man, nach dem Vorhergehenden, immer den entsprechenden

Werth von y finden können. So hat man z. B. wenn 2 ist,

für x = 2 den Werth von y = 4,

» x = 3 » » » jv = 8 u. f.,

und selbst wenn x irgend ein Bruch, z. B. gleich \ ist, so wird
1

y — 2’ = \/e seyn, eine irrationale Gröfse, deren Werth man

aber nach §. 29, II. der Wahrheit so nahe, als man nur will^

finden kann, wie wir weiter unten sehen werden.

Wenn aber umgekehrt in dem gegebenen Ausdrucke

y = a?

die Gröfse y die bekannte Zahl ist, oder wenn man z.B. die Glei¬

chung hat:
— 3 ,

so bietet alles Vorhergehende kein Mittel dar, denjenigen Werth

von x zu finden, welcher der Gleichung entspricht.

Man nennt aber solche Ausdrücke, wie a. x , wo der Expo¬

nent die unbekannte oder veränderliche Gröfse ist, Exponenlial-

gröfsen, zum Unterschiede mit den gewöhnlichen Potenzen

x a oder (1 >-j-a. ,) a ,

in welcher der Exponent a constant ist.

Diese Exponentialgröfsen bilden, so wie die irrationalen

Zahlen, ein eigenes, weitverbreitetes Geschlecht von Gröfsen,

das sich von allen anderen wesentlich unterscheidet, und das in

der Mathematik eine sehr wichtige Rolle spielt.- Man heifst sie,-
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und die mit ihr verwandten, Ivansccndento Gröfsen , zum Unter¬
schiede mit den bisher betrachteten, die man algebraische Grös¬
sen zu nennen pflegt.

Um diesen Unterschied besser zu übersehen, wollen wir
z. B. in der Potenz

y era x a
für a die constante Gröfse 2, und dann für x die aufeinanderfol¬
genden Werthe a.-=i , 2, 3 , 4 > . . . setzen, wodurch man für
die entsprechenden Werthe von y = 1, 4 > 16, . . . erhält.
Eben so gibt x = 1 , -j-, |, -j, . . . die Werthe y = 1, |,

, wo immer die Werthe von y nach einem constanten
und sehr einfachen Gesetze auf einander folgen.

Ähnliche Resultate erhält man auch, wenn man für x die¬
selben Gröfsen 1,2,8,... aber negativ annimmt u. s. f.

Anders aber verhalten sich die auf einander folgenden Werthe
der Exponentialgröjse a x . Nimmt man in derselben für die con-
stanto Gröfse a z,B. die Zahl —2, so erhält man

für tV * » 1 y 2, 3 , 4

tt* = — 2, + 4 » “ 8 ’ -{- 16
und für x = — 1 , — 2,

- 3 ,
— 4

a-x = — + t
■fl9 + T?

so dafs also hier die positiven Gröfsen mit den negativen ab¬
wechseln.

Setzt man aber für x die reciproquen natürlichen Zahlen,
oder ist /

* -- *9 >) 3’ 49 5 1 * * • »

so hat man a x —— 2, ^-2,-/2,...
wo sogar die reellen Werthe mit den imaginären wechseln.

Setzt man ferner die Gröfse a gleich Null, so hat man, so
lange x positiv bleibt, wie grofs dasselbe auch werden mag,
immer

a x = o x = o.

Wird aber x ebenfalls Null, so erhält man
a x = a° = i ,

und erhält endlich x irgendeinen negativen Werth, z. B. x = — 1,
so hat man
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a x = - = - für a = o,
a o

oder a* wird dann unendlich grofs ($. a3, II.).

Noch auffallendere Sprünge erhält man, wenn x irgend eine

irrationale Gröfse, z. B. wenn x=\fn wird. Nach dem oben

(§. 3o, II ) Erwähnten ist annähernd:

1^2 = 1.4 l 42 I ...

Setzt man also wieder die Gröfse a = -f-3, und nimmt man

von der vorhergehenden Wurzelgröfse nach und nach immer

mehr genäherte Werthe, und bemerkt man, dafs (nach §.32, II.)
I

jedo Gröfse a m immer eino Anzahl von m reeller oder imaginä¬

rer Werthe hat, so erhält

für ^2 = die Gröfse . . . zehn,

» 2 = rii. v v » » . . . hundert,

» l/a = —— » » s » . . . tausend u. f.r 1000

verschiedene Werthe, ja die wahre Anzahl dieser Werthe wird

in der That unendlich grofs seyp, da der wahre Werth von y/2

selbst nur durch einen ohne Ende fortgehenden Bruch angegeben

werden kann.

Wäre endlich noch die Gröfso a negativ, und z.B. a = — 2 ,

und wie zuvor x = ^2 eine irrationale Gröfse, so hätte man

und von diesem Ausdrucke läfst sich nicht einmal angeben, ob

er zu den reellen oder zu den imaginären Gröfsen gehört, da

man nicht sagen kann, ob 2 eine gerade oder eine ungerade

Zahl ist.

Diefs wird genügen, die Verschiedenheit der transcenden-

icn und algebraischen Gröfsen zu erkennen. ....

§. 43. (Logarithmen.) Gehen wir wieder zu unserer
Gleichung

y = a?

zurück. Obschon wir, wie gesagt, den Werth des Exponenten x

für jeden gegebenen Werth von y jetzt noch nicht bestimmen

können, so ist doch klar, dafs dieser Werth von x, für dasselbe y,

seinen Werth mit der constanlen Gröfse a ändern werde, dafs er
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z. B. ein anderer für 3 = 2 *, als für 3 = 4* oder 3=5* . . .
seyn werde. Die gesuchte Gröfse x wird also nicht blofs von y,
sondern auch von demjenigen Werthe abhängen, den man der
constanten Gröfse a gegeben hat. — Wir wollen im Folgenden
annehmen, dafs diese Gröfse a positiv und gröfscr, als die Ein¬
heit ist, ohne weiter etwas Näheres über ihren absoluten Werth
festzusetzen.

Da wir noch sehr oft auf das Problem zurückkommen wer¬
den, aus dem Ausdrucke

O? — y

die Gröfse x für jedes gegebene a und y zu linden, so wollen
wir dieser Gröfse x eine eigene Bezeichnung geben, und sie den
Logarithmus von nennen, was wir abkürzend auf folgende Art
ausdrücken:

« = Log y.
Die constante Zahl a aber, die, als solche, immer densel¬

ben, übrigens willkürlichen Werth heybehält, während die bey-
den Gröfsen x und y sich ändern, wollen wir die Basis dieser
Logarithmen nennen.

Wäre also z. B. die Basis <z=3 io, so hätte man die Gleichung
io* = y,

und da io°=i, io* = io, io , = ioo u. f. ist, so würde map
auch, für diese Basis, haben:

Log i =o,
Log io = i ,
Log 100 es 2 ,
Log iooo = 3 u. f.

Wie man aber die Logarithmen der zwischen diesen Zahlen
1 , io, ioo, ... fallenden Gröfsen, wie man also Log 2 , Log 3>
Log h, . . . linden soll, ist jetzt noch nicht bekannt.

Da übrigens die Logarithmen aus der Exponentialgröfse a x
unmittelbar entspringen, so gehören auch sie, nach §. 42 , zu
den transcendenten Gröfsen.

§. 44- (Eigenschaften der Logarithmen.) Wie es
sich aber auch mit dieser Bestimmung der Logarithmen einer
jeden gegebenen Zahl verhalten mag, so lassen sich doch hier



§. 44 . 71

schon einige sehr merkwürdige Eigenschaften derselben aus den

zwey für sie aufgestellten Gleichungen

a x = y und x =s Logj'
ableitcn.

I. Da nämlich zuerst, für jeden Werth der Basis a, die positiv

und>i ist, wenn man ;r = o setzt, der Werth von 1 wird, so hat

man auch für jede Basis

Log 1=0.

Und da eben so y = G für x — i wird, so hat man auch

Log a — i.

Das heifst also: »Für jeden Werth der Basis a, oder für

»jedes logarithmische System, ist der Logarithmus dieser Basis

»immer gleich der Einheit, und der Logarithmus der Einheit ist

»immer gleich Null.«

II. Da a x =jy ist, wo x und y willkürliche Zahlen bezeich¬

nen, so ist auch, wenn u und z ähnliche Zahlen ausdrücken,

G“ = Z.

Man hat daher, nach der in^J. 43 . gegebenen Erklärung

eines Logarithmus

x = Logjy, und eben so u = Loga.

Allein nach 29, II. ist

a x . g“ = a x +“ oder

a x +“ = y . z,

also ist auch, nach derselben Erklärung des Logarithmus,

00 + u = Log (jy. s),

das heifst, cs ist

Log(jy.z) = Logjy + Logs,

oder »der Logarithmus eines Products zweyer Zahlen ist gleich

»der Summe der Logarithmen der einzelnen Factoren.«

So war in dem vorhergehenden Beyspiele für a=io

Log 10 = 1 und Log 100 = 2,
also ist auch

Log 10 X 100 oder Log 1000 = Log 10 -{- Logtoo,

das heifst, es ist

Log 1000 = 1 —j— 2 = 3 , wie zuvor.



72 §. 44.

Es ist für sich klar, dafs sich dasselbe auch auf Producte

von mehr als zwey Factoren fortsetzen läfst. Denn setzt man

statt y die Gröfse x.y, was man kann, da x und_y ganz willkür¬

liche Gröfsen sind, so gibt die letzte Gleiehung

Log (x.y.z) = Log {x .y) -{- Logz,

und da bereits Log (x .y) = Log x -j- Logjy ist, so hat man auch

Log (x.y.z) = Loga; -|- Log_y Logz u. s. f.

|ll. Ganz auf dieselbe Weise ist auch

a* , v
— =s a x ~ u oder a x ~“ = —,
rt“ z

und daher

y
x — u = Log--,

oder, was dasselbe ist,

y
Log - = Log_y- ■— Log z,

d. h.i »der Logarithmus eines Quotienten ist gleich dem Loga-

»rilhmus des Dividcnds, weniger dem des Divisors.«

IV- Endlich ist noch (nach §, 29, II.)

(J XY =J XU ,
also auch, nach derselben Erklärung des Logarithmus,

u Logy x = xu hogy,

oder, wenn man beyde Glieder dieses Ausdrucks durch u dividirt,

Log/* = x Logy,

d. h.: » der Logarithmus einer Potenz y x ist gleich dem Producte

»des Exponenten x in dem Logarithmus der Gröfse y.&

Da in dem letzten Ausdrucke die willkürliche Gröfso x auch

ein Bruch seyn kann, so hat man, wenn man — statt x setzt,x
I

Logj- = ^ Logjr,

oder, was dasselbe ist ($. 29.),

Log\/jr = ^ Logy,

d. h.: »der Logarithmus der a ten Wurzel aus einer jeden Zahl y

»ist gleich dem a. tcn Theile des Logarithmus dieser Zahl y selbst. «
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Aus dem Vorhergehenden folgt demnach, dafs durch die

Logarithmen verwandelt wird:

die Multiplication.in Addition,

» Division.* Subtraction,

» Erhebung auf ganze Potenzen . . » Multiplication,

» Ausziehung der Wurzeln . . . . » Division.

Wenn daher, für irgend eineBasisa, die Logarithmen aller

natürlichen Zahlen i, 2, 3, 4» • • • bereits berechnet und in

eino Tafel gebracht wären, so würden dadurch alle gröfseren

und oft sehr zeitraubenden Rechnungen ungemein erleichtert

werden, so zwar, dafs die Arbeit mehrerer Monate auf die eini¬

ger Stunden herabgebracht, und dadurch das Leben des Geometers

gleichsam vielfach verlängert werden könnte.

Die Logarithmen sind daher eine der nützlichsten und wich¬

tigsten Entdeckungen , und der menschliche Geist darf sich dieser

Eroberung auf dem Gebiete der Wissenschaft um so mehr er¬

freuen, da er sie nicht dem Zufalle oder einer äufseren Einwir¬

kung , sondern da er sie ganz sich selbst verdankt, während ihm

bey den meisten anderen seiner Erfindungen, besonders in den

Künsten und Manufacturen, die Veranlassung sowohl, als auch

selbst den Stoff zu seiner Entdeckung erst von aufsen entgegen¬

geführt werden mufs.

§. 45. (Vergleichung der Logarithmen verschie¬
dener Systeme.) Das Vorhergehende bezieht sich auf solche
Logarithmen, deren Basis eine bestimmte Zahl a ist, und wir

haben für die Logarithmen dieses Systems die Gleichungen auf¬

gestellt:

y = ci x , x — Log^ und Loga = i.

Betrachten wir nun irgend ein anderes System, dessen Ba¬

sis wir durch e bezeichnen wollen, und bezeichnen wir die Loga¬

rithmen dieses zweyten Systems, zum Unterschiede mit jenen,

durch das analoge Symbol log, so dafs man, wenn y dieselben

Zahlen wie vorher bedeutet, für dieses ztveyte System die Glei¬

chungen hat:

y — e“, u = logy und löge = i ,

wo demnach u eine solche Zahl ist, die für e“ denselben Werth,

nämlich y gibt, wie x für a? gegeben hat.
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Wenn man die bcyden vorhergehenden Gleichungen

x = Logj>' und u = logjy

durch einander dividirt, so ei'liält man

Logy x
lo gy w

für das Yerhältnifs der Logarithmen derselben Zahl y in den bey-

den Systemen, deren ßasis a und e ist.

Allein dieses Yerhältnifs der beyden Logarithmen Logjy

und logy kann, wenn es sonst ein veränderliches Yerhältnifs ist,

nur von der Gröfse j selbst abhängig, oder es kann blofs eine

Function (§.34-) vony seyn, die wir, da wir sie noch nicht ken¬

nen, allgemein durch f(y) bezeichnen wollen, so dafs man dem¬
nach hat:

Logy =/Cr) • lo sr-

Da aber in diesen Ausdrücken die Gröfsey ganz willkürlich ist,

so wird man auch statt ihr irgend eine Potenz derselben, z. B.

y re setzen können, so dafs man also auch die Gleichung haben

wird:

Log (y n ) = /0' 2) • log (j n )-

Allein nach §. 44 > IV. hat man für den Logarithmus eines

jeden Systems

Log(y") = n Logy, und eben so

logO'“) = n ] °g Yi

so dafs demnach die vorhergehende Gleichung in die folgende

übergeht:

Logy = f(j n ) • logy,

und diese, mit der ersten Gleichung

Logy = f(j) • logy

verglichen , zeigt, dafs
/Cr") = /0')>

das heifst, dafs die gesuchte Function f(j') der Art ist, dafs sie

ihren Werth nicht ändert, wenn man auch in ihr statty irgend

eine Potenz j n setzt, wo n eine ganz willkürliche Gröfse bezeich¬

net. Daraus folgt aber sofort, dafs /(y) von y selbst ganz und

gar nicht abhängig seyn kann, dafs also jf(y) irgend eine constante

Gröfse seyn mufs, die wir gleich m setzen wollen, so dafs man
daher hat;
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Log jr = m . log j ,

<1. h. also, das Ycrhältnifs der Logarithmen derselben Zahlen y

in zwey verschiedenen Systemen ist für alle Zahlen dasselbe,

oder ist eine constante Gröfse.

I, Um diese Constante m näher zu bestimmen, so hat man,

wenn man die beyden obigen Werthe vonjr, nämlich

y = CLX und y = e u

einander gleich setzt:
a x = e u .

Nimmt man von den beyden Gliedern dieser Gleichung die

Logarithmen des einen sowohl, als auch des anderen Systems,

so hat man

x Loga = u Loge j

und x log a = u log e )

Da aber, nach dem Vorhergehenden,
X

— = m und Log a = log e = i

ist, so gehen die beyden letzten Gleichungen in folgende ein-!

fächere über:

m = Loge |
und m = —-— ( ’

log a )

wodurch demnach die gesuchte constante Gröfse m auf doppelte

Weise bestimmt ist.

Kennt man also bereits den Logarithmus einer Zahl y in

dem einen der beyden Systeme, z. B. in dem ersten, dessen

Basis a ist, oder kennt man bereits die Gröfse Log y, so hat man

auch sofort den Logarithmus derselben Gröfse y in dem zweyten

Systeme durch die Gleichung

= log a . Log x = . Log x ,

und eben so hat man auch umgekehrt

Logjr = Loge . logjy = m . logjr,

und endlich, wie aus diesen beyden Gleichungen unmittelbar

folgt:

log a . Loge =a i.



Zehntes Capitel.
Änderungen der Functionen oder Principien

der Differentialrechnung.

§. 46. (Erklärung.) Wenn in irgend einem analytischen
Ausdruck u, der eine veränderliche Gröfse x , und überdiefs viel¬

leicht noch mehrere constante Gröfsen a, b, 0, . . . enthält,

oder wenn in irgend einer Function (§. 34 .) von x , welche Func¬

tion wir allgemein durch

u = f(x)

bezeichnen wollen, diese Stammgröfse x sich ändert und z. B.

in ä-}-ä übergeht, so wird auch die Function f(x) sich ändern,

oder einen anderen Werth annehmen, und in

ü = f(x -{- h)

übergehen, und .man wird die auf diese Weise erfolgte Ände¬

rung (u — u) der Function erhalten, wenn man diese beyden

Werlhe u und u, welche die Function für jene beyden Werthe

von x hat, von einander abzieht.

Eben so wird also auch das Ferhällnifs der Änderung

(u— u) der Function, zu der Änderung h ihrer Stammgröfse

x gleich seyn

u — u f(x -f h) — f(x)

h h

Hat man z. B., um diefs sogleich durch einen besonderen

Fall zu erläutern, die Function

u = J(x) = a x "1

gegeben, und geht x über in x-\-h, so erhält man

u =3 f (x -j - li) = a (x h) 2,

und wenn man die Potenz (z -|-hy (nach §. 21, 1 .) entwickelt:

u = a (x‘ i -|- 2 hx -j- /i 2).

Zieht man von diesem Ausdrucke den früheren Werth des-
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selben, oder u = ax* ab, und dividirt den Rest durch h , so hat

man:

—,— = 2 ax - 4- ah.h 1

Dieses Verhältnifs —^- der beyden Änderungen, der Func¬

tion und ihrer Stammgröfse, besteht also, wie man sieht, aus

zw'e^Theilen za x und ah, die wesentlich von einander verschie¬

den sind. Der erste Theil 2 ax ist nämlich, da er die Gröfse h

nicht mehr enthält, von dieser Änderung der Stammgröfse ganz

unabhängig, oder er behält immer denselben Werth jener Ände¬

rung, h mag grofs oder klein gewesen seyn. Nicht so der zweyte

Theil oder die Gröfse ah, die allerdings von h abhängt und die

offenbar immer kleiner ist, je kleiner diese erste Änderung h der

Stammgröfse x selbst genommen wird.

Je kleiner also diese Änderung h wird, desto mehr nähert

sich das Verhältnifs
u — u

JT~
dem ersten Gliede seines vorhergehenden Ausdrucks, oder desto

mehr nähei’t sich dieses Verhältnifs dem Werthe 2 ax, als einer

Grenze , welcher dieses Verhältnifs, bey immer abnehmendem

Werthe von h, immer näher tritt, und welche es offenbar nur

dann als in der That erreichend betrachtet werden kann, wenn

die Gröfse h selbst so klein geworden ist, dafs sie schon ganz

aufser unserer Betrachtung fallend angenommen werden kann,

oder wenn diese Gröfse h kleiner noch geworden ist, als jede

andere uns noch angebbare Gröfse, in welchem Zustande dann

die Gröfse h (nach §. 23 , II.) eine unendlich kleine Gröfse genannt

zu werden pflegt.

Da wir uns mit diesem letzten Zustande von stets abnehmen¬

den Gröfsen fortan öfter beschäftigen w'erden, so wird es, zur

gröfseren Kürze und Deutlichkeit des Vortrags, angemessen

seyn, für diese äufsersten Grenzwerthe der Gröfsen eine ei¬

gene Bezeichnung einzuführen. Wir wollen demnach diese Än¬

derung h dor Stammgröfse x, wenn sie in jenem Zustand der letz¬

ten Abnahme übergegangen, oder wenn sic, in dem so eben auf-

gestellten Sinne des Wortes, unendlich klein geworden ist, durch

das Symbol dx bezeichnen, so dafs demnach die durch sie er-
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zeugte, im Allgemeinen ebenfalls unendlich kleine Änderung

u — u der Function, auch durch das Zeichen d u angezeigt wer¬

den wird.

Demnach wird also die vorhergehende Gleichung

n ■—• u

h
2 ax

—|— ah ,

für den Zustand der letzten Abnahme von h , oder für den Fall,

wo diese Änderung h der Stammgröfse x kleiner, als jede andere

noch angebliche Gröfse geworden ist, durch den folgenden Aus¬

druck dargestellt werden:
d it
—— = 2 ax.
dx

I. Man pflegt die Gröfsen dx und du das Differential der

Stammgröfse x und ihrer Function u, so wie das Yerhältnifs

den Differentialcoefficienten der Function u zu nennen. Der Dif-

ferentialcoeflicient einer Function ist daher als die äufserste Grenze

des Verhältnisses , der vinderung der Function zu der Änderung

ihrer Stammgröfse, zu betrachten, oder als diejenige Grenze,

■welcher sich dieses Yerhältnifs immer mehr nähert, je kleiner die

Änderung der Stammgröfse x wird, bis es endlich, für eine un¬

endlich kleine Änderung dx dieser Stammgröfse, jene Grenze
selbst erreicht.

Ganz eben so hat man in einem zweyten Beispiele, wenn

die Function

u = ax 3

gegeben ist, und wenn in ihr die Gröfse x wieder in x -f- h

übergeht:
u — a (x -j- 7i) 3,

oder wenn man entwickelt, wie zuvor:

—j~ = a (3** + 3hx + A*).

Auch hier ist, wie man sieht, blofs das erste Glied 3 a x t

des Verhältnisses —-— von der Gröfse h unabhängig, so dafs

demnach hier ebenfalls dieses Glied wieder die Grenze seyn wird,

welcher sich jenes Yerhältnifs immer mehr nähert, je kleiner h

angenommen wird, und dafs daher dieses letzte Grenzverhält-
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nifs, wenn h gleich dx oder unendlich klein geworden ist, durch

die einfache Gleichung
du— = 3 CLX*
cl X.

ausgedrückt wird, und so fort in allen anderen Fällen.

Man sieht daraus, dafs, wenn auch die beyden Änderungen

du und dx, der Function und ihrer Stammgröfse, jede für sich,

unendlich klein geworden sind, dafs doch das Verhällnifs dieser

Aenderungen demungeachtet noch eine endliche Gröfseseyn kann,

d. h. dafs, wenn auch dieGröfsen du und dx, wegen ihrer Klein¬

heit, von uns nicht mehr angegeben werden können, da sie in

der That, der aufgestellten Erklärung zu Folge, noch unter je¬

der angebbaren Gröfse stehen sollen, dafs demungeachtet das

Verh'ältnijs dieser an sich selbst nicht mehr angebbaren Gröfsen,

noch immer sehr wohl angegeben werden kann, oder endlich, dafs,

wenn auch die Dijfferentialien zweyer Gröfsen, du und dx, un¬

endlich klein sind, doch das Verhältnifs derselben oder der Dif-

Jerenlialcoefficient noch immer eine endliche Gröfse, deren

Werth von uns vollkommen bestimmbar ist, seyn kann.

Diefs vorausgesetzt, wird es nun unsere Aufgabe seyn, die¬

sen Differentialcoefficienten, oder dieses Grenzverliältnifs der

Änderung derFunction und ihrer Stammgröfse , für jede angege¬

bene Function, z. B. für die Potenz x a , oder für die Exponenlial-

gröfse a x , oder für den Logarithmus loga u. f. zu bestimmen.

Diese Bestimmungen machen den Gegenstand der sogenannten

Differentialrechnung aus. — Ehe wir aber zu diesem Geschäfte

übergehen, wird es angemessen seyn, einige Bemerkungen über
dasselbe vorauszuschicken,

§. 47- (Einfachere Darstellung und Erweiterung
des Vorhergehenden.) Das in unserem vorhergehenden er¬
sten Beyspiele erhaltene Grenzverliältnifs

d u

d x
2 ax

läfst sich auch, in Gestalt einer gewöhnlichen Gleichung, anf

folgende Art ausdrücken;
du 2 ax . di
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in welcher Gleichung a und x endliche, du und dx aber unend¬

lich kleine GrÖfsen bezeichnen.

Um aber zu dieser Gleichung zu gelangen, kann man an¬

nehmen, dafs sie aus der analogen, früher (in (jj. 46 .) erhaltenen

Gleichung: du

-j— = (2 a x -j- adx) oder

du = (2 ax -|- adx') dx ,

und zwar dadurch entstanden ist, dafs man, in diesem letzten

Ausdrucke, die unendlich kleine Gröfse adx gegen die endliche

2 ax weggelassen hat, wie man wohl, der oben aufgestellten Er¬

klärung einer unendlich kleinen Gröfse zu Folge, berechtigt zu

seyn annehmen darf, da die unendlich kleine Gröfse adx, die

kleiner als jede von uns noch angebbare Gröfse ist, auf die aller¬

dings noch angebliche, endliche Gröfse 2 ax, keinen für uns mehr

bemerkbaren Einflufs äufsern kann, oder da diese beyden Gröfsen

2 ax und 2 ax -J- adx,

in Beziehung auf die Angabe ihres absoluten Werthes, von uns,

der aufgestellten Definition zu Folge, nicht mehr unterschieden
werden können.

Auf gleiche Weise haben wir in unserem zweyten Beyspiele

des 4b- aus dem gegebenen Ausdrucke

u = ax 3

für die Differenz u — u oder für du erhalten:

du = a(J$x' l -\-3xdx-\-dx z) . dx,

einen Ausdruck, den man auch so darstellen kann:

du = [3 a x % -]- a (3 x -j- d x) . d xj . d x.

Läfst man hier wieder die unendlich kleine Gröfse dx

gegen die endliche 3x in dem Gliede (3 a: + dx) weg, so er¬
hält man

d u = [3 a x 3 —{—3 a x d x~\ . d x ,

oder, was dasselbe ist:

du = 3 a x (x -j- dx) . dx,

und daher, wenn man auch hier wieder, analog dasselbe Ver¬

fahren anwendend, statt x-\-dx die Gröfse x setzt,'

du = 3 ax 1 dx,
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d u
-— = 5 ax', wie zuvor.d x

Man kömmt daher zu demselben Zwecke, wenn man, wie

in §. 46, das Grenzverhältnil's der Änderung einer Function zur
Änderung ihrer Stammgröfse sucht, oder wenn man, wie hier,
die Veränderung du einer Function u, die aus einer Änderung
dx ihrer Stammgröfse x folgt, unter der Voraussetzung sucht,
dafs man, bey diesem zweyten Verfahren, diese Änderung dx
so klein annimmt, dafs sie gegen jede andere, endliche, noch
angebbare Gröfse als völlig verschwindend betrachtet, und daher,
jener Gröfse gegenüber, ganz weggelassen werden kann

Beyde Verfahren führen zu demselben Resultate, aber das
letzte ist offenbar einfacher und zur Anwendung bequemer, ob¬
schon es übrigens nur als ein, wegen dieser Einfachheit einge¬
führter, abgekürzter Ausdruck des ersten, gleichsam als eine
Redens- oder Schreibart zu betrachten ist, deren man sich, als
eines bequemen Mittels zu demselben Zwecke, bedienen kann,
wenn man ihr die oben ($. 46.) gegebene Bedeutung zu Grunde
legt,

I. Demnach besteht, dieser zweyten Darstellungsweise zu
Folge, das Frincip der Differentialrechnung darin, »dafs man
»zwey endliche Gröfsen, welche unter sich nur durch eine un¬
endlich kleine Gröfse verschieden sind, als völlig gleiche Grös-
» sen betrachtet,« weil man, nach der vorhergehenden Erklärung
des Wortes unendlich klein, zwischen jenen zwey Gröfsen keinen
Unterschied, keine weiter noch angebliche Ungleichheit auf¬
finden kann.

II. Wenn man aber diesen Begriff der unendlich kleinen
Gröfsen einmal eingeführt hat, so folgt daraus unmittelbar, dafs
die Verhältnisse dieser, so wie die der endlichen Gröfsen, unter

1 einander sehr verschieden, und selbst wieder unendlich klein
seyn können. Ist z. B. dx eine unendlich kleine Gröfse, so ist

das Verhältnifs des Quadrats derselben zu ihr selbst gleich
d
—r—, also gleich dx\d x 0

d. h. dieses Verhältnifs ist selbst wieder unendlich klein, so dafs

man daher, nach demselben oben aufgestellten Princip, die
Littroiv’ä Aafang^gc. tl. gosamm t, UlalluMw* {)

i
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Gröfso dx - gegen (is weglassen, oder dafs man die beyden
Ausdrücke

dx -(- dx z und dx

als nicht mehr nnter sich verschieden, sondern als vollkommen

identisch betrachten mufs, wie diefs auch schon oben, bey un¬

serem zweyten Beyspiele, geschehen ist, wo man in der Gleichung

du — a(3a? 2 -|-3;rd;r~f- dx ’-) . dx

die Gröfse 3 xdx -[- dx 1 gleich 3 xdx angenommen hat. In der
That ist auch

d x -j- d x z = d x (l -j- d x) ,

und da, nach dem erwähnten Princip, l = l ist, so mufs

auch

dx -j- dx z es dx

seyn.

Man pllegt aber solche Gröfsen, wie dx 1 , unendlich kleine

Gröfsen der zweylen Ordnung zu nennen, und diese überhaupt

durch d 1 x anzudeuten, so dafs demnach Ausdrücke der Form

d z u , dx z , du . dx u. f.

als unendlich kleine Gröfsen der zweyten Ordnung anzusehen

sind, weil ihr Verhältnifs zu den unendlich kleinen Gröfsen du,

dx , dy , . . . der ersten Ordnung selbst wieder unendlich
klein ist.

Ganz eben so wird man auch Ausdrücke der Art,

d 3 u , dx 3, d"-u.dx, du.dx. dy u. f.

zu den unendlich kleinen Gröfsen der dritten Ordnung zählen

u. s. f.

III. Übrigens wird man auf diesen Begriff der unendlich

kleinen Gröfsen durch die uns von allen Seiten umgebenden Er¬

scheinungen der Natur gleichsam von selbst geführt, und man

kann sie daher keineswegs, wie manche glauben, als blofse Ein¬

bildungen betrachten, welche sich die Geometer zu ihren Specu-

lationen ausgedacht haben, und von denen sich, aufser dieser

Einbildung, kein reeller Grund nachweisen läfst. So wächst die

Zeit durch die Aufeinanderfolge von Momenten , deren Intervalle

kleiner sind , als jede andere , noch angebbare , wenn auch noch

so kleine Zeit. So wächst die von einem bewegten Körper be¬

schriebene gerade oder krumme Linie auf eine Weise, dafs der
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zwischen je zwey nächsten Puncten dieser Linie enthaltene
Raum kleiner ist, als jede andere noch angebliche Linie u. f.
Aus diesem Grunde wird man auch jene krummen Linien in der
Geometrie, unserem aufgestellten Princip gemäfs, als Vielecke
von unendlich vielen, aber unendlich kleinen, geradlinigen Sei¬
ten betrachten können , und die auf diese Betrachtungen gegrün¬
deten Resultate werden mit denjenigen als identisch zusammen¬
fallen, die unmittelbar aus dem Begriffe der stetigen Aufeinan¬
derfolge der Puncte hervorgehen , die ein in Bewegung begrif¬
fener, und dadurch diese Linie beschreibender Punct nach und
nach einnimmt. — Ein in einem Kreise eingeschriebenes, oder
ihm umschriebenes Vieleck wird diesem Kreise desto näher kom¬

men, je kleiner die Seiten dieses Vieleckes sind, und beyde,
Kreis und Vieleck, werden als ganz identische Gröfsen zusam¬
menfallen, oder der Unterschied zwischen ihnen wird nicht wei¬

ter angegeben werden können, wenn einmal diese Seiten des
Vieleckes selbst kleiner, als jede noch angebliche gerade Linie,
d. h. wenn diese Seiten unendlich klein seyn werden. — Die
Geometrie, die uns auf diese Weise gleichsam von selbst auf
die Betrachtung der unendlich kleinen Gröfsen geführt hat,
leitet uns auch noch auf den Unterschied, der zwischen diesen
unendlich kleinen Gröfsen, in Beziehung auf die oben erwähnten
Ordnungen derselben, Statt hat. So mufs z. B. der Flächeninhalt
einer in allen ihren Dimensionen unendlich kleinen Oberfläche

irgend eines Körpers immer wenigstens eine unendlich kleine
Gröfse der zweyten Ordnung seyn, weil dieser Flächeninhalt klei¬
ner ist, als das Quadrat der längsten geraden Linie, die man
von einem Puncte des Umfanges dieser Oberfläche zu einem an¬
deren ziehen kann. Und eben so mufs auch das Volum eines in

allen seinen Dimensionen unendlich kleinen Körpers wenigstens
eine unendlich kleine Gröfse der dritten Ordnung seyn, weil die¬
ses Volum kleiner ist, als der Würfel der längsten geraden Li*
nie, die man von einem Puncte des Umfanges dieses Körpers za
einem anderen Puncte dieses Umfanges ziehen kann.

§. 48. (Differential der einfachsten algebraischen
Functionen.) Sey zuerst der Ausdruck gegeben

u = f(x) =s a — bx,
b *
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wo a und b constante Gröfsen sind, so hat man, nach dem Vor¬

hergehenden, sofort

du = f(x -(- dx) — jf(a-) oder

du = [a — b (a- -J- da:)] — (a ■— bx ),

das heilst, man hat
du es — b dx,

und diefs ist das gesuchte Differential der Function u = a—b x,

also ist auch ihr Differentialcoefficient

oder eine constante Gröfse.

I. Ist eben so die Function gegeben

u = A — Bx -)- Cx 2 — Dx 3,

wo A, B, C und D constante Gröfsen bezeichnen, so hat man

auf dieselbe Weise

u -{- du = A — B (x -f- dx) C (x -J- dx')' 1 — D(x dx) 3.

Wenn man diese Potenzen entwickelt, und dann von dem

so entwickelter. Ausdrucke die gegebene Gleichung

u = A — Bx Cx 2 — Dx 3

subtrahirt, so erhält man

du = — B dx -J- C ( 2 a: -]- dx) . dx

— D [3a-* -j- 3 ( i -j - d x) x. d x] d x.

Da aber, nach dem oben aufgestellten Princip der Differen¬

tialrechnung, die Gröfsen

2a • dx, 3a* -{- 3 xdx und t dx

in derselben Ordnung gleich

a x, 3 x 2 und l

sind, so hat man auch sofort für das gesuchte Differential:

du = — Bdx-\-zCxdx — 3 D x 2 dx ,

oder für den gesuchten Differentialcoefficienten:

-j— = — B 4- 2 Cx — 3 Dx 2.d x

II. Auf dieselbe Weise wird man für
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die Differentialien erhalten

du <= l\ax z dx, du = 5bx l>dx,

so dafs man daraus leicht durch Analogie für den Ausdruck

u = A -(- B x m
das Differential

du = mB x m ~' d x

finden wird, wenn m, wie in allen vorhergehenden Beyspielen,

eine positive, ganze Zahl bezeichnet. Wir werden aber bald

(J). öi.) sehen, dafs dieser Ausdruck auch allgemein, für jede

willkürliche Zahl m , geltend ist.

§. 49- (Differential eines Products.) Sey u das Pro¬
duct zweyer veränderlichen Gröfsen x und^, oder sey die Function

u = x.y

gegeben. Läfst man in ihr die Gröfse x in x -dx, und die

Gröfse jr in y -j- dy übergehen, so hat man für den so veränder¬

ten Werth der gegebenen Function den Ausdruck

u -f- d u = (x -}- dx) . (y -f- dy ),

oder wenn man entwickelt:

ii —[— du = xy -]- x dy -|- y dx -j- dx . dy.

Subtrahirt man von dem letzten Ausdrucke die gegebene-

Gleichung u^=zxy, und subtrahirt den Rest durch dx, so er¬
hält man

Da aber, nach dem Vorhergehenden, der DifFerentialcoef-

ficient -4^ eine endliche Gröfse ist, so ist auchd x

— fy , sowohl, als auchdx y

eine endliche, dy aber ist eine unendlich kleine Gröfse, und da^

her, nach dem erwähnten Princip dieser Rechnungsart:

x dy
dx

+ y + d y xdy
dx + y\

d u x dy
d x d x ‘ *' ’

also auch
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so dafs man daher, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes

wieder durch dx multiplicirt, für das gesuchte Differential eines

Products u = xy erhält:

d.(xf) = x.dy + y.dx-,

es ist daher das Differential eines Products von zwey veränderli¬

chen Factoren gleich der Summe der Producle eines jeden dieser

Factoren in das Differential des anderen Factors.

Dieser Satz ist für die gesammte Analysis von der gröfsten

Wichtigkeit, und wir werden noch sehr oft Gelegenheit haben,
auf ihn wieder zurück zu kommen.

I. Ganz eben so würde man, wenn das Product

u = axy

gegeben ist, wo a eine constante Gröfse bezeichnet, für das

Differential dieses Products .erhalten :

d , (a xy} = a (a; dy 4 --yd x).

II. Wäre aber das Product

u — xyz

von dreyFactoren gegeben, so kann man das Product von zweyen

derselben, z. B. yz ~ t setzen, wodurch man

U ■ * CCt j

also auch, nach dem Vorhergehenden,

du = xdt -{- Idx

erhält. Da aber l —yz ist, so ist, hach derselben Vorschrift,

das Differential dieses letzten Products

dt = ydz -f- zdy,

60 dafs man daher, wenn man diesen Werth von dt in dem vor¬

hergehenden Ausdrucke von du substituirt, für du oder für das

Differential des Productes xyz erhält

d . {xy z) = xy dz -f- xzdy yzdx.

III. Wäre endlich dasProduct von mehreren veränderlichen

Gröfsen x, x, x% x", . . . gegeben, so würde man für das
Differential dieses Productes haben :

d. (xxx'x "...) = (x'x'x "..,) dx -J- (xx"x "...) dx

-f- ( xx'x" ...) dx" -j- (x xx'x ™...) d x" -J- . . .,
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welchen Ausdruck man auch auf folgende einfachere Weise

schreiben kann, indem man alle Glieder desselben durch das ge¬

gebene Product xx'x". . . dividirt:

d.xx'x"x'". . .

xx'x'x'". . .

d x dx' d. r" d x" .
T + ~ + -r+'^ 7r + -

5o. (Differential eines Quotienten.) Ist von dem

Ausdrucke
x

~~ y

das Differential zu suchen, so kann man denselben auch so dar¬

stellen :

x = uy,

und von diesem Pi’oductc uy ist, nach 49 ., das Differential

woraus folgt

dx = u dy -j- y du,

, dx — udy
du = -

oder endlich, wenn man in dem letzten Ausdrucke den Werth

von u t= — wieder hcrstellt, du oder
y

x y d x — x dy
d . - = --—.

y y-

Das Differential eines Bruches ist daher gleich dem Producte des

Nenners in das Differential des Zählers j weniger dem Producte

des Zählers in das Differential des Nenners, diese Differenz divi¬

dirt durch das Quadrat des Nenners,

§. 5i. (Differential einer Potenz.) Man suche nun

das Differential irgend einer Potenz x m , wo x eine veränderliche,

und m eine beständige, übrigens willkürliche (positive oder ne¬

gative, ganze oder gebrochene) Zahl bezeichnet (vergl. §. 48 , II.).

Obschon uns dieses Differential, seiner Form und seinem

Werthe nach, noch ganz unbekannt ist, so werden wir doch an¬

nehmen können, dafs es die Gestalt

d . (a,’"*) = f (m , x~) . d x

haben müsse, wo f(tn , x) irgend eine Function der beyden Grös¬

sen m und x bezeichnet, die wir nun näher zu bestimmen suchen

wollen.
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Da , der Voraussetzung gemäfs, die Gröfse m ganz willkür¬

lich ist, so werden wir dafür auch jede andere, z. B. n setzen

können, so dafs man daher auch eben so die Gleichung haben
■wird :

d,(x n ') = /(n , x).dx.

Nimmt man von diesen beyden Ausdrücken x m und x n das

Product, so hat man, nach §. 49 :

d.(x m .x n ) — x m .d(x n ) -j- x n .d(x m )-,
oder da

T71 i “■|-TI

ist, wenn man in der letzten Gleichung die vorhergehenden Wer-

the von d.(x m ) und d. (•£") substituirt:

d.x m + n e= x m .f(n , x)dx -|- x n . f(m, x) d x . . . (a),

Substituirt man aber in der ersten der vorhergehenden Glei¬

chungen, da in ihr m willkürlich ist, statt m die Gröfse m-\-n,

so hat man auch, derselben obigen Annahme gemäfs:

d.x mJ r n = /(m-|-n, x)dx . . . (b).

Setzt man endlich die beyden Werthe Yon d.x m ~\~n in den

Ausdrücken (a) und (b) einander gleich, so erhält man

/(m-j-n, x) = x m .f(n, x) x n . /(m, a) . . . (I),

und diese Gleichung ist es, die uns zu der gewünschten Kennt-

nifs der Function /(m, x) führen wird.

Nimmt man in dieser Gleichung (I), da m und n ganz will¬

kürliche Gröfsen bezeichnen, n~m an, so erhält man

/( 2 m, x) = 2a'"./(m, x').

Ist aber rc = 2 m, so gibt die Gleichung (I)

/(3m, x) = x m .f( 2 m, x) -f a’ m ./(m, x ),

oder da wir bereits /( 2 m, x) gefunden haben:

/(3m, x) = 3x* m ,f(m, x).

Setzt man diefs fort, so erhält man

für nz=m . . . /( 2 m, a:) = 2 x m .f(m,x),

» n = 2m , . . /(3m, x) = 3a’ m ./(m, x) ,

» n = 3ni . . . /(4m, x) = 4a 3"'./(m, x ),

» n = 4m . . . /(5m, x) = 5a4'“./(m, x) u. f. ,

woraus sofort folgt, dafs man, wenn r irgend eine ganze, posi-
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live Zahl bezeichnet, den Ausdruck hat

f(rm , x) = rx( r ~ ') m , f(m , x~) ,

oder, wenn man beydeTheile dieser Gleichung durch rm.x’

dividirt:

f(r m. x) f(m, x)

rm.x mx

Allein diese Gleichung zeigt offenbar, dafs der Ausdruck

f(m, x)

von m sowohl, als auch von x ganz unabhängig seyn mufs, da

der Werth dieses Ausdruckes, der letzten Gleichung zu Folge,

ganz unverändert bleibt, wenn man-auch in ihm statt m irgend

ein Vielfaches rm von m substituirt, obgleich diese Gröfse m in

dem erwähnten Ausdrucke nicht hlofs als Factor, sondern auch

noch als Exponent von x erscheint. Wenn aber dieser Ausdruck

f(m, x)

von den Gröfsen m und x unabhängig ist, so mufs er, da doch

nichts, als diese beyden Gröfsen, in ihm Vorkommen, irgend

einer mit x und m nicht weiter zusammenhängenden, in allen

Fällen denselben Werth heybehaltenden, d. h. er mufs einer

constanien Gröfse gleich seyn. Nennen wir A diese Constante,
so hat man

/ (™, *) _ j
m x m 1

und es ist nur noch übrig, den absoluten Werth dieser Constante
zu bestimmen.

Zu diesem Zwecke sey für einen speciellen Fall die, Gröfse

mc= i , so gibt die erste der obigen Gleichungen

d.x m = f(m, x).dx,

wenn man in ihr m — i setzt:

dx = /(i , x) dx oder /(i , a:) = i .

Und eben so gibt auch die letzte der a vorhergehenden Glei»

chungen
f(m, x)

m x

A,
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wenn man in ihr ebenfalls m= i selzt, da a -0 = i ist:

/(' , x) = A,

woraus daher folgt, dafs A=i und dafs

f (in , x) = m x m — 1

eeyn mufs, welchen Werth auch die Gröfsc m haben mag.

Substituirt man endlich diesen Werth von f(m, x) in der

allerersten der vorhergehenden Gleichungen , so erhält man

d. x m = mx m — 'dx ,

das heifst: das Differential einer Potenz ist immer gleich dem Pro-

ducie des Exponenten in die um die Einheit nächst niedere Potenz,

und in das Differential der PFurzel dieser Potenz. Damit stimmt

das überein, was wir oben ($. 48, II.) blofs für diejenigen Po¬

tenzen gefunden haben, deren Erponenten ganze und positive

Zahlen sind.

§. 52. (Differential eines .Logarithmus-) Das Dif¬

ferential des Logarithmus irgend einer veränderlichen Gröfse x

wird, welches auch sein näher bestimmter Ausdruck seyn mag,

die folgende Form haben, wenn man die Logarithmen der Basis

a nimmt (§. 43 .)

d. Log x — /OD . d x.

Da in dieser Gleichung die Gröfse x ganz willkürlich ist,

eo wird man auch y dafür setzen können, wodurch man eine

zweyte Gleichung

d . Logy = f(y) . dy

erhält. Beyder Gleichungen Summe gibt

d . [Log x -f- Log7] = fx . dx fy . dy.

Aber nach der oben (§. 44, II.) aufgestellten Eigenschaft

der Logarithmen überhaupt hat man

Log x -f Log y — Log (xy),

und dadurch geht die vorhergehende Gleichung in folgende über:

d • Log (xy) =Jx.dx -\-fy.dy . . . (a).

Allein die erste der vorhergehenden Gleichungen gibt auch,

wenn man in ihr statt der willkürlichen Gröfse x das eben so

willkürliche Product xy selzt:

d , Log (xy) = f(xy ) d. (xy);



91

>

§• 52.

und da (nach §. 49-) für das Differential eines Pi’oducts

d . (xy) = x dy -j- y d x

ist, so kann die unmittelbar vorhergehende Gleichung auch so

dargestellt werden:

d . Log (xy) = (xdy + ydx) .f(xy) . . . (b).

Setzt man beyde Werthe von d.T-iOg(xy) aus den Glei¬

chungen (a) und (b) einander gleich, so erhält man

[jJ( x 0 ) —fx]dx + [x .f(xy) —fy]dy= o . (I),

und diese Gleichung ist es wieder, die uns die nähere Kenntnifs

der Function fix) verschaffen wird.

Setzt man nämlich in der Gleichung (I) die willkürliche

Gröfse i^ = a.>, so erhält man sofort

a? .f(x l ) = f(x).

Setzt man dann in derselben Gleichung (I) dieGröfse t7 = ar 2 ,

so gibt sie

3* 2 ./(a- 3) — 2 x.f(x z ) —fx = o,

oder da bereits der Werth von x./fx 11) =3f(x) bekannt ist, so
hat man auch

x*.f(x 3) = f(x).

Setzt man diefs fort, so findet man

für y —■ x • • • x — S0*0 9

» y=zx . . . x-.f(x 3) —f(x),

» y=z3x . . . a? 3./(a.- 4) =f(x) u. s. f.,

und diese einfachen Gleichungen zeigen, dafs man für jede ganze

und positive Zahl r die Gleichung hat

* r ~'.f(xr) =/(*),

oder auch, wenn man zu beyden Seiten durch x dividirt:

x r .f(x r ) = x.f(x),

woraus sofort folgt, dafs der Ausdruck
x.f(x)

sich nicht ändert, wenn man auch statt x irgend eine ganze po¬

sitive Potenz x r in ihm substituirt, das heifst, dafs der Ausdruck

x.f(x) ganz unabhängig von x, und daher, wie in Jjj. 5i ( , irgend

eine conslante Gröfse seyn mufs.

Nennt man M diese Constante , so hat man
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x.f(x) — M oder

/( a ) — x »

und daher auch für das gesuchte Differential eines Logarithmus

den Ausdruck

d. Loga = M.

Um diese Constante M zu bestimmen, bemerken wir, dafs

nach $. 45, I. die Gröfsen Loga; und loga, oder dafs die Loga¬

rithmen derselben Zahl in den beyden Systemen, deren Basis a

und e ist, das constante Yerhältnifs m haben , so dafs

Loga = m . log x

ist. Dasselbe Verhältnifs wird also auch zwischen den Differen-

tialien dieser Logarithmen bestehen, woraus demnach folgt, dafs

in dem zweyten Systeme

d .log x =
dx

und dafs die vorhergehende Gröfse M mit der in 45, I. einge¬

führten Constante m gleichbedeutend ist, so dafs man daher hat

= Loge oder m =

und

Joga

d . loga
d x . mdx
—, so wie d . Log x =-.

§. 53. (Differential einer Exponentialgröfse.) Ist
der Ausdruck gegeben y =
so hat man, wenn man davon die Logarithmen in Beziehung auf

das erste System nimmt:

x = Logjr,

und von diesem Ausdrucke ist (nach §. 52.) das Differential

mdy

so dafs man daher hat

dx

, r dx
d.v = -;J m

oder, wenn man den Werth von y = a x wieder hcrstcllt:

af dx
d.a. 1 = = a 1 dx . loga.
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1. Ist aber a — e die Basis des zweyten Systems, so ist

log e = l, und daher
d . e x — e x dx.

§. 54 . (Anwendung des Vorhergehenden ) Wir

haben nun die Differentialien eines Products, eines Quotienten,

so wie die der Potenzen, der Logarithmen und der Exponential-

gröfsen, d. h. wir haben die Differentialien aller uns bisher be¬

kannt gewordenen verschiedenen Gattungen von Gröfsen ent¬

wickelt. Wenn wir dieselben der bequemem Übersicht wegen

zusammenstellen, so hat man

I. . 11fr•ts = xdy -f- yc

11. . . d.- =
y d x ■— x dy

.r J 2

III. . . d. x n = nx n ~ l dx,

IV. . . d . log x

d x

X
und

. d.a x =
af dx

V. . m

VI. . 1!'S e x dx,

wo m = Loge 1

d . Log x —

m d x

log«
ist.

I. Diefssind die einfachsten Ausdrücke ihrer Art, auf welche

sich alle anderen, aus ihnen zusammengesetzten, leicht zurück¬

führen lassen, wie folgende Beyspiele zeigen.

Sey die Function gegeben

u =■ (a. —)- bx m ) n .

Um von ihr das Differential nach den vorhergehenden Vor¬

schriften zu linden, kann man die Gröfse

a b x m = y

setzen, so dafs man also den Ausdruck hat

u = y n ,

wovon das Differential (nach der Gleichung III) ist:

du — ny n ~' dy.

Da aber, nach derselben Gleichung III

dy = mb x m ~~ 1 d x

ist, so hat man, wenn man diesen Werth von dy in dem vorher-
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gehenden Ausdruck von du substituirt, und den Werth von y
wieder herstellt:

du = mnb (a b x m ) a ~‘. x m ~ ' dx.

Dasselbe Resultat wird man auch, ohne Einführung der

Ilülfsgröfse y , unmittelbar aus dem gegebenen Ausdrucke

u = (a -f- bx m) n

ableiten können. Man hat nämlich (nach Gl. III)

du = n{a b x m ) n ~'. d(a -{- b x m ) ,

also auch , da d .{cl -|- bx m') = m b x m — 1 d x ist:

du = mnb (a -j- b x m) a ~ 1 . x m ~ l dx,
wie zuvor.

Auf dieselbe Weise wird man auch finden

^ a-\- x _ 2 a dx
a — x (a — x)- ’

d.(a + x)\/ 7 =^ = ^~ 3x)dx .
2 V/ U — X

d x

<Mog(x -J- y l -j-a; 2) =

dx
d . log - - _y i -j- x- x t 1 + x ~)
d.e x (x —i) = e x .xdx,

X X
d, e e =3 e e . e x d x



Eilftes Capitcl.
Entwicklung der Functionen.

$. 55. (Höhere Differentialien.) Da der Differential-

coefficient irgend einer Function von x im Allgemeinen wieder

eine Function von x ist, so wird sich derselbe ebenfalls einer

neuen Differentiation unterwerfen lassen. Ist z. B. der Ausdruck

gegeben
u =z x 4,

so hat man für den Differentialcoefficienten desselben, nach dem

Vorhergehenden:

Wenn man nun diese Gröfse u—/\x 3 neuerdings differen-

tiirt, so hat man eben so
d u
—— = 12 a: 2 ,
dx

Da aber u— — ist, so kann man, analog mit dem Vor-dx

hergehenden, für du die Bezeichnung einführen :

d- u

so dafs man also hat

d ü =
d x ’

d u d- u

und daher auch

dx d x 2 ’

=3 i2x J oder d* u ~ 12 x-dx 2 ,dx-

und man nennt, übereinstimmend mit §. 47> II., die Gröfse d 1 u

das zweite Differential der gegebenen Gröfse u. — Eben so wird

man für das dritte Differential d 3 u derselben Gröfse erhalten

d 3 u =s izl\xdx 3,
und für das vierte

d 4 u = 24 dx*,

während alle folgenden Differentialien d’> u } d 6 u, . . , verschwin-
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den, wenn man nämlich, wie hier vorausgesetzt wird , das erste
Differential dx der Staimngröfse der aufgestellten Function als
eine gegebene oder unveränderliche Gröfse betrachtet.

I. Diese Voraussetzung, dafs bey dem Übergänge zu den
höheren Differentialien einer Function das erste Differential der

Stammgröfse, oder dafs überhaupt irgend ein erstes Differential
als constant angenommen werde, ist selbst nothwendig, weil sonst
die Werthe von d z u, d 3 u, . . . keine bestimmte Bedeutung mehr
haben könnten. Hätte man z. B. den Ausdruck

x- d- x
' d X* ’

worin kein erstes Differential als constant angenommen ist, so
wird derselbe, wenn man dx = Const., also d 1 x = o nimmt,
den Werth o annehmen. Hätte man aber irgend ein anderes er¬
stes Differential, z. B. d.x- = Const. oder zxdx = Const. an¬
genommen, so wäre

2 dx 1 4- 2 x d l x = o oder —— = —dx- x

und daher der Werth des oben gegebenen Ausdruckes gleich
— x. Eben so würde man für diesen Werth :—ctx linden, wenn
man d.x 3 = 3a.’* dx = Const. oder bxdx* -}- 3x' l d 3 x = o an¬
genommen hätte, u. s. w.

§. 56. (Taylor’s Theorem.) Sey u =f(x) als eine
Function von x gegeben. Wenn in dieser Function die Stamm¬
gröfse x in x -\-y übergeht, welches wird dann der Ausdruck
der so veränderten Function u = f(x seyn?

Die Beantwortung dieser Frage enthält das hier in Bede
stehende Theorem.

Um diese Antwort zu geben, bemerken wir zuerst, dafs
eine willkürliche Function von dev Summe zweyer Gröfsen x-\-y,
dafs z. B. die Function

0+jr) m > oder log^-J-j-) oder <i'r + :r u. f.

immer denselben Differentialcoefficienten geben wird, welche von
den beyden Gröfsen x oderjy man auch als die einzige Veränder¬
liche betrachten mag. Ist z. B.

u =s (x-fjr)" £



gegeben, so hat man, wenn man blofs die Gröfse x als voran-
dei’lich sieht:

und wenn man nur die Gröfse y sich verändern läfst:

Diefs vorausgesetzt, wollen wir nun annehmen, dafs der

gesuchte Ausdruck von u =f(x -\-y) sich in eine Reihe ent¬

wickeln lasse, die nach Potenzen von y fortgeht. Nehmen wir

für diese Reihe, da wir sie noch nicht näher kennen, folgende

allgemeine Gestalt an:

wo L , M , N , . . . noch unbekannte Factoren von x sind, die

keinj weiter enthalten, und wo a, ß , y, . . . unbestimmte Ex¬

ponenten vorstellen, die wir nun, sammt den Coefücienten L f

M, JV, ... zu bestimmen suchen wollen.

Man sieht zuerst von selbst, dafs keiner dieser Exponenten

negativ seyn kann. Denn wenn z; B. das zweyte Glied jener Ent¬

wickelung die Form

My~ “ = —
y a

hätte, so würde für y — o die zweyte Seite des für f (x -j-y)

aufgestellten Ausdruckes unendlich grofs werden, während doch

die erste Seite, oder die Gröfse f(x -\-y) selbst, nur in f(x)

übergeht, was unmöglich ist.

Wenn aber alle Exponenten a, ß, y, , . . positiv sind, so

erhält man, wenn man y = o setzt, was man darf, da y als eine

ganz unbestimmte Gröfse alle Werthe haben, also amch gleich

Null seyn kann , sofort

dy) = m ( x +y) m ~‘

wie zuvor, so dafs man daher erhält

( du \ / du\
~di) ~~ \dy) ’

die Klammern anzeigen

blofs die Gröfse y als veränderlich angesehen hat.

f(x+y) = L -f My« + Ny? + Pyf + . . .,

f{x) = L,
Littroiv's Anfangägr, d. gesamml. Mathem. 7



wodurch daher bereits der erste Coefficient L der oben aufgc-
stelllen Reihe bestimmt ist.

Bildet man dann den Differentialcoefficienten dieser Ent¬

wickelung der Gröfse fix -\-y ), und zwar so, dafs man zuerst

blofs x , und daun blofs y als eine veränderliche Gröfse betrach¬

tet, so erhält man

und eben so, nach (J. 5i.:

a My a 1 ß Nyß 1 + Y Pj-y~ l + . .

und diese beyden Ausdrücke müssen, der oben vorausgeschick¬

ten Bemerkung zu Folge, einander völlig gleich seyn, welches

auch der Werth Yoay seyn mag. Diese Gleichheit kann aber of¬

fenbar nur dann Statt finden, wenn in beyden Ausdrücken gleiche

Exponenten vonjy Vorkommen. Allein wenn in dem ersten Aus¬

drucke diese Exponenten steigend geordnet sind, so dafs ß grös¬

ser als a, y gröfser als ß u. f. ist, so sind sie auch in dem zwey-

ten Ausdrucke steigend, und man hat daher

a — i=o, « = ß — l, ß=y — i, y = 5 — l u. f.,

das heifst, man hat

a = i , ß = 2 , y = 3 , 5 = 4 u. f.

Substituirt man diese Werthe von a, ß, y, , . . in den er¬

wähnten beyden Ausdrücken, und setzt sie dann, da sie nach

dem Vorhergehenden identisch sind, einander gleich, so erhält

man die Gleichung

• = [“-($] + [>*-(£)>

und dieser Ausdruck soll für alle Werthe von_y gleich Null seyn.

Diefs kann aber nach $. 34, BI. nur dann Statt haben, wenn die

einzelnen Factoren der Potenzen

jeder für sich gleich Null sind, das heifst, wenn man die Bedin¬

gungsgleichungen hat:
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Es wurde aber bereits zuvor

I, = f(x)

gefunden, also ist auch, wenn man diesen Werth von L in der

ersten der vorhergehenden Bedingungsgleichungen substituirt:

und dadurch ist auch der zweyte der obigen Coefficienten L ,

M, N, . . . bestimmt. Es ist nämlich dieser zweyte Coefßcient

M nichts anderes, als der erste Differentialcoeflicient der gege¬

benen Function /'(a;).

Substituirt man dann diesen Werth von M in der zweyten

unserer Bedingungsgleichungen, so erhält man, vermöge der

oben (§. 55.) eingeführten Bezeichnung der höheren Differentia-

lien, wenn das erste Differential dx der Stammgröfse x con-
stant ist:

N =

fd.( d fx 'W
i (dM>^ i ( ' \ dx J J i fd'-.fx

■i \d x / 2 X d x S 2 V dx'- ) ’

wodurch auch der dritte unserer Factoren N bestimmt ist.

Ganz eben so erhält man für die übrigen

p — i ( dN \ — _1 ( d * f* \
3\dxJ 2.3 \ dx‘ ) ’

O — = 1 (d *fx \ c
4 \d xj i.ü.iiV dx* / U

Substituirt man daher die gefundenen Werthe von L, M,

•IV, ... in den oben für aufgestellten Ausdruck, so er¬
hält man



oder auch, wenn man wieder, der Kürze wegen,

fx = u und f(x -j-J') = w
setzt: .

“'= “ +^(S) + + T^Tä(lJ) + • • • <A >'
I. Von dieser Reihe, die nach ihrem Erfinder unter der

Benennung des Theorems von Taylor bekannt ist, ist das einfa¬
che Gesetz des Fortganges der Glieder für sich klar, und sie
zeigt uns die zwey sehr merkwürdigen Eigenschaften der Ent¬
wickelung einer jeden Function ./(.z), wenn man in ihr dieStamm-
gröfse x in x-\-y übergehen läfst: dafs erstens diese Entwicke¬
lung durch eine Reihe dargestellt wird, die nach den natürlichen
Potenzen o, 1 , 2 , 3, . . . der Gröfse y fortgeht, und dafs
zweytens jedes einzelne Glied aus dem ihm unmittelbar vorher¬
gehenden ganz auf dieselbe Art und durch dasselbe Verfahren
abgeleitet wird, wie dieses vorhergehende Glied selbst wieder
aus dem ihm vorhergehenden entstanden ist. Das zweyte Glied
ist nämlich der Diflferentialcoefficient des ersten, multiplicirt in
die Gröfse y ; das dritte ist eben so das Differential des zweyten,
multiplicirt in ^y\ das vierte ist das Differential des dritten, mul¬
tiplicirt in \y u. s. f., so dafs es daher schon genügt, von jeder
gegebenen Function J"(x) das e"ste Differential zu kennen, um
daraus auch sofort die Entwickelung von f(x-\-y) abzuleiten,
wo y jede willkürliche, constante oder veränderliche Gröfse be¬
zeichnet. Aus dieser Ursache haben wir auch in dem vorherge¬
henden zehnten Capitel das erste Differential der verschiedenen
Gattungen von Functionen

f(x) . . . x m , log x , a x , . . .

die wir bisher kennen gelernt haben, aufgesucht, um sie, wie
wir sogleich näher sehen werden, zur Entwickelung der Func¬
tion f(x -\-y) zu verwenden.

II. Bemerken wir noch, dafs, wenn in der gegebenen Func¬
tion f(x) die Gröfse x, statt zu wachsen, wie wir bisher ange¬
nommen haben, um die Gröfse^ abnimmt, dafs dann diese Gröfse
y in der Gleichung (A) negativ genommen wird, so dafs man
also für den so veränderten Zustand der Function f(x) hat

„A —j x _ v f±f£\ j_ -2l f dl -f x \ _r 3 j_
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III. Ist endlich der Zuwachs der Stammgröfse x, den wir

bisher allgemein durch y bezeichnet haben, gleich dem Diffe¬

rential dx dieser Stammgröfse selbst, so wird man in der Glei¬

chung (A) die Gröfse y = dx setzen, wodurch man erhält

f(x + dx) —fx = d.fx + ——d i .fx -|- d 3.fx + . . .,

oder auch, nach dem zweyten Ausdrucke der Gleichung (A) :

u — u = d u 4- — d 2 u -I-- d 3 u 4- . . .,* 1.2 * 1 . 2.3

und diefs ist demnach der vollständige Zuwachs der Function

u-=fx, wenn x in seinen nächstfolgenden Werth x-\-dx über¬

geht. Da aber jedes Glied dieser Reihe gegen sein nächstvor¬

hergehendes unendlich klein ist, so werden, dem oben (§. 47, I.)

aufgestellten Princip der Differentialrechnung gemäfs, alle Glie¬

der'dieser Reihe, bis auf das erste, verschwinden, wodurch man

erhält

f(x + dx) — fx = d .fx
oder

u — u == du, wie zuvor.

5. 57. (Maclaurin’s Lehrsatz.) Wenn man in der
Reihe (A) des vorhergehenden §. 56. sowohl in dem Ausdrucke

j{x), als auch in den Differentialcoefficienten

d.fx d 2.fx d^.fx

dx ’ d x 2 ’ d x* ’

nach vollbrachter Differentiation, die Stammgröfse a’ = o setzt,

und wenn man, der Kürze wegen, die dieser Annahme von a.- = o

entsprechenden Werthe von

u oder fx
d u d .fx
dx d x

d z u d'- fx

dx 2 d x-

bezeichnet, so geht die Reihe

/(•*•'+7) gleich f (y) wird , in

f (7) = V +7 • V + H

durch U,

U\

V" u. f.

,r
—. u"+ . . .

.. i ..2.0

Da dieser Ausdruck für jeden willkürlichen Werth von y
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Statt liat, und da die Gröfsen 17, U', V", . . . kein^ enthalten,

so kann man in demselben auch x statt y setzen, so dafs man

demnach für jede gegebene Function u t=>f(x) von x den Aus¬
druck hat

für den Fall ,r = o bezeichnen.

Dieser Ausdruck, der, wie man sieht, nur eine Modifica-

tion des Taylor sehen Theorems ist, wird der Lehrsatz Maclau-

rinf, genannt.

Beyde Theoreme sind von dem wichtigsten Einflüsse auf das

ganze Gebiet der mathematischen Analysis, besonders aber auf

die Entwickelung der verschiedenen Functionen, wie wir sogleich

näher zeigen wollen.

§.58, (Entwickelung des Binoms.) Sey die Function

gegeben, wo x eine veränderliche, und n eine constante will¬

kürliche Zahl bezeichnet. Man suche den Werth dieser Func¬

tion, wenn die Stammgröfse x derselben in x-\-y übergeht, oder
man suche

und wenn man von diesem Ausdrucke wiederholt das Differen¬

tial nimmt, und dx constant voraussetzt:

U -f x . V -j-

wo wieder 17, 17', U", ... die Werthe von u
du d- u

“ = / O) = x‘
,n

u ' = f(x+y) = (x+y) n .

Nach §. 5i. hat man

(S ) = ”("-0
(S)= "(»-•)(»-*)

Substituirt man diese Werthe von (jj —^, C^ - ^)’ * * ♦ in

der Gleichung (A) des §. 56., so erhält man

(x + .7 )

n (n —i) (n — 2 )
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und diese Entwickelung der Function (a: y) n ist unter dem

Namen von Newtons Binom bekannt.

Das Gesetz des Fortganges der Reihe ist auch hier für sich

klar. So ist das nächstfolgende oder vierte Glied, wenn das erste

das o to heifst:

n (n — i) («— 2) (n — 3 )

1 . 2 . 3 . 4

-v»
und so ist auch, wenn r irgend eine positive ganze Zahl bezeich¬

net, das r t0 Glied dieser Reihe

n (n — i)(n — 2)(n — 3 ) . . . (n — [r— 1]) _ r
1 . 2 . 3 . . . (1-1) r ’ ^

Man sieht, dafs diese Reihe abbricht oder endlich ist, wenn n

eine ganze, positive Zahl ist.

I. Setzt man in dem vorhergehenden Ausdrucke für n nach

der Ordnung die natürlichen Zahlen 1, 2 , 3, ... so hat man

für x = 1

0 -kr) = ' 1 +.T*
( 1 4-jr)’- = » + 2y +j' t ,
(‘ -hr) 3 = 1 + & + ty 2 +3'\
( 1 + j) 4 = » + 4r + V 2 + 4r 3 +y\
0 -Kr) 5 1 + ty + 1 °y* + 10j 3 + 5y* +.r 5>
0 -hr) 0 = > + Qr + 'fy' 2 + 20z 3 + l5.r 4 + bf 5

welche Reihen, selbst wenn ihre allgemeine Form durch das

Vorhergehende noch nicht gegeben wäre, sich leicht fortsetzen

lassen, da jedes Glied gleich dem zunächst über ihm stehenden

und dem diesem vorhergehenden Gliede ist. So ist

6 = 3 + 3,

i o — 6 -j— 41
i5 = 10 -{- 5 u. f.

II. Ist die Gröfse y negativ , so erhält man
. •. , n(n — 1) , ,
(.r — yy 1 = x n — nx n~‘y -j--:— x^^y —

III. Setzt man in der gefundenen Entwickelung

axy =
also auch

* + y = 1 — a
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eo hat man
{x-\-y) n — x n . (i— a)~ a .

Es ist aber, wenn man in (I) die Gröfse i , j' = — a
und n =— n setzt:

n eine ganze negative Zahl ist, und sie convergirt oft viel schnel¬
ler, als die vorhergehende Reihe ( 1).

IV. Ist , so gibt die Reihe (l)

gleich 2".
Ist aber x=zj — i , und setzt man statt n die Gröfse —n,

so gibt dieselbe Reihe (I)

Ist endlich x = i undjr = — i, so hat man für jeden Werth
von n

§• 59. (Ausziehung der Wurzeln.) Mit Hülfe des
vorhergehenden Satzes wird man von jeder gegebenen Zahl A
irgend eine Potenz derselben, also auch, wenn der Exponent
dieser Potenz eine gebrochene Zahl ist, die Wurzel der Zahl A,
und somit den Werth aller irrationalen Zahlen (§. 3 o.) angeben
können.

Es war nämlich die Gleichung (I)

(1 — a) n (n-(-i)
2 . 3

also ist auch, wenn man den Werth von a — ———
x 4-r

stellt: y

t.rA- v \n = n .n r. J _ „ V > ^j+' > ys , «<«+')(«+»)

wieder her

wo X gesetzt worden ist. Diese Reihe bricht ab, wenn

+ 1 «—n H- 1.2 2 . 3
Die Summe der Coefficienten des Newton 'sehen Einoms ist also

n
n (ä+i)

«(«+ 0 (« +2)

(x+y) n — x n
• +" (S) +

”■ (n—\) />y(0
+ n(n —1) (n — 2) vA+-]-1 . 2.3
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Man wird daher jede Zahl A, aus welcher man z. B, die

zweyte oder die Quadratwurzel ziehen soll, in zwey Theile

a% + b

so zerlegen, dafs der erste Theil ein vollkommenes oder bekann¬

tes Quadrat, und dafs der zweyte Theil gegen den ersten sehr
klein ist. Denn setzt man

b
C = 7A

so geht der vorhergehende Ausdruck in folgenden über:

\f A = Ya z + b = a[i -f- +

+ 7h*-^Uc« + ...].

Eben so wird man, um aus einer gegebenen Zahl A die Ku¬

bikwurzel auszuziehen, diese Zahl in zwey Theile

a 3 -f- b

so theilen, dafs der erste Theil ein vollkommener Würfel, und

dafs der zweyte gegen den ersten sehr klein ist. Setzt man dann

b

so hat man

&A = =a[i+f C -! C* + ic 3 --Wc'»

und so fort für alle andei’en Wurzeln.

Um diefs durch ein Beyspiel zu zeigen, wollen wir die

Quadratwurzel von 3 suchen. Setzt man in einer ersten Nähe¬

rung a — i und 6 = i , also auch c= i , so hat man

V 2 = 1 + t — i + Te) otler nahe V 2 ~ *4-

Sey daher in einer zweyten Näherung a= 1.4, also auch

a %= 1.96, und sonach 6 = 0.04 und c = = —, so hat man
1.96 49

\A = 1.4 [. + +

eine viel schneller convergirende Beihe , als zuvor.

Wenn man diese Brüche in Decimalbrüche verwandelt, so ist



106 §• 50 .

1i ]

0.010 2041 f , , r , , „ „ ,
_ ) oder V 2 = 1.4 ! 1.0101025 ,— 0.000 00211 r '

-)- 0.000 ooo 5 ]

so dafs man daher hat

V^2 = 1.4142135,

und dieser Werth, wie man sieht, bis auf die sechste Decimal-

stelle inclus. genau.

Will man noch weiter gehen, so kann man a = 1.41421 3

setzen, woraus folgt

d z == 1.99999 8409369, also auch

b = 0.000001 590631 und

c = -^ = 0.000000 795316 «32027,

so dafs man daher die folgende sehr schnell convergirende Reihe
erhält:

1

-{- 0.000000 397658 0662636

— 0.000000 000000 0790667

-f- 0.000000 000000 oooooo3
oder

V 2 = 1. 4 l 4 2l 3 j 1.000000 397657 9871972 j,
oder endlich

^2 = i.4i4 2 >3

2 = 1.414213 562373 09^048

noch in der letzten oder i8 ton Decimalstellc genau.
Eben so erhält man

\Z *3 = 1.732050 807569,
woraus man dann durch einfache Rechnung auch findet

V^6 = V^ 2 -V^ 3 , ^12=2^3, \A 8 = 3 , so wie
V^8 = 2 y^2, V^ 2 7 = 3 \/3 u. f.

Ebenso hat man endlich zur Übung in solchen Rechnungen:
10 .

V 10 oder io 1» = 1.25892 54118 . . .
f

io 7 “ = 1.02329 29923 . . .
io*»«» = i.oo23o 5238 i . . . u. f.
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§. 60. (Entwickelung der Logarithmen.)

Function gegeben
u = Log(i -f *),

so hat man, nach §. 5 s.:

also auch

Sey die

( d 2 u\ m /(is ü\ ‘imHx 2) (i-|~*)-’ \dx 2)

(P) = - u. f.\dx*J

Setzt man in allen diesen Ausdrücken die Gröfse *=o,

60 erhält man, nach Maclaurin’s Theorem, da Logi=o ist:

1[7 = 0 , V— m , U"= —m, Z/"=2m, [/'"'=— 2 . 3 m, . . .

also auch, wenn man diese Werthe von U , V', U", ... in der

Reihe (B) des das heifst, in dem Ausdrucke

u = 1/ -f * U' 4 - ^ IT -|-ü"'+ . . .1 * 1.2 * 1 . 2.6 1

substituirt:

Log(.+«) = m(*_£ + f J + . . .) . . . (C),

und diefs ist die schöne und einfache Reihe, welche den Loga¬

rithmus jeder Zahl (i -j- A’) durch diese Zahl x selbst ausdrückt.

I. Man kann der gefundenen Reihe mehrere verschiedene

Gestalten gehen, die sie zur Berechnung der Logarithmen be¬

quemer machen.

Setzt man z. B. in ihr statt der willkürlichen Gröfse x die

Gröfse — x, so erhält man

LogO-*) = - m(x + j J ~ + • • •)•

Subtrahirt man aber diese beydenReihen von einander, und

bemerkt man, dafs nach §. 44, III.

lo gJf — logz =

ist, so hat man

Log — = 2m j* + - +

Setzt man endlich in dem letzten Ausdrucke statt * die

l°gf

* 3 , x 7

Y + 7 + ‘
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Gröfse ——, so erhält man«+/ so erhält man

1 + _ x + y
1 — X X ’

so dafs man daher hat:

Log (x + y)

I (^)+K^) 3+ K^fe) 5+ *** !•Loga: -[- 2

5- 61. (Entwicklung der Exponentialgröfsen.)
Ist endlich noch die dritte der oben erwähnten Functionen, oder

ist die Exponentialgröfse
u = a x

gegeben, so hat man (nach <J. 53.)

und wenn man in diesen Ausdrücken die Gröfse ;e = o setzt,

so dafs man daher nach Maclaurins Theorem (§. 57 , Gleichung B)
erhält:

veränderlichen Exponenten x,

5. 62. (Bestimmung der vorhergehenden Zahl /».)
Wir haben bereits oben (§. 45, I.) gesehen, dafs dasYerhältnifs

der Logarithmen derselben Zahl x, in zwey verschiedenen Syste¬

men, ein conslanles Yerhältnifs zu einander haben, welchesVer-

hältnifs wir a.a. O. durch die Zahl m bezeichnet haben, so dafs

ist, wenn durch die beyden Symbole Log und log die Logarith¬

men von zwey Systemen bezeichnet werden , deren Basis a und e

sind, für welche man also den Werth von Loga in dem ersten,

und von löge in dem zweyten Systeme, der Einheit gleich ist.

a x , also auch

1.2.3

und diefs ist die gesuchte Entwicklung der Potenz a x durch ihren

Log x =. m . log x
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Da es unzählig viele Systeme von Logarithmen gibt, indem

jede willkürliche Zahl als die Basis eines solchen Systems ange¬

nommen werden kann, so wird es von unserer Wahl abhängen,

eines derselben gleichsam vorzugsweise zu betrachten, und auf

dasselbe alle anderen zu beziehen.

Die Gleichung (C) des §. 60. gab für den allgemeinen Aus¬

druck des Logarithmus in jedem Systeme

Da die Gröfse m, dem Vorhergehenden zu Folge, eine be¬

ständige Zahl ist, deren Werth aber unserer Wahl überlassen

bleibt, und da es am einfachsten und natürlichsten ist, diese Zahl

m gleich der Einheit anzunehmen, so wollen wir auch die unter

dieser Annahme entstehenden Logarithmen die natürlichen nen¬

nen , und sie durch das zweyte der oben erwähnten Symbole,

oder durch log bezeichnen, so dafs man daher für diese natür¬

lichen Logarithmen, deren Basis wir, wie zuvor, durch e an-

zeigen wollen, nach §. 60. die Ausdrücke haben wird:

Wir wollen diese letzten, durch Log- bezeichneten Loga¬

rithmen, zum Unterschiede von den natürlichen, die gewöhnli¬

chen Logarithmen nennen.

Diefs vorausgesetzt, werden wir nur noch anzugeben haben,

der Factor m ist, durch welchen man alle natürlichen Logarith¬

men, deren Basis e ist, multipliciren mufs, um dadurch die ge¬

wöhnlichen Logarithmen, deren Basis a ist, zu erhalten.

Log (i + *) = m (x — ^ ~ .

(« + f + T + ? + -")
I logC 1 -f- x)

während wir für jedes andere System, dessen Basis a ist, die zu

diesem System gehörenden Logarithmen durch die in §. 60. ge¬

gebenen, unveränderten Ausdrücke bestimmen:

Log (i -j -x)

(* + T + T + ••■)

wie die Gröfsen a und m von einander abhängen, oder welches
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I. Zu diesem Zwecke wollen wir in der Reihe (R) des §. 61 .

die Gröfse x = i setzen, wodurch man erhält:

a = i + — -f 7 +
1 . 2.3 +

und dieser Ausdruck gibt den Werth der Basis a des gewöhnli¬

chen Logarithmensystems, wenn sein Factor, oder, wie man zu

sagen pflegt, wenn sein Model m bekannt ist.

II. Setzt man eben so in der Gleichung (C) des §. 6 o. die

Gröfse x = a —i oder i -\-x — a, so erhält man, da für das ge¬

wöhnliche System Loga= i ist:

“ — ( a — ') ~ — »)* + ?(«— *) 3 — • • • .

und dieser Ausdruck gibt den Model m des Systems, wenn die

Basis a desselben bekannt ist.

III. Wegen ‘der bey uns eingeführten decadischen Art zu

zählen (§. 16 , II.), hat man die Zahl io für die Basis der gewöhn¬

lichen Logarithmen, mit welchen wir zu, rechnen pflegen, ge¬

wählt. Setzt man also a=io, so gibt die letzte Reihe

= 9 — t9* + t9 3 — t9 4 + • • •

Diese Reihe convergirt erst in ihren höheren Gliedern, und

auch da anfangs nur langsam. Wir werden aber bald ein anderes

Mittel finden, den Werth der Gröfse m auf eine bequemere Weise

zu bestimmen. Berechnet man indefs eine gröfsere Anzahl Glie¬

der der letzten Reihe, so erhält man

— = 2 . 3 os 585 092994 045684,

und daher auch

m = o.434 2 94 48 l()o3 251828.

Mit diesem Factor m wird man daher die natürlichen Loga¬

rithmen jeder Zahl multipliciren , um die gewöhnlichen Logarith¬
men derselben Zahl zu erhalten.

Bemerken wir noch, dafs dieser Werth von m zugleich der

Werth des gewöhnlichen Logarithmus von e, und der reciproke

Werth des natürlichen Logarithmus von a ist, da man, nach

§. 45, I. hat:

m = Loge und — = log a.0 nt 0
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§. 63 . (Bestimmung der vorhergehenden Zahl e .)

Noch ist die Bestimmung des Werthes von e oder von der Basis

der natürlichen Logarithmen übrig.

Da aber, nach dem Vorhergehenden, die Gröfse a in e

übergeht, wenn m gleich der Einheit ist, so gibt die Gleichung

(D) des §• 6i, wenn man in ihr m= i und daher a = e setzt,

= i -f- x -j-1-1 1 I . 2 1 1

x 3

2. 3
+ /r 4

1 . 2 . 3 . 4
+ . • • (E),

also auch, wenn man in diesem Ausdrucke a?=i setzt,

e — t -f- i -—- -J-- -f- - tt—j • • •1 1 1.2 1 1 . 2.3 1.2. 3.4

Berechnet man eine gröfsere Anzahl von Gliedern der letz¬

ten Reihe, so findet man

e = 2.718281 828459 045235 . . .

eine sehr wichtige Zahl, auf die wir in der Folge noch öfter zu¬

rückkommen werden.

§. 64. (Berechnung der Logarithmen und Ge¬
brauch der logarithmischen Tafeln.) Nachdem wir in
dem Vorhergehenden die Theorie der Logarithmen vollständig

kennen gelernt haben, wollen wir nun auch zu dem Gebrauch

derselben übergehen, wie er bey unseren Rechnungen erfordert

wird. Dazu aber ist es vor allem nothwendig, die numerischen

Werthe dieser Logarithmen für alle natürlichen Zahlen 1 , 2,

3 , 4, ... in einer Tafel aufgestellt zu haben. Diese zu finden,

werden uns die vorhergehenden Ausdrücke mehr als ein Mittel

an die Iland geben.

Setzt man z. B. in der letzten Gleichung des §. 60, I. die

Gröfse x =jy= 1 , und nimmt man auch m = 1, so hat man für

die natürlichen Logarithmen

lo S( A'+j) = 1°g ;e + 2

oder

jG4F)+§(4r) 3+ K^) + *"1

3 . 3 5 -|-L~ 5 . 3 S ~
7 . 3 *

das heifst, wenn man diese Brüche in Decimalbrüclie auflöst:

log 2 = 0.69314 71806.
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Eben so gibt ar = 3 und

Iog 3 = log* + « (g + ~ + ~ + • • •)

log 3 = 1.09861 22887.

Auf dieselbe Weise findet man auch

log 5 =: 1.60943 79124»

log 7 ss 1.94591 01490.

Hat man aber so bereits die Logarithmen von 2 , 3,5 und 7,

so findet man die übrigen bis zu 10 durch folgende einfache Glei¬

chungen (§. 44.):

log 4 = 2 log 2, log 6 = log 2 -J- log 3,

log 8 = 3 log 2 , log 9 = 2 log 3 und

log 10 = log 2 -|- log 5 u. s. f.

Auf diese Weise erhält man z. B. den letzten dieser Loga¬

rithmen , oder

log 10 = 2 . 3 o 258 50930 ...»

und diefs ist zugleich der Werth von der Gröfse —, die wir obenm

(§.62, III.) durch eine langsam convergirendeRcihe bestimmt haben.

I. Bemerken wir noch, dafs die zwey in §.62. aufgestellten

Ausdrücke für log(i -\-x) und für log-j- j —^ geben, wenn man in
ihnen x=z 1 setzt:

log 2 =1— i + i- J-f...

und log 00= 1+7 + T + 7+ ...»

so wie zugleich die erste, für x=s — 1, gibt

“ lo S° = ‘+ 7+ 7 + 7 + . ••

Da aber der Logarithmus einer unendlich grofsenZahl ohne

Zweifel ebenfalls unendlich grofs ist, und da, wie aus den Glei¬

chungen

e~ “ = x oder u = — loga;

folgt, die Gröfse — logo positiv und unendlich grofs ist, so ist

die erste der drey vorhergehenden Reihen convergent, während

die bey den anderen divergent sind, übereinstimmend mit §. 23 , II.

II. Man hat bereits mehrere Tafeln berechnet, welche die

gewöhnlichen Logarithmen der natürlichen Zahlen enthalten.
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Unter den neueren sind die vorzüglichsten die von Vega und
Calletj und die bequemsten für kleinere Rechnungen die von
Lalande.

Die allgemeinen Vorschriften für den Gebrauch dieser Ta¬
feln sind ihnen gewöhnlich beygegeben, daher wir uns hier nicht
dabey aufhalten , und nur einige Bemerkungen über diesen Ge¬
genstand hinzufügen.

A. Da Log 1 = o ist, so sind die Logarithmen aller eigent¬
lichen Brüche negativ So iindet man z. B. in diesen Tafeln, wo
ich mich hier der Kürze wegen nur auf drey Decimalstellen be¬
schränke :

Log 624 = 2.795,
Log 62.4 = 1.795,
Log 6.24 = 0.795.

Setzt man diefs weiter fort, so erhält man auf dieselbe Weise

Log 0.624 = 0.795 — 1 ,
Log 0.0624 = 0.795 — 1.

Es ist aber viel bequemer, die letzten Ausdrücke so darzu¬
stellen :

Log 0.624 = 9.795,
Log 0.0624 = 8.-95 u. f.

Man wird nämlich nie anstehen, in dem Endresultate einer

jeden Rechnung zu entscheiden, ob der letzte Logarithmus, wie
hier 8.795, zu einem sehr kleinen Bruch , wie hier 0.06241 oder
zu einer ganzen Zahl mit 9 Ziffern gehören soll.

B Die Logarithmen der negativen Grofsen sind imaginär,
da in der Gleichung

y = 10 1 oder x = Logj -

die Gröfsej" nie negativ werden kann, welchen Werth man auch
der Gröfse x geben mag. Diefs hindert aber nicht, während der
Berechnung eines algebraischen Ausdrucks, die Zeichen vorerst
wegzulassen, um sie dann in dem Endresultate wieder zu berück¬
sichtigen. Um Irrungen zu vermeiden, kann man die Logarith¬
men der negativen Zahlen durch ein iV bezeichnen. Wollte man
z. B. von den beyden Zahlen o oo 36 und — 0.048 das Product
mit Hülfe der Logarithmen suchen, so hätte man

Littrow’s Atifangsgr. tl. gesammt, Matbet«. 8
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Logo oo36 = 7.5563 o

Log(—0.048) = 8.68» 24 N

Summe . . . 6.23704.

Von diesem Logarithmus geben die Tafeln die Zahl 1728,

also ist auch das gesuchte Product gleich — 0.0001728.

C. Endlich bemerken wir noch, dafs eine solche Tafel das

bequemste Mittel darbietet, die Wurzeln aller Zahlen, wenig¬

stens innerhalb den Grenzen , welche diese Tafeln gewähren, zu

finden, da nach §- 44 * die Ausziehung der Wurzeln durch die

Logarithmen in eine einfache Division verwandelt wird. So fin¬

det man z. B. aus den erwähnten Tafeln Fegets ohne Anstand die

zehnte Wurzel aus der Zahl 1000. Da nämlich

Log 1000 = 3.0000000

ist, so gibt der zehnte Theil dieser Zahl oder die Gröfse

o. 3 oooooo

in jener Tafel sofort 1.9952623 für den gesuchten Werth von

frlOOO.

§. 65 . (Gröfste und kleinste Werthe, und unbe¬
stimmte Ausdrücke der Functionen.) Wenn in einer
Function a = f(x) von x die Stammgrüfse x übergeht in x-\-h t

so hat man, nach der Gleichung (A) des §. 56 , für den so ver¬
änderten Werth dieser Function

, , da . /»-u — U — h . - - -4--
dx 1 1.2

d 1 u

dx 1

/i» d '1u

1.2.3 dx

und eben so erhält man, wenn x in x — h übergeht:

r + •

, _ j du h 2
dx ~ 1.2

d - u

d x-

k*

1 . 2.3 dx>

di u .

und man sieht leicht, dafs man die Gröfse h so klein annehmen

kann, dafs, in diesen beyden Reihen, jedes einzelne Glied grös¬

ser wird, als die Summe aller ihm folgenden Glieder. Bleibt

man bey dem ersten Gliede stehen, so ist also u—u im ersten

Falle positiv, und im zweyten negativ, oder u ist im ersten Falle

gröfser, und im zweyten kleiner, als u. Es kann daher zwischen

a» -j- h und x — h kein gröfster oder kleinster Werth von u

Statt haben, aufser in dem Falle, wo -7— = ö ist, wo nämlichdx 7
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das erste Glied in beyden Reihen völlig verschwindet, und wo
man daher, wenn man zu dem zweyten übergeht und bey dem¬
selben stehen bleibt, in beyden Reihen haben wird

, , A- ' d-u
u — u == -\ -. ——;1.2 dx ‘

ein Ausdruck, der, da das Quadrat von h immer positiv ist, mit

derGröfse zugleich positiv oder zugleich negativ seyn wird.

Ist also du gleich Null, so wird für x-\-h sowohl, als auch für

x — h die Gröfse u gröfser oder kleiner als u seyn , je nachdem

d z u negativ oder positiv ist, d. h. u wird in jenem Falle gröfser,
und in diesem kleiner seyn, als alle ihm zunächst vorhergehen¬
den oder zunächst nachfolgenden Werthe von u.

Die Function u kann also nur dann ein Gröfstes oder Klein¬
stes seyn, wenn du — o ist. Sucht man dann aus dieser Bedin¬
gungsgleichung du = o den Werth von x , und substituirt ihn in
d*u, so wird u, für diesen Werth von x, ein Gröfstes oder

Kleinstes seyn, wenn d z u negativ oder positiv ist.
Ist aber d l u ebenfalls, so wie du, gleich Null, so kann,

wie zuvor, u nur dann ein Gröfstes oder Kleinstes seyn, wenn
auch noch d s u = o ist. Sucht man dann aus der letzten Gleichung:
den Werth von x, und substituirt ihn in d*u, so wird u, für die¬
sen Werth von x, ein Gröfstes oder Kleinstes seyn, wenn d*u
negativ oder positiv ist u. s. w.

Beyspiele werden diefs sofort deutlich machen.
Ex. I. Sey u = x z -\-/i ,r-J-2 gegeben, so hat man

du . .
^ ==2a7 + 4

. d 1 uund —— = 2.
d x-

Setzt man aber zx -{-4 gleich Null, so erhält man x — — 2, und
da überdiefs d l u, für alle Werthe von x, positiv bleibt, so ist
die gegebene Function u für x=s — 2 ein Kleinstes, nämlich selbst
gleich —2,

Ex. II. Eben so gibt die Function u = x 3 -{- 3 x z — g;c-j-i8
für ihre beyden ersten Differentiale

- = 3 x z bx — 9 und = bx -{- 6.

Aber die Gleichung du — 3 x z -^-bx — 9 = 0 hat die beyden
Wurzeln x = -j- 1 und x = — 3;

8 *
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d- u
a; = -|-1 gibt 1 2, also ein Kleinstes, und

x =— 3 gibt j =— l2 i a ^s0 e i° Gröfstes.

Diese Function u ist demnach ein Kleinstes, und zwar

ucs-j- i 3 für x — », und ein Gröfstes, u = -(- 45 für x = — 3 .

Eben so wird man finden, dafs man hat:

ein Gröfstes für x — i , und
+ ■rl

ein Kleinstes für x = — i,

u = -— ^ x x e j n Gröfstes für a: =— 1/^2, und
2 -f- o x + x-

ein Kleinstes für x = 2 ,

und u = x 4 — 8 a: 3 -j- 22a: 2 — 24a: -(- 13 ein Kleinstes

für x= i , ein Gröfstes für a = 2, und wieder ein Kleinstes für

x = 3 . v

I. Nöch wollen wir, zum Schlüsse dieses Gegenstandes,

bemerken, dafs man öfter Ausdrücke findet, die für gewisse

Werthe der in ihnen enthaltenen Gröfsen die Gestalt £ annehmen.

Sind X und X' solche Functionen, die z. B. für x — a, beyde ver¬

schwinden, und soll man den Werth von
X

u = x

für x=sa bestimmen, so hat man, wenn x in x-\-h übergeht,

nach der Gleichung (A) des §. 56 ,

h- d-X

1 . 2 *

, dX , ..
x + h :iü + 771 • + • • •

X' + h . + —1 dx 1.2

d'-X’

dx-
+ •

Da nun, für xz=a , X sowohl als X’ verschwindet, so gibt
der letzte Ausdruck

dX ,_ h_ d'-X
, dx ‘ 1 . 2 ’ dx'- *

££ +J_.dx . 1.2

d-X'

dx~ ‘ *

und daher, für 4 = o, der gesuchte Werth

, _ dl i dX'
d x d x

$
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Sollte auch dieser letzte Ausdruck von u für x — a wieder £

werden, so findet man auf dieselbe Weise

, d-X _ d 1 X'
U dx 2 dx-

Ex. I. Um den Werth von

x n — i

u. s. w.

X - I

für den besonderen Fall x — i zu finden, hat man, wenn man

das Differential des Zählers sowohl, als auch das des Nenners

nimmt:
i x n ~ 1 d x

dx
nx n

also auch ü = n für x = i.

Ex. II. Um die Function

ax 2 — 2 ac x -f- ac-

b x- — 2 b c x -f- b c-

V für den besonderen Fall x = c zu finden, hat man, nach der er¬

sten Differentiation,

bx — bc'

und da auch dieser Ausdruck wieder % für x = c wird, so erhält

man durch eine zweyte Differentiation

, a dx a

U b d x b

für den gesuchten particulären Werth von u.

Eben so findet man für den besonderen Fall a' = 0 folgende

Werthe:

i — VA — x 2 i
X 2 2 ’

lo 8 0 + •*) = » >

- —— . loga: = - oder unendlich grofs.
{\ — x) 2 .° o

M



Zwölftes Capitel.
Auflösung der Gleichungen.

§• 66. (Anzahl der Wurzeln einer Gleichung.)
Jede geordnete algebraische Gleichung des m lea Grades hat, nach

$. 34 1 die Form

x m -f az m -' 4- bx m — i -f- . . . -{- hx -j- k = o,

wo m eine ganze, positive Zahl, und wo a, b , c, ... h , k

reelle und rationelle Gröfsen bezeichnen. Statt diesem Ausdrucke

wollen wir, der Kürze wegen, hier und im Folgenden

X = o

setzen. — Man kann eine solche Gleichung im Allgemeinen als

das Product von m Gleichungen der ersten Ordnung, oder als
das Product der m Factoren

( x — a)(x — ß)(x — y) . . .

ansehen, da dieses Product, wenn es entwickelt wird, die Ge¬

stalt der obigen Gleichung X=o annimmt. Da aber dieses Pro¬

duct, sowie jener ihm gleichgeltende Ausdruck X, gleich Null

wird , wenn man statt x die Gröfse a, oder ß , oder y , . . . setzt,

so werden a, ß, y, ... nach §. 34; II., die Wurzeln der Glei¬

chung X=o seyn, und man sieht, dafs die Anzahl der Wurzeln

einer algebraischen Gleichung des m Ua Grades gleich m seyn

wird. Diese Wurzeln können übrigens gleich oder ungleich,

rational oder irrational und selbst imaginär seyn.

I. Ist aber die gegebene Gleichung nicht algebraisch, son¬

dern transcendent, so ist die Anzahl ihrer Wurzeln unendlich

grofs. So ist die Gleichung

o = a — e x ,

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet, nach

63. mit der folgenden Gleichung identisch,

x- 'X3 ,
o ss a 1 — x

■ . 2 . 3.3 ♦ • 1
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die nach dem Vorhergehenden unendlich viele Wurzeln hat, da
sie einer ohne Ende fortgehenden Reihe gleichgeltend ist.

Die Auflösung einer gegebenen Gleichung besteht in der
Bestimmung ihrer Wurzeln.

§. 67. (Auflösung der Gleichungen des ersten

die unbekannte Gröfse x nur in der ersten Potenz enthalten , so
besteht die Auflösung derselben in der Isolirung oder in der

1Sonderung dieser Unbekannten von den übrigen Gröfsen der
Gleichung, wovon bereits oben §.35. gehandelt worden ist, wenn
man blofs eine Gleichung mit einer Unbekannten vorgelegt hat.

1, Sind aber zwey Unbekannte x und^ in zwey Gleichungen
gegeben, so wird man am einfachsten auch hier in jeder der zwey
Gleichungen die eine der beyden Unbekannten sondern, und dann
die so erhaltenen Werthe dieser Unbekannten einander gleich
setzen. Dadurch erhält man eine Gleichung, die blofs die zweyte
Unbekannte enthält, und die man daher wieder nach den Vorher¬
gehenden behandeln wird.

Sind z. B. die beyden Gleichungen gegeben

so erhält man durch Absonderung der Gröfse x aus der ersten

Setzt man beyde Werthe von x einander gleich, so hat man
die Gleichung

und wenn man aus derselben die Gröfse y nach §.,35. sucht, so
erhält man

Substituirt man dann diesen Werth von y in einem der zwey
oben gegebenen Werthe von x , so erhält man

. . b c — b'c

Grades.) Da die algebraischen Gleichungen des ersten Grades

ax -j- by -|- e = o
ax -j- b'y -j- c = o

und aus der zweyten
(by + c)

(b'y + c)

a (b'y -f c ) = a (by -f- c) ,

de — ac

ab ’— ab

ab’ — ab 1x
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und dadurch sind demnach beyde unbekannten Gröfsen x und_y
gefunden. Setzt man nämlich der Kürze wegen

in = ab' — a b ,
so hat man

m . x = bc — U c und

m.y = ac — de.
Man sieht, wie sich dasselbe Verfahren auf drey und mehr

Gleichungen der ersten Ordnung zwischen eben so viel Unbe¬
kannten fortsetzen läfst.

5- 68. (Auflösung der Gleichungen des zweyten
Grades.) Die Gleichungen des zweyten Grades oder die qua¬
dratischen Gleichungen sind sämmtlich in der Form enthalten:

x 2 -J- a x -j- b = o,
oder auch

x- ax — — b.

Ware nun der erste Theil x 2 -f- ax dieser Gleichung ein voll¬
kommenes Quadrat, von dem sich die Wurzel in einem geschlos¬
senen Ausdrucke angeben läfst, so würde man den gesuchten
Werth von x ohne Anstand bestimmen, wenn man aus diesem
Theile die Wurzel zieht.

Es ist aber immer leicht, diesen ersten Theil zu einem sol¬

chen Quadrat zu machen. Zu diesem Zwecke darf man nämlich
nur den Factor a von x durch 2 theilen, und dann das Quadrat
dieses Quotienten oder die Gröfse ja" zu beyden Seiten der ge¬
gebenen Gleichung addiren. Dadurch erhält man

a-- + ax -f ja* = \ci l — b,
oder, was dasselbe ist:

O -f- ja) 2 = ja 2 — b.

Zieht man dann auf beyden Seiten des Gleichheitszeichens
die Quadratwurzel aus, so hat man

x -j- ja — + Vja 1 — b

das doppelte Zeichen wegen §. 3e, und daher auch

x =: — j a +j\/ a 2 — 4 b;

und dieis ist die gesuchte doppelte Wurzel (§. 66.) der gegebenen
quadratischen Gleichung

x 2 —a x b o.



I. Ist daher a J c=4 b, oder ist a = 2^6, so sind die bei¬

den Wurzeln der Gleichung gleich, und jede =—= — \/&.

Ist a 2 gröfser als l\b , so sind beyde Wurzeln reell, und ist end¬

lich a? kleiner als t\b , so sind beyde Wurzeln imaginär. Ist die

Gröfse (a-— t\b) ein vollkommenes Quadrat, so sind die Wur¬

zeln rational, im entgegengesetzten Falle aber sind sie irrational.

Ex. Ist die Gleichung gegeben

x z -j- x — i = o ,

so hat man a= i und &= — i , also ist auch

* = — T ± iV 5 ’

oder die beyden Wurzeln dieser Gleichung sind:

x = — 7 -j- 7^/5 = o. 6 i 8 o 34 . . •

und x = — 7 — 7 5 = — i.618084 • • •

Eben so wird man finden, dafs

zu der Gleichung die Wurzeln gehören:

x z — 3 3: -f- 2 = o . . . a: = 1 und x = 3

x z -r- 2 x — 3 = 0... x — 3 » x = — 1

x z — 2* -j- 2 = o , , , 1= — 1 1' x =z 1 — — 1 .

II. Auf dieselbe Weise lassen sich auch höhere Gleichungen

der Form

x zm -f- ax m -j- b = o

behandeln, da sie, wenn man x m = u setzt, die Gestalt

u 1 -j- a u -J- b — o

einer quadratischen Gleichung annehmen, für die man, nach

dem Vorhergehenden, hat:

u = — 7 a + hV ^ —• 46 >

m/
also auch , da x = y u ist:

m

x == / — 7 a + 7 V a z — 4 b.

Wäre z. B. die Gleichung gegeben :

x r> — 3 .r 3 -j- 2 = o,

so hätte man für a: 3 = u auch

u 1 — 3 n + 2 = o,

und da von der letzten Gleichung die Wurzeln
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u = l und u = 2

sind, so hat man auch für die Wurzeln der gegebenen Gleichung

x = \/1 und x = y/ 2 ,

oder da jeder der zwey letzten Ausdrücke (nach §. 33, I.) einen

dreyfachen Werth hat, so sind die sechs Wurzeln der gegebenen

Gleichung

x = l und x =: y/ä

-*<-+£:?> =ä ( -+^- 3)

V4

<$. 69. (Eigenschaften der Wurzeln der höherenalgebraischen Gleichungen.) Obschon die Theorie der
algebraischen Gleichungen, mit welcher sich die vorzüglichsten

Geometer beschäftiget haben, bereits sehr ausgebildet ist, so

läfst sie doch noch vieles zu wünschen übrig, und besonders ist

das Fundamentaltheorem, die Bestimmung der Wurzeln einer

jeden Gleichung, welches wir so eben für die quadratischen Glei¬

chungen betrachtet haben, nur noch auf die Gleichungen des drit¬

ten und vierten Grades fortgeführt worden, und selbst hier sind

die Endresultate gewöhnlich sehr complicirt und für die Anwen¬

dung unbequem. Für Gleichungen des fünften und höheren Gra¬

des aber scheint die Auflösung dieser Aufgabe die Kräfte unserer

Analysis ganz zu übersteigen. v

I. Wenn jedoch dieCoefficientenderGröfse x in einer gege¬

benen Gleichung nicht mehr allgemeine Zeichen oder Buchstaben,

die jeden Werth annehmen können, sondern wenn sie gegebene

Zahlen von bestimmtem Werthe sind, wo dann die Gleichung

eine numerische genannt wird, so hat man allerdings mehr als

ein Mittel, die Wurzel einer solchen Gleichung, selbst wenn sie

transcendent ist, zu bestimmen, wie wir bald sehen werden.

Hier wollen wir uns damit begnügen, die vorzüglichsten

jener Sätze, die man über die Relationen der Wurzeln der all¬

gemeinen algebraischen Gleichungen gefunden hat, kurz zusam¬
men zu stellen.
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II. Wenn, wie in §. 66 , die Gröfsen a, ß, y, 5, . . . die

Wurzeln einer Gleichung X=o bezeichnen, so ist, wie a. a.O.

gesagt wurde,

X = o = (x — o) (x — ß)(x — y) (x — 5) . . .

Entwickelt man diese Producte, so hat man z. B. für jede

Gleichung des vierten Grades

X = O = x* _— (a -j- ß -f- y -(- 6 ) x 3

-f- (oc /3 —oc y -}—a; ö -J—/3 y —/3 5 —y 5)

— (aßy -J- a ß & -f- ay5-J-|3y5) x

-j- aßy 5.',

Vergleicht man aber diesen Ausdruck mit der allgemeinen

Form einer Gleichung des vierten Grades, die nach §. 66 . ist:

X = o = A'4 -j- a a ?3 -J- 6 x z -[- c x -{- d ,

so erhält man für die Coeflicienten a , b, c, d folgende Werthe:

a — — (“ -f- ß -f- y + b)

b = -(- (<x/3-|-ay-|-a5-}-ßy-j-/35-py5)

C = — (ix ß y -|- a ß S a y 5 -{- ß y 5)

d = -j- aßyö.

Ganz ähnliche Ausdrücke findet man auch für Gleichungen

des 5 ten , 6 t0 “, . . . Grades u. f., und man hat daraus das Theorem

abgeleitet:

»In jeder Gleichung der Form

X = o = x m -[- a x m— 1 -f- b hx -j- h

»ist der Factor a des zweyten Gliedes gleich der Summe aller

»Wurzeln der Gleichung, diese Wurzeln mit verkehrten Zeichen

»genommen; der Factor b des dritten Gliedes ist die Summe aller

»Paare oder aller Amben der so genommenen Wurzeln; der

»Factor c des vierten Gliedes ist die Summe aller Ternen u. s. f.,

»und der Factor k des letzten Gliedes ist das Product aller dieser

»Wurzeln, dieselben mögen reell oder imaginär seyn.«

III. Wenn in derselben Gleichung X=o für x=-d der

Werth von X positiv, und für x — B negativ wird, so liegt zwi¬

schen den beyden Gröfsen A uud B immer wenigstens eine reelle

Wurzel der Gleichung, vielleicht aber auch 3, 5, 7 , . . . oder

überhaupt eine ungerade Anzahl reeller Wurzeln.

Wird aber für x-=:A sowohl, als auch für x — B der Werth



124
§. ög.

von X in beyden Fällen positiv, oder in beyden Fällen negativ,

so liegt zwischen A und B entweder keine, oder 2, oder ly,

oder überhaupt eine gerade Anzahl reeller Wurzeln.

IV. Jede Gleichung des 3 tcn , 5 ten , 7 ten , . . . und überhaupt

eines ungeraden Grades, hat wenigstens eine reelle Wurzel, und

diese ist positiv, wenn das letzte constante Glied k negativ ist,

und umgekehrt. So kann aber auch 3,5,7 ,... reelle Wur¬

zeln haben. Jede Gleichung eines geraden Gliedes hat aber ent¬

weder keine, oder 2, 4, 6, . . . reelle Wurzeln.

V. Jede Gleichung des 2 ton , 4 ten , 6 ton , und überhaupt eines

geraden Grades , deren letztes constantes Glied k negativ ist, hat

wenigstens zwey reelle Wurzeln, von welchen immer die eine

positiv und die andere negativ ist.

VI. Wenn in der obigen Gleichung X = o das letzte Glied k

negativ ist, und wenn die positiven Glieder, falls solche da sind,

alle unmittelbar auf das erste folgen, so hat die Gleichung immer

eine reelle positive Wurzel. So hat z. B. die Gleichung

-f 7^ — 5 x — 35 = o

die Wurzeln -j- Y5, — \f 5 und — 7.

VII. Die irrationalen Wurzeln jeder Gleichung sind immer

paarweise da, und wenn die eine die Form hat a-\-\fß, so hat

die andere die Form a — Vß-

Dasselbe gilt auch von den imaginären Wurzeln, die eben¬

falls immer paarweise von der Form

a -j- ß\f — 1 und a — ß\^ — 1
Vorkommen.

VIII. Um von einer Gleichung alle ihre positiven Wurzeln

in negative, und alle ihre negativen Wurzeln in positive zu ver¬

wandeln , wird man blofs die Zeichen derjenigen Glieder ändern,

in welchen der Exponent von x ungerade ist.

IX. Sind a, ß, y, . . . die Wurzeln der obigen Gleichung

o = x m ax m ~ l -|- b x m~~2 -(- gx z -|- hx -j- k,

so sind auch die Wurzeln der Gleichung“ ß V

O = X m + j X m ~' 4- '-x m~ 2 -f- . . . -j- -1-+ - ,

und inan nennt die letzte Gleichung die reciproke der ersten, so
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wie auch die Gröfsen die reciproken Gröfsen von
“ ß 1

a, ß, y, . ■ . genannt werden.

X. Um die sämmtlichen Wurzeln einer Gleichung um die

Gröfse A zu vermehren, darf man blofs in dieser Gleichung statt

x die Gröfse x-\-A setzen.

XI. Um iu der gegebenen Gleichung

X = o = x m -f- ax m ~' -j- bx 171—2 -j- . . . -J- h x -(- k

das zweyte Glied ax m~' wr egzubringen, darf man blofs in dieser

Gleichung statt x die Gröfse x -setzen, wodurch dann eine° m

Gleichung der Form entsteht:

o = x m -)- Ax m—* -)- Bx m ~ 3 -f - Hx ~\- K.

In einer solchen Gleichung, der das zweyte Glied fehlt, ist

die Summe aller ihrer positiven Wurzeln gleich der Summe aller

ihrer negativen Wurzeln, wenn diese Wurzeln sämmtlich reell

sind.

Fehlt endlich in einer Gleichung

o = x m -j- ax m " 1 -j- g x" 1 hx

das letzte oder constante Glied k , so ist immer eine ihrer Wur¬

zeln gleich Null.

XII. Wenn kein Glied der Gleichung fehlt, und wenn diese

Gleichung lauter reelle Wurzeln hat, so hat sie auch immer eben

so viel positive Wurzeln, als sie Zeichen Wechsel [-{-oder-j-]

ihrer Glieder hat, und eben so viele negative Wurzeln, als sie

Zeichenfolgen oder-] ihrer Glieder hat.

So hat die Gleichung

x 3 — 8 x* -{- 5 x -(- 1 4 — o

zwey Zeichenwechsel und nur eine Zeichenfolge, also hat sie

auch, da alle ihre Wurzeln reell sind, zwey positive Wurzeln

-)-2 und —J—y, und eine negative Wurzel — i.

Wenn aber einige Glieder der Gleichung fehlen, so kann

man sich dieselben durch Glieder mit dem Coefficienten Null er¬

setzt denken, deren Zeichen sich willkürlich annehmen lassen.

Nimmt man nun diese Zeichen so an, dafs die Anzahl N sämmt-

licher Wechsel ein Kleinstes ist, und nimmt man sie dann auch

so an, dafs die Anzahl JV' sämmtlicher Folgen der Zeichen ein
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nicht gröfser als iV, und die Zahl der negativen Wurzeln nicht

gröfser als N', und zugleich ist die Anzahl der imaginären Wur¬

zeln der Gleichung nicht gröfser als

m — (IV+ IST),

wenn die Gleichnng des m ton Grades ist.

So hat z. B. die Gleichung

x m -J- 1=0

alle ihre Wurzeln imaginär, wenn m gerade, und sie hat nur

eine reelle Wurzel, wenn m ungerade ist.

5- 7 °. (Genäherte Auflösung aller numerischen
Gleichungen-) Wenn eine numerische Gleichung X=o, in
welcher die Coefficienten von x gegebene Zahlen sind (§.69, I.),

zur Auflösung vorgelegt wird, so ist es beinahe immer sehr

leicht, durch blofse Versuche einen ersten, wenn auch nur sehr

wenig genäherten Werth einer ihrer Wurzeln zu finden. So

wird man z. B. nach 69, II. sofort erfahren, dafs eine solche

Wurzel zwischen x = A und x—B fällt, wenn die Summe aller

Glieder derGleichung für x = A positiv, und für xz=B nega¬
tiv ist.

Sey demnach x-=.a. ein solcher genäherter Werth von x,

Substituirt man ihn in der gegebenen Gleichung, so wird er die

gegebene Gröfse X nicht auf Null bringen, da nur der wahre

Werth von x, nämlich nur die eigentliche Wurzel der Gleichung,

also noch nicht der blofs genäherte Werth derselben, die Gröfse

X gleich Null machen kann.

Nehmen wir also an, dafs wir durch diese Substitution von

xasa in der Gleichung, statt X=o, den Ausdruck erhalten

X = to,

wo 10 eine von Null desto weniger verschiedene Gröfse seyn wird,

je näher bereits a dem wahren Werthe von x genommen wor¬
den ist.

Sey eben so a eine von a nur wenig verschiedene Gröfse,

die also ebenfalls als ein zweyter genäherter Werth von x be¬

trachtet werden kann. Substituirt man diesen Werth x — d in

der gegebenen Gleichung, so gehe diese über in

X =;
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Wir haben demnach zweyjfypothesen für den wahren Werth

von x angenommen, nämlich x = a und x — a, und wir haben

auch zugleich die Fehler der Endresultate, oder die Gröfsen cj

und co' erhalten, die aus jenen zweyHypothesen entstanden sind.

Man hat nämlich

Fehler der Hypothese, Fehler des Resultats

in der ersten Voraussetzung» . . a ■— x ci

» » z weyten » . •, » a — x co'.

Je näher aber die beyden aufgestellten Hypothesen der ge¬

suchten Wahrheit liegen, oder je kleiner die beyden Fehler a — x

a — x dieser Hypothesen sind, desto näher wird auch das Ver*

liältnifs derselben, oder desto näher wird die Gröfse

liegen, so dafs man,

rung handelt,

a — x

a — x
der Gröfse

<i)

o’

da es sich hier doch nur um eine erste Nähe-

a — x w

a' — x o>#

setzen kann, woraus sofort folgt:

. . . (I)

aa — au
x == --oder auch

w — u

(a — a) a _ , (a-a)oi’
u — td' o — a

und dieser Ausdruck wird einen anderen Werth von x geben,

welcher der Wahrheit näher liegt, als die beyden vorhergehen¬

den x-=a und x = a, so dafs man daher, mit dieser neuen Hypo¬

these, in Verbindung mit einer der vorhergebenden, dieselbe

jetzt bereits mehr gesicherte Rechnung wiederholen, und so,

durch Fortsetzung der Operation, der gesuchten Wahrheit immer
näher kommen kann.

In der That, um zu zeigen, dafs die Gleichung (I) der

Wahrheit desto näher kömmt, je kleiner die Fehler der beyden

Voraussetzungen sind, so kann man die gegebene Gleichung als

eine Function von x ansehen, die für den gesuchten Werth von x

gleich Null ist, so dafs man daher hat

u — f( x ) — o.

Läfst man in diesem Ausdrucke die Gröfse x in x-\-{a — x),
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das heifst, in a übergehen, so hat man, nach dem Taylor sehen
Lehrsatz ($. 56 .)

, du . (a — x ) 2 d 2 u
u = “ + O-*) • Tx + -777“-^+ • • •’

und eben so erhält man, wenn x in x -{- (a —x) oder in d
übergeht:

u" = u + («'— x) .
d u . (d —■ x ) 2
dx ' 1-2

d z u
d x"- + . . .

Je kleiner aber die Gröfsen (a — x) und (a — x) sind, das
heifst, je näher die beyden Hypothesen x~a und x — a der
Wahrheit liegen, desto mehr wird man auch, in den beyden vor¬
hergehenden Ausdrücken, die zweyten und höheren Potenzen
dieser Gröfsen, gegen die erste, in einer blofsen Annäherung,
weglassen können, so dafs dann jene Ausdrücke sich blofs auf
ihre ersten Glieder, oder da u — u — w und u "—m = co' ist, auf

die beyden einfachen Gleichungen reduziren:
du ,

0} — (a — x) . —— undx ' dx
. , , x du

deren Division die Gleichung (I) wieder gibt.

Ex. Um die Wurzel der Gleichung

X — x 3 — 2 x —j— i = o 4

zu finden, hat man , wenn x = a = o .5 gesetzt wird , _X=o.i 25 ,
und eben so wird x=a = 0.7 geben X = — 0.057. Setzt man
daher a — o .5 und gj = o.i35, so wie 11=0.7 und &>’— — 0.057,
so gibt die Gleichung (II) für einen weiter genäherten Werth

x = a
la —■ u') a
-;- = 0.5CO- CO

-f- 0.137 = 0.637.

Setzt man daher in einer zweyten Berechnung a — 0.637,
so findet man X=co= — o.oi 552 , und da, wegen dem negativen
Werth von co dieses a noch etwas zu grofs ist, so kann man,
a'= 0.620 annehmen, wodurch X= 10= — 0.00176 wird. Die¬
ses zweyte Hypothesenpaar gibt, durch die Gleichung (II) den
neuen genäherten Werth

x = 0.637 — 0.0 »905 = 0.61795.
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Nimmt man in einer dritten Rechnung

a = 0.6180, also auch X = oj = 0.00002903 und
a = 0.61O1, » » X =s 03 =3 ■— o.oooo 5637 ,

so gibt die Gleichung (II)
x = 0.6180 -f- o.oooo34o = o.6i8o34o,

und dieser letzte Werth von x ist noch in der letzten Decimal-

stelle genau, da die wahren Wurzeln der gegebenen Gleichung
sind:

1 oder 1

i(— 1-\-\/' 5 ') » o. 6 i 8 o 34 o
—1 — \/^ 5 ) » —1. 6 i 8 o 34 o.

Dafs sich aber dasselbe Verfahren auch auf transcendente

Gleichungen anvvenden lasse, ist für sich klar. — Zur Übung in
diesen Entwicklungen mögen folgende Beyspiele dienen:

x x — 10 gibt x — a. 5 o 6 i 8 ,
io 1 = x i0 » x = 1.37129,

l\ x 5 X = 20 >> x — 1.52761.

§. 71. (Homogeneität der Glieder einer Gleichung.)
Beschliefsen wir diesen Gegenstand noch mit einer allen gegebe¬
nen Gleichungen zukommenden Bemerkung.

ln jeder Gleichung müssen nämlich, wie es die Natur der
Sache erfordert, die Dimensionen (§. 33 , II.) eines jeden Glie¬
des eben so grofs , als in jedem anderen Gliede seyn.

Demnach kann z. B. die folgende Gleichung

jy 3 — 2 x z -[- 3 x — 7 = o

nicht bestehen, da 3 die Dimension des ersten, 2 die des zwey-
ten, 1 die des dritten und o die Dimension des vierten Gliedes
ist. In derThat wird nach dem, was a. a. O. gesagt ist, jy 3 einen
Körper, x 2 eine Fläche und x eine Linie bezeichnen können,
und es ist unmöglich, dafs dergleichen, ganz heterogene Dinge,
unter sich eine Gleichung bilden.

Wenn daher solche Gleichungen , in welchen die Gleichheit
der Dimensionen für die einzelnen Glieder nicht Statt hat, oder

wenn solche nicht homogene Gleichungen doch öfter Vorkommen,
wie diefs auch in der That der Fall ist, so wird ihnen immer

lattrow’s Anfatigsgr. tl, gosammt. TVTathotn. Q
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die Voraussetzung zu Grunde liegen, dafs man früher irgend

eine Gröfse als die Einheit der Gröfsen ihrer Art angenommen

hat, wodurch dann diese Gröfse, eben weil sie durch die Ein¬

heit vorgestellt wird, aus der Gleichung gleichsam verschwun¬

den oder doch in ihr unsichtbar gemacht worden ist.

Wenn z. B. in der Gleichung

x.y = 12

die Gröfse x sowohl, als y Linien bezeichnet, und wenn man

eine Linie von bestimmter Länge, z B. die Toise, als die Ein¬

heit aller Linien annimmt, so werden dann die Gröfsen x undj'

als blofse Vielfache der Toise , d. h. als blofse Zahlen zu betrach¬

ten seyn, und dann wird die gegebene Gleichung, obschon sie

nicht homogen erscheint, z. B. für ,r = 3 und y = 4 bestehen

können.— Wollte man aber dann , nicht die Toise, sondern den

Fufs, deren 6 auf die Toise geben, zur Einheit des Längen-

mafses annehmen, so würde, für jeden speciellen Fall (wie vor¬

hin für x = 3 und ^ = 4), die Gröfse x sowohl, als y sechsmal

gröfser, als zuvor, werden, oder man würde haben

x = bx und y = by ,

also auch x == ^x » y = ~y,

Substituirt man diese Werthe von x u.näy in der gegebenen

Gleichung, so geht sie in folgende über:

welche Gleichung demnach für denselben speciellen Fall x = 3 ,

y = 4 Toisen, d. h. für a/= 18, ^'=24 Fufs ebenfalls Statt
hat.

Man sieht daraus, dafs, wenn sich die gegebene Gleichung

x. y = 12, die sich auf irgend eine Einheit bezieht, auf eine

andere a Mal gröfsere Einheit beziehen soll, dafs man nur alle

in der Gleichung enthaltenen Buchstaben durch diese Gröfse a

dividiren darf, wodurch zugleich auch die äufsere Homogeneität

der Gleichung hergestellt wird.

So geht die Gleichung xy= 1, wenn in ihr die Gröfse a

als Einheit angenommen wird, in folgende über:

x Y i
—= 1 oder xr =s n 5,a‘
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in. welchem letzten Ausdrucke jedes Glied zwey Dimensionen

hat.

Unter derselben Voraussetzung wird die oben aufgestellte

Gleichung

y z — a -j- 3 x — 7 =3 o

in folgende übergehen:

oder

y* 2 ar 2 . 3 x

a? a l a ^ ’

31 ix- -f- 3 cP x — na} = o,

wo jedes Glied drey Dimensionen hat.

Eben so wird endlich die Gleichung

& x % -f- y 1 = b %

übergehen in
b-x- yi b 5

afi ' a- a- ’

das heifst in die Gleichung

b * x a -{- cpy" = a} b"

yon yier Dimensionen, oder in

£ j_ Z; = ,
a z ^ b~ ’

wo jedes Glied die Dimension Null hat.

I. Dasselbe wird man von denjenigen Gleichungen bemer¬

ken, in welchen mehrere unter sich heterogene Gröfsen Vor¬

kommen. Wenn man z. B. zwischen den Gröfsen k, l,t die

Gleichung hätte:

k — l . f 2 ,

wo k eine Kraft anzeigt, die einen Körper, auf den sie wirkt,

in der Zeit t durch den Weg l bewegen soll, so ist die auf diese

Weise ausgedrückte Gleichung unmöglich, da Kräfte, Wege und

Zeiten unter sich nicht unmittelbar verglichen werden , also auch

keine Gleichung bilden können. Eine solche Gleichung setzt also

eine gewisse Einheit der Kräfte, eine der Wege und eben so eine

Einheit der Zeiten, z. B. eine Secunde voraus. Nennt man aber

z, A und r diejenige Kraft, den Weg und diejenige Zeit, die

9 *
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man früher als Einheit angenommen hat, so wird die gegebene

Gleichung in folgende homoge,ne übergehen:

k _ l
ü ““ X ' T- ’

und da die Gleichung, in der letzten Gestalt, nur mehr die

Verhältnisse jener dreyGröfsen, nicht aber diese Gröfsen selbst,

d. h. da sie nunmehr blofse Zahlen enthält, so ist dadurch ihre

Realität hergestellt.



Dreyzehntes Capitel.
Reihen.

5. 72. (Geometrische Reihen.) Wenn von den Glie¬

dern einer Reihe je zwey nächste immer dasselbe VerhaltniJ's

(§. 37.) haben, so wird die Reihe eine geometrische genannt. Ist

a das erste Glied derselben, und ist b das Verhältnifs je zwey

nächster Glieder, so ist die allgemeine Form der geometrischen

Reihe

a -{- ab -j- ab 2 -j- ab 3 -j- . ...

Diese Reihe ist aber schon oben (§. 23 .) vorgekommen, und

wir haben dort gesehen, dafs sie aus der Division der Gröfse a,

durch (1 — b) entsteht, so dafs man demnach hat

—= a ab ab '1 ab 3 .
1 ■—b

Das allgemeine oder n te Glied U einer solchen Reihe ist

offenbar

V = ab n ~',

da man das erste, zweyte, dritte Glied der Reihe erhält, wenn

man in U die Gröfse n= 1 , 2, 3 , . . . setzt.

1 . Welches ist aber das summatorische Glied S dieser Reihe,

d. h. welches ist diejenige Function von dem Index n der Reihe,

der die Summe der 2, 3 , 4 » • • • ersten Glieder gibt, wenn

man in ihm n — 2, 3 , 4 > • • • setzt.

Setzt man die Rpilie bis zu ihrem rcten Gliede fort, so hat

man

*S = cz Z> —{—a. 5 " —|— <z Z>3 —. . .-f- ab n ~ 3 -)-aö n_2 -j-a

also auch, wenn man alle Glieder dieses Ausdruckes durch b

multiplicirt:

Sb s= ab ab 3 -{- ab 3 . . . -f- ab n ~‘‘ -f- ab n ~' -j - ab n .

Subtrahirt man diese beydcn Ausdrücke von einander, so

heben sich von den zwey Reihen alle Glieder, bis auf das erste
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und letzte, gegenseitig auf, und man erhält

Sb — S = ab n — a,

so dafs man daher für das gesuchte summatorische Glied hat

o a(b n — 1)
“J == -- 5

0 — 1

oder auch, wenn man den vorigen Werth des allgemeinen Glie¬

des in S substituirt:

S =
Ub — a

' b — i '

II. Ist also die Reihe convergent (§. s3, II.), so ist für ein

unendlich grofses n die Gröfse b n oder auch 17 = a b n ~ l unend¬

lich klein, da für eine convergente Reihe b ein eigentlicher Bruch

ist, und dann ist die Summe aller Glieder dieser Reihe, ohne

Ende fortgesetzt:
o a

i —Z.’

oder dann ist das summatorische Glied S gleich dem erzeugenden

Bruch ---, aus dessen Entwickelung durch Division die Reihe

entstanden ist.

Ex. I. Für die Reihe

i —f- — —I-
1 2 1 22 + * + 2+

4 " * *

ist a= i und 6 = also ist auch, für n=io, die Summe der

ersten zehn Glieder:

5 = ^ ^ = >-998o468 7 5.

Die Summe der ganzen Reihe, ohne Ende fortgesetzt, aber ist

c a
S es -- es 2.

Ex. II. Für die Reihe

i — b

I - 2 2* - 2 3 24 - ...

ist a=i und b = — 2 , also auch die Summe der ersten zehn

Glieder

S =
1 — 2 10

■ +2
— 3/p ;

die Summe aller Glieder aber ist unendlich grofs, da diese Reihe

divergirt.
*
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§. 7 3 * (Arithmetische Reihen.) Eine Folge von Grös¬

sen, deren je zwey nächste immer dieselbe Differenz haben, ist

eine arithmetische Reihe der ersten Ordnung. Sind aber in ei¬

ner Reihe erst die Unterschiede dieser Differenzen oder sind erst

die zweiten Differenzen constant, so heilst sie eine arithmeti¬

sche Reihe der zweyten Ordnung, und eben so wird sie der drit¬

ten Ordnung seyn, wenn die Unterschiede der zweyten Differen¬

zen oder wenn erst die dritten Differenzen der Glieder constant

sind , u. s. w.

So ist die arithmetische Reihe

I. . . . i, 3, 3, 4i • • • der ersten Ordnung,

II, . . , i , 3% 3% 4*, ... » zweyten »

III. . . , i , 3 3, 3 3, 4 3) • • • » dritten » u. f.,

weil alle ersten Differenzen von I. gleich i, alle zweyten von II.

gleich 3, und alle dritten Differenzen von UI. gleich 6 sind.

Sey die arithmetische Reihe irgend einer Ordnung

CL -j- b -j- c -j- d -j— 6 . . . ,

so hat man für die Differenz von je zwey nächsten Gliedern

&'— a, c •— b , d — c, e — d, . . .

und davon sind wieder die Differenzen

c — 2 b a, d — 2 c -j- &, e — ad -f c, ■ . .,

und von diesen neuerdings die Differenzen

d — 3 c -j- 3 6 — a, e — 3 d -j- 3 c — b u. s. f.

Nennen wir, der Kürze wegen, die ersten Glieder dieser

Differenzreihen A a, A 3 a, A 3a, . . . so dafs man hat

A a — b — a ,

A-a = c — 2 b —{— n ,

A 3a = d — 3 c —J— 3 ö — a,

A 4a = e — 4 d -j- 6 c -— 4 b -j- a u. f.,

so zeigt schon der Anblick dieser Reihen, dafs die Coefßcienten

der einzelnen Glieder derselben die des Binoms (§. 58, I.) sind,

so dafs man demnach allgemein für die n u Differenz A n a den
Ausdruck hat

.„ , , , n. n — i
A"a = a n b -f- - c 1 . 2.5 d +
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I. Mit Hülfe der letzten Gleichung kann man auch die Glie¬

der b , c , d, . . . der ersten gegebenen Reihe blofs durch das

erste Glied a und durch die auf einander folgenden Differenzen

A a, A’a, A 3<z, . . . ausdrücken. Man erhält nämlich

so dafs man also auch hier für das allgemeine oder für das n t0

Glied U der oben aufgestellten Reihe, nach der Analogie mit dem

Binom, haben wird

II. Sucht man endlich noch auf ähnliche Weise auch die

Summe der ersten Glieder der gegebenen Reihe, so hat man für
die Summe

der 2 ersten Glieder . , . . a-\- b = 2 a-)- Aa,

bar werden, und dafs man daher für die Summe der ersten

n Glieder, d. h. für das summarische Glied. S einer jeden arithme¬

tischen Reihe den Ausdruck haben wird

wo für eine Reihe der i 8ton , z tea , 3 te ", . . . Ordnung die Diffe¬

renz As, A’a, A 3a, . . . constant, und alle folgenden gleich
Null sind.

In den beiden vorhergehenden Ausdrücken von U und S ist

die ganze Theorie der arithmetischen Reihen irgend einer Ord¬

nung enthalten. — Wir wollen uns hier mit der näheren Be¬

trachtung der zwey ersten Ordnungen begnügen.

b a. —|— An,

c = a-f- 2 An-j- A’a,

d=a-j-3Aa-f- 3 A’a -f- A 3a,

e=a-j-4Aa-|- 6 a 2 a -j- 4A 3a -f- A 4a u.

rr , n —1 .U a -j- -Aa -j-
n — i . n ■— 2

A 2 a
1 . 2

2 . n — 3

A 3a +

» 3 » » . a-f-h-j-c — Sa-j-dAa-f-A^,

» 4 » » a-f-6-j-c-j-d=4 £t _j-6Aa-j-4A I a-(-A 3a u. f.,

so dafs also auch hier die Coefficienten des Binoms wieder sicht-

S = na -{- 2 . 3

+ n.n — i .n — 2 ,n — 3
A 3a -j— • • •,

i .2.3.4
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§. 74- (Arithmetische Reihen der ersten Ordnung.)
Für diese Reihen der ersten Ordnung ist, nach dem Vorhergehen¬

den, die erste Differenz A a = d constant, also auch Aa = A 2 a...

gleich Null.

Demnach geben die Ausdrücke für U und S (in 72, II.)

sofort folgende einfache Gleichungen :

U = a + (n — 1 )d und

S = na + 7 n(n — i) d = \n [a -|- (n — 1) rf] ,

wo man, statt der letzten, auch schreiben kann

S = in(a + lf).

Der erste Ausdruck für S zeigt, dafs in diesen Reihen die

Summe je zweyer, vom Anfang und Ende gleich weit entfernten

Glieder, gleich aa-\-(n -—1 )d ist.

Ex. I. In der Reihe der natürlichen Zahlen

1 -}- 2 3 -j- 4 d" • • *

ist a = d= 1, also auch das allgemeine Glied

U — n,

und das summatorische Glied, oder die Summe der n ersten

Glieder

S =3 7 w(ra-(- *)•

So ist z. B, die Summe der ersten Million Glieder dieser

Reihe, da 71=1000000 ist, gleich

S = 5 ooooo 5 ooooo.

Ex. II. Ebenso hat man für die Reihe der ungeraden Zahlen

1 -j~ 3 -]- 5 -J~ 7 9 d~ • • *

a= 1 und d = 2, also auch

U = 2 n — i und S = n 2 ,

also auch die Summe der ersten 1000 Glieder

S = iooo z = 1000000.

Ex. 111 . Endlich gibt die Reihe

1 “J— 1*1 -j- 1.2 —j— 1*3 —|— 1*4 -+- * * •

a = 1 uno d = o, 1, also auch

U = — (n 4 - o) und iS = — (n + iq)10 1 7/ 20 1
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so dafsman für die Summe der ersten 1000 Glieder dieser Ileihe

hat

S = 5o()5o.

§. 7 5 . (Arithmetische Reihen der zweyten Ord¬
nung.) Für solche Reihen ist A 3a = A4a .. . gleich Null, also
hat man (nach 72.) für das allgemeine Glied

U — a (n — i)Aa + j(n — i)(n— 2) A*a ,
und eben so für das summatorische Glied dieser Reihen

S — na -j- — i)Aa -|- {n(n — 1 ) (n — 2)A , a.

Ex. Die Reihen der sogenannten Polygonalzahlen sind:

Zahlen des Dreyecks . . . 1 —{—3 —{— 6 —J-. 10 —1 5 —(—21 —{—...

» » Vierecks . . . r -{- 4 -|- 9 —{—16 —f—2 5 —J—36 -

» » Fünfecks . . . 1 —J—5 —j—12 —J—22 —J—35 —(—5 1 —|—...

» » Sechsecks . . . » —6 —i 5 —28 —]—45 —[—66 —..

Für die Dreyeckszahlen ist demnach a=s 1, Aa = 2 und

A ”-a = 1 , also auch

U = }n (n 1) und S — £ n (n -|-j) (re -f 2) ,

und eben so hat man für die Viereckzahlen

U — n 2 und S = u. f.

§. 76. (Reversion der Reihen.) Oft wird eine Gröfse

y durch irgend eine andere x mittelst einer Reihe der Form

y = ax -j - hx "1 -{- cx 3 -j- dx* - f- . . .

gegeben, und man sucht umgekehrt die Gröfse x durch eine ähn¬

liche , nach den Potenzen von y fortschreitende Reihe auszu¬

drücken. — Nehmen wir an, die gesuchte Reihe sey von der
Gestalt

x = ay -f- ßy 2 -f yj 3 + 5j 4 -j- . . .,

so dafs also die unbekannten Gröfsen d, ß, y, . . . durch die

bekannten a, b, c, . . , zu bestimmen sind.

Zu diesem Zwecke entwickeln wir zuerst die Potenzen von

a: 2 , x 3, x 4 , . . . indem wir die zweyte unserer Reihen wieder¬

holt mit ihr selbst multipliciren. Dadurch erhält man

® = «JT + ßj 1 + 7J 3 + + • • .

x z = a-ty z -|- 2 aßy 3 -|- (2 ay -)- ß 1)y*

x s = a 3y 3 -f- 3a 2 /3 y* -J- . . .

# 4 = a 4^ 4 --J- . . ,
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Substituirt man dann diese Werllie Ton x , x-, x 3, . . . in

der ersten gegebenen Reihe, so erhält man

o = (aa- i)/
+ (ßa + “^Xr*
-f- (ya-\- 2 aßb-{- ol3 c)j 3

-J- (5a-|~( 2 a y4"ß 2)^ -j- 3 a 1 ßc cl* d)y* 4“ • • • i

und da diese Reihe für alle Werthe von j gleich Null seyn soll,

so hat man (§. 34, 111.) die Bedingungsgleichungen

O z= aa — l ,

o = ß a 4* “ 2 b i

o = y a 4- z aß b 4- a 3 c u, f.,

aus welchen man also die Werthe der gesuchten Gröfsen a, ß,

. . bestimmen wird. Man findet nämlich a =— oder*■ a

a . a = i,

ß . a 3 = — b,

y . a s = 2 b 2 — ac,

5 . a 7 = 5 ab c — a. r d — 5 b 3,

e . a° = 14 b* — 21 a b 3 c 4* 6 a l bd 4~ 3 a 2 c 2 — a 3a u. f.

Ex. Wir haben oben (§. 60 .) den Ausdruck erhalten

y = Log (1 4- X) = m(x — x— 4- Y — • • ,)*

Sucht man daraus die Gröfse x durch y zu bestimmen, und

nimmt man , wie zuvor, an

« = “j + ßy + 7 x3 + • • •>

so hat man a = m, also auch a = —,m

b __ _ m # ß = —2 ’ 2 mr
nt 1

C = ¥ , »
»

^ 2 .6

& = • u. f. ,
4 * 2 .3 . 4

dafs man demnach erhält

==-«<■+•>+ h

, 1 /T^s; fi-4-r)\3
r ..*.3V « / +> "

Da aber Log(i 4 -#^ = j ist,
SO ist auch 1x *= a? , und
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daher die letzte Reihe

übereinstimmend mit der Reihe (D) des (J. 61 .

§. 77. (Entwickelung der Functionen in Reihen
durch die Methode der unbestimmten Coefficienten.)
Dasselbe Verfahren des 7 (1. läfst sich auch auf die Entwicke¬

lung gegebener Functionen in Reihen anwenden.

Sey z. R. das ohne Ende fortgehende Polynom

a -]- b x -f- c x z 4 - dx 3 -f- . . .

gegeben, und die n te Potenz desselben durch eine, nach denPo-

tenzen von x fortgehende Reihe darzustellen, oder sey

y = (a -{- bx -j- cx 2 -j- . . .)"

in eine Reihe der Form

y = a . -j- ß x -f- y x z -f- 6 X’3 -j- . . >

zu entwickeln, also die Gröfsen a, ß, y, . . . durch die be¬

kannten a, b, c, zu bestimmen.

Nimmt man von dem ersten Ausdrucke die logarithmischen

DifFerentialien (nach §. 5z.), so hat man

dy n (b -f- <2c x -}- 3 d x- -j- . . .) d x

y a -J- b x -j- c x~ -j- ■ - .

Eben so hat man, wenn man auch den zweyten Ausdruck

von y differentiirt:

—- z= ß -4- üyx-{- 3bx 2 -f-...d x
cl y •

1 Setzt man beyde Ausdrücke von -j- einander gleich, so er¬
hält man

n (b 3 c x + 3 d x 2 -J- . . .) (a -j- ß x -J- y x l -|- . . .)

— (a b x cx 2 J) (ß 2 y x -\- 3 b x 2 — o.

Führt man aber diese zweyMultiplicationen aus, und ordnet

das Product nach den Potenzen von x, so erhält man

o = (aß — nba)

+ (say 4 - bß — nbß — 2 nca)x
4- (3aS4“ 2 ^J'“h c ß — nby — 2^1 cß — 3 n d «) x ! 4* • •1
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und wenn man auch hier wieder, nach §. 34, III., den Factor
einer jeden Potenz \'on x für sich gleich Null setzt, so erhält
man

a ß = n . ba,
2 cl y = (n— i ) b ß —j— sn . c a ,
3 a 5 = (77—2) & y -j- (277—1) cß -j- 3 n . da,

/,a£ = (77— 3)65 (2n— 2 )cy + (3n—i)dß 4 4 ra . e a,
5 a 2 = (/i— 4 )&e + (2ra— 3 ) c 5 + ( 3 ti—2 )dy -f- ( 4 ?i—i)eß

5n .fa,
6 ay — (77— 5)52 4 (277— 4 ) ce 4 * (3n— 3 ) d 6 4- (477—2)07

4 - (5n— i)fß
4 - 671 . ga,

u. s. w.,

wovon das Gesetz des Fortganges deutlich ist. Dabey bleibt die
erste Gröfse a unbestimmt. Es ist aber a = a n , wie man findet,
wenn man in dem ersten Ausdrucke für ,7 die Gröfse x=o setzt.

Ist c = d = e ... gleich Null, so erhält man y = (a 4 b x) n ,
übereinstimmend mit 58.

Für das Trinom

jr = (1 4 - 4 - Bx'i ) n =.a-\-ßx-\-yx' i 4 * • * •
endlich erhält man, wenn man in dem Vorhergehenden a=i,
b=A, c — B und d = e =/... gleich Null setzt, zur Bestim¬
mung der Factoren a, ß, y, . . . die Ausdrücke

a = 1 ,

ß = 7lA,

2 y = (n — l)Aß 4 " 2 77 13 ,

35 = (n — 2 )Ay 4* ( 2n —i)23ß,

4e = ( 77 —3)^5 4" ( 2 77— 2 )fiy,
52 = (77 — 4)^e -j- (277 — 3) B 5 u. f.

§. 78. (Interpolation der Reihen.) Wenn man das
allgemeine Glied U einer Reihe kennt, das immer eine Func¬
tion des Index n (§. 72 , I.) der Reihe ist, so erhält man daraus
das i ste , 2 te , 3 to , . . . Glied der Reihe, wenn man in U diese
Gröfse ?i gleich 1 , 2, 3, . . . setzt, So war oben ($. 74 ) für
die Dreyeckzahlen

1 4* 3 4" fi 4 ^ 4 ^
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das allgemeine Glied

§. 78 .

l/ = in(n-fi),
also ist auch, wenn man z. B. re= 100 setzt, das hundertste Glied
dieser Reihe

5 o (101) = So 5 o.
Allein nichts hindert uns, für diesen Index nicht blofs ganze,

positive oder negative Zahlen, sondern auch Brüche zu setzen,
wo man dann diejenigen Glieder erhalten wird, die zwischen die
Glieder der gegebenen Reihe fallen. Man nennt diese neuen
Glieder die eingeschalteten oder interpolirten Gröfsen.

So gibt unser Beyspiel, wenn man zwischen je zwey Glie¬
der der Reihe ein mittenliegendes einschalten will,

für n = i- . . . V = ~,
5 3_5
a * * * 8 f
Z 6 3 „ f

so dafs daher die so interpolirte Reihe der Dreyeckzahlen seyn
wird

8 I 'S I »4 I 3 3 I «8 I 6 3 I 8o Ir — s r s e n r • • •>
und auch diefs ist eine arithmetische Reihe der zweyten Ord¬
nung , da ihre zweyten Differenzen constant und gleich j sind.

Da es aber sehr viele Reihen gibt, die, ohne eben zu den
arithmetischen zu gehören, wenn auch nicht auf genau constante,
doch auf nahe beständige höhere Differenzen führen , so läfst
sich dieses Verfahren oft mit Vortheil auch auf solche Reihen
anwenden, ohne dafs man ihr allgemeines Glied zu kennen braucht.

Betrachtet man nämlich eine solche Reihe, deren Differen¬
zen einmal nahe constant werden, als eine arithmetische Reihe
höherer Ordnung, so erhält man für das allgemeine Glied der¬
selben (nach (J. 73 , I.) :

17 = a + (n-OAu + ■<"- 0 A « fl

- 2) (n — 3 )

ci -J-* — 1) A d —|—

+
1 . 2

(n — 1) (n -
• A 3a -j-

wo a das erste, dem Index i entsprechende Glied, vpid wo die
übrigen auf einander folgenden Glieder sind

1 a 3 4
cl b •■■J-c cl * » * j
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. Differenzen (nach $. 73.)

§. 78 .

so dafs man für die 2 te », S 10”, .

hat

Ad = b ■— a,

tf-a = c — 2 b -f- a ,
A 3a = d — 3 c —]— 3 6 — a,
A 4a = e — 4 <Z + 6 c •—• 4 b a u. f.

Ex. Um die Anwendung dieses Verfahrens durch ein Bey-

spiel deutlich zu machen, wollen wir annehmen, man hätte be¬

reits (nach §.'64.) die Logarithmen von den fünf folgenden Zah¬

len auf 6 Decimalstellen genau gefunden, und "wollte nun die

dazwischen liegenden Logarithmen der ganzen Zahlen durch In¬

terpolation bis auf 5 Decimalstellen genau bestimmen.

Index. Zahl. Logarithmus.
1 1000 3.000000 = a ,

2 1010 3 .oo 432 i = b,
3 1020 3.008600 = c,
4 io 3 o 3.012837 = d ,
5

1040 3.017033 = e.

Von diesen Lo garithmen sind die Differenzen

Aci == 0.004321,

A 2 a = — 0.000042.

Ferner ist A 3a schon sehr nahe gleich Null, und überdiefs

a = 3.

Es ist demnach das n te Glied dieser Beihe

U =a 3.000000 -j- o.oo 432 i(n — 1)

— 0.000021(71 — 1) (71 — 2).
Mit diesem Ausdrucke von U erhält man für

n= i.3 Ti = 1.4

3.000000 3.000000
1296 1728

n= 1.1

3.000000

432
4

3 .ooo 43

71 = 1.2

3.000000

864

_ 4

3.00087
3 ,ooi 3 o

3.00173

so dafs man daher für die ersten der gesuchten Einschaltungen
erhält

Log 1001 = 3 .ooo 43 ,

Log 1002 = 3.00087,

Log ioo 3 = 3 .ooi 3 o,
Log 1004 = 3.00173 j
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übereinstimmend mit den gewöhnlichen Tafeln unserer Logarith¬

men. Übrigens wird in diesen, wie in allen ähnlichen Fällen,

wo dieselben Rechnungen öfter wiederholt werden sollen, eine

geringe Aufmerksamkeit schon hinreichen, mehrere Vortheile und

Abkürzungen an die Hand zu geben , die keiner besonderen Er¬

läuterung bedürfen, und daher besser der Umsicht und Selbster¬

fahrung des Rechners überlassen bleiben. So wird es z. E. hier

bequemer, und doch gleich sicher seyn, nicht immer von dem

ersten Gliede a , sondern für jedes neue Zwischenglied, das z. B.

zwischen b und c fällt, von dem ihm zunächst vorstehenden

Gliede b auszugehen, und dieses Zwischenglied durch eine ein¬

fache Proportion aus b und c abzuleiten. Dabey wird allerdings

nur auf die erste Differenz Aa Rücksicht genommen, und die

zweyte A-a vorläufig gleich Null gesetzt. Allein man sieht, dafs

die aus dieser vorläufigen Annahme entspringende Correction, so

lange man immer nur von einem gegebenen Gliede b zu dem

nächstfolgenden c, oder von c zu d übergeht, eine constante

Gröfse, und zwar in unserem Falle gleich -|- 0.000004 ist, daher

man nur diese Constante zu dem aus der erwähnten Proportion

erhaltenen Resultate für alle zwischen a und e enthaltenen Zah¬

len wieder hinzusetzen wird.

Sucht man z. B. den Logarithmus von ioi 5 , so hat man, da
c — b = 0.004279 ist, die Proportion

io : 0.00427g = 5 : x oder x = 0.002140,

also auch

Log 1010 — 3 .oo 432 i

Proportionaltheil 2140

Constante ... 4

Logioi 5 = 3.00647,

Log io 3 o

und eben so

Log 1020 e= 3.008600

2118

4

Log 1025 = 3.01072,

= 3.012837

2098

4

Log io 35 = 3.01494,

und alle diese Logarithmen sind, der aufgestellten Forderung ge-

mafs, in der fünften Deciuulslelle noch richtig.
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