
Ueber Schwankungen der Drehungsachse der Erde
im Inneren des Lrdkörpers.

^aß die Achse der täglicheil Umdrehung der Erde im Weltenraume ihre Richtung

periodisch verändert, ist eine Thatsache, deren Folgen in der sogenannten Präzession der Fixsterne

schon den Astronomen des Altertums trotz der UnVollkommenheit ihrer Beobachtungen bemerkbar

wurden. In der Neuzeit ist durch die Vervollkommnung der Beobachtungsmethoden wie durch

theoretische Untersuchungeil zur Evidenz erwiesen worden, daß der Grund dieser Erscheinung in

der ans die Erdmasse ausgeübten Anziehung des Mondes und der Sonne zu suchen ist, wenn auch

leider noch nicht über manches, was mit der Sache zusammenhängt, völlige Klarheit zu herrschen

scheint. Ob die Drehungsachse, statt mit dem Erdkerne fest verbunden zu sein, auch im Inneren

desselben von den Einwirkungen fremder Weltkörper unabhängige Schwankungen erleide, was ans

den Lehreil der Physik, da die Erde keinen völlig festen Körper bildet, mit Notwendigkeit hervor¬

zugehen scheint, ist eine Frage, welche die Astronomie lange Zeit aus Mangel an zuverlässigen

Beobachtungen nicht zu entscheiden vermochte. Erst die allerneneste Zeit hat hierüber einige Auf¬

klärung gebracht und damit der physischeil Astronomie die neue Aufgabe gestellt, den Einfluß

der Attraetion von Sonne und Mond auf die Lage der Drehungsachse der Erde auch für den

Fall in Betracht zu ziehen, wenn dieselbe gemäß den eigentümlichen Bewegungen der Erdmasse

oder einzelner ihrer Teile mit keiner der sogenannten freien oder Prineipal-Achsen des Erdkörpers

zusammenfällt. Möge der im Folgenden enthaltene Versuch, der Lösung dieser Aufgabe näher zu

treten, eine günstige Aufnahme findeil; — hoffentlich verzeiht es der sachkundige Leser, wenn, lim

den Zusammenhang der Darstellung zu wahren, auch manches bekannte hier wieder vorgebracht

werden mußte.

Mail denke sich durch den Schwerpunkt tl des Erdkörpers, welcher vorläufig als eine

vollkommen starre Masse betrachtet 'werden soll, als Anfang ein festes^) rechtwinkliges Koordinaten¬

system gelegt. Die Ekliptik einer bestimmten Epoche, für welche die Zeit k — 0 sei, stelle die

Ebene der sx , 7) dar; der Positive Zweig der x-Achse sei nach dem Frühlingspunkte dieser Epoche,

d. h. nach dem absteigenden Knoten des Äquators gerichtet, lind der Positive Zweig der z'-Achse

habe eine solche Lage, daß die Bewegung der Erde um die Sonne im Sinne der Drehung von

(P-Ex) nach (P-Ez') erfolge; der Positive Zweig der ?.-Achse sei der nördlichen Seite des

5) Unter einem „festen" Systeme ist hier ein solches zn verstehen, in welchem jede Achse bei der Bewegung
von 0 dieselbe Richtung behält oder sich parallel bleibt.
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Weltenranmes zugewandt. Die Bewegung der Erde um ihren eigenen Schwerpunkt wird alsdann

nach den Principien der Mechanik durch folgende Gleichungen bestimmt:

^ ^ ^ ^ ^

^ ^ ^ « (xst - 7X) 6m ^ Nst

wo 6 m ein Partikelchen der Erdmasse, x, 7, 7, die Coordinaten seines Schwerpunktes, und X, X,

/ die den bezüglichen Coordinateuachsen parallel gerichteten Composanten der auf letzteren wirkenden

beschleunigenden Kräfte bezeichnen mögen; die dnrch 8 angedeutete Summation erstrecke sich auf

die ganze Erdmasse. Erleidet das Massenteilchen <tm von einem zweiten gleichfalls dem Erdkörper

angehörigen Partikelchen 6m^ dnrch Anziehung oder Abstoßung eine Einwirkung, deren Intensität

durch st 6m.6m, bezeichnet werden mag, so übt nach einein physikalischen Grundsatze 6m auf 6m,

nach der entgegengesetzten Richtung Hill eine ebenso große Gegenwirkung aus. Die der ersteren

entsprechende beschleunigende Kraft ist also, wenn Anziehung stattfindet, gleich st6m, mit den

Composanten: ^ stäm,, ^ IM,»., ^ ^ stäni,. wo s die Maßzahl der Entfernuilg

der Schwerpuilkte beider Masseilteilchen voil einander, x,, die Coordinaten des Schwer¬

punktes von 6m, bezeichneil; die von letzterer auf 6m, ausgeübte Beschleunigung hat die Com¬

posanten ^ ^ st6m, ^ ^ stäm, ^ ^--^-stäm. Findet Abstoßnng statt, so erhalteil sämt¬

liche Werte der Composanten die entgegengesetzten Vorzeichen. Für diese beiden Massenteile

allein beträgt also der Wert von M:

-st st6m^. 6i n^ ^ ^ ^ ^ ^ st^ ^ st — /st —st -z-st^ — 0.

In den Allsdrücken N', N", Ast" heben sich also die der gegenseitigen Einwirkung von Teilen

der Erdmasse entsprechenden Addenden und Subtrahenden auf, und es sind in ihnen nur die¬

jenigen Glieder in Betracht zu ziehen, welche von der Anziehung des Mondes und der Sonne

auf Teile der Erdmasse abhängen, da die Einwirkung der übrigen Weltkörper auf die Drehung

der Erde sehr unbedeutend ist, sodaß ihre Folgeil bisher nur indirekt durch die Veränderungen

der Bahnelemente der Erde und des Mondes haben nachgewiesen werden können.

Durch Integration werden aus den Gleichungen t die folgenden abgeleitet:

II. 8 ^ ^ - 2 6m est st- / Ast 6t;

8 ^2 -^ x ^ > 6m — est -st st" Ast'6t;

^ sttt" ^ ^ chsi) ^ ^ ^

wo est, est, est" drei von t unabhängige Constanten bezeichneil, deren Werte aus der Lage der

bewegten Massenteile zur Zeit t — 0 abzuleiten sind. Bei dieser Integration diene als Zeit¬

einheit nach astronomischem Branche der mittlere Sonneiltag.
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Nimmt man nun die freien oder Prineipal-Achsen des starren Erdkörpers als Achsen eines

zweiten (mit der Erde demnach fest verbundenen) Coordinatensystemes der lx', 7', x') an, dessen

Anfang gleichfalls in 0 liege, so ergeben die Beobachtungen, daß nach den Gesetzen der Mechanik

die eine dieser Achsen nahezu mit der Drehungsachse der Erde zusammenfallen muß. Dies sei die

Achse der x'; ihr positiver Zweig bilde zur Zeit t mit dem positiven Zweige der x-Achse einen

spitzen Winkel, Die positiven Zweige der beiden anderen Achsen mögen zu einander eine solche

Lage haben, daß die Drehung von (-ff 0x') nach (ff-0v') im Sinne der täglichen Rotation der

Erde, also, wie die Beobachtung lehrt, auch in der Richtung der Bewegung der Erde um die

Sonne erfolge. Sind im neuen Systeme x', 7', x' die Schwerpnnktscoordinaten des Massen¬

teilchens clm, so hat man mit Benutzung folgender Abkürzungen:

eos xdx' — s, coi> z?Ox' — ff, eos xl)x' — ff',

eos xt)/ — b, eos 70v' — b', eos — b",

«zos xdx' — e, cos 7 (Ix' — ff, eos xdx' — e",

wo die linker Hand auftretenden Winkel, welche sämtlich concav anzunehmen sind, von den positiven

Zweigen der betreffenden Coordinatenachsen gebildet werden sollen, folgende Gleichungen:

III. x' — ax -ff ff 7 -ff ff'x; X — ax' -ff b/ -ff ex';

7' — b x -ff b '7 -ff ff'x; 7 — ffx' -ff b '7' -ff e'x';

x' — ex -ff ff 7 -ff ff'x: x — a"x' -ff ff'7' -ff e"x',

mit welchen die folgenden ans der analytischen Geometrie bekannten Gleichungen zu verbinden sind:

IV. a' -ff ff' -ff ff'' — I; a ^ -ff b ^ -ff — 1;,2 > > i„//2 1 l 1

b-ffb -ffb — 1; a -ff b' -ff e — ff2 , ,2 , „2 ^ ^,x/2 > i^xx2 1 „2
e-ffe -ffe — 1; a ffb -ffe — ff

ab -ff ffb' -ff ff'b" — 0; äff -ff bb' -ff eo' — 9;

ae -ff ffe' -ff a"e" — 9; aa" -ff bb" -ff 00" — 9;

bo -ff b'e' -ff b"e" — 0; a'a" -ff b'b" -ff e'e" — 0;

Durch Vergleichung der aus III sich ergebenden doppelten Werte von x', 7', x' erhält man, wenn

IV — a (b'e" — b"o') -ff ff (b"e — be") -ff ff' (de' — b'e) gesetzt wird, da alsdann

IV x' — (b'e" —b"e') x -ff (b"e - bo") 7 -ff (be' - b'e) x,

IV 7' — (ff'e' — ffe") x -ff (ao" — a"e) 7 -ff (ffe — ae') x,

IV x' — (a'b" — ff'b') x -ff (a"b — ab") 7 -ff (erb' — ffb) x ist,

die folgenden wichtigen Gleichungen:

V. aIV — (b'e" — b"e'); a'IV — (b"e — be"); ff'IV — (be' — b'e);

bIV — (a"e' — ffe"); b'IV — (ae" — ff'e); b"IV — (ffe -- ae');

eIV — (a'b" — ff'b'); e'IV — (a"k — ab"); ff'IV — (ab' - ffb).

Demnach ist nach IV:

IV" — (b'e" — b"e') ^ -ff (b"e — be") ^ -ff (be' — b'e) ^

^ b' (e'° -ff e"') ff- b'' (e' ff- e"') ff- b"' (0' ff- ff') - 2 (b'e". b"ff ff- b"e. be" -ff be'. b'e)

— b' ff- ^ 2 b'e". b"ff— 2 b"e . be"— 2 be'. b'e

— 1 — (be -ff b'e' -ff b"e") ^ — 1, also IV — (rb 1).

Das Vorzeichen von IV richtet sich nach der Lage der positiven Zweige der Achsen der x', 7', x'

zur Zeit k; haben alsdann z. B. a und b' gleiche, ff und b ungleiche Vorzeichen, und ist ff'

ein spitzer Winkel, so ist IV — 1.



Setzt man die aus III abgeleiteten Werte von x, z-, >v >>ie Gleichungen II

ein (wobei zu beachten, daß wegen der angenommenen Starrheit des Erdkörpers - —^ — 9 iß),

so erhält beispielsweise die erste von diesen die Form:

, , , , 6a" , ,6b" , , 6e"> ,

(to st-, / iß ctt — 8 (a x -st b ^ -st c x ). (x -st x ^ -st x ---^ 6nr

^ ^ ,, , . , 6a' , 61/ , , 6e' V ,
8 (ax -stbz' -stex ). (x -stx -st- x ) 6m

/ , ctg" „ 6a' V ^ ,L . . /., 6b" „ cibst z . / , 6e" „ 6v' V ^ , s ,

da die Achsen der x', st, x' die Prineipatachseil des Erdkorpers darstellen, so daß 8xststcim —

8x'x'6m — 8z^'x'6m — 9 ist, und in der letzten Gleichung die diese Faetoren enthaltenden

Produete verschwindein Bestimmt man ans den Gleichungen V unter Einführung der Eulerschen

Hilfsgrößen:

cid , ,6b', „ctb'st /, 6e , ., 6v' . , „6o"

„6v "V / 6a , ,6a' , „ 6a'

^ cht / ^ ^ Xcht ^ 61 ^ ° cht

cht 6t

6o
-st a'

60'

cht cht

6a
st- b'

6 a'

cht cht

/, 6a , ,, 6a' , , „6a"V / 6b , ,6b' „6b"st

die Werte von ^ , so ergiebt sich bei Anwendung der Gleichungen l V, daß

X a

6t 6t 6t

/,6a" „6a'x , st 6o' , ,6b ., 6o 6b'stI" « " ° ^° st« n- - >- ^ - °«)
„/, „6e , 6b" , 6e" „6b>

/ 'I, > 6e , ,,, , „ „ 6b . , / ,6e' , „6o"V / ,6b' , „6b"st

-od -r» bj^^o- — ds. z ^ „ stz H n» « )

V 6t 6t ^ 6t/ V 6t ^ 6t ^ 6t/

^ fb g -f- er) ist. Ans dieselbe Weise findet man :

/,6b" ,„6bst .^/,6o" „6o'X . , , ,

"^cht X ^ - e ^ (ap-st b g).

Die erste der Gleichungen It kann demnach auch die Form erhalten:

X da' -st X st A'6t — (bg -st er) 8 x' ^ 6m -st (ap -st er) 8 st ^ 6 m -st (ap -st bg) 8 x'' 6m

— ap 8 tst" st- ?ö^) 6m st- bg 8 (x'" -st x' sts 6m -st er (8 x'^ st- 6m.

Führt man für die Trägheitsmomente des Erdkorpers ihre gewöhnlichen Bezeichnungen
ein, indem man

8 (x'" st- X ") 6m — (st 8 fx" st-?.'') 6m — Ist 8 (st'"-st x'stäm — X

setzt, so lautet jene Gleichung:

V II. iVpa-st Zgb-st dre — X do'st-X^/N'6t. Ans ähnliche Weise leitet man die

Gleichungen ab:

Xpa' -st IZgb' ß- 0re' — X 0o" -st X / N" 6t;

Xpa" st- IZgb" -st 0r<z" ^ X Lo'" st- X XI'" 6t.



Aus astronomischen Rechnungen und Beobachtungen geht ferner hervor, daß eines der drei

Trägheitsmomente der Erde, nämlich 0, größer als jedes der beiden anderen ist, was auch mit

geodätischen Messungen übereinstimmt, nach welchen die Gestalt der Erde annähernd richtig als

eil, Rotations-Ellipsoid betrachtet werden kam,. Die Trägheitsmomente X und H werden ge¬

wöhnlich einander gleich angenommen, was bei den in Wirklichkeit auf der Erde stattfindenden

Massenverschiebungen nicht zutreffend ist. Wählt man die x'-Achse so, daß ihr das kleinste Träg¬

heitsmoment entspricht, so ist also X II; aller Wahrscheinlichkeit nach ist der Wert der lins

unbekannten positiven Größe (8 — X) nur klein.

Differenziert man die drei Gleichungen Vit und addiert sie darauf, nachdem man die erste

mit a, die zweite mit X, die dritte mit a" mnltiplieiert hat, so erhält man die neue Gleichung:

X — örg -ff drg — aX 8 (z^ / — 7 X) äm ff- XX 8 ffX — x /ff ctm ff- a" X 8 (xX — 5 X) äm.

Die Resultierende aller ans den Schwerpunkt von äm wirkenden beschleunigenden Kräfte,

welche auf die drehende Bewegung der Erde Einfluß haben, sei nun — X, so sind ihre Composanten

in den beiden angenommenen Coordinatensystemen:

X — Xcos».; X — XcosjZ; / — Xcos-s, und

X' — X eo8-X; X' — X cos ff; — X cos 7',

wo «, ff 7, X, ff^ .f' die eoneaven Richtungswinkel der Resultierenden X gegen die positiven

Zweige der betreffenden Achsen bezeichnen. Da bekanntlich

cosX — a cos« ff- X cos jl ff- a" es» 7,

cos ff — deos?. ff- d'cosjZ ff- d"eos7,

0037' — eoos« ff- o'cosjZ ff- e"cos7 ist, so ergiebt sich nach leichter Rechnung

mit Berücksichtigung der Gleichungen V:

a X 8 (v ^ ^ 7 X) äm ff- XX 8 (7, X — x /) äm ff- a" X 8 (xX — X) äm

— aX 8 ffXx' ff- dff' -ff e'/.') cos 7 — (a"x' ff- d"ff ff- e'X') cos ffs X äm

ff- X X 8 s(a"x' ff- d"ff ff- c"X) cos « — ff, x' ff- dff -ff c 7') cos 7) X äm

ff- a" X 8 siax' ff- d z-' -ff e X) cos jZ — ffXx ff- d'.v' ff- XX) cos X äm

— 8 sX lad' — Xb) ffco «7 ff- X ff"d — ad") ff cosß ff- X (Xd" — a"d') v' cos «j X äm

ff- 8 sX (ae — a'c) X cos7 ff- X (a"c — a o") 7' eos^ ff- X (a'c" — a"c') 7 cos cff X äm

— 8 sv' (e"eos7 ff- e' cosjl ff- ceos«) — 7' (d"eoZ7 ff- d' eosjZ ff- deoss.)) Xäm — 8 sff X') äm.

Demnach ist

Vl >I. X ff- (0 — II) rg — 8 (ff^' — XX') äm, und ebenso findet man

II ^ - (0 — X) rp — 8 (XX' — x'X) äm,

0 ^ -ff (II - X) M ^ 8 (x'X' - ffX') äm.

lvelche von Enler zuerst entwickelten Gleichungen der folgenden Betrachtung zunächst zu Grunde

liegen.



Untersucht man nur die dreheude Bewegung, welche dem Erdkörper au und für sich ohne

die Einwirkung anderer Weltkörper eigentümlich ist, so hat man in den Gleichungen VII die

Jntegrale , / Vl'ät, ./'N"clt, ^/N"'clt außer Acht zu lassen, also die rechte Seite einer jeden der

Gleichungen VIII — 0 zu setzen. Aus letzteren ergiebt sich alsdann, wenn man die erste mit p,

die zweite mit g, die dritte mit r mnltiplieiert, darauf alle drei addiert und integriert, die neue

Gleichung -

IX. -j--s-d r" — b, ^ v von der Zeit t unabhängige Größe bezeichnet.

Mnltiplieiert man dagegen die erste mit Vp, die zweite mit 11g, die dritte mit dr und verfährt

wie vorhin, so ist

X. p' -j- U - g ^ -j- (Ur ^ — Ic wo Ic gleichfalls eine von t unabhängige Größe bedeutet,

welche wir positiv annehmen. Aus beiden Gleichungen erhält man durch Elimination von r^

die folgende: (d ^ X) p' -s- II (d — L) g- -rr (d Ir — IcJ, woraus folgt, daß ^ >o j- ^ ^

— lt, b ^ ^ ^ Constaute bezeichnet.

Aus sehr sorgfältigen, auf zahlreiche vortreffliche Beobachtungen gestützten Berechnungen

ergab sich um die Mitte des vorigen Jahrhunderts, daß damals, abgesehen von den Einwirkungen
6 4

außerirdischer Körper, die Größe war, während man für die Summe der

beiden positiven unbenannten Brüche 4 und ^ ^—annähernd den Wert 0,09651 erhielt,

so daß also der erstere und ansehnlichere von beiden Brüchen größer als 0,00325 zu setzeu ist. Demnach
4 2

war damals II -< ^ D . Wenn keine fremden Weltkörper auf die Erde einwirkten, würde also zu

allen Zeiten 0,00325 p^ < < II, also p" < ^00^25' < ^'-7 stin. Aus

den Gleichungen IX und X folgt ferner, daß d (d — X) r^ — (Ic^ — X b) — U sll — tV) g^, demnach

. " ^ ^ ^ ^ —gesetzt werden kainr, wo n also eine constaute

nnbenannte Zahl und p einen echten Positiven Bruch bezeichnet, welcher mutmaßlich wegen des

in seinem Zähler enthaltenen Factors (II — .4) einen sehr kleinen Wert hat, wahrend n^ den

Beobachtungen zufolge etwas größer als 4?^, x^va — 6,3'' anzunehmen ist. Zugleich ergeben

die Beobachtungen, daß r und n positive Zahlen sind, was später näher erwiesen werden wird.

Setzt man demnach r F n ^ — gg" — so — x), so ist also x ^ n — (V u ^ — pg ^).

Die beiden ersten der Gleichungen VIII lauten nun bei Einsetzung dieser Werte, wenn man

die Einwirkung fremder Weltkörper auf die Erde unberücksichtigt läßt:

clp , (d-L> (d - L,

X'. ^ , "M- ^ x.,:

äg (d — 4) (d -

Die Zahl x ist bei früheren Untersuchungen stets verschwindend klein angenommen worden. Ver¬

nachlässigt man sie bei der ersten Integration dieser Gleichungen, so erhalt man für p und g
die Werte:

XII. p . sin (u't -s- 7) *); g — - ^ . cos (n't Z- 7),

*) Es ist der Kreisbogen 7 von dem oben durch 7 bezeichneten Winkel wohl zu unterscheiden.
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wenn man das Prodnct n I ^ . V - — nv — n' setzt. Die Gräften - und 7

würden als Constanten zn betrachten sein, wenn ?. — 0 wäre, sie konnten aber im entgegen¬
gesetzten Falle vielleicht veränderlich werden. Nach der Theorie der Variation der Constanten
annähernd richtiger Integrale erhält man nun unter Berücksichtigung der auf der rechten Seite
der Gleichungen Xl vorkommenden Grüften folgende Differentialgleichungen!

i/0— . äs i/0 —t). >>^7^ (0 —

Durch Auflösung dieser Gleichungen erzielst sich, wie leicht erhellt, zunächst die folgende:

^ ^ 0, sodaft also die Grüfte s, abgesehen von der Einwirkung aufterirdischer Kräfte, eine

wirkliche Eon staute darstellt. Inwiefern dieselbe auch dann noch als solche zn betrachten ist,
wenn die von Sonne und Mond auf die Erde ausgeübten Anziehungen oder die Verschiebungen
der flüssigen Teile der Erdmasse in Berechnung gezogen werden, wird die folgende Untersuchung lehren.

Wie oben erwähnt wurde, war um die Mitte des vorigen Jahrhunderts die Grüfte
1 li.4 .

stst ^ ^ s- sin^t-st'l) ch- ^ 7))^
< l0

für die Zeit k 'st also demnach ist. da 0,00325 <

64 - .45
auch 0,00325 . , woraus folgt, daft der absolute Wert von T weniger als be¬

trägt, wenn von den Veränderungen, welche er etwa durch die sogenannten störenden Kräfte und
die Verschiebungen der flüssigen Teile des Erdkörpers erleiden mag, abgesehen wird. Vernachlässigt
man unter dieser Voraussetzung die Potenzen von s, welche die dritte übersteigen, so erhält man

aus den Gleichungen XI II und XII, da alsdann^n— st/rst - ^ ' ff .eosstnt-st-st
zn setzen ist, den Ausdruck:

el7 I)- (0-^) „ st»' (0-^.) , r
l) . -.7 — " 7" - '—. ps 2 — . 4 . p e -. eos 2 (n k -st 7 .ät 4n U 4n U

In dem letzten Glieds rechter Hand ist die Grüfte 7 unter dieser Voraussetzung bei der Integration
als eine Constante zu behandeln, demnach wird

I) (0 - , 1 (0 - ,1) z - I X

's 1.- -" 1.— 1--'.2<1.t

gesetzt werden können, wo 7» eilte Constante bedeutet. Vernachlässigt man in den Ausdrücken für
x und g auch die dritte Potenz von s, so ist 7 — 7° Z" setzen und also auch als eine Constante
zu betrachten. Man kann den Wert derselben so bestimmen, daß zur Zeit k — 0 die Grüßen
x und LM7 dasselbe Vorzeichen haben, so daft also s eine positive Zahl darstellt oder, wie es
auch sein kann, — 0 ist.

Für die weitere Rechnung gewährt die Einführung gewisser neuer Winkel entschiedene Vor¬
teile. Der spitze Winkel 7,0/,' sei — 0. Die Ebene der (x'.st) schneide die Ebene der (x, zst in
der geraden Linie XIX', und der Zweig 0X dieser Linie, mit welchem (-st0x) zur Zeit der Epoche,
wo t, ^ 0 ist, zusammenfällt, bilde zur Zeit k mit f-st0x) den Winkel welcher von f-stOx)

ch Wir folgen der älteren Vczeichnnngsweise; in neuerer Zeit hat man wohl diesen Winkel dnrch (— 4) bezeichnet.
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an in der Richtung nach von 0 bis 360" gezählt werden soll. Der Winkel XOx', von

(M an in der Richtung der Erdrotation von 0 bis 360" gezählt, werde durch ? bezeichnet. Die

Lage der Drehungsachse der Erde ist eine solche, daß, wenn ? <190der positive Zweig der

/-Achse südlich von der Ebene der (x , / liegt, sodass alsdann 7,0/ st> 90" ist. Führen wir

zwei neue rechtwinklige Koordinatensysteme der (x, h, 7.) und der (/, h', st) mit 0 als Anfang ein,

in welchen die Positiven Zweige der Achsen der x und / mit OX zusammenfallen, die Drehung von OX

nach (-/Oh) und nach (-/Oy') im Sinne der Bewegung von (-/Ox) nach (-/O/ erfolgt,

sodaß y O y' — < zOz' — 0, -/ y Oz' — (90° —0) ist, so ergeben die Formeln der

Coordinatenverwandlung die Gleichungen: ^

x — xcos^ — y — xsin^ -/ ^oos^z

/ — x'coss — /swD; y' — x'sins> -st ^'oos^;

x ^ Y — y'eosO -/ 7'siuO; 7. — — y'sinv) -/ 7,'eosO.

Nach Einsetzung der ersteren Werte von x, y, x', y' in die drei letzten Gleichungen erhält

man, wenn man ans diesen die Koordinaten x, 7. bestimmt und ihre Werte mit den in den

Gleichungen tll gegebenen vergleicht, die Relationen:

XI V. n — cos 0 sin H sin ^ -st cos H cos ;

Ii ^ cos 0 sin ^ 00s D — cos H sin V;

c — sinOsin^;

a' ^2 cos 0 cos sin V — sin ^ cos ;

d' ^ cos (9 cos ^ cos V -st sin 'l: sin T ;

c' ^ sin 0 cos 's-;

g," — — sin 0 sin w;

d" — — sin 0 cos V;

0" cos 0.

Die Gleichungen VI nehmen nach Einführung dieser Werte folgende Form an:
cI8

X V. sw W si n 0 -st— cos D --- — p:
ctt ' cit

- . . 6 0
cos W sw VI -st- -st SM D - — a;

at ät

— cos 0 ^ r, und hieraus ergeben sich die Ausdrücke:

XVI. cl<-» s x ' i/^ tN . . . .

.tt ^ - 2 F ' V s-.. s- ?>

V ' tw ^ V ^ s--c V)

- / V st?st" V" I"!«-" "> -

/ ^ <n - ^ " st -e ' °te«. c? s- ° t 4- ,>

-5iV ^ ^ V X'
Welche jedoch nach dem Obigen nur unter der Bedingung richtig sind, daß von der Einwirkung

äußerer Weltkörper auf die Erde abgesehen wird.



Setzt man ^ ^ ^ ^ ' v ^ '

und berücksichtigt man nur die erste Pvtenz der kleinen Positiven Zahl s, so hat man in den

mit s multiplieierten Gliedern der letzten Gleichungen 7- —(nt-s-1) zusetzen, wo i eine Constante

bezeichilet, nild 7 , sin «ll, etA «ll gleichfalls als Constanten zu betrachten, tinter dieser Voraussetzung

ergeben sich durch Integration der Gleichungen XVI die folgenden:

XVll G —G ! ircos(?>-s-iVk-s-7) v eos (7. - u't - 7);
(ri-s-ll') ^ (n-n')

^ ^ g.. sin (7 -ch n't -j- 7) v sin (7 — n't — 7);

' ^ (n -s- ll') sin 6 ich — n') sin «ll

/ ^ ^ u et^ «ll sin (7-i-n't Z-7) vet?lllsill(V—n't — 7)
7 — (11 k Z- 1) -—- ——ch «—- - r.—^ rr,
^ ^ ^ (ll-s-n) ch-n)

wo ^ und bch ileue Constanten bezeichnen. Da zur Zeit t — 0 der Winkel ls- — ll ist, so ist

.7^7 hs — t) Winkel7 giebt, iil Stunden, Minnteil, Sekunden ans-
^ ichch- n) i.u — n) ^ '

gedrückt, die Sternzeit für den Endpunkt des Positiven Zweiges der x'-Achse auf der Erdoberfläche
tili»

an; er wächst also beständig mit t zugleich, was bei der Kleinheit der Größe ^ nach X V nur

möglich ist, wenn r — ich — also auch n positiv ist, wie oben bereits erwähnt wurde.

Zugleich erhellt, daß bei Vernachlässigung der die erste übersteigenden Potenzen von s

folgende Gleichungen richtig sind:

^ > ix irets'G sill ich't-l-7) , >>et? 6 sin (n't-s-7)
XV III. sm?^sm icht-^1 -!——ß- ch 777 '

2 (ll -s- II) 2 in — ll )

p. et^ «ll sm (2 nt Z- n't -s- 21Z- 7) '> etg' «ll sin (2 ut—n't -s-21—7).

2(n -^nh ^ 2(n — n') ^

p.etA'tlloos(ll'tZ-7) v etA t-l oys sn't ch-7)

2 (n Z- u') 2 (n — n')

g. etZ «ll eos (2 ut Z- n't -s- 21Z- 7) >>etZ «ll eos (2 nt—n't -s- 21 — 7)

2 (n ch- ll') 2 (n — 11')

cos D — 008 (nt ch-1) -j-

Bei der Bewegung der Erde um ihren Schwerpunkt ist ein Massenteilchen derselben zur

Zeit t in Ruhe, wenn alsdann seine Geschwiiidigkeit ^(ät) ^

llx , cla . , äb , , äo ^ clv , äa' , , äb' , , äe' ^ , äa" , , cid" , che"

ÄI-«" «-»- Ä-'R"''» V->"

ist. Addiert man diese drei letzten Gleichungen, nachdem man die erste mit ll, die zweite

mit ll', die dritte mit ll" mnltiplieiert hat, so erhält man nach IV und VI die neue Gleichung

ll"' — >'/ — <1, und ebenso, wenn man jene Multiplicatoren bzw. mit b, b', b", dann mit e, 0',

e" vertauscht, die Gleichungen rx' — p?' — 0; p/ — gx' — 0. Diese Gleichungen charakterisieren

die Gleichung einer durch den Schwerpunkt der Erde gehenden geraden Linien ll ll', in welcher

sämtliche Punkte des Erdkörpers zur Zeit t in Ruhe sind, weshalb sie die augenblickliche oder

i n st antane Dr e h n n g s a ch s e der Erde zur Zeit t genannt wird. Bezeichnet man die concaven
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Richtungswinkel des Zweiges 00 jener Linie, welcher mit 0// einen spitzen Winkel bilde, durch

00x', 0 0 z?', 00//, so ist also für einen in 00 liegenden, von 0 um eine Strecke, deren Maß-

zahl — s sei, entfernten Punkt:

is . cos 0 0 x' — ps . cos 0 0 //; rs . cos 0 0 / gs. cos 0 0 //,

und da zugleich eos'00x'-s-eos'00^'fl-cos'00/' — 1 ist, so erhält mau die Gleichungen:

0' . . p'

cos'00//-- i eos'00/^^,.^.^^.^ i eos'00x'^ ^ ^ ^ ^ -

Weil cos 0 0/' und r — (a — x) positiv ist, so folgt aus den vorhergehenden Gleichungen, daß

auch die Brüche —und Positiv sind; demnach ist cos0 0// —
p g V

«l . p
eos0 0v' — —?' eos0 0x' — ./ z >—» . ,»'

V ' ^ jw ^ ll V ' -j- p' -P cfl

Aus den Werten von oos00x' und cos0 0^' erhellt gemäß den Gleichungen XII, daß die

Linie 0 0 um s-j-0/'), wenn man von der Einwirkung außerirdischer Kräfte absieht, einen Kegel¬

mantel mit elliptischer Grundfläche beschreibt, deren Achsen sich wie ^ ^ ^ und ^

zu einander Verhalten. Ist s — 0, so fällt unter derselben Voraussetzung die Linie 00 mit der

Achse der // zusammen.

Um die Winkelgeschwindigkeit der zur Zeit t um 0 0' sich drehenden Erdmasse zu bestimmen,

betrachten wir einen im positiven Zweige der //-Achse liegenden, um eine Strecke, deren Maß¬

zahl — s sei, von 0 entfernten Punkt. Seine absolute Geschwindigkeit ist nach dein obigen zur

Zeit t — ^ ( ^ Maßzahl der Entfernung jenes

Punktes von 00', nämlich s sin 0 0// — dividiert, giebt die gesuchte Wiukel-
V ^ ^ 1^ ^ ll

geschwindigkeit — weil nach I V und VI (p^ -j- g'j ät^chäc fl-a'äe'-j-a"äc"j'

-j-(b clo Z-b'äe'fl-b"äc")^ — (äc°-fl 0e'"-f-cle"') — (e äe fl-e'clo'-j-c"cle")" — säe'Z-äo'^-cle"^)

ist. Vernachlässigt mau die zweiten Potenzen der kleinen Großen p und g (die auch bei Berück¬

sichtigung der störenden außerirdischen Kräfte keine erheblichen Werte erhalten), so ist die gefliehte Winkel¬

geschwindigkeit — n. Weil n und n' — u^/ ^ ^ ^ ^ einerlei Vorzeichen haben,

so geschieht die Drehung der Erde um die nahezu mit der //-Achse zusammenfallende Linie 00

in demselben Sinne wie die Drehung der letzteren um die /'-Achse.

Von Wichtigkeit für die vorliegende Aufgabe ist ferner die Betrachtung einer geraden Linie

IVI0K', deren Lage im Koordinatensysteme der (x, zch /') durch folgende Gleichungen bestimmt werde.

cosmOx — --U-: cosN0v — vi eosN0/ —

wo p und g die in XII angegebenen Werte haben mögeil und N0/' einen spitzeil Winkel be¬

zeichne. Wie es sein muß, ist nach Gleichung X: cos'NOx' -j- cos'NO/ -j- eos^N0// — 1.

Aus diesen Gleichungen erhellt, daß auch N0 um 0/' im Inneren des Erdkörpcrs (scheinbar)

einen Kegelmantel mit elliptischer Grundfläche beschreibt, deren Achsen sich wie und

V ^ (0 — II) zu einander Verhalten. Beide Kegelmäntel werden in derselben Richtung beschrieben,
2 71

und zwar jeder von beiden in mittleren Sonnentagen, wo nach dem Obigen n' ^ n I) —
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^ ^ ist- Der Wert von n' ist uns nicht genau bekannt, da wir die Große

„jcht kennen; ist diese — 0, so ist nach den bis zur Mitte des borigen Jahrhunderts
2 N

reichenden Beobachtungen ungefähr ^ -- 304,8. Ans den Gleichungen Vit ergiebt sich ferner,

wenn wir auch im Folgenden von der Wirkung außerirdischer Kräfte absehen!

XIX. eosNOx —
X p a -st L'gd 0re XOst

Ix Ix ' Ix Ix ^

X p a' I ll gd' 0rc' I^ost'

Ix
>

Ix ^ Ix Ix

X p a"
-st^

Ilgb" 0 r e" XOst"

Ix Ix ^ Ix Ix
eos N 0 7.

und da Ost, Ost', 0!,,'" Constanten bezeichnen, deren Qnadratssumme nach dein Obigen gleich 1^

ist, so würde die Linie A 0 VI' ohne die Eiinvirkung fremder Weltkörper in dem festen Coordinaten-

systeme der (x, 7) und damit im Weltenraume eine feste Lage haben, d. h. sich stets parallel

bleiben. Aus der letzten der drei vorstehenden Gleichungen folgt ferner, da e" — eosO — eos 707'

ist, nach XII und XIV die Gleichung:

keosNOii . XsivG X / O— L - / ,2,

XX. eos 70^' — ^ j - sw (n t -st- 7) sm 7-

IZ sin 0 1 / 0 — X / ^ > >
— —. cos (n t st-7) eos<p;

ebenso folgt aus der vorletzten Gleichung, weil e'— eosxOst — sm0, falls man nur die erste

Potenz von s berücksichtigt,

cos
XoosO ^/0 —L - / ^ -

s z'07 — cos N 0 z' — . s —-— . sin fn t st- 7) sm w

. Zeos 0 -» / 0 — X / ,<. > > ^

st---—.z V/ . eos (n t st-7) eos

und aus der erstenstjener drei Gleichungen, da 0 — cos x 0 7',

eos x07'— cos N0x —sm(n'tst-7) eos7-——X— eos fn't st-7) sm«.

Leicht erhellt ferner, daß unter den getroffenen Voraussetzungen stL NOx — 0„ ist. Ferner

ergeben sich aus den oben angegebenen Werten von eos40st, eos40vst cosllOst bei Vernachlässi¬

gung der zweiten sowie der höheren Potenzen von e die Gleichungen:

P d"g st-e"r) sm0 . / 0 — 4! -/<<.> -
XXl. eos.I07^- . — V .sm(ntst-7)sm^

P ist st- g st-1 r V ^

sin 6 . / 0 — X / ,
O/ —-— . eos (n t st- 7) eos 7- st- eos 7 0 7

— eosN07 sin 0. ^ sm(n'tst-7)sm7-st^^^^sin0.s^^ ——eos(n'tst-7)eos7;

stLpst-d'gst-e'r) ggzH ^ /O —kl . , , . . eosO -j /O—

eos.10z' — ^2 ^ ^ -V/ _^.sin(u tst-7)smD ^-. t-st7)eosW

st- eos zs Ost

, (0-X) „ (O-kl) ^ i/O-X ,
— eos VlOz: st- st eos 0. e >/ —— sm (n t st- 7) sm 7 — eos 0. s -eosfn tst-7) 0037;
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eo«50x ——. sm(ll'k-j-7)eo8?-st ^-.eo8(n't-s-7)8iu^st-eo8x0//

— e»8 N0x s^/ sill (u't -s- 7) eo8 ?> -s- ^ ^7^- ?-

Aus diesen Gleichungen geht hervor, daß die Linien 0x' und 05 sich bei der Drehung

der Erde um die Linie Ml bewegen. Leicht ist ersichtlich, daß, wenn ^ — ll, die Linien 0/5

und 0,1 unter den obigen Voraussetzungen stets mit Ml in derselben Ebene liegen, und zwar

Ml zwischen 0?/ und 05. Jede der beiden letzteren Linien beschreibt alsdann um MI in der

Zeit von ^ mittleren Sonnentagen den Mantel eines geraden Kreiskegels, und zwar Verhalten

sich die Radien der Grundflächen dieser Kegel zu einander wie /V : (0 — /V). Die Linie 0x braucht

dagegen nach dem Obigen die Zeit von einem Sterntage, bis sie, nachdem sie von aus- und

einmal durch die Ebene x0^ hindurch gegangen ist, die feste Ekliptik wieder erreicht.

Konnte die Erde ihre drehende Eigenbewegnng ungestört vollziehen, so würde sich dem Erd¬

bewohner, wenn die Constante s nicht — v ist, folgende Erscheinung darbieten. Falls die feste

Linie 0Al einen Fixstern träfe, würde dieser an der täglichen scheinbaren Drehung des Himmels¬

gewölbes keinen Anteil haben, sondern um ihn würden sich sämtliche Weltkörper zu drehen

scheinen, wobei die von der instantanen Drehungsachse (die sich noch etwas schneller in der Richtung

der täglichen Drehung um Ml bewegt) getroffenen Sterne momentan in Ruhe blieben. Es

liegt nahe, die Linie Ml als Weltachse, auf welcher der Himmelsäqnator senkrecht stehe, anzu¬

nehmen, wie es Nyren in seiner schönen Abhandlung über die „Bestimmung der Nntation der

Erdachse", St. Petersburg 1872, thut. Alsdann ist allerdings, da 0N in etwa 3l)5 Tagen einen

Kegelmantel um 0// zu beschreiben scheint, für jeden Ort ans der Erdoberfläche die Polhöhe wie

die Meridianrichtnng veränderlich; aber diese Veränderungen vollziehen sich langsam in der an¬

gegebenen Zahl von Tagen und sind demnach leicht in Rechnung zu ziehen, wenn man die

Größen s und u genau kennt. Th. v. Oppolzer nimmt in seinem „Lehrbuch znr-Bahnbestimmnng

der Kometen und Planeten", 2. Auflage, Leipzig 1882, die verlängerte instantane Drehungsachse

der Erde als Weltachse an und läßt den Himmelsäquator auf dieser senkrecht stehen. Ob die

praktische Astronomie hierauf eingehen kann, erscheint fraglich, da diese letztere Achse im Welten-

ranme eine vollständige Drehung in einer Zeit vollzieht, die etwas kürzer ist, als ein Tag, und,

wenn man die störenden Kräfte in Rechnung zieht, fast in derselben Zeit sich im Inneren der

Erde um die Linie M bewegt, sodaß die zur Ortsbestimmung der Gestirne erforderlichen

Deelinationen und Rectascensionen innerhalb eines Tages Veränderungen erleiden müßten, und

ebenso die Polhöhen und Meoidianrichtungen unserer Sternwarten. Die täglichen Veränderungen

der Polhöhe, welche seiner Annahme entsprechen, giebt v. Oppolzer an, nicht jedoch die Ver¬

änderungen der Meridianrichtnng, welche, sowie die hierdurch bedingten Correctionen der Durch¬

gangszeiten der Gestirne durch die Mittagsebene bei Bestimmung ihrer Rectascensionen, in höheren

Breiten recht erhebliche Werte erhalten würden.

Nimmt man dagegen mit Nyren die Linie 0N, deren Lage nach dem Obigen im Systeme

der (x', /, xst durch die Gleichungen:

eogUOx' — ^ ^ Lin(n'k-st-7); e»8510/ " ^'st ev8(u't-s-7); eo8N0^ —
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bestimmt wird, 'als Weltachse an, so bedürfen wieder die meisten der von jenem Astronomen in

der erwähnten Abhandlung angegebenen Werte der Nntation dieser Achse gewisser Korrektionen,

welche ich in dem Programm der hiesigen Lehranstalt vom Jahre 1882 entwickelt und zusammen¬

gestellt habe. Allerdings ist in dieser meiner Abhandlung angenommen worden, daß s — 0 sei,

sodaß die geraden Linien 0K und 0// zusammenfallen! doch läßt sich leicht zeigen, daß beide

Linien, auch wenn die Zahl s von Null verschieden, aber so klein ist, daß man ihre Potenzen

u. s. w., ferner die Größe ^ ^ ?owie die ans s und Größen von der Ordnung der

störenden Kräfte gebildeten Prodncte vernachlässigen darf, durch die Einwirkung des Mondes und

der Sonne gleiche Nutationen erleiden (Siehe den Anhang). Ob die von Oppolzer nach seiner

Theorie berechneten Werte der Nntation der instantanen Drehungsachse der Erde für die praktische

Astronomie zur Bestimmung der Lage der Gestirne branchbar sind, muß dem Urteil der Fach¬

männer überlassen bleiben.

Betrachtet man nun die Einwirkung des Mondes und der Sonne ans die Drehung der

Erde, so hört ans, eine Constante zu sein, und auch A erhält eineil neuen Wert, dessen von

s unabhängiger Teil veränderlich ist. Bezeichnen alsdann L und L' die Maßzahlen der.Massen

des Mondes und der Sonne, r und r die Maßzahlen der Entfernungen ihrer Mittelpunkte vom

Punkte 0, t und 1' diejenigen der Entfernungen jener Mittelpunkte von einem beliebigen Massen¬

teilchen der Erde clm, x^, die Coordinaten des Mondmittelpunktes im Systeme der (x', /, ?/),

dagegen xst, z?, die Coordinaten des Sonnenmittelpnnktes, xst /, wie früher, die

Coordinaten des Schwerpunktes von clm in demselben Systeme, so sind in diesem die (durch das

entsprechende Kraftmaß gemesseilen) Composanten der von dem Monde auf das Massenteilchen

clm ausgeübteil Anziehung: " ^ clm, ^ ^ clm, dm.

Für die Sonne ergeben sich ähnliche Allsdrücke.

Nun ist k' ^ — x)' -s- (5, - 7')" Z- (^ — ö')" ^

^ 1 3(x, x id) 3 (x^-j-z?-j-M)

^r'^ r° 2w'

wenn man die höhereil Potenzen von ^ ihrer Kleinheit wegeil vernachlässigt. Die auf der rechten

Seite in den Gleichungen VIII vorkommenden Ausdrücke erhalten also, wenn zunächst nur der Ein¬

fluß des Mondes betrachtet und (x'^-s--st M) — d° gesetzt wird, da Lx'clm — 8v'clm — 8?'äm

— 8x'/clm — Lx'il'ctm — 8??'clm — 0 ist, die folgenden Werte. Es ist

XXII. s - -'?> Sm L lr - Iii SM

3 L ^ 8 (// — clm 3 L 8 d^ (xX ^ ?-Fi) clm .

"st? 2Ö^

s >-^X' - --'?/> -Im ^ -xN-.-x'Il ä m ^

3Lx^?^8(^'si' — x'xst clm 3L8d^(^'x^ — x'xst clm .

"st? 2?^
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LIx'lv, — v'l — v' (x, — x'II dm
8 (x'V - x'7') dm — ^ ^ ^ ^ -

3 L x'i ^ 8 (x'x' — z^'x') dm 3 L 8 d' (x'— )''xstdm
^ ' 2r^

wobei zu beachten, baß nach dem Obigen 8 (stst — x'x') dm ^2 (d - II), 8 (x'x' — x'x') dm — (.X — (t),
8(x'x'— stst) dm — (II — X) ist. Bezeichnet man sodann den conccwen Winkel, welchen die Linie,
deren Maßzahl r ist, mit 0x' bildet, durch (90" - 3), wo 0 dem Gebrauche nach negativ zu nehmeil ist,
wenn >90"—3) einen stumpfen Winkel darstellt, ferner den Winkel, welchen die Projection jener Linie
auf der Ebene x'Ost mit der Linie EX bildet, durch »st, welcher Winkel von EX an in der
Drehnngsrichtung der Erde von 0 bis 360" gezählt werden soll, so ist nach dem Obigen:

x^ r eos 3 . cos (» — st; — r cos 8 sin (« — st; x^ — r sin 3,
uild für die Sonne findet man die in derselben Weise gebildeteil Gleichungen:

x,' — r' cos 3'. eos («' — st: ^— r' eos 3'. sin (»' — st; 2/ — r' sin 3.
Berücksichtigt man zunächst die Einwirkung des Mondes als die bedeutendere allein, so ist

XXIII. 8(5'?/- x'V) dm — - ^^'^ sin3 eos 3 sin (»—st -^.8^ dst'sin3 —d"x'eos3sin(«—st ^ dm,
3L I ->1

3(x'X'—x'7')dm —- -z ' sin 3 cos 3 eos (»—7) — .8^ d ^x'eos3eos(» — st —d'x'siv3 dm,

Bezeichnet man ferner die der Zeit t entsprechende Länge des aufsteigenden Knotens der
Mondbahn in der festen Ekliptik, vom positiven Zweige der x-Achse an in der Richtung nach dem
Positiven Zweige der v-Achse von 0 bis 360" gezählt, durch A, st ist (A -j- st der von EX und
der Verbindungslinie jenes Knotens mit dem Punkte E gebildete Winkel. Nennen wir ferner v
die Länge des Schwerpunktes des Mondes zur Zeit t, und zwar in der Mondbahn selbst von
einem Punkte an gemessen, welcher um den Bogen A von jenem Knoten rückwärts liegt,
und st den spitzen Neigungswinkel der Mondbahn gegen die Ekliptik zu derselben Zeit, so erhält
man nach nnschlverer Rechnung durch die Formeln der Coordinatenverwandlung die Gleichungen:

XXIV. cos3cos». — cos(v — A) eos(A -s- 4) — sin(v — A)sin(A -s- st eos st;
eos 3 sin »n^eos(v —A) sin (A-j- st cosE-s-sin (v — A)eos (A-s-st eos st eos (0 — sin (v—A)siustsinE;
sin 8 — eos (v — A) sin (A -s- st sin <4 -s- sin (v — A) eos (A -st st eos st sin E -st sin (v — A) sin st eos (0,
lind hieraus ergeben sich die strenge richtigen Gleichungen:
XXV, sin 0 eos 3 sin » — (I — Z sinkst) sin 2 <9-st 7s eos 2 E sin 2 st cos (A -j-st — z sill2Esin^steos2 (A -s-st

<lg 2 g
— I sin 2 6 eos—j- eos 2 (? -st 4) — 4 eos 2 6 sin st eos —j^eos (2 V — A -s- st

2 g
-st Z sin 2 E sin 'st eos 2 (v —Ast -st 7) cos 2 E sin st sinst-eos (2 v — 3 A — st

4 O
— 7i sin 2 6 sin - eos 2 (? — 2 A— st;

sin 3 eos 3 cos« — — I eos 6 sin 2 st sin (A -s- st -s- st sin <3 sin-st sin 2 (A -st st
tO 2g

-st 4 sin E eos —^ sin 2 (v -st st -stz eos 6 sin st eos-^- sin (2v — AZ- st

-st 4 eos 8 sin st sin sin (2 v—3 A st—4 sin (0 sin-^-sin 2(v— 2A—st.

Ahnliche Alisdrücke erhält man für sin3'eos3'sin«' und sin3'eos3'eos«'.

*) Die hier und im folgenden auftretenden Winkel »-, st sind von den auf Seite S durch «, st bezeich¬
neten Winkeln wohl zu unterscheiden.
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Da ferner sin (« — w) — ssin?. oos s — oos « sin s), eos s« — w) — seos?.. oos ^ -s- sin «sin D),

so stellen sich, wenn man die hier entwickelten Werte in die Gleichungen XXII einsetzt, die Grössen

nnd ^7 sowie den Winkel v als Funktionen der Zeit und der Bahnelemente des Mondes

ausdruckt, die von der Anziehung der Sonne abhängigen Glieder in gleicher Weise behandelt,

den Winkeln l, H und w die in den Gleichungen XVII und XVIII entwickelten Werte giebt, ferner

nur die ersten Potenzen von e sowie von den Maszzahlen der störenden Kräfte in Rechnung

zieht (wie es im Folgenden immer geschehen soll, wenn nicht ausdrücklich anderes bemerkt wird),

die Größen auf der rechten Seite der Gleichungen XXIII als Summen dar, deren einzelne Glieder

die Form haben: w oos (i t-s-XH oder vsin fit-j-Xh, wo i, m, «7, X von der Zeit unabhängige

Zahlen bedeuten, z. T. — 0 sind. Dies gilt auch daun uoch, wenn die säcularen Störungen

der fortschreitenden Bewegung der Erde und des Mondes in Rechnung gezogen werden.*) Die

Gleichungen VIII nehmen also unter diesen Voraussetzungen folgende Form an:

XX VI. ^ Z- ^ ^ ^ - ag — . 8 s/A' — //?') äm — . X ^ u j eos (i t -j- Xh -s- sin (i t -j- X>) :

stt ^ ^l/^ ^ ts' ^ ^ ^ 6mr- ^ ^ nh oos st t -s- Xh -j->vh sin st t -s- X,) ,

wo auch nh und n'h von der Zeit unabhängige Größen bezeichnen. Die Summationen erstrecken

sich auf die sämtlichen Werte von i.

Für diejenigen Werte von i, welche von n' ^ n^ erheblich ver¬

schieden sind, erhält man hiernach für die entsprechenden Teilwerte von p und g die folgenden

Ausdrücke:

XXVI,. »-2^^- s

' - - ° .

Ist dagegen i — n' oder wenig von n' verschieden, so kann man in dieser Weise die zu¬

gehörigen Teilwerte von p und g entweder überhaupt nicht, oder doch nicht genau genug bestimmen,

und man muß dieselben wieder durch Variation der bisherigen Constanten s und 7 zu finden suchen.

Handelt es sich nun hier um diejenigen Glieder in der Entwicklung von ^ ^ ^ - (Im
Z x'/V)

und ^ äm, welche die Factoren siusn't-j -Z und Lossn 't -j -Z enthalten, so ist zu be¬

merken, daß bei Vernachlässigung der zweiten und der höheren Potenzen von s in dein ersteren

Ausdruck die mit sin siVtZ-Z, in dem letzteren die mit oossiVt-j-Z multiplicierten Glieder ver-
o/.n/' ?'VI üm

schwiilden. Man erhält z. B. bei der Entwicklung von ' ^^ ^ u. a. folgende Glieder:

^4 r" 1 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ j

3L )
Z- ^ äms sin (v —K>) sin H) eossl sin^ Z-sin (r—^>) eos (K>-s-'^) eossZ eosS eosDl.

Bei der Berechnung der Präccssion der Gestirne und der Schiefe der Ekliptik drückt man gewöhnlich die Glieder,
in welchen i sehr kleine, schwer zn bestimmende Werte hat als Summe von der Form (a p t> t p a t°...) ans, doch er¬
halt man hierdurch nur Näherungswerte der zu berechnenden Größen, welche hier nicht in Betracht zn ziehen sind.
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Nach Einführung der durch die Gleichungen II und XVI II bestimmten Werte von 6 , >st

8MW und eos^ ergeben sich hieraus die folgenden den Factor sinstüt-stst enthaltenden Producte,

in denen man, da sie mit s mnltipliciert sind, 6 statt bst und statt A schreiben kann, wobei nur

Größen von der Ordnung ^ vernachlässigt werden:

^ ,^> ^ - ^st-°

> Ze - 1- SS t'-M - «K-«-« -»-

^ , 8(v'ü'—//V) clm -

Ein gleiches Resultat ergiebt die Berechnung der übrigen m —- ^ eiithaltenen

,nit sinch't-stst miiltiplicierteii Glieder, wie eine leichte Rechnung zeigt. Prüft man ferner des
X >^I) (IlTI

Beispiels halber die folgenden bei der Entwicklung voii —-—vorkommciideii Ausdrück:

>>V lX—V) I ^ —st sin 2 st -st ^) cos?> — sin 26 eos- st cos 2 st-st'st sin >x2rNZ s 2 ' ^ ^ , 2

3L

— ^ - 8 d^üämcos st—K>) eos -st ->.) eos w -st eos (v — K.) sin (K,-st's-) eos 6 sin?>>,

so ergeben diese die folgenden den Factor eosst't-st7) enthaltenden Prodncte:

st»" « S- »»-» - 2 HO- s 2 N'g-« > 2 (st?>! °»s <>c> n.

iiiid die übrigen in 8st'X'—x^')äm enthaltenen Glieder liefern, soweit sie mit eosst't-s-7) mnl-

8st'?i'—?,'O)ÄM

tipliciert sind, dasselbe Resultat. Demgemäß sind in der Entwicklung von ^ nur

die mit eosst't-stst multiplicierten Glieder in Betracht zu ziehen, in der Entwicklung von

vie „üt sinsn't-s-'/) inultiplicierten; in beiden Ausdrücken kanii man hier ferner

diejenigen Glieder vernachlässigen, welche den Winkel v enthalten, da diese schon in der Gleichung

XXVll Berücksichtigung gefunden haben*). Es handelt sich hier also nur noch um die Integration

folgender Differentialgleichungen, wenn zunächst nur die den Mond betreffenden Glieder in

Betracht gezogen werden:

XXVIII. sst — Z sinkst stos^6-st eos26) )

äp ist —L) ^ ->L ist -II) < p- -st l x-st j siu2ßoo8(^,-st^).(eos28otsG —28in26 —etZ^), eos (u't-st?),

65 ) st—n )l ^ ^ eos2>s^)>-stch) stos^6-steos26—2) I

str — zsin^) stos^6-st eos26) I

nn ^ st^^ 5 ---- ^^ zsin2fioos(K>-st'I-). stos28est6—2sin26—ost8). (n'tst-7).

^ ^ Lr stn-stn) st-n)l ^, mn^eos2(K,-st's)) (eos-8 -st eos28 - 2) j

°>°)Zieht man diese sowie die sonstigen s als Factor enthaltendenGlieder erst bei der folgenden Rechnungin
Betracht, so wird diese ein wenig genauer, ohne daß das Schlußresultat erheblich geändert wird. Bemerkt mag werden,

dasz man bei EntWickelung der Größen v und v' sowie der Potenzen von ^ und ^ als Functionen der Zeit t keine
Glieder erhält, welche cos (2n't t-'ü) oder sin(2n't>-7Z als Factoren enthalten, noch Functionen von der Form
oossit 7,) oder siistit t 7ck, in denen t von 2n' nur wenig verschieden wäre, 7i — 1 oder von 'l verschieden. Das¬
selbe gilt von den sich langsam veränderndenWinkeln ? und st, rj>)> und stst.
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Ähnliche Glieder sind infolge der Sonnenanziehung der rechten Seite jeder von beiden

Gleichungen hinzuzufügen. Um diese zu integrieren, muß man beim Differenzieren der Ausdrücke

p — ^ ^ ^ sin sn't-s-7) und g — — - eos sn't-s-7) die Zahlen s und 7 wieder als

veränderliche Größen betrachten.

Da ferner (00^8 -f- aas26) — (3oos^8 — 1), (eos^8 -s- eos2 8 — 2) ^2 — 3 sin'8,

seos2 8Lt^8 — 2 sin 2 8 — et^8) — — 3 sin 2 8,

< ^ 1 ^ ^ A ^. 1 / 0-^. . ch- II - 0)

ssn-j-nff (ll — n')s (n^—n'^) V ü ^ '

j ^ V l . 1 / 0—1; (.-1-FI1-L) ,

ssnff-n) '(n-n')j " (n^—n'^) V ^ ^ ' ^ ^'h^u

die Gleichungen XXVIII infolge der Variation der Constanten die folgende Form:

äs
XXIX. _

ät - - »in (n t -f- 7) -f- s . ^ Z) ^

... , 1(1 K SIN ^ V"/ ^.1 >

' 'V- zsin2IZ005ff-^Sin2 8 cos(u't-ff 7),
^ i ^ ^-f-ZsinPcos2(^Z-l>!)sin^8f

äs-, 8 — / /<. 1 x l ü'l 1 ^ H ^ ^ ! >

3sL(8-.V) n ^ C^v-L) j lr^^in^) (3eos-8-l) ^

"k? ss7I7w7 'V —I— Zz — Z sin 2,3 eos -f--f.) sin 2 8 ) sin (nst -j- 7).
I -s- H sin ^jZeos 2 -(-<>-) sin ^8^

Auch hier treten auf der rechten Seite jeder Gleichung ähnliche Glieder, welche der Sonnen¬

anziehung entsprechen, hinzu.

Ist — 11, wie man bisher bei der Bestimmung der Präeession und Nntation meistens
äs

angenommen hat, so erhellt sofort, daß 7s, — 0 ist. Berücksichtigt man die uns freilich un-
1 1

bekannte Differenz (I>—^.)^), so stellt sich, wenn man die Größen sin^chsin'fi'.sin^oosffA-s-'i)),
O r"

sin2jZ'sin(ff^ff-^), sin^eos2h7j>'7^), sin^IZ'eos2(^-ff^), sin8zc. als Fnnetionen der Zeit t entwickelt,
äs

das Differential ^ als eine Größe von der Form IFaeos it-s-it sin i t). sin2 (n't-s-7). ät dar,

wo a, b, i von der Zeit unabhängige Größen bezeichnen, und i von 2n' verschieden ist; die

Summation erstreckt sich ans alle Werte von i.

Selbst wenn man die säcularen Veränderungen der Excentricitäten der Erdbahn wie der

Mondbahn und demnach Größen von der zweiten Ordnung in Bezug ans die störenden Kräfte

in Rechnung zieht, wird man zu diesem Resultate gelangen. Da die Größen a und b nach dem

Obigen als Prodncte von Factoren von der Ordnung der störenden Kräfte, die noch mit

" ^ multipliciert sind, nur sehr kleine Werte haben können, so ergiebt sich durch Integration

der ans XXIX folgenden Gleichung:

Z sin . (3 eos "8 — 1)

*) Es ist nlsdnnn, wie eine leichte Rechnung ergiebt:

g- 3L x l ll - Zsw'K (3eos'8- I)

äV^Z^'G^n^l - Z8illSjZcos(KZ-^siu28
I -ff-Z sin eos 2 (ff), Z-sin ^8



18

XXX. — — üfaeosit -s- b sin i t). sin 2(n't -f- 7) Ät,T
daß der Wert von s nur kleine, und zwar periodische Veränderungen erleiden
kann, von denen die bedeutendste innerhalb eines Zeitraumes von etwa 152 mittleren Sonnen¬
tagen nach einander ihre sämtlichen verschiedenenWerte erhält. Auch diese sind so klein, daß sie
bisher durch die Beobachtungen nicht nachgewiesen werden konnten.

Durch Auslosung der Gleichungen XXIX erhält man serner für den Ausdruck:
(1 —Zsiwsl) (Z-ws^-l)

XXXI. 67
ät

3L
2r°' -n ) XII (XZ-U) (IZ—X) eos 2 (n t>7 l— Z sinP eos ^ill 2b)

!-f- ^ siech? eos^ sin 2b)
Auch hier sind noch auf der rechten Seite der Gleichung die von der Anziehung der

Sonne abhängenden Glieder zu addieren. Der Winkel 7 erhält also ein kleines Jncrement von
der Form sct-s-d), wo c eine von t unabhängige positive Zahl, d eine Summe sehr kleiner
periodischer veränderlicher Größen bezeichnet, von denen die bedeutendste gleichfalls nach ungefähr
152 mittleren Sonnentagen ihre früheren Werte wieder erhält.

Zieht man endlich die Änderungen in Betracht, welche die Größe r durch die außerirdischen
störenden Kräfte gemäß der dritten der Gleichungen Vitt erleidet, und setzt man demnach
I- ^ sa -s- n'F, sodaß also in den Gleichungen Xl und XIll an die Stelle von /. tritt,

äs
so überzeugt man sich leicht durch Auflösung der letzteren, daß auch jetzt wieder ^ — 0 ist,
sodaß also der Wert von s unverändert bleibt, während 7 kleinen Veränderungen unterliegt, welche,
entsprechend dem Werte von 8 (x'X'—)-'X')äm. nach XXIt, wenn man nur die erste Potenz von
e in Rechnung zieht, lediglich periodische Glieder enthalten, bei denen die Daner der Periode
etwas weniger als einen halben, bzw. einen ganzen mittleren Sonnentag beträgt.

Als Resultat der Gleichungen XXVll, XXX, XXXl ergiebt sich also, daß infolge der von
Sonne und Mond auf die Erdmasse geübten Anziehung die Größen p und g zwar periodische
Veränderungen erleiden, aus denen sich die Größe der Rückweichung der Aguinoetialpnnkte und
der Nntation der ?/-Achse wie auch der Linie b>N leicht ableiten läßt, daß aber der Wert der
kleinen Größe s nur unerhebliche, nicht der Zeit t proportionale, sondern lediglich Periodische
Veränderungen erleidet, vorausgesetzt, daß der von den störenden Kräften unabhängige Wert von
s so klein ist, daß man die zweite sowie die höheren Potenzen desselben, mnltipliciert mit Größen
von der Ordnung der störenden Kräfte, vernachlässigen darf. Die durch die Anziehung des
Mondes und der Sonne verursachten Änderungen des Winkels 7 haben eine geringe Verkürzung
und Periodische Veränderungen der Ilmlaufszeit der augenblicklichen Drehungsachse sowie der
kleinsten Trägheitsachse des Erdkörpers um die oben durch 0N bezeichnete gerade Linie zur Folge.

Die bisherigen Untersuchungen beruhten ans einer der Wirklichkeit nicht entsprechenden
Annahme, daß nämlich die Erde einen völlig starren Körper bilde; im Folgenden soll untersucht
werden, in welcher Weise gegenseitige Verschiebungen ihrer Massenteile Einfluß auf die Lage und
die Bewegungen ihrer Drehungsachse ausüben können. Sehen wir ab von den im Inneren der
Erde vorkommenden Flüssigkeiten, über welche wir zu wenig wissen, betrachten wir also nach wie
vor den festen Erdkern als eine starre Masse, so haben wir hier die in dem Wasser- und dem
Lnft-Oceane stattfindenden Bewegungen ins Auge zu fassen. Treten Schwankungen des Erdkernes
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um 0, den Schwerpunkt der gesamten Erdmasse, ein, so werden diese Bewegungen im Meere wie

in der Atmosphäre hervorrufen, welche Flüssigkeiten nach hydrostatischen Gesetzen sich im Zustande

des Gleichgewichtes zu erhalten und Störungen desselben auszugleichen suchen. Da diese Wieder¬

herstellung des gestörten Gleichgewichtes sich verhältnismässig schnell vollzieht, während jene an

sich sehr unbedeutenden Schwankungen, welche wir hier zu berücksichtigen haben, nur langsam vor

sich gehen, so wird die Annahme, welche man sich in der Theorie der Ebbe und Flut gestattet,

auch hier nicht unzulässig sein, daß nämlich das Meer wie die Atmosphäre bei den durch diese

Schwankungen des Erdkernes hervorgerufenen Bewegungen im Znstande des Gleichgewichtes ver¬

harre. Ob nun diese Bewegungen der Luft und des Wassers, wenigstens in gewissen Fällen, die

Größe und Daner der Schwankungen des Erdkernes zu ändern vermögen, bilde den Gegenstand

der folgenden Untersuchung.

Wir legen derselben wieder ein festes'") rechtwinkliges Coordinatensystem der (x, zs, 7)

mit dem Anfang 0, dem Schwerpunkte der gesamten Erdmasse, zu Grunde und behalten

uns vor, die Lage seiner Achsen später zu bestimmen. Durch U als Anfang denken wir uns

ferner ein zweites rechtwinkliges Coordinatensystem der (x, /, 7/) gelegt, in welchem jede

Achse einer der drei freien oder Principal-Achsen des festen Erdkernes parallel sei, oder

mit ihr zusammenfalle, — und zwar sei die Achse der 7' derjenigen Principalachse parallel,

welcher das größte Trägheitsmoment des Erdkernes entspreche; ihr positiver Zweig bilde mit dem

positiven Zweige der 7-Achse einen spitzen Winkel. Es gelten nun wieder die auf die Bewegung

der gesamten Erdmasse um ihren Schwerpunkt 0 bezüglichen Gleichungen 1 und II, und behält

man für die Cosinusse der vou den positiven Zweigen der Achsen beider Systeme gebildeten con-

eaven Winkel die früher gewählten Bezeichnungen bei, wie auch die Symbole p, g, r ihre frühere

Bedeutung behalten mögen, so gelten auch uach wie vor die Gleichungen III bis VI; die erste

der Gleichungen II nimmt jedoch, da jetzt die Größen^, 3x'/äm, LxVclm, 8.?'«'ckm

nicht mehr einzeln der Null gleich gesetzt werden dürfen, die folgende Form au:

^ , 1, , > , ,> / Nu." , chb" , che" , chx' , , ,chv' , chchx ,

bo ät ^ 8(ax st- bz- -ch e 7 ) <x — ch7 ^ -j-u b — st- 0 ^ clm

V7-.» ' ! u» ' I " '6k' l ! '66' - chx , ,chv' . ch'/.F

- 8 (aX -j-bzche 7 ) <^x ^ -P 7 — ch- st- b che ^ äm

/ cha" chchch ,2 , F chb" ,„ckbst 1 / '6«" -ch'ch '2,

, / chb" , , cha" ,chb' , chchch, , ,, , / che" , chu" che' ,chchz„, , ,,

^Oi"°7itdsi^"dt dt

./.che", chb" .che' chb'ch , ,^ , , ch/ Px'st.

^st dt ^° dit ^ ^^ ° ch d V - dm^-<- b d sx - 1, -Im

<»-<!- »V'l s - X ^) dm s tzch' - -ch dm.

Multipliciert man beide Seiten der Gleichung mit 15 —sck: 1), so ist zn beachten, daß

nach V 15 chb" — ch'b') — e; 15 sch'e'—che") — b; 15 sb'e"—b"e') — e, ferner nach den aus den

Gleichungen VI abgeleiteten Umformungen

*) Auch hier ist das Wort „fest" in dem auf Seite 1 erläuterten Sinne zu verstehen.
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zu setzen ist, welche Gleichungen bereits oben gebraucht worden sind. Endlich ist, weil

/ 6a . ,6a' , „6a" X /,6b ,6b' ,„6b"X

nach IV, V und VI:

Iii sa'6b" ff- b'6a" — a"6b' — b"6a') — a'a'6e ff- a'e6a' — a'aäe' — a'o'6a ff- b'b6o' ff- b'o'6b

— b'b'6o — b'e6b' — a"a6e" — a"o"6a ff- a"a"6e ff- a"e6a" — b"b"6o — b"e6b" ff- b"b6o"

ff- b"e"6b — — aaclo ff- bb6e — bo6b ff- ao6a ff- a'oäa' ff-a"e6a" — b'o6b' — b"e6b" — aa'6e'

— aa"6e" ff- bb'6o' ff- bb"6e" ^ — sag ff- bx) 6t;

und ebenso ergiebt sich

Li sa'6e ff- o'6a" — a"6o' — e"6a') — — sar -s- ex) 6t;

Li(b'6o" ff- o'6b" — b"6e' — e"6b') — — sbr — eg) 6t.

Demnach kann man der ersten der Gleichungen II auch den folgenden Ausdruck geben:

Liil'o -s- Lff/ N6t' — sbg ff- er)8x'"6m ff- sag ff- er) 8/'6m ff- sax ff- bg)8?/'6m

— sag -s- bg) 8x'/6m — sar ff- ex) 8x'x'6m — sbr ff- ex) 8 //6m

- ->».... .< » .... «r,.-.-. c>/.-2 , c,, -2 , -2.
Bedienen nur uns der oben gebrauchten Abkürzungen 8 (x' -s- z^'ff 6m d; 8sx'"ff-z''')6m —II;

8 s/'si"/j)6m — X, wo X, II und d jetzt veränderliche Größen darstellen, und setzen wir

8//6m —Iff 8x'/.'6m —L; 8x'/6m — iL, so lautet jene Gleichung:

L Lo' ff- L / N 6t' — a ^ Xx - Lr - Lg ff- 8 ^5'^ - 6m ^

Ahnliche Transformationen sind für die beiden anderen zu II gehörigen Gleichungen zu-

Setzt man endlich:

L —

L —

U,-.>-a^ff^i_^)„ff

so lauten die Gleichungen II jetzt:

XXXII. a? ff- bH ff- c-L L 0o' ff- L sN'6t;

a? ff- d'<Z si- o'li — L ti!o" -s- 1<i/VI"6t;

a"L ff- b"() -j- e"L — LLo'" -s- X/N'"6t.

Aus diesen erhält man durch Differenzierung statt der früheren Gleichungen Vlll die folgenden:
6?

XXXIII. — - ry ff- gL — 8s/7V - /V) 6m;6t

6()

6t

6L

6t

r? — xli — 8 s/X' — x'^') 6m;

- g? ff- x() — 8 sx'V - x'X') 6m.
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Da wir darauf verzichten müssen, eine vollständige Auflösung der vorliegenden Aufgabe
zu geben, und nur einzelne besondere Fälle derselben in Betracht ziehen wollen, so mag zunächst
die Einwirkung der außerirdischen Kräfte unbeachtet bleibein Alsdann ergiebt sich ans den
Gleichungen XXXII die folgende: (M -st st- K") — (Oo' -st Oo" -st Oo'" ) — lc , wo also lc ähnlich
wie früher einen constanten Wert hat, den wir positiv annehmein Man kann demnach die Lage
einer im Räume von 0 ausgehenden geraden Linie 0N durch folgende Gleichungen bestimmen:

oos — ^ ; eosNOv'^^-; eosNOx — Nach einem bekannten Satze der analytischen1c 1c !c
Geometrie ist alsdann lc eos N0x — X Oo'"; IceosNOx — XOo"; lceos ÄU)x — X Oo'. Die Linie
0^1 hat also, wenn keine Einwirkung fremder Weltkörper ans die Teile der Erdmasse stattfindet,
im Weltenraume eine feste Lage*) (sie entspricht, wie sofort erhellt, der auch früher mit 0^1
bezeichneten geraden Linie). Diese Linie diene von nun an als Achse der x; ihr positiver
Zweig sei nach der Nordseite des Weltenranmes gerichtet. Die positiven Zweige der festen Achsen
der x und mögen wieder eine solche Lage zu einander haben, daß die Drehung von (-st Ox)
nach (st-0^) in der Richtung der täglichen Rotation der Erde, also in der Richtung ihrer
Revolution um die Sonne erfolge; dasselbe gelte von den positiven Zweigeil der Achsen der x
und der /.

Zur Vereinfachung der folgenden Betrachtung nehmen wir ferner an, daß der Erdkern
kugelförmig und seine Masse symmetrisch zu den drei durch seine freien Achsen gelegten Ebenen,
verteilt sei, jedoch so, daß ihre Dichtigkeit in der Nähe des ans der x'-Achse senkrechten Hauptkreises
größer sei, als an den übrigeil Stellen. Es kann alsdann, da das spezifische Gewicht des Erd¬
kernes beträchtlich größer ist, als dasjenige des Meeres und der Luft, der Zustand des Gleich¬
gewichtes in beiden Flüssigkeiten nach den von Laplace entwickelten Gesetzen nur dann erhalten
bleiben, wenn der Schwerpunkt des Erdkernes mit demjenigen der gesamten Erdmasse O zusammen¬
fällt. In diesem Falle bilden also die Achsen der x', / und x' selbst die freien oder Principal-
Achsen des festen Erdkernes, und bezeichnet clm ein Massenteilchen desselben, äm' ein Teilchen der

ihn umgebenden Flüssigkeiten, so sind die Summen 8/x'äm, 8x'xNm, Lxst'clm, Lst^clw,

8x'-^-äm, 8x^jstäm, Lx'^clw, 8x'^-ctm, 8v'^ äw einzeln — 9. Der Wirklichkeit entsprichtclt clt clt at at

ferner die Annahme, daß der Bruch einen recht kleinen Positiven Wert habe.

Gestützt ans diese Voraussetzungen könneil wir nun zur Integration der Gleichungen XXXUl

schreiten. Um erste Näherungswerte für die Größen^, ^st, ^ zu erhalten, betrachten. wir Meer
lind Llift vorläufig als starre, mit dem Erdkerne während der Zeit t — 9 bis t ^ t fest ver¬
bundene Masseil von einer solchen Form, daß auch die Summeil 8stx'äm', 8x'x'clm', 8xF'clm'
einzeln — 9 seien. Diese Annahme entspricht der Wirklichkeit um so genauer, je kleiner wir den

Wert des Bruches ansetzen dürfen. In diesem Falle ist also U — Xp, H — Ug, Ii — Lr,

und die Gleichungen XXXIIl sind mit den Gleichungen VIll identisch. Wir erhalteil also nach

XII für und ?- die Werte:lc Ic
u ZVx (0—ö) . , „ , , H ZVu(e—X) , .
^ ^ . sm (n't -st 7) ; ^ ^ ^^ . eos (n t Z.

wo s, 7 llild n ihre frühere Bedeutung haben. Nehmen wir an, es sei zur Zeit t. — 9 die positive

ch d. h. sie bleibt bei der Bewegung von 9 sich stets parallel, ebenso die Achsen der x und der
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x Q

nnbeilannte Zahl s wieder so klein, daß man die zweite sowie die höheren Potenzen von ^ und ^

vernachlässigen dürfe, so gilt dies auch, da s und k constante Werte haben, für jeden folgenden

Zeitinoment, Da nun die Einwirkung, welche das Meer und die Atmosphäre ans den starren Erd¬

kern auszuüben vermögen, wegen der Geringfügigkeit ihrer Massen nur unbedeutend ist, so können

durch diese, auch wenn letztere sich in ihrem natürlichen flüssigen Zustande und ihre Teile sich im

Gleichgewichte befinden, wie wir nun und fernerhin wieder annehmen wollen, während einer kurzen
? 9

Zeit die Werte von ^ — oosNOx' und ^ — oosIllO/ keine beträchtlichen Veränderungen leidein

Haben letztere Größen also zur Zeit t ^ 0 sehr kleine Werte, deren Potenzen, einschließlich der

B 9

zweiten, nebst dem Producte ^man vernachlässigen darf, so gilt dasselbe auch während der

darauf folgendeil Daner von k Zeiteinheiten, wenn wir der Zahl k einen nur unerheblichen Wert

beilegen. Dasselbe läßt sich ebenso von den Größen p und g nachweisen, demnach gilt es nach
ä? ä9

Gleichung XXXIII auch für die Größen und Während dieser Zeit und auch am Ende

derselben ist also die Größe 008/9/' — e" — eos 8 — 1 zu setzen.

Die Gleichungen XIV gehen demnach für jenen Zeitraum in die folgenden über:

a nn eos ; b — — sin — H); a' — sin s«? — ; b' — eos flf — r>i); g," — eos x9x' —

x> 9 L 9
— sin8 sin, : b"— eos x9v'— — sin8 eoscv — , sodaß also sin w — — .——eosw — — ,—

Ic ° , j. > > , kZinü) ' Iesm8

zu setzen ist, falls sin8>(). Hieraus ergeben sich für e und «V die Gleichungen:
n x

e sin 6 sin H — sin 8 sin — s-x>— ^ . sin s?- H) . eos (w — H);

e' — sin 8 eos H sin 8 eos. fix — («x — >l)sj — — ^ eos (w — ck) — ^ sin (w — ck),

Ivelche Gleichungen auch dann gelten, wenn sin 9 — v ist.

Nach Gleichung III hat man demilach für die Schwerpnnktscoordinaten von äm oder änü

die Gleichungen:

XXXI V. x' ^ x . eos(w— - sin sce —

9.
7'—— x.8ill^-^)-flx.eos(D— ljl)

9 L 9 L

// — X . ^ . sin s? — <Z)) — X . - . eos sw — — 7. eos (w- 's))—7 —. sin (w—

Den Bedingungen des Gleichgewichtes der Flüssigkeiten entspricht es, wenn wir annehmen,

daß, falls — v ist, das Meer und die Atmosphäre um die feste Linie 9Ä, die Achse der

x, rotieren und zwar mit derselben Winkelgeschwindigkeit r, welche der Erdkern in Bezug ans seine

instantane Drehungsachse hat, da diese drei Blassen, wenn sie auch nicbt in fester Verbindung

mit einander stehen, doch zu demselben Körper gehören. Nehmen wir nur noch ein drittes recht¬

winkliges Coordinatenshstem der (x", 7", x") mit 9 als Anfang an, in welchem der positive Zweig

der /"-Achse mit demjenigen der /-Achse zusammenfalle, während die beiden anderen Achsen gleich¬

falls mit der Winkelgeschwindigkeit r in der Drehrichtung der flüssigen Teile der Erde rotieren, —

stimmt mit dieser auch die Richtung der Bewegung von (st-9x") nach (^87") überein und

geben wir dem Positiven Zweige der x"-Achse eine solche Lage, daß er, wenn sin 8 — sin/9/'

x--

— >. — ch also auch L — 9 — b wird, mit dem positiven Zweige der x'-Achse zusammen-
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falle, so sind in diesem Systeme, wie sich aus den geltenden Voraussetzungen ableiten läßt, die

Schwerpunktscoordinaten x" und z?" des Flüssigkeitsteilchens äm' nahezu unveränderlich. Man

hat alsdann für diese die Gleichungen: x —x".eo8s^- — — ?"8ni(^ —H);

z: ^ x" 8M ('^> — -j- x"ev8 — rsi); 7 — 7" ;

führt inan diese Werte an Stelle von x, 7 und 7 in die Gleichungen XXXIV ein, so lauten diese,

XXXV. x'^lx"-^"-^);

Wir nehmen nun noch an, die Masse des festen Erdkernes sei bei ihrer symmetrischen Lage

zu den Coordinatenebenen des Systemes der (x, / 7/) so verteilt, daß seine beiden kleineren

Trägheitsmomente X und II, welche den Achsen der x' und / entsprechen, einander gleich seien.

L d

Ist alsdann ^ —-^0, so liegen sämtliche Wasser- und Lnftteilchen, da sich das Meer wie die

Atmosphäre im Gleichgewichte befinden soll, symmetrisch zu den Ebenen x"(F", x"t)7", x"d7", und

es sind daher die Gleichungen richtig: 8x'F"äm' —0; LxVclnV — 0; 3^7/llm'— g.

? d >

Sind die Großen ^7 und ^ einzeln nicht — v, jedoch wenig von 0 verschieden, und finden

Schwankungen des Erdkernes um seinen Schwerpunkt statt, welche sich, wie wir annehmen, so vollziehen

mögen, daß keine Reibungen zwischen den festen und flüssigen Massen stattfinden, so bleiben doch

die drei letzten Gleichungen nahezu richtig, da die Änderungen, welche die Coordinaten x ", x", 7." durch

jene Schwankungen erleiden können, höchstens Größen von der Ordnung ^ ^ ^ ' bzw. ^ ^^x. k ^ X

darstellen, welche im Folgenden noch mit Factoren von der Ordnung mnltipliciert werden

und demnach, da wir uns mit annähernd richtigen Resultaten begnügeil müssen, vernachlässigt

werden mögen. Nach den Gleichungen XXX V ist alsdann für den Schwerpunkt eines Flüssiqkeitsteilchens

llt k ät ' llk ^ ' ät ' clt v le ät le clt/

Für die Größen I, d, H erhält man die folgenden Ausdrücke:

(8 7. 7. am -8z- v am ); — (87 7, am — 8 x x am ); — - — v.15 " IX ^xl^ 15

Hieraus ergiebt sich, daß unter den obigen Voraussetzungen

II ^ (dr — dp — Ig ch-8x''^ äm'— 8z'äm') — dr, also r d.i. gleich einer Constanten

ist, welche wieder durch n bezeichnet werden mag. Für p und g ergeben sich aus den Werten

von I und Ii die Ausdrücke:

? ^ I ^ XI' ^ ^ ^ ^ ' 8 l?"?" '1 6'"'- ^ -
^ V ^ Vl! ' - 8z"z"äm') - ^ - 8 lx"x" -j- 7"7,") äm' -

Führt man diese Werte an Stelle von p und g in die Gleichungen XXXlll ein, so nehmen

diese nach einigen Ilmrechnungen, wenn man nach den getroffenen Voraussetzungen Größen von

der Ordnung ^ , ^^^ unterdrückt, demnach k — dn und zur Abkürzung

sll - 8 sx"x" -F 7,"7") äm') - sX - 8 sz"z" ff- 7,"7") ämff — X„ sd - 8 (x"x" ff- l'F") clmff — d,

setzt, welche Großen hier als Constanten zu betrachten sind, schließlich die folgende Form an:
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<ll' ^ 0,^ltZ nH ^ ä() v? n . -> <. r c».
XXXVI. , ,-^X .,- — 0; , - . . s —l), woraus man durch Zil¬

ieclt " 1^ >c ' Icät Ic

tegration, wenn ^ ^ .. ^ —n,'^ gesetzt wird, die Gleichungen erhält:
I>1

XXXVIl. ^ l-ll't Z- 7,);

^ l»/t -s- 7.).

Ivo und 7^ neue Constanten bezeichnen. Hat also die Zahl ^ zur Zeit t ^ 0 nur einen

kleinen Wert, so werden die Schwankungen des festen Erdkernes während des angenommenen kurzen

Zeitraumes von k Zeiteinheiten unbeträchtlich sein.

Anders verhält sich die Sache, wenn die Wasserteile zur Wiederherstellung des Gleich¬

gewichtes im Meere sich auf vorgeschriebenem Wege bewegen müssen. Nehmen wir an, der wieder

als kugelförmig gedachte feste Erdkern, dessen Masse in seinem Innern symmetrisch zu den durch

seine freien Achsen der ich zch 7' gelegten Ebenen verteilt sei und eine solche Lage habe, daß

X ^ Z <ch L sei, trage an seiner Oberfläche senkrecht zu dieser stehende, gleichmäßig verteilte, feste,

nnbiegsame Wände von gleicher Dicke, welche die Ebene der (x', ch) senkrecht durchsehenden und

alle in gleicher Weise zu beiden Seiten derselben nach Westen, also entgegen der Rotationsrichtung

des Erdkörpers gekrümmt seien. Zur Vereinfachung der Betrachtung nehmen nur ferner die Masse

des Meeres, welches den rotierenden Erdkern in einem Gürtel von mäßiger Breite umgebe, so

klein an, daß das in de» durch jene Wände gebildeten Gerinnen gleichmäßig verteilte Meerwasser

in diesen auch bei den Schwankungen des Erdkernes vollständig enthalten bleibe und, wenn

^ l) ist, iu der Ebene der sx', /) in allen gleich hoch stehe. Ist der Schwerpunkt des Wasser¬

teilchens clm' von 0, dem Schwerpunkte der Erdmasse, um eine Strecke von r Längeneinheiten

entfernt, welche mit dem positiven Zweige der ?/-Achse den concaven Winkel einschließe, während

ihre Projection auf die Ebene der (x', mit dem positiven Zweige der x'-Achse den in der Richtung

von Ox') nach (-cht)/) von v bis 360" gezählten Winkel w bilde, so hat man für die Schwer-

Pnnktscoordinaten von clm' die Gleichungen: 7' —roosll; / — r sin sia eo; x'—rsiulleosw.

Ist ss ^ ist ch ist uach dem Obigen 7" —7', ebenso / und x" —x'. Sind diese

Gleichungen nicht erfüllt, so ist nach Gleichung XXXIV: 7/ — (7" — x". — x". Nach dem

Früheren sind hier die Coordinaten x", 5", und auch 7", wenn die absoluten Werte von

^ und ^ sehr klein sind und Größen von der Ordnung —^^vernachlässigt werden

dürfen, als Constanten zu betrachten. Wir erhalten nun aus dem Werte von 7', wenn

x' — rgsint>g0oswg, z?" ^ r„8mllg8mc0g, ^ gesetzt wird, für tl die Gleichung:

^ itg-s- ' Zufolge der Krüminungen der Gerinne ändert sich mit

tl zugleich der Winkel w um eine Größe, welche mit eos t> einerlei Vorzeichen hat, also durch

bezeichnet werden kann, wo s-, eine positive unbenannte Zahl bezeichnet,
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welche eine Function von r und darstellt, jedoch von co unabhängig ist, da die auf der Ober¬

flache des festen Erdkernes gleichmäßig verteilten Gerinne sämtlich in derselben Weise gekrümmt
. > , ll y

sind. Berücksichtigt man ferner, daß in den Prodncten, welche ^ oder ^ als Factoren enthalten,

ll^ (st ll Q

bei Vernachlässigung der Größen von der Ordnung ^ st? p ' st ^e Symbole x' und x" unter

einander vertauscht werden dürfen, ebenso st und x", ferner x' und x", desgleichen r und r„,

und Ist, co und c»g, so erhält man für x' und st die Werte:

XXXVIII. x' — x" -st 2" 008->^-st-x"8Mwst08co^

— px"8ill"llg8inc0g008cog—— p x'Äill Ist 8ist

x „ . . 0
— st' -st x"8inc0gL08c0g- st x"snstwy— IV

st- p x"81lst llg 008^ a),>— st- p x"8ill^ ttg 8M wg L08 wg^st,

in welchen Gleichungen, wie im Folgenden, für x", st', 7" die obigen constanten Werte:

x"—r„8iutstL08l »g, st'— 1^ 8M Ist 008 wg, x" — I'g 008 zu setzen sind.

Ist nun äm'— r„st mu ll^Ir«,. ätst . äc>»„, so erhält man, da p von unabhängig ist, nach

dem Früheren für ll und 6 die Werte:

ll — 8 x"x"8irst clm' . — 8^'st"äm'. ^ -st 8 p x"x"3in^llst08^ wstlm' . ^ ;

6 — 8 2"?."008^ w„äm'. — 8 x"x"clm'. ^ - — 8p 2"2"8i»^ll»8iill w»äm'. ,Ic Ic " " I<

indem bei der Integration die Glieder, welche den Factor 8w co» . ec>8 enthalten, infolge der

gleichmäßigen Verteilung des Meerwassers rings um den Erdkern herum verschwinden.*) In ähn¬

licher Weise ergiebt sich aus dem Obigen, daß

/8x' ^-clm'—8x'-^-äm'^ ——8x"x"eoL^a)»äm' . -77—3x"x"clm'. ^-st8px"x"3imll»8istco„äm'. )
V ät ät / I: I " ät ät ^ " ät >

/8x'ststlm'—8z:'^ äm'i —-7-! 8 x"x"8in co»" äm' . -st8y"v''äm'.-7/ -st8px"?/'8iistll»L08"a)»äm'. 7^)V clt ^ ät / k I ° ät ^ ^ " ät ^ ' b " ät 1

ist. Für g und p erhält man also die Werte:

1 k ll Zst^ ll Ist

ätl'

8x"x"3nll c»„äm' a(Z 8.v"5"äm' 8 p x"x"3illlll» 008^ c»»äm'
I! Ic L Ic ll

8x"x"eo8- -»»äm' äll 8x"x"äm' ä? > 8 p x"x" 8istll» 8M' l»»äm'
lllc ät IIK ät

>
llk

8x"x"cost c»»äm' all 8x"x"äm' n? 8 p x"x"8iill Ist 8iill -»» äm'
X Ic X Ic

8x"x".8iill i»»äm' 8st'st'äm' ä() 8 p 7"?," 8in^ t>g008^ -»» äm'

Xlc ät Xlc ät L.Ic

X X Ic X Ic V. Ic

ät >

Setzt man diese Werte von y und g in die Gleichungen XXXIII ein, so lauten diese nach

einigen Ilmrechnungen, bei denen zu beachten ist, daß wegen der Kugelgestalt des Erdkernes sowie

der gleichmäßigen Verteilung und symmetrischen Lage der festen wie der im Gleichgewicht befindlichen

flüssigen Massenteile in Bezug ans die Coordinatenebenen der (st', 2") und der (x", x") die Gleichungen

8st'st'äw'— 8x"x"ämst 8x"x"8in^ao»äm'— 8x"x"oo8^c»»äm'— ^ 3x"x"äm' richtig sind und, weil

*) Wir nehmen hier und im Folgenden die Dicke jener Wände so klein an, daß sie. also auch die Masse der
Wände, vernachlässigt werden kann.
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alle Glieder der Gleichungen XXXIIl Größen von der Ordnung , , st darstellen, bei Vernach-

lässignng der Glieder von der Ordnung ^ ?c, die Größen X — II, (e^,-st ,7 8//'7/stiw') —

sich -st l 8 7,"7"clnll) — Hz (man vergleiche die obigen Werte von und II,) hier als Constanten

betrachtet werden können, wie folgt:

XXXIX. (tst U?) ^ ^ nt Z p z"z"sin- »yvos^ w,äm' — 3p7V'sin^ll sim co<,clm';
xät öz Ir özk " " " Ilzkär ' » o ,

<t(j ((I, — ^.z) n? o(j „ „ - - z i , > ct?
, . ^ , ——^r-8p7 7. 8imtst8irnmclm -st —1-807 7 snull^eoz^i'^ckm

Führt man den in der zweiten Gleichung gegebenen Wert von in die erste Gleichung

ei n, den in der ersten gegebenen Wert von in diezweite, so erhält man schließlich, wenn ^^ —

n(L, — Uz) , ^ ^ , 8o7"7"mrstllve082t>)äm' 807"7"sill"ll^sill^c»^änv
st;—- —Uz, die Positive uubenannte Zahl - ^ — - ^^ 8,,
"s 1^

'1 rr' u >

. -— ,, —nst*) gesetzt wird, folgende
^3 ^3

^ (I Z- 8,2) ^ ^ ^ ^„dlich ^ U<e^- Ith ^

Gleichungen: / > / > ^>
vi ^ L- «FnZ-u',) U

'' kclt^ 2.,^—

^ ^ 8, (n-s-nst, HI
lult 2'I<^

Durch Integration dieser Gleichungen ergeben sich, wenn man zunächst ihre rechte Seite

unberücksichtigt läßt, die folgenden:

u

X III. 8IN (n'gt -st 7z) ; - — — 008 (n gt -st 7z).

Die Werte der Größen 77, und 7z müssen, damit die Größen ans der rechten Seite der

vorigen Gleichungen Berücksichtigung finden, nach der Theorie von der Variation der Constanten

ans folgenden Gleichungen bestimmt werden:

X III I. - 8in (nstt -st 7.,, -st -/z, - - eo8 (n'zt -st 7z) - - - st- sin (nstt -st 7-);

— .^) ^ . gjg ^ggg -st 7s)-

Durch Auflösung derselben erhält, man die Werte ^ ^,'st — 0.
clt (I -st 3ch clt

Bezeichnet man die positive unbenannte Zahl "stst' der Kürze halber durch 0, so ist

ÜTZz . (X—ot) ^
^ — 06t, also stz —0 ; 7z ^ 7g, wo X und 7g Constanten bezeichnen.sts

Unter den oben getroffenen Voraussetzungen ist also

v,i7, - V U' E —XUIII. sir>7()7— — ^ 0

Während der kurzen Zeitdauer von t — 0 bis t — t und demnach auch während der

folgenden Zeit, wie sich leicht zeigen läßt, nimmt also die Größe des spitzen Winkels 7U7/ beständig
c) —

ab und nähert sich der Null, sodaß die Achse der 7' bei ihrer mittlere Sonnentage
(n -st n)

währenden Rotation um die Linie UXI, welche letztere, abgesehen von der Einwirkung fremder

*) Es wird hier angenommen, daß ((st -- — (v, — ö,) positiv sei, demnach auch nst und n',.
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Weltkörper, im Weltenranme eine feste Lage hat, sich dieser mehr und mehr nähern 'und schließlich

mit ihr (wenigstens für unsere Wahrnehmung) zusammenfallen wird. In diesem Falle werden

alsa die Schwankungen des rotierenden festen Erdkernes durch die Einwirkung der durch sie be¬

dingten Bewegungen des Meeres auch ohne den Einfluß der Reibuug verringert uud

schließlich aufgehoben.

Dagegen sind die Zahlen und a negativ, wenn unter Anfrechterhaltung der sonstigen

Voraussetzungen angenommen wird, daß jene auf der Oberfläche des festen Erdkernes senkrechten

Wände und Gerinne sich nördlich und südlich von der Ebene der sx', /) nach Osten krümmen.

Alsdann kann der Winkel /<)/ im Laufe der Zeit wachsen, und die Schwankungen des Erdkernes

nebst den von ihnen bedingten Bewegungen im Meere können erheblicher werden. Ob nun die

Reibungen, welche in Wirklichkeit mit solchen Bewegungen verbunden wären, ausreichen würdein

inn das Anwachsen jenes Winkels und die Zunahme der Schwankungen des Erdkernes zu ver¬

hindern, wohl gar in eine Abnahme zu verwandeln, erscheint, namentlich wenn die Meerestiefe

nur gering ist, zweifelhaft, und die Behauptung, welcher man hin und wieder, selbst in berühmten

wissenschaftlichen Werken, begegnet, daß durch „den Widerstand des Meeres" dergleichen periodische

Bewegungen der festen Erdmasse aufgehoben würden, bedarf der Begründung.

Wir müssen an dieser Stelle ans eine allgemeine, d. h. alle Fälle umfassende und gleich¬

mäßig berücksichtigende Untersuchung der gegenseitigen Abhängigkeit, in welcher die Bewegungen

der festen und der flüssigen Teile der Erdmasse zu einander stehen, verzichten, da diese zu umfang¬

reiche geographische, speciell hydrographische Vorarbeiten erfordern würde. Erwähnt mag noch

werden, daß der Einfluß der täglichen und halbtäglichen Ebbe und Flut auf die Präcession und

Rntation sowie ans die Drehungsgeschwindigkeit der Erde theoretisch in einer Abhandlung unter¬

sucht worden ist, welche von mir in dem 1881 erschienenen Jahresberichte unserer Anstalt ver¬

öffentlicht wurde (teider ist dieselbe durch Druckfehler über Gebühr entstellt). Sollte das oben

Mitgeteilte dazu beitragen, das Interesse wissenschaftlicher Kreise für die Behandlung und Lösung

der vorliegenden ebenso schwierigen, wie für die Astronomie und Geographie hochwichtigen Aufgabe

zu fördern, so wäre der Zweck dieser Zeilen erfüllt.

Anhang.

Es mag hier noch der Beweis gegeben werden, daß die durch die Anziehung des Mondes

uud der Sonne bewirkten Nntationen der Achse der und der durch die Gleichungen

eos Mix' — - sin sn't -j- 7); 00s NO/ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ NO/.' — ^

bestimmten geraden Linie ON identisch sind, auch wenn diese Linien nicht zusammenfallen, der

Wert der Positiven Zahl s jedoch so klein ist, daß man ihre Potenzen von der zweiten an, sowie

Producte, welche die Zahl T und daneben eine Größe von der Ordnung der störenden Kräfte,

nämlich der von jenen Weltkörpern ausgeübten Anziehungen, als Factoren enthalten, vernachlässigen

darf. Wir wollen uns ferner der Kürze halber darauf beschränken, der gewöhnlichen Annahme

nach — ö zu setzen. Bei Berücksichtigung jener störenden Kräfte kann nach dem Obigen die

Linie ON oder die /."-Achse nicht mehr als eine festliegende*) gerade Linie, also auch die auf ON

senkrechte Ebene der (x", /') in dem zuletzt angenommenen Cvordinatensysteme nicht mehr als

d. h. sich stets parallel bleibende- 4-
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eine sich Parallel bleibende Ebene betrachtet werdein Nehmen wir nnn wieder das ursprünglich
angenommene rechtwinkligeKoordinatensystem der (x , 7, ist in Gebranch und bezeichnen den spitzen
Winkel NOii, welcher bon ON und dein Positiven Zweige der ?-Achse gebildet wird, durch 8', so
hat man nach jenem bekannten Satze der analytischen Geometrie die Gleichung cos8'— eos NOx ^
cos NOx'. eos/Ox'st-eos NO/. cos?0/st-eosNO?/. cos xO?/, und da nach XIV eos xOx'— g." ^
— sin 0 sm 7-; cosiiO/ —b" —— sin 8 eos w; eosxO?/— cos8, und nach den getroffenen Voraus¬
setzungen k — Or — Oli zli setzeil ist, so kann man derselben die Form geben:

cos 8' — cos 0 — -^^ ^ ^ - sin 0 ssm (n't st- 7) . sin 7- — cos (u'k st- 7) cos

— cos 8 st- ^ ^ t -/ 1 st- 'st-

Hieraus folgt, daß

8' ^ 8 - 5 - ^1/ ^ . eos s(n -/ n') k -/ l 7)/

-j- s . . (n st- ist). SM s(n -j- nst k st- I -j- 7), lind da
/O —X> . On

n—est,

-j- s . ^ - sw Fr> st- nst k st-1 st- 7s gesetzt werden dar/ctk ckk ^ V X
Schneidet die Ebene der (x", x") die Ebene der (x , / iil der Linie X"X'" und ist OX"

derjenige Zweig derselben, welcher mit der Linie OX zur Zeit k nahezu zusammenfallt/) - bezeichnet
/ ferner den von OX" nild (st- Ox) zli dieser Zeit gebildeten Winkel, von (st- Ox) an in der
Richtung nach (— 0/ von 0 bis 360° gezählt (man vergleiche, was hierüber bei der Entwickelung
der Gleichungell XIV gesagt ist), so erhält man (wohl am einfachsten aus der Betrachtung eines
rechtwinkligen sphärischen Dreiecks mit den Katheten (90° — /), (90° — 0') und der Hypotenuse
NOx) die Gleichung: cos NOx ^ sm 8'sin/. Nach dem oben bereits in Anwendung gekommenen
Lehrsatze ist ferner cos NOx — eos NOx'. eos xOx'st-cos NOx'. cos xOx'st-eos NO/. eos xO/, d.i.
gemäß den Gleichungen XIV:

cos NOx--sin 8 sin ch st- -/^ - ^ eos 8. sin <j»siu sin (n't st-7) st-^ cos co8 s sin (n't st- 7)Ou X On X

— ^ cos 0 sin <s>cos -v cos (n't st- 7) st- ^ ^ ^ cos <j>sin 7- cos (u'k st- 7),

also ist nach dem Obigen sin 0' sin / sin 0' sin ^ st- 1 / 0 — . cosH sin s(n st- nst t st- I st- 7),
On ^ X

demnach /—^st-.st^.^ / ^ — stnj(nst-n >t -j- I st- ^ letzten Gliede 0' alsOn / X sm8

eine Constante betrachten darf, ^ st- ^ ^ . cos s(n st- n ) t st- 1 st- 7)
ät"äk ^ V X sm 8'

Ans XV ergeben sich nnn die wichtigen. Gleichungen:
>18 , . . . cl<l (a cos T-st-psin«)

Die Werte von p und cz sind die Summen der ans den Gleichungen XII und XXVII hervor¬
gehenden Teilwerte dieser Zahlen. Setzt man diese an Stelle von p und g in die vorhergehenden
Gleichungen ein, so erhalten diese die Form:

*) sodab also X" de» absteigenden Knoten der Ebene der (x", darstellt.
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^ ^ ^ Än s(n -PM) kff- 1 -s- 7I -ff V;

- .1 '' ^ coffiffli ff- llffk F-l PV und vv gewisse
äk V m sin 6

Functionen der Zeit k und der störenden Kräfte bedeuten.

Da Größen von der Ordnung hier vernachlässigt werden, darf manffin dem ersten

Gliede ans der rechten Seite der letzteren Gleichung <9 mit <A vertauschen. Ans den Größen

V und welche nach den getroffenen Voraussetzungen Glieder mit dem Factor s nicht enthalten,

sind die Luni-Solar-Nutationen der Achse der '// abzuleiteil, während die ersten Glieder auf der

rechten Seite der beiden letzten Gleichungen von der Einwirkung fremder Weltkörper unabhängig

sind, übrigens wegen ihrer Kleinheit und der Kürze ihrer Periode für die Beobachtung vollständig

verschwinden. Aus dem Obigen ergiebt sich ferner, daß ^ und ^ — IV ist. Man erhalt

also unter den obigen Voraussetzungen für die durch Einwirkung des Mondes und der Sonne

hervorgebrachten Änderungen der Winkel lA und 1/ bezw. dieselben Werte wie für die Änderungen

der Winkel 0 und was hier bewiesen werden sollte.

Zum Schluß sei mir gestattet, die genauen Werte der wichtigsten in den Ausdrücken V

und IV enthaltenen Glieder, wie ich sie in der Programmarbeit der hiesigen Lehranstalt vom

Jahre 1882 im Anschluß an die oben erwähnte Abhandlung von Nyren entwickelt und berechnet

habe, hier noch einmal anzugeben. Es ist demilach!

V - '5 - . N- —-I ' «2 k-i°«- i. -cät 2m ein h " 2 SIN <9 /

4a^ 0n s ^ eoöb) /

ctt 2a^ 0n V sin2S /

3L (20- ^-L),.lHeoz26'^ , 1(^>b:ff)e08v'-Pz(^ - Lff)eo82l-) 'ff ^ ,

4ch 0u " sm0' ff ^ eosllbff

0,99676- 0,99676- 0,99676- 0,99676-^
u ^ II ,, , ll , n

wo i 1^2 —^ - V > -^1 — m mm i liiz

^1ff-0,99676^) ^1-0,99676 ^ ^1-ff0,99676^ ) ^1—0,99676^)

zli setzen ist. Die Summationen erstrecken sich ans alle aus der Theorie der Mondbewegung

hervorgehenden Werte von i und 0; der Winkel ff ist entweder — 0 oder — eonsk. M 2^'^ff, da¬

gegen ist ff' — consk. M isff bl und ffl' bezeichnen Constanten, a die mittlere Entfernung der

Mittelpunkte des Mondes lind der Erde von einander. Hierzu treten die ahnlich gebildeten Von

der Wirkung der Sonne abhängigen Glieder.

Vernachlässigt man in diesen Formeln die Größen lff, bff ?c., so erhält man die Resultate

der Poisson'schen Nähernngsformeln, mit denen man bisher sich begnügte, die jedoch für genauere

Bestimmungen nicht ausreichen. Während dieselben die Präcession genau ergeben, da in den die¬

selbe betreffendeil Gliedern i lind i' nahezu verschwinden, bedürfen die von Nyren aufgestellten

Schlußwerte für die Nutation der kleinsten Hauptachse der Erde oder der Linie 0N gewisser

*) Bei der Berechnung dieser Größen ist lZ — ll. angenommen, und in den Werten von V nnd IV sind die mit

mnltiplicierten Glieder von kurzer Periode vernachlässigt tvordeu.

**) I» eiuigeu Gliedern fehlt die Größe 2<ff-
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ldorreetionen, von denen die wichtigsten in Folgendein enthalten sind, wo 1. die mittlere Lange des
Mondes, I- die wahre Länge der Sonne, 1' und 2 die mittleren Langen der Perigäen des Mondes
nnd der Coline, die wahre Länge des aussteigenden Knotens der Mondbahn bezeichnen.

Nutation in der Schiefe der Ekliptik für das Jahr 1900
nach NyrkM

M-1'-ch- 0,0888 cos 2 1.
2 0.0114 cos (31. - Ich
-I 0,0183 cos (2 l. - 2)
- 0,0047 cos (1. 2 2

ch- 0,0011 cos (4 1. - 2 2)
2 0,0014 cos (41. — 217)
ch- 0,0023 cos (3 I. — 2 17 2 Ich
2 0,0024 cos (31. - 2 - 2)
2 0,0030 cos (1. — 2 — .(I)

0,0030 cos(1. -222)
2 0,5160 cos 2I.H

corrigiert ,

-1-(0,0952 cos 2 1.
2 0,0127 cos (3 1. - Ich
2 0.0194 cos (21. - 71)
— 0,0049 cos (l. -s- 1')
2 0,0013 cos (41. — 2 Ich
2 0.0016 cos (41. - 217)
2 0,0025 cos (3 1. - 2 17 2 Ich
ch- 0,0026 cos (31. - 2 - 2)
2 0,0031 cos(1. — 2
- 0,0031 cos (1. — 2

2 0,5487 cos 217

2)
-72)

Nntation in der Länge der Gestirne für 1900
nach Nyren:

- 2 0,2067 sin 2 .h
- 0,2047 sin 21.
- 0,0262 sin (3 1. - Ich

- 0,0343 sin 12 I. - 2)
ch-9,0115sin(1. ch- M
- 0,0026 sin (4 I. — 2 Ich

2 0,0678 sin (I. — Ich
2 0,0028 sin (21. -2 Ich

- 0,0033 sin (4 1. -^2 17)
2v,9143sin(1. — 2 17-s-Ich
2 E0026 sin (1.2 217 — Ich
- 0,0052chin (31. — 2 17 2 2

- 0,0006 sin (5 1. — 217 — Ich
2 0,0025 sin (21. - 2 2)
2 0.0060 sin (2 1.-217)
- 0,0044 sin (31. - 2 - . ))

2 0.0020 sin (1. 21'- 2)
- 0,0007 sin (3 1.-2 17 2 L — 2)

2 0,0125 sin (2 2 — 2)
2 0.0014 sin (I. - 2 2 2 I' 2 2)
2 0.0057 sin (I. - 2 — 2)
2 0.0057 sin ll.- ?2 2)
— 1,2590 sin 2 2
2 0,1263 sin (17 - 2)
— 0,0211 sin (2 2 2l
- 0,0070 sin (3 17 — 2)

eorrigiert -

2 0,2065 sin 2 ch
- 0,2221 sin 21.
- 0,0296 sin (31. - Ich

- 0,0370 sin (21. — ) )
2 0,0120 sin (1. 2 1')
- 0,0030 sin (41.— 21')

2 0,0706 sin (I. — Ich
2 0,0030 sin (21. — 2 2

- 0,0039 sin (41. — 2 2)
2 0,0148 sin (1. — 2 17 2 2
2 0,0027 sin (1.2 21/ — Ich

0,0059 sin (31. — 2 17 2 2
— «',0007 sin (51. — 22 — Ich
2 0,0027 sin (2 1. - 2 ' )
2 0.0065ÄN (22 — 2 2,
-,0,0051 sin (3 2 — 1' — ch)'
2 0.0021 sind. 21' —2)
— 0,0008 sin (31. - 2 2' 2 L — 2)

2 0,0126 sin (2 2 — 2)
2 0,0015 sin (1. - 2 2 2? 2 2)
2 0,0059 sin (I. - I' — . .)
2 0.0059 sin(1. - 2 22)
— 1,2665 sin 2 17
2 0,1267 sin (2 - 2)
— 0,0212 sinhl.' — 2)
— 0,0071 sin (3 17 — 2')
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Correetionen, von denen die

Mondes, 1/ die ivahre Län

und der Sonne, > die im

Nntati

nach Nyre

61 — ch- 0,0888 cos 2 !

> 0,0114 cos (3

> 0,0183 cos (2

— 0,0047 cos (1

> 0,0011 cos (4

>0,0014 cos (4

> 0,0023 cos (1

> 0,0024 cos (1

ch 0,0030 cos (h

0,0030 cos(I

>0,5160 cos 2

3

nach 31yr>

»'^> 0,2067 sin 2,

— 0,2047 sin 2

— 0,0262 sin (3

- 0,0343 sin (2

>0,0115 sin <4

— 0,0026 sin (4

> 0,0678 sin (I

> 0,0028 sin (1

— 0,0033 sin (ch

> 0,0143 sin (I

> 0,0026 sin (1

— 0,0052 siu (!

— 0,0006 sin (.'

> 0,0025 «in (l

> 0,0060 sin (i

0,0044 sin (i

>0,0020 sin (1

— 0,0007 sin (>

> 0,0125 sin (l

> 0,0011 sin (

> 0,0057 sin (

> 0,0057 sin

- 1,2590 sin 2

> 0,1263 sin (

— 0,0211 sin (

— 0,0070 sin (

loiehtigsten in Folgendein enthalten sind, wo 4 die mittlere Länge des

langen der Perigäen des Mondes

er Mondbahn bezeichnen.

Jahr 1900

orrigiert i

cos 2 14

cos (3 1. — Ich

cos(24-»

>9 cos (I, > Ich

3 cos (44 — 2 Ich

6 cos (4 1. - 2 II)

5 cos (3 I. — 2 1/ > Ich

6 cos (34 — 4 — »

Al cos (4 — 4 — II)

1 cos (4 — 4 > ch. )

7 cos 2 1/

1900

rrigiert:

5 sin 2 >

. 1 sin 24

^»6 sin (34 ^ Ich
M sin (2 4 — >

^0 sin (4 -l- Ich

jlchsi» (41.— 2 Ich

,06 sin (1. — 0)

0 sin (21. — 2 Ich

9 sin (44,-2 Ich

18 sin (4 — 2 1/ > Ich

7 sin (4 > 2 4' — Ich

9 sin (3 4 - 21/> Ich

7 sin (5 4 — 2 1/ — Ich

7 sin (2 4 - 2»

>5 sin (2,1. — 21/ >

1 sin (34 — 4 — »

1 sin (4 > 4 - »

^08 sin (3 4 — 2 4' > 4 — »

>26 sin (2 1/ - »

>15 sin (1. — 2 0' > 4 > »

59 sin (1. — 4 — »

59 sin (4 - 4 > »
65 sin 2 1/

67 sin (1/ — Ich

12 sin» — Ich

71 sin (3 1/ - 4')
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