Yorwort.

Den in meinem Programm von 1884 bhehandelten #dhnlichen Punktreihen auf den
Seiten eines Dreiecks stehen zwei Gruppen congruenter gleichlanfender Strahlenbiischel auns
den Beken desselben gegeniiber. Dies sind entweder die Bisehel, in welchen die Strahlen
AB, BC, CA oder diejenicen, in denen AC, (B, BA einander entsprechen, Jedes Tripel ent-
sprechender Strahlen in den drei ersten Biischeln giebt ein dem Dreieck ABC umschriebenes
und ihm gleichwendie dhnliches Dreieck efy; zur Schar der Dreiecke efy gehirt ABC selbst,
und der erste Segmentirpunkt O von ABC ist das Nulldreieck der Schar. Dasselbe gilt vou
der den anderen drei Biischeln zugehorvenden Schar, derven Nulldreieck aber der zweite Seg-
mentéirpunkt P des Dreiecks ABC ist. Wenn man den Strahl AB nicht dem Stralle BC,
sondern einem beliebigen Strahle BX und diesen wiederam einem  beliebigen Strahle CY
entsprechen lisst, so zelangt man ebenfalls zu einer Schar dem Dreieck ABC umschriebener
und einander gleichwendig dlinlicher Dreiecke ey ; diese sind aber im allzemeinen nicht mehr
dem Urdreiecke ABC dhnlich, Die Eigenschaften soleher Sehaven, inshesondere diejenigen
ihver Nulldreiecke, bilden den Gegenstand der Untersuchungen des ersten Teiles dieser
Abhandlung,

Der zweite Teil ist eine Anwendung einiger allgemeinen Resultate des ersten und
enthiilt eine Untersuchung von 48 ansgezeichneten Punkten des Dreiecks ABC, welche, wie
folet, definiert werden:

1. Die 6 Punkte (0), je mit einem positiven Coordinatenprodukt, aus denen die Seiten des
Drefecks ABC unter degsen Winkeln resp. deren Supplementen erscheinen; desgl. die-
jenigen 6 Punkte (S), je mit einem positiven Coordinatenprodukt, ans denen jene Seiten
unter den Winkeln desjenigen Dreiecks erscheinen, welches aus den Schwerlinien von
ABC gebildet 1sf.

2. Die 6 Winkelgegenpunkte (P) von () und diejenigen (1) von (S).
3. Die zweimal 6 Punkte (09) und (89 von derselben Eigenschaft, wie in 1., nur je mit

ainem negativen Coordinatenprodulkt.
4, Die 6 Winkelgegenpunkte (0) von ((¢) nnd diejenigen (S”) von (8').

Diese 48 Punkte verteilen sich zu je zwilf anf 4 Linien:

a. Die Gerade (&, auf welcher die Seiten von ABC von deén in ihren Gegenecken an den
Kreis ABC eelecten Taneenten ceschnitten werden, enthilt die Pankte (07) und (5”).

b. Die Ellipse E, welehe dem Dreieck ABC umschrieben ist und seinen Schwerpunkt S
zinm Centrom hat, enthiilt die Punkte (0') und (8.

c. Der Kreis £, dessen einer Durchmesser das Cenfrum M des Kreises um ABC mit dem
Winkelgegenpunkte X vom Schwerpunkt S verbindet, enthilt die Punkte (P) und (T).

d. Die Curve (4, deren Punkte die Winkelgegenpunkte des Kreises & sind, enthilt die
Punkte (O) und (8).




Der in c. erwiihnte Kreis & ist derselbe, auf welchen Herr Brocard in Montpellier
zuerst aufmerksam gemacht hat. Herr B. entdeckte auf ihm 10 Punkte, ndmlich einen der
oben genannten sechs Punkte T, welehen er mit K bezeichnet; ferner die 6 Punkte (P), ohne
jedoch ilre oben angegehbene gemeinsame Definition erkannt, oder wenigstens ohne ihr Be-
dentung beigelegt zu haben; er bezeichnet diese Punkte mit H, O, (¢, Aq, By, Cs; ausserdem
fand Herr B. drei ausgezeichnete Punkte A‘, B/, (, die den Systemen (P) und (T) nicht
angehoren. Dass seine Arbeiten interessant waren, beweist der Umstand, dass sich seit ihrer
Versffentlichung sowohl die Zahl der Bearbeifer des Brocard’schen Kreises, als auch die Zahl
der Lehrsitze iiber denselben sehr semehrt hat. Nachdem nnn aber das iiber diesen Gegen-
stand herbeizebrachte Material Lerveits ein vecht ansehnliches geworden ist, bleibt uns immer
noch die Hauptfrage zu beantworten, niimlich diejenige, ans welchem Principe die Figen-
schaften jenes Kreises wie aus einer gemeinsamen Quelle sich ergeben. Dass dieses bisher
nicht gesehehen ist, scheint mir in folgendem Umstande zn liegen. Jene 10 Punkte wurden
bisher in gesonderten Gruppen aufeefasst: die drei Punkte AY, BY, ¢ warden fiiv sich definiert;
desgleichen wurden dies die Pankie A., Bo, Cu; eine drvitte Specialgruppe bildeten O und 0¥,
withrend H und K fiir sich dastanden. Giebt es nun aber nicht doch eine semeinsame, sie
alle umfassende Definition, welche die Grundlage zu einer einheitlichen Untersuchung bildet?

Wenn man die drei ersteenannten Punkte ansscheidet mnd statt ilwer die fehlenden
o Punkte (T) einfilhrt, so ist dies allerdings der Fall. Die 6 Punkte (P) erhalten dann, wie
dies oben unter 2. angezeben ist, eine gemeinsame Definition, und eine ihr ganz analoge
erhalten die 6 Puonkte (T). Die aus dieser Aunffassung entspringenden Untersnchungen fithren
aber, wie wir unten sehen werden, zn einer noch engeren Verwandtschaft der Systeme (P)
und (T). Es giebt ndmlich ansser dem Dreieck ABC noch ein zweites Dreieck AoBoUs,
welches dem ersteren in seinen Bezielnmeen zum Kveise & und seinen Punkten (P) und (T)
dquivalent ist. Seine Ecken sind némlich die wweiten Schnittpunkte des Kyreises ABC mit
den Transversalen AK, BE, (. Es ist iihnlich dem ans den Schwerlinien yvon ABC gebildeten
Dreiecke und hat mit ABC den Punkt K sowie den Umkreis, nnd also anch dessen Centrunm M
gemein, desgl. die beiden Seementirpunkte. Jeder der zwilf Punkte (P) und (T) ist dann
fiir einen der beiden Zwillinge ABC und A,B.C, ein Ppunkt, fiir den andern ein Tpunkt.
Dureh diese Doppeleigenschaft ist dann also eine gemeinsame Definition fiir alle 12 Punkte
hergestellt. -— Ansser dieser Uebereinstimmung finden wir noch eine gegenseitize Harmonie
in der Lagernng dieser Punkte. Es giebt nimlich sechsmal 3 Punkte (P), die je zn einem
Punkte T, und gleichfalls sechsmal 3 Punkte (T), welche je zn einem Punkte P harmonisch
liegen.  Mittels einer bekaunten Transformationsmethode lisst sich der Kreis £ in die
Gerade G verwandeln; seine Punkte (P) und (T) werden dadurch die Punkte (0*) und (S%),
und anch diesen kommt dieselbe Harmonie der Lagerung zu, welche fiir ihve Gegenbilder (P)
und (T) besteht. Desgleichen besteht fiir die Dreiecke ABC und AgBy(p dieselbe Aequivalenz
gegenitber der Geraden (3, welche gie fiir & bositven. G wiedernm eeht mittels einer anderen
ebenfalls bekannten Transformation in die Ellipse E fiber, die Systeme (0”) und (8) ver-
wandeln sich in die Systeme (0%) und (8) und auch fiir diese besteht die erwihnte Harmonie
der Lagerung. Die Ellipse E gehort aber nur noch dem Dreiecke ABC an; dem Dreieck
A;B,C; entspricht eine andere Ellipse mit einem andeven Systeme von zwdlf Punkten. Das
Letztere gilt auch von der Curve Cf, welche aus £ auf dieselbe Weise abgeleitet wird, wie
K aus . Auch fehlen die harmoniszchen Eigenschaften fiir die Punktsysteme (0) und (S)
der Cnrve Cf; ob dafi analoge Eigenschaften eintreten, habe ich nicht untersucht.

b e e et

o




il |

Erster Teill.

[

orpemerimung.

1. Die Eeken eines dem festen Dreieck ABC umschriebenen Dreiecks werden ein fiir allemal

L

mit « 2 y bezeichnet, und diese Buchstaben so verteilt werden, dass die Ecken A, B, C
der Reilie nach auf den Seiten @y, v, ¢3 liegen. Dann schneiden sich die Schenkel der
Winkel A nnd ¢ in B bez. in O, und ihre Scheitel A und o liegen deshalb beide der
Seite BC gegenitber. In riicksicht ‘anf diese Uebereinstimmung sollen A und ¢ zwei
entsprechendes Winkel der Dreiecke ABC und o2y heissen, und es ist klar, dass aus
eleichem Grunde anch B und 2, sowie ¢ und 4 einander entsprechen. Zngleich sei
festgestellt, dass, wenn ABC mnd «fy gleichwendig oder gepenwendiz genamnt werden,
dies nur in dem Sinme zu nehmen ist, dass die Drehungen ABC und ¢y gleich resp.
entgegengesetzt seien. Wiire also z. B. das Letztere der Fall nnd A =, B=y, 50
witren die beiden Dreiecke zwar cleichwendig dfhnlich, in dem von mus festgesetzten
Sinne aber nneleichwendig.

Die Punkte O und P heissen Winkelgegenpunkte fir ABC, wenn =& OAB = PAC,
<5 OBC = PBA. also OCA — PCB ist.

() heisst der erste Segmentiivpnnkt des Dreiecks ABC, wenn =2 OAB = OBC = OCA ist.
Sein Winkelgegenpunkt P heisst der aweite Segmentirpunkt von ABC.

s
Dreiecke einer und derselben Schar,
Sishe die Figuren 1, 2, 3.)
Drehien sich die Seiten gy, v¢, «f eines dem Dreieck ABC umschriebenen Dreiecks wm
A. B, O in demselben Sinne und um denselben Winkel A4, =0 entsteht ein zweites Dreieck
mit den Winkeln e, 8, », welches ABC in derselben Weise nmschrieben ist, wie das crste.
Denn beide Dreiecke sind 1. einander gleichwendiz, also 2. beide dem Dreieck ABC
eleichwendie, oder ihm beide gegenwendig und 3. jedes Paar homologer Seiten geht
durch dieselbe Ecke vom ABC, nnd jedes Paar homologer Winkel entspricht demselben
Winkel von ABC. Nimmt 2 jeden miiclichen Wert an, so entstehen unendlich viele
eleichiwendig #hnliche Dreiceke, welehe ABC in demselben Sinne nmschrieben sind. Wit
nennen sie eine Schar gleichwendig dhnlicher, dem Dreiceke ABC umschriebener Dreiecke,
mit Ansschlusg aller anderen ihnen ebenfalls eleichwendiz dhnlichen Dreiecke, welche
ABC in ireend einem anderen Sinne nmschrieben sind.
Ueher die Dreiecke einer solchen Schar selten ful;_'{t_'hlle‘ Lehrsiitze

Die homelogen Ecken der Dreiecke 2y liegen auf dvei Kreisen BCe, CAJS, ABy, welche
sich in einem Punkte O sehneiden,

Dieser Punkt © ist fir alle Dreiecke ey ein und derselbe Punkt; die Seiten BC, CA,
AB erscheinen ang ibm nnter den Winkeln e, g, y rvesp. deren Supplementen.
4, Die Schar (efy) hat ein Nulldreieck, niimlich den Punkt 0.
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14,

14.

. Sind L, und Lo zwei homologe Geraden fiir o

. Dasjenige Dreieck «yf,yo der Schar, dessen Seiten senkrecht zu OA, OB, OC stehen, ist

das grosste; ist A der Winkel, den die Seiten eines anderen Dreiecks ¢2y mit den ihnen
33 ; w3y
o = cosd und ——*
Foto 03070

Da cosh = cos(-4), so liegen je zwei congruente Dreiecke efy symetrisch zu ey

homologen Seiten des Maximumdreiecks bilden, so ist = 032l

S
0z

. Sind Ay, By, Cp die Centra der drei Ortskreise BCOq, CAOZ, ABOy, so ist ;B Cy ~ w50

und mit ihm in Aehnlichkeitslage; O ist der Aehnlichkeitspunkt und fir A, By Gy derselbe
AL By i

oo 2

Punkt wie fiir die Dreiecke afj.

. Sind 8, nnd o homologe Punkte fiir «,3,y, und ey, so liegt d auf dem Kreis mit dem

Durchmesser 0d,: dessen Centrnm ist Dy, der zo & homoeloge Punkt in A, By, Gy,

Den vorstehenden Sitzen, welche bekanni sind,

ofhen wir noch. die folgenden an:

Sy und gy, Od, ein Lot auf Ly, so ol

I, daveh 4, Denn das Lot Od zn L ist die zo Ody homologe Strecke nnd deshalh
nach 8. & 4,60 = R, m. a. W. die Senkrechte zu Od in d, und

ae I‘*».: I,,| :'i'l| L]||'_"4'|l| ri“.
|

Homologe Geraden der Dreiecke ¢y bilden also ein Bitschel, dessen Scheitel der

Fussp. des Lotes ans O anf die dem A e 350 zugehivige Ly ist; dies Biischel ist con-
&

e, Litoegs).

oruent und eleichlanfend den

Lieren die Punkte O wad OF anf e mif der B, g0 liegen ihre Winkel-
gegenpunkte P und P* ebenfalls aof einem Kreise mit der Sehne BU,

Denn die Bitschel B(OO9 und G000 sind eoneruent nnd gleiehlanfend. B(PPY) ond
C(PP*) sind congruent und i O resp, C{O0Y); dalier sind sie congroent
und gleichlanfend zu ei V..B. 0 . Pilieeen einem Kreise;

Liegt O innerhalb ABQ; s L ans ihm die Se fer, yet, ef, unter den Winkeln
A4 B3 04 i denn = Oy Ozl A B Uy O3 OCE: deshalb
Ovee + Oay = OAB + 00B = AOC — ABC =2 R — (B -+ g); daher: e = B4 g s w,

Soll dieser Satz fiir jede Lage von O seine Giilltigkeit bebalten, so erhiilt er folgende
Fassung (Figur 2 und 3):

Sind ABC und «fy gleichwendiz, so sind die drei Folzewinkel g0y, Do, aDf hez,
gleich den Summen A - e, B + 8 C 4+ 1.

Sind ABC und «fy gegenwendig, so tritt statt des einen Folgewinkels seine Er-
giinzung zn 4+ Rechten ein, nnd ansserdem sind die Winkel des Dreiecks ey negativ zu

nehmen., Im Falle der Uneleichwendiekeit n

einer Ecke des Dreiecks ABC

Amlich ist. wie nnten gezeiot wird, O von

dareh ihve Gegenseite ol st A diese Hcke, so 18t

A0y derjenize nnter den drei genannten Folgewinkeln, der nicht selbst, sondern dessen

Ereinzome zn 4 R der aleebraischen Summe A -+ ¢, oder, wemn die Absolntwerte

relten, A « claich ist.

Im Dreieck ABC sei P der Winkelgegenpunkt von 0. Dann ist mit denselben Modifika-
. o

T J

tionen, wie in 9.: & BPC A 4o UPA = B 4+ @,

7,
Denn ist etwa O, also auch P, ein innerer Punkt, so ist:
2 BPC SRS T 5 Y Ald O0B =+ 0BG A+ w
ieniren von A, By ) erscheinen also
wenden Seiten von ABC ans P,

Die Seiten der nmschriebenen Dreiecke ey (auch die
aus O unter denselben Winkeln, wie die ilinen ents
dem Winkelgegenpunkte von O,

M, das Centrum des Kreizses num ABC, ist fiir AB,Gy der Winkelrezenpunkt von 0O
demn = OB, Cy (0] 7 OCA ; anch ist MDByA, (A, da ihre Sehenkel senkrecht
zu einander stehen und beide Winkel gleichwendig sind, also O B,Cy —= MBgA, u. s, w.
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Wird Olu.-. von M halbiert, so ist iy der “"inkr_']g_'pg'[_a]'lmm]{f von O fiir ﬁn.-i.',"-ﬁ der
Kreis um M mit MO ist also nach 8. der Ort der Winkelgegenpunkte von O fir die
Dreiecke cfdy.

Da ByMC, 2R A w8 w.y so gilt in Verbindung mit 12, der Satz:

Im Dreieck ABC giebt es zwel Punkte P und H (Hihenpunkt), aus denen die Seiten
von ABC unter denselben Winkeln erschieinen, wie die ihnen entsprechenden Seiten des
Centralendreiecks A B,C, ans M resp. 0, den Winkelgegenpunkten von H und P fiir
das Dreieck ABC und Winkelgerenpunkten zu einander fiip A By Co.  Mit der Modifikation,
dass g fiie M eintritt, gilt dieser Satz auch fiir die Dreiecke ey : dann ist aber selbst-
verstiindlich ¢ nicht mehr Winkelgegenpunkt von H fiir das A A BC, sondern nny
jenige von O fiir das betreffende Dreieck oy

der-

Jedes Dreieck oy wird durch O in drei Dreiecke geteilt, welche denjenigen Dreiecken
ihnlich gind, in welche ABC von P eeteilt wird. Je nachdem dann ABC und w3y gleich-
oder gegenwendie sind, sind die Teildreiecke von o denen von ABC gerenwendig, oder

gleichwendie; z. B.: «0f ~ BPA: demn = ()5 OAC — PAB uw. 5 w. also:
- 1 1 ] ] ! k5
Ua : O0f : Oy PA C PB PO oder: Ow . PA 08 . PB Oy . PCE.

Wir erhalten dadurch das Mittel zor Lisune der Aufeaben:

a. Die zwei gleichwendizen Dreiecke ABC und ey je in drei Teildreiecke zu zerleoen,
80 dass diejenigen des ersteren denen des anderen gegenwendig dhnlich sind, ihre
Aufeinanderfolre aber derjenizen der drei anderen Dreiecke oleichwendig ist. Oder:
Wenn ABC und ey gegenwendig sind, die Teilung so vorzunehmen, dass die dhnlichen
Dreiecke gleichwendiz, die Aufeinanderfolee der Teildreiecke in ABC aber derjenigen
der Teildreiecke in «dy gegenwendig sei.

b. Dieselbe Aufgabe, wenn statt ABC und afy die Dreiecke ABC und BCA. oder etwa
ABC und ACB gegeben sind w. 5. w., d. h. wenn ein und dasselbe Dreieck zweimal
in verschiedener Winkelfolge penommen wird.

g4

Die Zahl der Umschreibungen eines Dreiecks um ein anderes und deren Einteilung.

s sei A abe ~ a'b'e’, und es mbgen a und a' dem Winkel A, b und b dem Winkel B,
¢ und ¢ dem Winkel C entsprechen. ABC soll mit abe gleichwendig und zn a‘bée’
gegenwendig sein; dann sind auch abe und a'lv'e’ gegenwendiz. Wir ziehen nun durch A
die Parallelen zu be nnd b'e’, durch B zn ca und c¢‘a’, dureh € zo ab und a'h’ wnd er-
halten somit zwei dem Dreieck ABC umschriebene und einander dhnliche Dreiecke. Die
Art ibrer Umschreibung ist insofern dieselbe, als (vgl. Vorbemerkung zu § 1) ihre
homologen Winkel je demselben Winkel in ABC entsprechen und als ihve homologen
Seiten je durch dieselbe Ecke von ABC gehen. Darin aber unterscheiden sich die beiden
Umschreibungen, dass efy und '@y gegenwendie sind und deshalb das eine, ndamlich

apy mit ABC gleichwendig liegt, wihrend «'f’y' zn ABC gegenwendig ist.

Zwei Dreiecke, die einander gegenwendig ihnlich und demselben Dreieck ABC in der-
selben Weise umschrieben sind, nimlich so, dass jeder Winkel in ABC einem Paar homologer
Winkel der umschriebenen Dreiecke entspricht, sollen der Kiirze halber Zwillinesdreiecke
heissen. Die zwei Scharen, zu denen sie gehiven, sollen Zwillingsschaven, und deren
Nulldreiecke Zwillingspunkte genannt werden.




. Den sechs Permutationen von ABC E"!lt-\ srechend, lassen sich nun die homologen Winkel
5

der beiden Modelldreiecke abe und a‘b'c’ demen von ABC anf sechsfache Art znordnen.
Fiir jede einzelne Zuordmung kann man dieselbe Constraktion wie in 1. ausfithren und
erhilt anf diese Art sechs Paare von Zwillingsdreiecken,

. Wir gruppieren diese zwilf Umsehreibungen folgendermassen:

| I I e P -l|:JI 2 SR L e J'I:i\‘ bea
11. L L 1,“{,’ e~ a'b'e o Tip o c'a'l’, G. o'y [lat’y o= hfe’al,
[T, 7. 2Py =~ ac h b ve =2 cba:. 9. apfyre = bac
I 190, #'J:'i ' pe i At alils 55 o o Vi W 2 z'lr-r'.;l',i‘\‘v"",i &= hla’e’.
Jo zwei Dreiecke derselben Vertikalre Hw pinerseits in den Gruppen I und 11, anderseits

in den Gruppen ITI und IV sind Zwillinge.

5. Die sechs Dreiecke in T und IV sind ABC gleichwendig, diejenigen in IT und ILT sind

ihin gegenwendig, denn es ist z B. &',3, 7" gleichwendig a’c’'h!, also oeeenwendig ab'e’,
also gleichwendig ABU.

. Fiir die drei Dreiecke einer und derselben Gruppe entsprechen .'f= drei homologe Winkel

nicht demselben, sondern verschiedenen Winkeln in ABC und je drei homologe Seiten
gehen nieht durch dieselbe Ecke, sondern durch verschiedene Bcken in ABC, und zwar
in cyklischer Anordnung, z B.: z a = Py = 1, sind I|r|1nulu:_-'«- Winkel und sie
entsprechen der Reilie nach den Winkeln A, B, C; ,f “fatts, o By sind homologe Seiten
und sie oehen der Reihe nach dureh die Ecken A,

B,
3,

. Derselbe Satz gilt anch fiir irgend drei Dreiecke aus verschiedenen Colonnen, wenn sie

entweder ans T und IT, oder wenn sie aus L1 und IV entnommen sind.

Fiir je zwei Dreiecke ans T und III, desel. ans T und IV, sowie aus T nnd IT1, desgl,
ans IT und IV, das eine Dreieck aus der einen Gruppe, das andere aus der anderen
entnommen, ciebt es stets ein Paar homologer Winkel, die demselben Winkel in ABC
entsprechen, also ein Paar homologer Seiten, die durch dieselbe Ecke von ABC gehen,
In «B,7, 2 B. und afgyy ist 1, = ¢ = yg; beide entsprechen C und es gehen o3, und
gy beide dureh C.

(5]
S

Kriterium fiir die Gleich- oder Gegenwendigkeit von ABC mit den Dreiecken einer Schar,
deren Mulldreieck O gegeben ist.
Um ein solehes Kriterinm zu ermitteln, beachten wir:

1. O kamn im allzemeinen drei verschiedene Lagen haben,

a. 0 liegt innerhalb ABC und ist deshalb von keiner Ecke durch deren Gegenseite
getrennt; jeder der drei Folgewinkel BOC, COA, AOB ist ein hobler.

h. O liegt innerhalb eines der drei Tunenwinkel, etwa CAB, aber ansserhall des Dreiecks
und ist dann von der Iicke jenes Imnenwinkels, also hier von A, durch ihre Gegen-
seite BC getrennt. Derjenize von den drei genannfen Folgewinkeln, dessen Schenkel
nicht durch jene Ecke gehen, also hier der Winkel BOC, ist iiberstumpf.

e, O kann im Scheitelranm eines der drei Innenwinkel, etwa desjenigen von A liegen und
ist dann von B durch CA, von C durch AB getrennt; wiederum ist BOC iiberstumpf.

a. Hat O die Lage a, so ist O(ABC) gleichwendig ABC, d. h. die Drehung, welche OA
um O machen muss, um zuerst anf OB, damn anf OC zu fallen, ist dieselbe, in welcher
A den Kreis nm ABC durchliuft, um zuerst nach B, dann nach C zu kommen.

b. Hat O die Lage b, so ist ebenfalls O(ABC) gleichwendig ABC.

¢, Hat O die Lage ¢, so ist O(ABC) gegenwendig ABC,

——




d. Sind die drei Folgewinkel BOC, COA, AOB simmtlich hohl, ist ferner b ein Punkt

. Nun habe O die Lage 1, a. und es sei 1. | OA. Schneidet T, den Strahl OC

. sind die Winkel des zn mmseh

9

_ ant
OB, L' ein solcher anf dem Gegenstrahl von OB und ¢ ein Puukt auf Of 'y 80 ist
O(BCA) gleichwendiz beo aber cecenwendic heo.

[st aber BOC iberstumpf, so ist O(BCA) gepenwendiz beo aber rleichwendie b'co.

in ¢, so
schneidet, da die drei Folgewinkel in diesem Falle holil sind, I, nicht den Strahl OB
selbst, sondern seinen Gegenstrahl; el in b, Zofolge 3. ist dann O (BCA) gegen-

wendig b'co, aber gleichwendig eb'(. —
Ist nun «8y das Maximumdreieck der Schar, also By | OA u.s. w. und dreht man
oy um D09 s0 wird By | OA || eb'; v« | OB, «3 | OC m, a. W. =Py in seiner nenen Lage,
folglich auch in seiner urspriimelichen Lage, ist ihnlich und eleichwendie eh’0 und des-
halt nach 5. auch gleichwendie O(BCA) oder O(ARI ). Deshall ist, -
beachtet wird, A «fy gleichwendie ABC,
Dhieeh Wiederholing dieser Sehliisse e

wenn noch 2, a.

iebt sich nun in dhnlicher Weise:
Hat O die Lage 1, ¢, 50 isf iy eleichwendie ABO.
Hat O die Lare 1, b, so ist = sprenwendic ABC.

Diese drel letzte ]

P an
Vi

n dermassen ausspréechen:

Die Dreiecke z3+ eine

. ,dem I

ek ABC mmschriebener Dreiecke sind

15 et | . . . - R A be . =
diesem eleick- oder eerenwendie, 16 nac

iem das Produkt der frimetrischen Coordinaten

von O fitr ABC ein positives oder ein negatives ist,

Umkehrung der

Dreiecks agy und ihre Zoordnung zn denen des
Dreiecks ABO aersben, g0 sind i
rereébenen Zunovidnung entspreche

hat il Nolldreieck. Hs entsteht nun

Umschreibungen méelich: der

1, und jede von ilhnen

a. Wie lisst sich ansg den

erkennen, ob das Nulld

:zebenen Winkeln und der geeebenen Zuordnang im voraus

=

i
nit ABC gleichwendizgen Schar innerhalh ABC
fdallt, ev. ob dasselbe in den Scheitelraum eines der Innenwinkel fallen und welches
dieser Innenwinkel sein wird.

b. Inmerhalb welches der drei Innenwinkel wird das Nulldveieck O der zu ABC uneleieh-
wendigen Schar zo liegen kommen ?

Wir nehmen nun zunichst an, dass die entsprechenden Winkel A und «, B und ,

C und ¢ ungleich sind; denn die Resultate fiiv die besonderen Fille, wo ein Paar oder

wo zwel Paave entsprechende Winkel gleich sind; gzehen leicht aus den Freebnissen fiir

den alleemeinen Fall hervor.

Weil A 4+ B - = o - B v, so ist fie A Z o entweder:
le 8 2= 8 and Gl vioder 2R g ound ¢ v oder 3. B x g und ¢ .‘f_: T

All* diese Fille reducieren sich aber anf zwei Hauptfille, nitmlich :
. N ein Winkel in ABC ist
2. nur ein Winkel in ABC ist

ser, als sein entsprechender in afy;

als sein entsprechender in afy,

Ohne der Alleemeinheit zo schaden. diicfen wir A als diesen Winkel annelimen.
3 T P e ol - T v. (Fieur 4 und b.)
Mit A auf dersell

¢ ein Punkt « so, dass 2 CaB = =z, B0 = B

und Bz yvogel. Ist @ der punkt von = fiir BC, so ist anch OB = oy
)



«BC == B und BCz' = y. Der Kreis um o'BC soll nun von Aa’ znm zweitenmale in
O und derjenige num «BC von Az zum zweitenmale in O geschnitten werden. Dann er-
giebt sich aus den Peripheriewinkeln, dass die Seiten BC, CA, AB sowohl aus 0 als
auch aus O unter den Winkeln «, B, ¥ resp. deren}Supplementen erscheinen. Folglich
gsind O und O’ die Nulldreiecke zweier Zwillingsscharen; denn in beiden Fillen [*nts;n'u-r:-lwn
sich dieselben Winkelpaare A und «, B und B, C und y.
a. Die Lage des Punktes O.

A« fillt innerhalb der beiden Winkel Cx'B und CAB, wenn zugleich ABz' <C 2 R
und ACe' < 2 R, m. a. W. wenn zugleich B 4 § < 2 Rund C + v <T 2 R.

Az’ fillt ansserhalb des Winkels C2'B und CAB, wenn B + §, oder wenn C +y > 2 R,

Aa' filllt in AB, wenn B + § = 2 R, in AC, wenn C -+ y == 2 R ist.

l.esseiB+3 < 2Rund C 4+ v < 2 R.

Aot fillt inmerhalb C«'B und schneidet deshalb den Kreis BCa' zum zweitenmale in
pinem Punkte O, welcher mit A auf derselben Seite von BC liegt. Deshalb, und weil
Az innerhalb CAB liegt, fillt O innerhalb des Dreiecks ABC, oder in die Ecke A, oder

in den Scheitelranm von CAB, je nachdem A = COB oder 2R —a ma W, jeo

=
nachdem A -+ = ; 2 R
2. es8¢iB+p>2R, C+ 1 < &R
Ag' ist ein dusserer Teilstrahl von dem Winkel C«B und schneidet als solcher den
Kreis nm «’BC zum zweitenmale in einem Punkte O, der von A durch BC getrennt ist.
Deshalb liegt O auf dem Strahle Aa’ selbst, nicht auf seinem (Gegenstrahle. Da nun
die Verlingerung von AB iber B hinaus innerhalb CBa’ fillt, da ja B 4 B, oder
AB# > 2 R, so ist jeder Punkt des Strahles A«’, also auch O, von C durch AB ge-
trennt. O ist aber, wie schon gezeigt, anch yon A durch BC pgetrennt, liegt also im
Scheitelraum des Winkels ABC.
3. essei B+ f=2R, o0derC 4 y=2R

O fallt, wie man sogleich erkennt, in B, resp. in C.

Ganz dieselben Resultate ergeben sich fir den Fall, dass A << a, B > §, C > ¥

ViA

ist, und wir erhalten in Verbindung mit § 3, 8 den Satz:

|1

9

Das Nulldreieck O einer Schar gleichwendig dhnlicher Dreiecke afy, welche dem Dreieck
ABC umschrieben und ihm gleichwendig sind, liegt innerhalb ABC, wenn jedes Paar
entsprechender Winkel kleiner als zwei Rechte ist; O fillt in eine Ecke von ABC, wenn
der Winkel an ihr seinem entsprechenden Winkel in By supplementiir ist; O fillt in den
Scheitelvaum eines Innenwinkels, wenn dieser mit seinem entsprechenden mehr als zwei
Rechte betriigt. Das Coordinatenprodukt von O ist im allgemeinen positiv, im zweiten
Falle, nimlich dem Grenzfalle, ist dasselbe Null.
b. Die Lage des Punktes 0.
Ao B B B

Az ist ein innerer Teilstrahl des Winkels CzB und schneidet deshalb den Kreis CaB
sum zweitenmale in einem Punkte ¢, der von « und somit auch von A durch BC ge-
trennt ist. Da A« auch ein innerer Teilstrahl des Winkels CAB ist, so liegt O‘ anch
innerhalb des Innenwinkels A und hat deshalb die in § 3, 1, b angegebene Lage. Das-
selbe Ergebnis liefert der Fall A <, B =5, U > 7. Leicht erhilt man noch folgende
spezielle Resultate:

Ist ein Winkel in ABC seinem entsprechenden Winkel gleich, so fillt O’ in die Ecke,
an der jener Winkel von ABC liegt; sein Zwillingspunkt O filllt in den Kreisbogen, der

i
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durch die zwei anderen Ecken und den Hohenpunkt H geht. Ist A — o, B = §, so geniigt
jeder Punkt des Kreises um ABC der Lage fir 0/, und O fillt in den Hohenpunkt H
yon ABC. Tst ein Winkel in aBy, etwa y = o, also ajy ein Parallelstreifen, so fillt O
in die Gegenseite AB des dem 2 v entsprechenden Winkels C; anch O féllt in diese
Gtegenseite und der Fusspunkt von h halbiert 00"

Wir erhalten also den Satz:

II. Das Nulldreieck O einer Schar gleichwendig dhnlicher Dreiecke a'B'’, die dem Dreieck
ABC umschrieben nnd ihm gegenwendig sind, fillt ansserhalb ABC, aber innerhalb des-
jenigen Innenwinkels, der allein grisser, oder allein kleiner ist, als der thm entsprechende
in By’ O fillt in eine Ecke des Dreiecks ABC, wenn der Winkel an derselben seinem
entsprechenden in a/3’y* gleich ist, dagegen in eine Seite, wenn der ihrem Gegenwinkel
entsprechende Winkel des Dreiecks a'fy’ Null ist. Das Coordinatenprodukt von O ist
pegativ, resp. Null.

Zusatz: Klappt man die Kreise BCO um BG, ACO um AC, ABO um AB um, so erhilt man
die Kreise BCO!, CAQ, ABO'. —
§ 5.
Constanter Inhalt eines Zwillingspaares von Maximumdreiecken.
1, «fy und '3y’ seien die Maximumdreiecke zweier Zwillingsscharen, ersteres gleichwendig
und letzteres gegenwendig ABC. Nun ist einerseits nach § 1, 11: A0y =A 1+ &
yOax = B + B, 208 = € | y, anderseits ist A afy = BOy + 10z + z08. Da

2 OAB = R, so ist O3 ein Durchmesser des Kreises CAOB; desgl. ist Oy ein Durch-
messer des Kreises ABOy; deshalb ist:
. b : . gin (A -+ =z)
B e i Fogin fA A= ABIL ey
APOT = 53 Bsiny el BU = o B.siny’

ebenso findet sich, dass:
ﬁ T“:‘ — AR - \‘_1“_{'3 _—':l_)_‘l e nnd. & x(lli. = ABC .

sin

BIAG A L
sin C.sin . sin B’

sin B . sin 7.

Mithin ist: :

o o e L G P R (BEEHI i TS U ) }
gin A sin psiny ' sinB siny sma sin C sm « s p

und, wenn man die Bemerkungen zu § 1, 11 beachtet:
sin (A — 2) : gin (B — §) sin(C—1) }

Sin A sin B sin y | sin B sin y sin 7 §in C sin @ sin pJ

Addiert man I und II, dividiert rechts die Zihler durch sin A, resp. sin B und
sin C und fiihrt sodann den Generalnenner sin x sin B sin y ein, so ist:
gin 2 @ -+ sin 2 § 4+ sin 2 ¢
~ sma Sinp siny

II. afy -+ «'fy' = 4« ABC.

Die algebraische Summe der Inhalte der Deiden Maximumdreiecke zweier Zwillings-
schaven ist also das Vierfache des Dreiecks ABC, dem sie umschrieben sind.

Bekannt ist der Spezialfall hiervon, dass jedes Dreieck «By das Vierfacheyseines
Mittendreiccks ABC ist; das Zwillingsdreieck «'3y' degeneriert in diesem Falle, wie
sich aus der letzten Bemerkung in § 4, b, 2 ergiebt, in einen Punkt.

9 Die Ausdriicke I und IT lassen noch eine bemerkenswerte Umformung zu. ks isi

I1. a/3%' = ABC {

aly + af'y’ = ABC. , oder:

L sin (A 42 gin (A 2) sin = 1
niamlich : ,—--‘-! {——i_ )_ Lo ( _+ ) B o e e Ty A
sin A sin p sin ¥ sin A gsin « sin § sm ¥
1 ) 1
D) sin ] ]
gin 2 2 cot A sin %x | . —— e ——,
(2 i i b8 sin « sin § s ¥ g
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und deshalb: e {'_-_\ g & g : s :J'I.x - - cot A (cotB -4 cotvy).
Bin A sin § siny 2 sinie sin Bisin ¢ el :
folglich: IV, afy ABC (2 M) und V. a3y ABE (2 — M),
win M = rot A (cot 3 - eot Y) -+ cot B (coty -1~ cota) = ot (Y feote 4= eot i'}j,
oder M = cote (cotB cot C) 4= cot3 (cotC -+ cotA) 4 coty (cotA - cotB) ist.

Bemerkung: Es ist co> M > 2.
Die Funktion M bleibt also dieselbe, mar ABC das eingeschriebene und =3y das nm-
geschriebene Dreieck, oder mac es umeskeh der Fall sein, und eg epeiebt sich der Satz:
Ist /A ABC = afy und nmschreibt man. bei beliebiger, aber in beiden Fillen eleicler
Znordnong der entsprechenden Winkel, dem Drejock ABC die Maxima-Zwillinesdreiccke
afy und 23, dem Dreieck ofy die Maxima-Zwillingsdreiccke ARC und A'BCY so ist:
ey ABQC, agh A'BICH.
Wir erhalten noch einen andeven Satz:
' 299

2 b2 erwiilmten Dreiecke der Gruppe T und zugleich
die Maximumdrei
Formel IV :

zi denen zie gehiiren, =o ist nach der vorstehenden

ABE A 2 eot A (eob B - eot ) - cot B (cot - tota) cot G (cote - cotg)):
ABRC ,: 2 = 0t A (cot e - - eot B (ot p == cobty) - cotCi(cot ¥ ."--:,4,-]::
— AB( " 2 1 cot A (cot 1 cot B (cot e eotp) = cobC (cotf < cof ]'J:.
VL n,l'i,'.’J [~ Gal3aya (6 12 ot T Lot &) ABC,
wo cotT = cot A - cofi B L gotd Ot - cot = coty ist

Die Funktion ecotT tritt uns im Dreieck ABC nicht nur i der Horm eot A

cot B - cot !, sondern noch in zwei anderen bemerkenswerten Formen entreren. nimlich:
4. Sind (vergl. Vorb. zu § 1) O und P die zwei segmentiivpunkte des Dreiecks ABC,
30 18t AT =0AR OBC — 00A PAC PUE = PBA. Diese Eirenschaft

der Segmentiivpunkte ist bekannt,

b. Ist 8 der Sehwerpunkt, K sein Winkelgegenpunkt, so ist:

cob SAB -+ catSBEC - cot SCA (T cot KACQ - cot KCB - eot KBA
LELL) it
) )

aber auch:
cot SAC +- cot SCB - eotSBA ( cot KAB -+ ot KBC - ent KOA
- = Ll ]
7 5
» 1]

Wenn niimlich AD eine Sehwerlinie. (F eine Hithe des Dreiecks ABC izt und DE

! : | ! A O AW B
em Lot aof AB, =0 ist: cofSAR A Al ! A :

: = : b S0 Tan 18tz
[V E DE DE D I
AF AR ERB
.= B, 3 2 cot . Tl - - ot B: also ent 8 : cat 3 2 cot e ¢
R B { A nni WD cof | il 0 A ] ol tA m W,
e cot SAB - ¢ot SBC - cotSCA ; Az ;
Daraus, dass cot'T = i o r y ergiebt sich noch der Satz:

st A'B'CY das auns den Sehwerlinien von ABC eebildete Dreieck, so eehirt ihm derselbe
Vinkel T an, wie dem Dreiecke ABC, oder was damit identisch ist: cot A - cot B
cotU + cot BRC + cot C8A + eot ASE 0. Man gelanet leicht zum Beweise; wenn

man die Winkel der Seiten von ABC mit den nicht =u ihnen eehivenden Schwerlinien
mit den entsprechenden Winkeln im Dreieck A‘BCY vereleicht.

Der in Formel VI enthaltene Satz ecestaltet sich noch etwas umfassender: Sind die
awilf Maximumdreiecke efy dem Dreieck ARC umschrieben, ist 8, die Summe der drei

Dreiecke der in § 2, 2 erwihnten Gruppe 1, Sy die der Dreiecke der Gruppe 11,
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S; und S, je diejen
8, — 8§, Al
Mol il

A, B, O umschrieh

Einige

Liegt (rinnerhalh des Dreiecks AR W O dnnerhalb

) retrennt, so ist;

ABC und sind dem Dreieck ey
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ien von TTT und TV, =0 isf:
3 (B 2 T

L Gl
T cot

0t i:".:': :‘:_, o
die

m, sind ferner s,

3

@ ’
' oy i 81

weitere

ABC (6
zwilt Maximumdreiecke

v den oh

cot 4.
den Winkeln
istz

— ‘_’ o I|I

1 1
1

it

ren . SNMmen, 8o

der Zwillingspunkte O und 0.

des Winkels CAB

und von A durch

. 2 OBA + 0OCA BOO — Al 2Rt iae 4 2R — (A + «).
\ : ; : SO TG A0 L sin: AQ sin B
Ferner ist sin OBA = sin AOB . &= — 0N Sl

'\I: ] b

5 SN OBA b sin ¥ ; . : It

& e O OA T und mit Anwendung der correspondierenden Addition:
sin (! sin
g OBA — OCA P O'BA — OIGA

2 b sin po— csing 2 b simy — csinf

OBA 00

fan
=
Da nun
(OBA -+

(51

; O
fan

W
M

t, letztere
(OBA

1= S,

3. tan

('BA

Wenn man fi

Fezenwendie), s

Lt

und, wenn man die

mit in dief Formel
OBA LA
4. tan 5

D, OAfund O°A, OB
gegenlinfiren

seitiven Hyperbel

Fenerbach’sehen

der. Winkel QA"

aller Punkte einei
Wenn !L.'I'
A(hund B(O) p

T +
Punkt

A ]! .‘-'i]l s et e

00

D 1
Biischel ;

- ——: desel.
, gin &

Tan
: s ¢ / (
T--]I(..u = } ot <
el ('BA (O’'CA 4 R 2 R et

O'BA + (O'CA

] Al T
und tan = 5

¢ sin {

bisin v -

'BA 4 O/CA cob A — ¢

-

- e}, 50 folet:

) \ q
Lan
2
\- _\l [ Fa
tamn -
t e den Wert « substitniert (die Dreiecke «fy nnd «B'y’ sind ja
o nimmt die vorsteh Formel die symetrische Gestalt an:

(OBA el
Lan 5 tan &

O'BA r(A e
tan = tan

Drehiungsrichtune der Winkel OB A
enfithrt

LA
ran o

{ ;.';1__\
tan :

und OB, OC und 00 sind enfsprechende Str

spunkte O und O anf einer oleich-

::l'_;,’.l.’l| Eli.u“' Zwillin

Sl Tl
I.l! :-..,.'Illl

eichseitice. Hyperbel

st P d Winkele

O eine gl
i'-'-l]'l'|\'|i‘. s,

ar

BCH

ipunkt von (.5

@y
il

. sowie O'BA nnd O/CA

Lan

allen zweier conornenten

ABCH; O ist ein Durchmesser dieser Hyperbel mnd wird™ vom
Kreise fiir ABC halbi Die Asymptoten sind den Halbierungslinien

OB, GCO" resp. deren Nebenwinkel parallel. Die Zwillingspunkte
* gleichseiticen Hyperlel ABCH liezen anf di

,i80 sind die Biischel
3
»

1
das Biischel

50 sl

A(P) dem Biischel A(0) und B(P) dem Biischel B(0) congruent, also A(E) und B(P)
projektiviseh. A (P) und B(P) sind aber auch in perspektivischer Lage. Denn fillt O
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in O, so fallt der zn A(O) symetrisehe Strahl A(P) in AB und der zu B(0) symetrische
Strahlt B(P) fillt in BA; da AC und BC einander entsprechen, so thun dies auch AB
und BA. Fillt O in den Hohenpunkt H, so fallt I in dessen Winkelgegenpunkt M,
also weht der perspektivische Durchschnitt G der Biischel A(P) und B(P) durch den
Mittelpunkt M des Kreises um ABC.

. Nun kann man sich die Punkte O dieser gleichseitigen Hyperbel in Paare geordnet

denken, welche je die Endpunkte eines Durchmessers sind. Dann ordnen sich bekanntlich
die Punkte P anf G zu einer Involution, deren Mittelpunkt in M fillt, und deren Doppel-
punkte die Schnittpunkte des Kreises nm ABC mit der Geraden G sind. Wihrend M
der Winkelgegenpunkt von H ist, sind die erwihnten Doppelpunkte die Winkelgegen-
punkte der zwei unendlich fernen Punkte der Hyperbel.
Hierans ergiebt sich folgender Satz:

[st umgekehrt G eine Gerade durch den Mittelpunkt des Kreises um das Dreieck ABC,
7 und U seine Schnittpunkte mit G, so ist eine gleichseitige Hyperbel um ABC der Ort.
der Winkelgegenpunkte von G. Die Winkelgegenpunkte von Z und U sind die zwei
unendlich fernen Punkte der Hyperbel; die Winkelgegenpunkte jedes Paares von Punkten
der Involution mit den Doppelpunkten Z und U sind die Endpunkte eines Durchmessers
dieser Hyperbel.

. Ireend eine Gerade G der Dreiecksebense ABC hat zum Gegenbild eine dem Direieck

ABC umschriebene Hyperbel, Parabel, Ellipse, je nachdem G den Kreis um ABC
schneidet, beriibrt, oder ausserhalb desselben liegt.
Aus den Siatzen 6—9, welche bekannt sind, ergiebt sich nun Folgendes:

Sind O und P Winkelgegenpunkte, O‘ und P’ ihre Zwillingspunkte, O und P“ die
Winkelgegenpunkte der letztereén, so liegen einerseits M O P, anderseits M P 0¥ je auf
giner Geraden, O P O“P* aut einem Kreise, welcher denjenigen um ABC rechtwinkelig
schneidet; anch ist r?=MO . MP’ = MP . MO“ (r Radins des Kreises ABC.) Denn
nach dem Vorigen sind O und O die Endpunkte eines Durchmessers einer gleichseitigen
Hyperbel nm ABC, also P und 0" ein Punktpaar der [nvolution auf der Geraden G,
die das Gegenbild jener Hyperbel ist; ihnliches gilt von O und P

. (0 sei ein dem Dreieck ABC umschriebener Kegelschnitt, (0) der Ort fitr die Zwillings-

punkte von (0‘); dann ist suniichst nach 9. eine Gerade (0“) der Ort fiir die Winkel-
regenpunkte von (0°).

Ist ferner N der Pol der Geraden (0“) fir den Kreis um ABC, so ist der Kreis mit dem
Durchmesser MN der Ort fiir die Winkelzexenpunkte (P) der Punkte der Curve (O).
Denn schneidet die Verbindungslinie MO* irgend eines Punktes der Geraden (0*) mit
M, den Kreis (P) im Punkte P, so ist MP . MO r2, da ja N der Pol zu (0" ist.
Nach 10, ist somit P der Winkelgegenpunkt von 0.

g 1.
Dreiecksreihen mit gemeinschaftlichem Nulldreieck.
0 und P seien zwei Winkelgegenpunkie des Dreiecks ABC, nnd zwar zundchst inner-

halb ABC liegend; der Kiirze halber sei Zf OAB =— PAC = «, DAC=PAB=a" resetut;
ebenso OBC = @' w. s. w. Beide Punkte sind definiert durch die Gleichung:

1.

sin ¢ . sin § . sin 7
sin o . sin B’ . sin 7
2. Durch cyklische Vertauschung der Faktoren des Zahlers (oder auch des Nenners) und

— L

=
T, W

. _M"—;-........n...-;c-
- .




e 15

RS

jedesmalige Addition der senkrecht unter einander stehenden Teilwinkel ergeben sich
{ die Winkel dreier Dreiecke:
ARC mit den Winkeln: A=« + ;s B=§ + *; C= 1" + ¥
A a =Bty B v oy = el Bl
nbe i g 5 P e L T e R
Indem wir noch in der obigen Sinusgleichung ein Paar Faktoren des Zihlers ver-
tauschen, dann eyklisch permutieren und, wie oben, addieren, erhalten wir noch:
AB,C, mit den Winkeln: A, = o' + &; B,=§ + v G, =Y + e
' S e - e = L e e G T e+
l Hraibcysgiig 5 a =+l b = o B = Pl
2 Wie die Sinusgleichung 1 in dem Dreieck ABC die Winkelgegenpunkte O und P definiert,
’l ebenso definiert sie in jedem der fiinf iibrigen Dreiecke ein Paar Winkelgegenpunkte.
Tisst man die gleichnamigen Winkel A, ¢, a u. s. w. einander entsprechen, so
i erhellt die Richtigkeit folgender Sétze:

4, Je drei entsprechende Winkel der drei Dreiecke aus der Gruppe I sind die Winkel eines
Dreiecks aus II, und umgekehrt; z. B.: A=A, e=B,a=C, A =4 ¢ =8, a=C
5. Entsprechen die Winkel eines Dreiecks denen eines anderen und denen eines dritten in
bestimmter Zuordnung, und betrigt jedes Tripel entsprechender Winkel zwei Rechte, so
existiert in jedem der Dreiecke ein Paar Winkelgegenpunkte, deren Eckstrahlen in allen
drei Dreiecken dieselben sechs Teilwinkel o, «' . . erzeugen, und zwar in der aus dem
vorstehenden Schema ersichilichen Anordnung. Die drei Tripel entsprechender Winkel
dieser Dreiecke liefern zudem drei neue Dreiecke, in denen ebenfalls je ein Paar Winkel-
gegenpunkte existiert, deren Eckstrahlen dieselben Teilwinkel, wie in den drei ersten

a Dreiecken erzeugen.

Zusatz: Durch zwei Dreiecke derselben Gruppe ist das dritte Dreieck und die zweite Gruppe
bestimmt. Nicht aber sind sie es durch zwei Dreiecke verschiedener Gruppen; denn
nach 4. haben diese beiden Dreiecke einen Winkel gemein, also ist das eine schon teil-
weise durch das andere mithestimmt.

i 6. Diese Siitze erhalten noch eine bemerkenswerte geometrische Deuntung, welche sie zu

den vorigen Paragraphen in Beziehung setzt:

| Wir fixieren nimlich in dem einen der obigen Dreiecke, etwa in ABC den einen

der durch die Gleichung e t:m_ﬂ SL Y —— — 1 definierten Punkte, etwa den

sin « . sin §° . sin y
Punkt O; dann ziehen wir OA, OB, OC und errichten auf ihnen in A resp. B mnd C

. die Senkrechten und erhalten dadurch das Maximumdreieck efy der Schar mit dem Null-
-} . a s = ' . n o - .
1- ' dreiecke 0. Ziehen wir in ihm die Eckstrahlen O«, O3, Oy, so erkennen wir an den

Peripheriewinkeln der Kreise BCO u. s. w., dass: a= F4+y, 8=y +d,1=d +p
ist, m. a. W. Das umschriebene Dreieck ofy hat dieselbe (Gestalt, wie das oben in I
erwithnte zweite Dreieck ofy.

Errichtet man nun noch auf den Eckstrahlen Oe, OB, Oy in «, resp. § und v die
Senkrechten, so entsteht das Maximumdreieck abe einer dem Dreieck afy umschriebenen
Schar mit demselben Nulldreieck . Dieses Dreieck ist dhnlich dem in Gruppe I ge-
nannten dritten Dreieck abe.

Ausserdem ist O, wie fiir das innere Dreieck ABC, so auch fir das ihm um-
schriebene Dreieck «fy und das diesem umschriebene Dreieck abc der eine der beiden
durch die Sinusgleichung 1 definierten Winkelgegenpunkte.

o

L
|
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Statt des Punktes O kann man seinen Winkelgegenpunkt P im Dicieck ABC fixieren
und nun fiivr P als Nulldreicck ebensolelie zwei [m schreibunoen machen, wie in 6. Dann
haben die umschriebenen Dreiecke wiedernm dieselbe Glestalt. wie vorhin, nur

ihre Reihenfolge nicht mehr ABC. «3v. abe. sondern
1 1

ist jetzl
BC, abe, «fy; und jetzt ist P fir
jedes dieser Dreiecke der zweite dureh die Gleichune 1 definierte Punkt.

Diese Sitze bieten das Mittel zor Lisone der Anfeabe,
In jedem von zwei Dreiecken ein Paar Winkelrezenpunkte der Art zu Lestimmen,
die Eckstrahlen ans ihnen fiir beide Dreiecke dieselben Teilwinkel ergeben, und noch die
4 iibrigen Dreiecke derselben Fivensehaft zn zeichnen.

dass

. Setzt man die in 6. und 7. anceoehe Umschreibnne fort. =6 erliili man sowolil fir den

Punkt O, als aunch fiir seinen Winkelgegenpunkt P als viertes Dreieck UABE ein dem
Dreieck ABC ihnliches und hbei der Fortsetzung in inf, je eine Kette von Dreiecken
mit dreigliederiger Periode, und zwar fir O die Periode ABC, afy, abc und fir P die
Periode ABC, abe, 237,

Ein bemerkenswerther Spezialfall ergiebt sich aus der Annahme. dass das Dreieck ABC
I ABC
mit seinen drei cyklischen Winkelfoleen die Gruppe T bildet, nimlich 1 ! BOA L%

| CAB )

Ditnn

ist ihr zunfichst die Gruppe II identisch, wie sich auns 4

Ferner gelanzen wir ani einemi nenen Weee durch

Eie oanz ei leberlegnng zn
zwei ausgezeichneten Punkten des Dreiecks ABC, nimlich zn dessen segmentirpunlkten.
Denn je nachdem A entweder alzs Winkel des ersten Dieiecks ABC. oder alz solehe

des Winkels CBA, oder aunch als Winkel von CAB betrachtet wird, ist zufblee 2. sowoll
Ao+ &, a8 A ='a '+ § und & = @ - 5 also ist: w? B 1

Im A ABC existiert somit ein Punkt P, fiilr den PAC = PCB = PBA und folelich
aunch ein Punkt 0. fiir welchen OAR OB OCA ist,

Fixiert man also im Dreieck Ane, den ersten Segmentirpankt O, und fihet die in 9
withnte Reihe von Umschreibineen ans,
m. a. W., alle Dreiecke in der Kette sind «
der erste Secmentirpunkt fiie alle Glisder der Ketto.

. Br-

tie. Periode K BC, CABR, BCA,

dhnlich, und ansserdem ist O

Legt man der Umzehreeibune den
Punkt P zo Grunde, so ist AB¢, BCA, CAR die Periode und P ist dor cOIeinsame
zweite Segmentirpunkt aller Glieder der Kette,

ie Quotienten der Ketten (O) und (P).

Die 4 ersten Glieder der Dreieckskette, welche ents=teht, wenn hei d r Torteesetzten 1n-

schreibung der Punkt O zn Graonde 1 ABC, aby, abe nnd ABE, letzteres nach

& 7. 9 #dhnlich dem festen Dreieck ARBO:
Die Glieder der anderen Kette, welclher PP o Grunde liect, seien: ABo.
WRE. letzteres ehenfalls dhnlich ABe. Dann ist zuf. § 5, IL:

bt gy

| sin (4 + «) _ sin (B + B) sin{ +y) |

ey = AR : ; . 1 :
i | sin A sin B sin v sin

| i . B siny sin ¢ ' sinC sine sin g [

Da nun zuf. § 7, 2, L:a + « 2R a, alsoisin (A 4+ «) = gin o, 80 18t auch:
A ABO [ sine . sin a i sinb siny.since ]
T sin ¢ sin e 5111 T i r ST A B sin l
i e | -:_r,)“,-‘ ! _ [ sina . sin A by in B3 : sin ¢ . sin @ |
sing sinb sine " |  sine sin & : sin ¥ Ifs

+

=

o e

-~
P
T T

Y
Fagg ™
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wo in der Klammer sin % durch sin A, sin 8 durch sin B, sin € durch sin C
ersefzt ist.
7 I8 sin A sin o sin B sin ¢ gin C sin ¢
[11. 9NE ! Iu[-.) 2 | sin \ SIS T A l. sin 2 b E Gilem. g/
sin A sin B sin C [ s sin b sl ¢

Bezeiclmen wir der Kiivze halber die Klammergrissen in I, I, TIT mit x, y, z, 8o ist:

S SR ; XYVZ
IV. ABE = AB = T : ; o
sin A sin B sin G . sin e sin @ sin 3 . sin a sin b 8in ¢
a V. abe ARC sina sme  sinb sin g  sinc siny
sin @ sin b sin ¢ sin A sin B ' sin
VI o8 ab'c [ sin e sin A sin @ sin B sin y sin C
ol e e 3 . 5 . L = .
a3 sin « sin g sin l sin a sin b sin ¢
it ot £f s sin' A sin a sin b sin O sin ¢
VIL WG _ « 3 | 4in I‘i ‘\.:]I b . Sin . sin |
sin A sin B sin O sin e sin g sin ¢ |
Xyz

VIIL. A'BE = ABC . — . : . : : : : i
sin A sin B sin € . sin & sin 2 sin ¢ . sin a sin b sin ¢

8. Es ist also: ABE = WHE.

i sin a sin b sin ¢ i g% . 8In @ osin @ sin v ;
4, —i . el anehe ks e s S —— % fallg o und v, die
ab¢ sin e sin @ sin ¢ abe r,2 . gina sin b sin ¢ 7
Radien der Kreise nm ey und a'b'¢ sind, so folgt:
sin a sin b s ¢ o2 . sin e &in 2 sin y sin a sin b =in ¢ €. mithi
: : : : : : ; : : - = s T
sin e« =in @ sin 3 v~ . &in a sin b-sin ¢ sin e 8In 3 81Ny ¥,
2;‘;"" )
L} rr "
abe T,

Umschreibt man also dem Dreieck ABC die Maximumdreiecke zweier Schaven, deren
Nulldreiecke O und P Winkelgegenpunkte sind, so verhalten sich diese Dreiecke, wie
die Radien ihrer Umkreise.

5. Die zwei congruenten und dem Dreieck ABC dhnlichen Dreiecke ABVE und A HE liegen
i ihm symetrisch.  Ist niimlich 4 der Verschiebungswinkel von ABE gegen ABC, so ist:

@ 8 41 =@ +p§ +7)
A= 5 : s
denn: X yOR = R — o'; CBO = f; folglich 2 (CB, y0) = R — (& + §);
a0y =R =—7v; X@),CB=2R — (@ +§ + 1) =ada + § + 1'; also:
T e s e R SRR ol 4 el e o
. ‘ : : : il o Sl (e = P )
findet sich: 22X (BC, BEY) = i 5 i
6. Fiir den Fall, dass 4 = o, sind %BE und ABC in Alnlichkeitslage mit dem Ahnlich-

punkt O; desgl. sind 2A'BE und ABC in Ahnlichkeitslage mit dem Alnlichkeitspunkt P.
Anch 98E und WWE! sind dann in Ahnlichkeitslage; ihr  Ahnlichkeitspunkt
der unendlich ferne Punkt auf OFP,.

T. 2 kamn anf unendlich viele Arvten Null werden; denn, es sei

: ; : A—B+C
L=o, oder ¢ -+ B -1 v = R,s0ist B—(3"+ 1) =18 R4 gf=ga"— 5 !
: A—B+4 O
da nun B (B 1 1) = — " 50 ist: B — ¢ = @' — 5 A
3
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Tzt nun ein beliebizer Strahl AX fixiert, so ist = bestimmt und die Schnittpunkte

von AX mit der gleichseitigen Hyperbel, welche BC zum Durchmesser hat und deren

g 2 , e L] -
nniKve (e bemzunge cenlgens: 3 ) — I = , Feniieen I
Punkte O der Bedingung geniigen: OB OCE e 3 eeniigen fii
i : : ; A—B i ,

dieses «” der Gleichung: [ Hi=alt — = U2 oder & B+ v = R.

I S———

Zwelter Teil.

Die Gerade der zwdlf harmonischen Punktreihen und ihre Gegenbilder, die Ellipse und der Kreis

der zwolf harmonischen Punktsysteme.

& 1.

. Dem Dreieck ABC liisst sich nach Teil T, § 2 jedes andere, also anel ein ihm dlinliches
Drejeck epy anf zwilf Arten umschreiben; desgleichen kann ihm ebenso oft ein Dreieck
umschrieben werden, welches dem ans den Sehwerlinien von ABC gebildeten Dhreiecke
XYZ ihulich ist. Jedes dieser 24 Dreiecke gehirt zu einer Schar, und jede dieser
Scharen hat ihr Nulldreieck. Aus den Nulldveiecken der ersteren zwilf Scharen er-
scheinen die Seiten von ABC unter den Winkeln A, B, C resp. deren Supplementen
ans den Nulldreiecken der zwilf letzteren Scharen unter den Winkeln BSC, OSA, AS(,
resp. ihen Supplementen.

Nach 8 2 und 4 zerfallen zwilf znsammengehirige Nulldreiecke i zwei Systeme
von je sechs; jedes Nulldreieck des einen Systems hat ein positives, jedes des anderen
gin negatives Coordinatenprodukt. Die Nulldreiecke des einen Systems sind die
Zwillinespunkte zu denen des andern.

9. Indem wir nach dem in § 2 gegebenen Schema gruppieren, erhalten wir folgende Fiille:

I. «fy und ABC sind gleichwendig,

. il_
1. afiy e ABC Null/A\ H Winkelggp. M; afr == XYZ Nullpy S8 Winkelgep. K;
AL R CAB P 6 b P - AXY RREL | 5 7;
3 BCA =Tk o 0. YZX B Y . W

II. zBy und ABC sind gegenwendig.
4. afy o~ ABC Nully\ H' Winkelggp. H”; | afy & XYZ Null/\ 8 Winkelggp. 5%;

B L AR e ST T S e ST
e BEA | i P 2 p, - YIX . W 4 Vi,
M1, «fy und ABC 'sind gegenwendig.

7. afy ~ ACB NullA A Winkelgep. % afiy == XZY NullA A" Winkelggp, W;
Bt UBA o B - PR 4 ZYX i o 3 b4 S
17 A a2 de G. - VSR T i 6",
IV. zfy und ABEC sind gleichwendig,

10. afiy =~ ACB Null/A « Winkelgep. a; afy e~ XZY NullA 2 Winkelggp. o';

115 CBA 5] . b: a ZYX e B b
e BAC SHE i c Je YXZ SR ! ;
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Die Nulldveiecke A, B, € im vorstehenden Schema sind die Ecken des Dreiecks
ABC, dagegen sind «, 3, v im Schema nicht mit den Ecken eines der umschriebenen
Dreiecke zu verwechseln.

Von den 48 Punkten des Schemas sind uns ‘zuniichst die foleenden bekannt: H st der
Hithenpunkt des Dreiecks ABC, M sein Winkelgegenpunkt nnd Centrum des Kreises um
ABC. O ist der erste, sein Winkelgerenpunkt P ist der zweite Segmentéirpnnkt des
Dreiecks ABC. «, 3, v sind die Schnittpunkte der Kreishigen BHC, CHA, AHB mit
den Schwerlinien ans A, B, ; sie sind anch die Fusspunkte der Lote ans H anf diese
Schwerlinien, liegen also anf dem Kreise fiber dem Durchmesser SH, und «py ist ihnlich
dem ans den Schwerlinien von ABC gebildeten Dreieck:; o liegt noch aunf den zwei

Kreisen durch A, welche CB in B resp. in C berithren, sowie anf dem Apollonisclien

—— harmonisch reteilte CB; dhnliches gilt von § und y. Ihre Winkel-
..

— b : A
Kreise filr die nach 3
repenpunkte a, b, ¢ sind die Brocard’schen Pnnkie A, B, Cs. K ist der Winkelgegen-
punkt des Schwerpunktes 8. Die Helen A, B, O sind zuf. § 4, b, 2 die Zwillingspunkte
von z, B, y. Die Punkte AY, B, (¥ lisgen, wie man leicht erkennt, so anf den Schwer-

linien von ABC, dass AS — SA!, BS = 5B/, (8 ) il

§ 2.
Die Gerade der zwdlf harmonischen Punktreihen.

Wird die Ecke A des Dreiecks ABC (Fig
IT1. 7 des wvorstehenden Schemas aunfeefazst und noch mit O bezeichnet, so fallt der
Strabl CO in CA, der Strahl BO in BA and AO fiilllt in die Parvallele AX zu BC.  Der zu
CA in bepue anf die Fundamentalstrahlen CA nnd CB symmetrische Strahl ist CB, der
i AX in bezng anf AC und AB symmetrische Strahl ist die Tangente in A an den Kreis
ABC. Der Schnittpunkt dieser Tangente mit OB ist also der Winkelgegenpunkt 2 von A,

Die Punkte A, BV, @ in I1I, a des Schemas lieren somit anf der Geraden G, anf
welcher die Tangenten an den Kreis ABC in den Eeken A, B, C deren Gegenseiten
schneiden, and sie fallen in diese drei ‘Schodtpunkte.

Bekanntlich ist der Pol der Geraden G fiir den Kreis ABCU der Winkelgezenpunkt
K des Schwerpunktes S8 im Drejeck ABC.
AR, BE, CK migen den Kreis ABC noch in Ay, By, Co sclmeiden. Dann ist AA, die
Polare von 2, also AAs Taneente an den Kreis ABC. Die Gegenseiten BU und B,C,
des Sehnenvierecks ByU.BC schneiden sich auf der Polaren G des Diagonalpunktes K,
also, da BC dureh A geht, in A Die Seite BoCys und die Tangente IA; schneiden sich
also in A. Ehenso sehneiden sich CoAs und BB in B, AsB, und GE in €.
Die Gerade G ist fiir die beiden Dreiecke ABC und A.BsU; der cemeinsame Ort der
Sehnittpunkte der drei Seiten mit den in den Gecenecken an den Umkreis gélegten

Tangenten. Diese drei Sclmittpunkte %, N € sind fiir beide Dreiecke dieselben mnd

» T) alz das Nolldreieck der Schar agy in

sie sind fiir jedes derselben die Winkeloegenpunkte der Ecken, diese in dem angegebenen
Sinne als Nuolldrveiecke von Selaven umschriebener Dreiecke anfgetasst.

Man beweist leicht ans den Peripheriewinkeln, dass jedes der beiden Dreiecke ABC wnd
AuBaUs dihnlich ist dem Schwerliniendveiecke des andeven und dass die
ABALC, BCB.A, CACB, A B.AC,, BoU,BAs, (:A,CB. harmonisch sind.

echs Systems

. AA,, die Polare von ¥, schneide G in Z; dann ist B (A,;KAZ) harmoniseh: 2 A.BA =

B 4+ CBA; = B -+ CAK = B -+ BAS; ferner ist -J KBA = SBC. Darans, und

dass B (A;KAZ) harmonisch ist, folgt 2 ABZ = SCB; ebenso findet sich, dass
; Fiig




]
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A ACZ = SBC. Also ist Z der Winkelgegenpunkt A’ des Punktes A’ welcher ja
nach § 1, 2 anf AS so liegt, dass AS = SAY. Achnlich zeigt man, dass B' und @
auf’ G liegen.

. Die Winkelgegenpunkte %, 3, ¢’ der Nulldreiecke A’, B, €7 (Sehema, ITL, b) liegen also

anf & nnd sind ausserdem anf den Polaren der Punkte %A, B, € die harmonisch con-

jugierten Punkte zn K in den Reihen AKAS w s w.
. Derselbe Satz hehilt offenbar seine Gitltigkeit, wenn statt des Dreiecks ABC das Dreieck

AyBaCs ins Auge gefasst wird, und IWE* tir dieses letztere als die Winkeleegenpunlkte
derjenigen Punkte A'e, B, (Y5 gedacht werden, welche den Nulldreiecken A’, B, O in
ABC entsprechen.

. Die Reihen ABVW'E, BEBYA, GAED sind harmonisch: die erste z B lieot, dem har-

monischen Biischel A (ACKB) perspektivisch. Die Reihen 084G, BEBA, CACYH
sind harmonisch: die erste z B. liegt dem harmonischen Biischel}K (ZBAC) perspek-
tivisch (7 ist der Schnittpunkt von BC und AK).

. Wir zeicen wun, das anch die Punkte H* O* P* 8¢ T V¥ sechs harmonische Reilen

ant (3 1|ﬂ+lu'|’|_

Sind A’ and S¢ die im Schema IIT. 7, b and 11, 4, b ancecebenen Punkte, so ldsst
sieh, wenn zumichst A > B = ( angenommen wird, ans Teil I, § 4, b, IT nachweisen,
dass S von O doreh AB getrennt mnd im Winkelvanme ACH und deshalb auch dureh
BC von A’ eetrennt Heet., Deshalb st 20 AS'D ASB, aber CS8'B — 2 B — U8B,
ausserdem CA‘B = CSB. B, {0, & und A’ liezen also anf einem Kreise. Dann liegen
zgaf. Teil T, § 1, 10 anch B, € wnd die Winkeleegenpunkte % und 58 von A’ resp. &
auf§einem Kreise. In derselben Weise findet sich, dass folgende Systeme je aunf eiem
Kreise liegen.

a. AH"BC, BHYCA, GH"AB; b, WSYBE. BSYCA, (E8YAB;

a. HO'BA, BOYCB, COYAC; b. WTYBA, BTHOB, GTeAC:

a. AP“CA, BPYAB, CP"BO; b, WNHCGA, BVYAR, G VYBU.
Je drei Kreise sub a. in derselben Horizontalreihe stelend, desgl. je drei soleher Kreise
siih b. schneiden sich in einem Punkte der Geraden (. Tst z B., indem wir die zweite
Reihe a. beachten, Z der zweite Schuittpunkt des Kreises GO“AC mit G, so muss, weil
(fir A > B > () Z von C durch BE getrennt ist, ¥ 6ZA =2 R —6CA=2R — B
sein; deshalb ist 4 A¥XA = B 2 R ABA, Daher lieet ¥ auch auf dem Kreise
ABA oder MOYBA : alnlich lieet % auf dem Kreise B0#CB. % ist also identisch mil
dem Schnittpunkt 0" der genannten drei Kreise, m. a. W. 0 liegt anf der Geraden G.
Aehnlich die iibrigen Punkte. Fitr H” passt dieser Beweis nicht, da die drei Ortskreise
fiir diesen Punkt in die Geraden ABC, BCA, GAB degenerieren; es wirde zunichst nur
folgen, dass H* auf der unendlich fernen Geraden liegt. Aber, wenn wir beachten, dass
sein Winkelgegenpunkt H’ beliebig anf dem Kreis ABC liegt (vgl. Teil 1, § 4, b, 2), so
folgt, dass jeder nmendlich ferne Punkt fiir H eintreten kann, also aunch derjenige der
Geraden G. Die sechs Punkte H” 0" P* 8" T V* liegen somit auf (.

. Dass sie sechs harmonische Reihen auf G bilden, ergiebt sich folgendermassen: Wir

fassen irgend eine Seite des Dreiecks ABC als die Achse eines Kreisbiischels anf. Ist
BC diese Achse, so erzeugt das Biischel anf G eine lyperbolische Involution mit dem
Centrum ; ihve Doppelpunkte seien D und E, etwa D mit 8 anf derselben Seite von .
Zufolge 10. sind conjugierte Punktepaare dieser Involution: % und HY, A und 5%;
$ und O, ¥ und T#; € und P, € und V. Nach 8, ist die Reihe ABA'E harmonisch,

4
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AB — AW AC — AN , _ (AD)?
also: % e 1. Beachtet man nun, dass AB = 550,

3 (A D= (1N (A D)2 ; . g
TS ST T B . B w gt il o 1 r i el 3 1
HE = THIE. W = o=t N = oF? nnd sefzt diese Werte in die vorstehende

: : . AHY — WO+ AH — AP
(Gleichung ein, so erhilt man nach der Redonktion: E : (I . 1:

NS — O™ © YT — wPe

m. a. W, He OS89 P bilden eine harmonische Reihe. Aehnlich das Uebrige.

He O S Pre, Qe Poo o oy P Ee Vo Oy 80T e Vo, T Ve Qe S, W 8 P T sind
harmonisehe Reihen auf G. : )

Da H* der unendlich ferne Punkt anf G- ist, so ergiebt sich: S ist der Halbierungspunkt
von 0" P, der Punkt P ist der Halbierungspunkt von 0T und O derjenige von P V.

. S ist der Fusspunkt der Senkrechten MK anf G. Dies folgt ans Teil I, § 6, 10, indem
ja S und K die Winkelgegenpunkte der beiden Zwillingspunkte?S resp. S sind.
. Wenn man fiir das Dreieck A,B,C; diejenigen 6 Punkte bestimmt, welche den Punkten

[ On P 80T Vo des Dreiecks ABC entsprechen, so findet sich dureh einfache Wieder-
holung der vorhergehenden Schlitsse und Beachtung von 3. und 7., dass jene Punkte
mit den ihnen entsprechenden des Dreiecks ABC identisch sind, z. B. H“ mit H" w. s, w.
Die Gerade G mit ihren zwolf Punkten ist also dem Dreieck A;B;C, gegeniiber dasselbe,
was sie cegenitber dem Dreieck ABC ist; jeder ihrer zwilf Punkte vertritt ein Paar
entsprechender Punkte des Dreieckspaares ABC und A,Bo(Cs.

. Wir diirfen je zwei Punkte anf G, welche im Schema in derselben Horizontalreihe stehen,

einander conjugiert nennen, z B. 3 und %, 0" und T da sie ja in harmonischen Reihen
stehen. % B. ABWE w. s w.: wir eriomern ferner daran, dass das Dreieck XYZ im
Schema ihnlich AoBoCs ist, m.a. W. 2 X = A, Y =B,, Z=Cs. Damn gilt der Satz:
Der eine von zwei conjuzierten Punkten ist im Dreieck ABC (A:B,Cs) der Winkelgegen-
punkt desjenigen Punktes, aus welchem die drei Seiten von ABC (AyByCy) in irgend
piner bestimmten Reihenfolge unter den Winkeln A, B, € (Ag, Bg, Co) erscheinen; der
andere ist im Dreieck A.BoCa (ABC) der Winkelgegenpunkt desjenigen Punkfes, aus
welehem in entsprechender Reihenfolge wie vorhin, die Seiten von AsBsC; (ABC) unter
den Winkeln A, B, C (A, Bs, Co) erscheinen.

90, Es ist A ABC oo AQ"P" oo PYBOY o 0"P"C (gleichwendig). Denn nach 10. liegt
O auf dem Kreise BCB: also ist 2 CO"P" oder auch CO*8B = 2 R —- CBB =
9 R — (B 4+ 0) = A. Der Punkt P" liegt auf dem Kreise CBE; also 20 CP"O" oder
CP“g = CBG = B; mithin ist A 0“PYC <= ABC.
Die homologen Seitenpaare der Dreiecke ABC nnd O“PC sclmeiden sich unter dem
'* Winkel, den AB mit der Geraden G bildet; denn O“P* und AB sind homologe Seiten
4" 4 und 0P fallt in G, Aehnliches gilt von ABC und P“BO*, sowie von ABC und AO"P*.
- Die homologen Seitenpaare von AO“P« und P“BO* schneiden sich unter dem Winkel C;
ihmliches gilt von PYB*0* und 0“PC, sowie von OP“C und AQUPY
91. (0"P")2 ist die Potenz der Punkte 0“ und P fiir den Kreis um ABC. Denn, wird der
letztere von O“C noch in Y, von 0B noch in % geschnitten, so ist 0“Y = P“B und
O — P*Z. weil nach 14. nnd 15. O und P Spiegelpunkte fiir den durch K gehenden
Durchmesser sind. Nun ist A\ COYPY e 04P“B; also (0P*)2 = 0“C . P“B; also ist,
wegen P*B = 0°Y, (0P = 0"Y . 0"C = P"B . P"Z.
- WP 2 E 2r .l: ; e i
} Hs st (0"P')2 = , Wo cot d, = cot 300 und cot d = cot A - cot B -+ cot (.

" Weot2 & — cot2 &)
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§ 3
2 .
Der Kreis der zwdilf harmonischen Punktsysteme.

Figar 7.)

1. Wir verbinden M, den Mittelpunkt des Kreises ABC, mif den im vorigen Paragraphen

betrachteten zwiolf Punkten ant G, Ist v der Radins des Kreises,
weil K der Pol von G und nach § 1 8¢ der Fusspankt der Senk
Nun sind a und % die Winkelgegenpunkte gweier ZAwillingspunkt
e und A (vergl. das Schema ITL a und IV, a). Felglich liegt zn

g0 ist MK . MS! = r?,
rechten MK anf G ist,
- niimlich der Punkte
f. Teil I, § G, 10 der

Punkt a so anf dem Strahle MY, dass Ma . MU = r%  Deshalb liegt a anf dem Kreise

R mit dem Durchmesser MIK.

Dieser Schluss gilt aber, wie fiir den Punkt a, so fiir alle Winkelgegenpunkte der
zwolf Nulldreiecke in I, a und I, b, sowie IV, a und IV, b des Schemas nnd wir haben
den Satz: Diese zwilf Winkelgegenpuukte liegeif auf’ dem Kreise &, welcher, wie in der

Einleitung bemerkt wurde, der Brocard’sche genannt wivd.
2. Bie liegen gruppenweise harmoniseh anf diesem Kreise, néiamlich:

G

MPKO, POUM, OMWP, KUMW, UWPK, WEKOLU: aba'c, beb'a, coc'h, a'b'ac’, bie'ba’y cla'ch’,

Dies geht unmittelbar darans lhervor, dass sie je auf harmon
mit dem Scheitel M, welcher ein Punkt auf & ist, z. B. aba'c
Biischel M (ABAE).

3. Jeder der zwolf Punkte anf 8 soll demjenigen anf G entgprechend
eranf demselben Strahle ans M liegt, » B. a und 2%, W and V
4. Die Geraden durch K und je einen der zwillf Punkte anf & sind i
ABC die Polaren der entsprechenden Ponkte anf G, Es ist z |
Vo, weil sie einerseits durch den Pol K der Geraden ¢ oeht, anl
weil sie anderseits senkrecht zu MV steht, indem
h. Diese zwilf Polaren rehen durch die conjneierten Punkte ihrer |

-

gind identizch mit den Geraden A,A, BaB, C.0, welche nach § 2,
von A, B, € sind und nach § 2, 6 dweh die conjuzierten Punkte
i, B, & gehen. Darans folet nun, dass auch die Polaven Ko, K
B, 6 durch A, B, € zehen, Denn es ist z. B. zafl. 2. K (aba'c) ein
ehenso ist W RAEY eine harmonische Beihe, Non eehen Ko, |
dureh A, B G5 folglich gelit Ka' durch 2

T. Anch die Geraden ans K nach den sechs iibrigen Punkten gehen
Pankte ihrer Pole.

Nach § 2. 21 ist (Q'P")* die Potenz der Punkte O und P*

aunsgerdem ist 0Py = P¥TY  Der Kreis mit dem Duorchmesser
den Kreis ABO rechtwinkelie. Da MG . MT» = r2 = MP . M

ischen Bischeln liegen
ant’ dem harmonischen

heigsen, mit welehem

n besune anf den Kreis

3, K'W die Polare von
welcher V¢ lieet und,

Yole.
), Zuniichst gilt dies von den Polaren Ka, Kb, Ke der Ponkte ¥, resp. 8 und 6 denn sie
2 phenfalls die Polaren

o, Be @8 der Punkte
b, K¢ der Punkte 20,
harmonisches Bischel ;
¢, Ke der Reihe nach

dureh die conjugierten
fiir den Kreis ABC;

O schneidet also
Yoo g0 sclmeidet anch

der Krois OYPHTIP den Kreis ABC rechtwinkelie, ist alzo identisch mit dem Kreise,

der den Durchmesser QT hat, - Daher ist TP MO mnd -
a. W.; die Polare KP von O geht doveh dessen conjngierten P

1t deshalb in KI*. m.
ikt T, Ehenzo findet

sich, dass KO durch V* eeht; KM geht, wie schon gezeigh, durch 5S¢

Endlich geht KU dureh O; denn K (POUM) und TV 05"
KO, KM gehen dureh To, V¢, 59 also KU dwech 0O Ehenzo
KK, wie selbstverstindlich, dorch H'.

gehen durch den Pol & der Geraden G in bezug anf den Kreis .

aind harmonisch; KD,
celit KW durch P,

8. Die Sehmen des Kreises K, welche je ein Paar conjugierter Punkte auf ihm verhinden,

Wir betrachten jede

) }
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dieser Sehnen, etwa aa’ in Verbindung mit derjenigen, welche das conjugierte Paar M
und K verbindet. Die Gegenseiten Ka' und Ma des Sehnenvierecks MaXKa' schneiden
sich in A, die Gegenseiten Ka und Ma’ in 2. Daher ist der Diagonalpunkt sz, niimlich der
Sehuittpunkt von ag’ und MK der Pol von 9% m. a. W. von G in bezue auf den Kreis &.

. Joedes Dreieck also, dessen Keken 3 oder 12 Punkte aof £ und den Ecken eines anderen

conjugiert sind, lHegt diesem perspektivisch und s ist das Collineationscentrum. Die
Achse ist G; denn im Sehnenviereck aba't’ z B. ist & der Diagonalpunkt; folglich liegt
der Shenittpunkt von ab und o'b’ anf G, der Polaven von .

Jeder der sechs Ponkte M, O, P, K, W, U, besitzt die Eigenschaft:

Die Strahlen aus einem derselben nach irgend einem der zwilf harmonischen Systeme
auf & gehen anch durch eines der zwolf harmonischen Systeme anf (.

Fiir die Punkte M mnd K ist dies bereits in 1—2 und 4-—7 dargethan; wir zeigen
zuniichst die Giiltigkeit des Satzes fir die sechs von den Punkten M, O, P, K, W, U
selbst gebildeten harmonischen Systeme und wiithlen den Punkt O,

a. OM geht durch P, OP duwrch H*, OK durech V*. Da mmn O (MOKP) und P#O“V“H"
harmonisch sind, so geht die Tangente 00 an & dureh O,

b. O (OPWM) und O“H*T*P* sind harmonisch; 00 geht durch 07, OP geht durch H”,
OM dorech P*; also geht OW durch Tv.

c. O(PMUO) und HYP“S*0" sind harmonisch; OP eeht durch H* OM durch P, 00
durch 0 also eeht OU durch S'.

Die Beweistiilvung fir den Punkt P ist dieselbe wie fiir O, Betreffs U7 und W ist

zit bemerken, dass nach dem Vericen UM, UK, U0 durch T resp. O resp. 8" rehen;
dann folet das Ubrige ihnlich wie vorhin.
Wir zeigen nun, dass der Satz auch gilt, wenn die sechs harmonischen Systeme aba'c
u. 5. w. einfreten. Fuvor folgern wir (was schon anderweitic bekannt), dass G die
Potenzlinie der Kreise & und ABC ist; ndmlich nach 7. schineidet der Kreis mit dem
Durchmesser O den Kreis ABC rechtwinkelig und geht durch P; da nun nach 10,
P P den Kreiz & tangiert, wird auch & rechtwinkelic geschnitten. P* liegt also auf
der genanmten Potenzlinie; dasselbe thut O¢ auns gleichem Grunde; also ist G diese
Potenzlinie. Daraus folgt: 85 . BM = BA . BC. Nach § 2, 10, Zeile 3, a folgt:
BA . BC = 8P . BA: also Bb . BM = BP . BY, also 2 AP oder bAB = HMP*
oder BAR = MO = baQ. Da auch baBA ein Kreis ist, so folgt BAB = baB; also
2 a0 = baB oder a, O, B fallen in eine Gerade.

Nun geht a0 durch B, aK duwrch %, ad durch %A; also, da o (MOKP) und ABAE
harmonisch sind, weht aP durch 6. Weiter folgt, wenn a(OPWM) und BEBA heachtet
werden, dass aW durch 3¢ geht; ferner in dhmlicher Weise, aU durch €' geht.

Ahnlich verfihrt man mit b und c.

Dann aber gehen etwa die Strahlen Ua durch 6, Ub dureh %, Ue durch %, mithin,
wenn U (aba'c) und C'A'EH' beachtet werden, geht Us' doreh € u. s, w.

2. o ist fiir die Dreiecke MOP, KWU, abc, a'b'¢’ der Winkelgesenpunkt ilirer Schwerpunkte.

i die zwei ersteren Dreiecke eehf dies ans dem Vorhergehenden hervor; es schneidet
z. B. die Seite MP die Tangente Q0" in O n. s W.

Fiir abe, a'b’c’ beachten wir: Der Pol % von an’ liegt anf , da aa’ durch s geht.
Sehneidet ein Strahl ans Z den Kreis & in I und N, so sind al:a'N ein harmonisches
System. Fillt I in b, so fillt N in ¢, fillt T, in &, so filllt N in ¢'; daher gehen be
und B¢’ dureh Z. @ ist also auch fiir diese zwei Dreiecke der Ort fiir die Schnittpunkte
der Seiten mit den in ihren Gegenecken an & eelegten Tangenten.
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Die (Gestalt der Dreiecke MOP, KW, abc, a'b'c’.

Zeitschrift fiilr math. und naturw. Unterrvicht XII, pag, 1085.)

b. L TEW 9 8 wenn eotd . cotd = 8. Denn es ist cot KMU ot M =
SYM 1 S0
S7T" 3 .8vP" 3

e. Da sin 5Ke : sin ¢Ka : sin aKb6 = sin a : sin 6 : sine, 80 ist abe dhnlich demjenigen,
dessen Seiten parallel sind den Geraden Ko, Kb, Ke oder auch den Geraden AK,
BK, CK.

d. Da die Winkel des Dreistrahls K (abe) bekannt und K (aba’c), K (beb'e), K (cac'a)
harmonische Biischel sind, so sind auch die Winkel M K¢, ¢ Ka', a' Kb hekannt und
a'b'e’ ist ithnlich einem Dreieck, dessen Seiten den Strahlen Ko/, Kb', K¢ parvallel lanfen.

§ 4.
Die Ellipse der zwdlf harmonischen Punktsysteme.

Figny 5.
Die Gerade & kann als der perspektivische Durchsclnitt zweier Stralilenbiischel A (7)
und B (7Z) aufgefasst werden. Ziehen wir zu zwei enfsprechenden Strahlen AY und BZ
die in bezuz anf AC und AB, resp. BA und BC symmetrischen Strahlen AY und BY,
so ist bekanntlich ein dem Dveieck ABC umschriebener Kegeelsclmitt 15 der Ort des
Winkelgegenpunktes Y von Z. Fillt 7 in % so ist dem Strahle AN symmetrisch die
wrallele AY zu BO: dem Strahle B oder BC st derjenige Strahl BY symmetrisch,
der in BA fullt. Die Parallele AY ist somit eine Tangente an E. Ebenso liisst sich
zeigen, dass die Parallele doreh B zn CA, sowie diejenige durch O zn AR eing Tangente
an I ist. Bekanntlich ist dieser Kegelschnitt die dem Dreieck ABU umschriebene
Ellipse, deren Centrum in den Schwerpunkt S von ABC fillt.

. Aus der vorhergehenden Nommer ergiebt sich: Die Winkelgegenpunkte der zwilf in

8 2 auf G ermittelten Punkte lieren auf I, nimlich die Ponkte A, B, U, A’ B, C4
HY, 0, P, 8, T V. Da das Biischel A (ABAC) dem Biischel A QABUE) congruent
und die Reihe ABAE harmoniseh ist, anch A awf E liegt, so ist anch das System ABA'C
harmoniscl. Aus dieser Schlussweise folet, dass foleewde z2willf Systeme auf K har-
monisch sind: ABAC, BCBA, CAC'B, A'BAC, B'CBA, CA'CBY

HOS:PL ORI H, BHVO, STHV, TVos, V8PT.
AAY BB, CC' sind Durchmesser der Ellipse E, da A° auf AS liegt, wie bereits in§1, 8
erwihnt wurde. 8 ist der Almlichkeitspunkt der eongruenten Dreiecke ABC und AB/CY

. H* ist der vierte Schnittpunkt des Kreises um ABC mit der Ellipse K.

H* ist der Broeard’sche Punkt R. Denn, ist H' der Winkelgegenpunkt des unendlich
fernen Punktes H* anf G, so ist 2L H'AC = 7, wenn 4 der Winkel von G mit AB ist.
Ist « der Winkel von AH' und BC, so ist g = C — 4. Ist » der Winkel von AH”
oder G mit AN, der Tangente an den Kreis ABC, so ist anch » (6 4, weil HYAR
= 1. AAB — ( ist. Auch ist » AMEK, alzo AME. TIm Programm 332, Heckl.
1884, ist gezeigt, dass AMEK dem Winkel gleich ist, welchen BC mit der Seife B des
ersten Brocard’schen Dreiecks bildet. Da AR | B/, so bildet AR mit BC den Winkel
AMIK oder g, welchen anch AHY mit BC bildet.

a. .Lj. :‘lﬂ.ﬂlj = MPO = R f). wenn  cot i) ol A ' 0l I3 t cot U, {'\.vr']'_ﬁ']_ |IIDH.'|]|_

= I eot d: also tan df = ]; ot d oder eotd . cotd' = 3 = cot? d.

,..
Y
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B. Fs ist AH‘|| BO' || CP/; AO/ || BP! || CH'; AP [ BHY || CO%  Denn nach 5. ist H'AC = 4,
also H'AB — A -+ 4. Nach § 2, 10 ist ABAO” ein Kreis, also A ABOY = A0,
Nun ist £ ANOY — € — 4; also ABOY = € — A4 Weil nun O mnd 0' Winkel-
cegenpunkte sind, so ist auch CBO' = C — 4 und ABO* = B + C — 4. Dam folgt
aber: X HAB 4+ ABO'=A + 14+ B4 C—i==2 R, m a. W. AH'|BO" u.s. w.

7. Die Seiten des Dreiecks ABC erscheinen aus den Punkten H’ O/ P’ 8 T' V' unter den-
selben Winkeln, unter denen die ihmen homologen Seiten von A‘B‘C’ aus den Punkten
S TV HY OF P oepscheinen. Denn es ist etwa das Biischel 8¢ (ABA‘C) harmonisch

und X AS'B = ASB, BS'C = 2 B — BSC, also C5'A = 2 R — CSA. Aus der
Harmonie des Biischels lisst sich aber dann folgern, dass 2f C5‘A’ = SCB. Fasst
man nun in derselben Avt S/ (BCB'A) ins Auge, so findet sich CS'B/ — SCA; mithin
ist . CS'AY -+ C8'B! = SCB - SCA, oder A'S'B' = O u. s. w.

8. Da nach 4. S der Almlichkeitspunkt der congruenten Dreiecke ABC, A‘B'CY ist und nach 7.
H' und S homologe Punkte dieser Dreiecke, so halbiert S die Sehne H'S’ u. s. w., also:

9, Je zwei conjngierte Punkte unter den 12 Ellipsenpunkten H’ 0/ . . . sind die Endpunkte
eines Durchmessers.

10, Da H‘O'S'P’ ein harmonisches System nnd H'S’ ein Durchmesser der Ellipse ist, so ist
die Sehne O‘P! parallel der Tangente in H' an E und dem zu H'S' conjugierten Durch-
messer; 0P’ wird also von H'S’ halbiert., Also:

{1. Die 4 Dreiecke ABC, A‘B/CY, H'OPY, S“1"V! haben den gemeinsamen Schwerpunkt S und
sind der Ellipse E' umschrieben, welche wmit I concentrisch, dhnlich und Alnlich-
keitslage ist nnd welche die halben Dimensionen hat, wie K.

12, Die Zwillingspunkte H, O, P u. s. w. der zwilf Pankte auf I liegen auf emer Curve

]

(4. deren Punkte die Winkelgegenpunkte des in § 3 behandelten Kreises 8 sind.

§ h.

Beziehungen der vorigen Resultate zu einem Probleme allgemeineren Charakters.
Der Inhalt des 1T, Teiles unserer Abhandlung steht, wie wir schon gesehen haben, in
naher Beziehune zur folgenden Aunfzabe, welche von allgemeinerem Interesse ist:

2. Welches ist die recenseitice Lage derjenigen zwdlf Punkte, in die der Scheifel O eines
Dreistrahles fillt, wenn derselbe miglichst oft so gelegt wird, dass ihm ein gecehenes
Dreieck ABC eingeschrieben ist ?

b. In welcher Beziehune stehen zu jenen 12 Punkten (0) diejenigen zwilf Punkte (5), in
welehe, bei derselben Forderung, der Scheitel eines wweiten Dreistrahls fillt, welcher
dem ersteren concentriseh so gelegt werden kann, dass jeder Strahl des einen niit den
drei Strahlen des anderen ein harmonisches Biischel bildet?

Fiir den speziellen Fall, dass die drei Folgewinkel des Dreistrahles O den Innen-
winkeln des Dreiecks ABC, diejenizen des Dreistrabls 3 den Tnmenwinkeln des Schwerlinien-
dreiecks von ABC supplementiiv sind, haben wir die Antwort in den Entwickelungen des
voricen Paragraphen erhalten. {Ther die Lage der Winkelgegenpunkte (P) von (0) und (T)
von (S) erhielten wir Aufschluss in den §§ 2 und 3.

Die gewonnenen Resultate bleiben aber im Wesentlichen noch dieselben, wenn die
soeben genannte Bedingung folgendermassen verallgemeinert wird: Ks geien 2R — o, 2R —§,
9 R — v die Folgewinkel eines Dreistrahls (O), und 2 R —«, 2R — [, 2 R — 7' digjenigen
des ihm conjugierten Dreistrables S, und es sei die Bedingung evfilllt: cot A -+ cot B 4 cot U
= cot & - cot § |- cot v; also auch cot A - cot B -+ cot (! = cot a' -+ cot §' - cot v'; dann
liegen diejenigen 6 Punkte O, desgl. diejenigen 6 Punkte S, welche je ein negatives Produlkt
4
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ivimetrischer Coordinaten haben, anf der Ellipse B; die 6 Punkte (0), desgl. diejenigen (8°), je
mit positivem Coordinatenprodukt legen auf CL  Die 12 Winkelgegenpunkte (P7) und (1)

o anf &, und  die Winkelgegenpunkie (1Y) und (T) yon (O) und (S)

liegen anf 12 Pankte. die anf B. vesp. amf & vesp. anf G liozen, hilden
12 harmonisclie Systeme.

Da der uns zoneemessene Baum zn Ende oelt, mozén foleende Andentuncen genfioen:

1. Die Punkte a, b, ¢ liegen so anf BC, CA, AB, dass 4 :E_:. = kst da

die Richtungen bes Sehenkel

werden soll

A ‘.'\h?‘*l"ll".'u'i".!-:t}?" HEI y T 1 nn anf B 1
B hinans liert. \a soll mit t, u 5. w. bezeichnet werden; Bh und Ce mozen
z sehneiden . & w. Daun folet aus den 1 7

& g i
) 1 o A7 Y |2, 1 a Ty A T L
(a2 2 - wenn. B 1 | HWBDA ein Pa LT aroieht
qirh. dass AT WE1l 1 | / md el) ; md ] ad 1151

\ A 1 L= 1 il
so [Tl ] Pl i cil i A i B [

9. Das Dreieck 3y ist dem Dreieck ABU m I | e ieh nnten
eroeben wird, anf der Ellipse, wel i (! 1n 1 seh = nnil
welche der Ellipse E des § 4 congruent und mit ihr in Ahnlich

L, Uber die Dimensionen yvon I 1 { nerkt. nid m ' i
Halbachsen, m, nund n, zwel conjng ihm r, die den Winkel ¢ ilden, so ist
mé -+ 12 = m,? + n® und mm m,n; . sin g ISt SA 1, wnd SX sein conjugierie
Hil]‘i||'|!---"--'|"|', | FALER loe des satzes: 1as LeChveck ans || e e “WA ey ik ,:|:|'||-':|
Tangenten zwischen ihren Beriilimngspunkten nnd einer ritten Tangente ist dem Quadvate
des den parallelen Tangenten parallelen Halbdurchmessers rlaichs SX2 —,  Dann

o1
v}
indet sich lewcht: m* 1= e £ | e m 1 1 ABU y 8. 185 nuns
eof 0 = cot A cot B <4+ eot O |]i|:! 0 'l". — ¢ofb bt == oofb e —— G0l Gl wn 1'.:";5-I:
I 1 /m 1% ot o Hi 2 :
= T - — L. m 1 A ABE (eot i) GO o0
‘3[ Il ‘:IIJ Cat gy B I ;
[II. m — n = | 2 ABC (cot o i)

Qind 7 und 7 die zwei Zwillingspunkte, aus denen die Seiten des Dreiecks ABC
nnter Winkeln von 1209 yvesp. 600 erscheinen nnd sind abe, a‘be die ilinen entsprechenden
dem A\ ABC uwmschriebenen gleichseitigen Maximmi ersteres mit ABC eleich-

imkreise, =0 18t:

wendie, letzteres ihm gegenwendig, sind o und o,
[V, p=—m iy o i 1.

Aus T. folet: Allen der Ellipse E eingeschriebenen Dreiecken, die deren Centrum S

zum Schwerpunkte haben, kommt derselbe Winkel d zn. Auch sind die ihnen wm-

schiviebenen gleichseitigen Maximumdreiecke abe einander olejch : ebenso die Dreiecke a'l'e’.

{
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Folgende einfache Construktion eibf die Linege und die Richinneen der Hanptachsen

I,ﬂ , der die

i
wl

Ziehe durch A die Parallele zu BCU nnd beschreibe mm A den Kreiz mut
|J:II'.'1||-'|I-' I‘.’I \\ -‘I'||I;. \I f-,lh-L' }11] --I‘;I' ‘_"]t--:‘.'|[~i<‘j|]_f_-"-.':’t i']'r'lll't'ki-"
XN and XU (1T nae n, SUU'=— m — n. Ans dem
Cosinnssatze folet leicht, dass 872 und ST die ohen aneecebenen Werte haben. Die

Halbieruneslinie von USK eiebt die Richtune der srossen Axe, die seines Nebenwinkels
diejenige der Kleinen Axe. Wird nitmlich XY von der ersteren Halbiernngslinie in 1
von der zweiten in N geschnitten, so ist AN . AP AZ: und SZ ist die Liinge der
A ‘lr;li':iHl'h']' Ha ]

Ellipsentangente vom

1 ]

Daher trifft der Satz zu: Wenn die Secmente einer
ihren Sehnittpunkten N und P omif
Ellipsencentrum «lie zur Tangente
l'..!u-;'li.:;|,;|:‘ haben., so =ind SP und

nospunkte A lis

#wel senkrechten Geraden SN umd SPoans

lele Halbachze z

[

) :
vICILENI gy o

8l el pleichseitige Threiecke einbeschrieben:
ABC, 0,0:04 0,0.0;: das mittlere Dreieck ist den zwel anderen gegenwendiz, also

Der gemeinsame Inkreis sei B

sind diese beiden gleichwendig.
s ist AQ || BOs Il GOy; AOs | BO, || O AOg | BO, | COp und AOy | BOs 1 CO5;

AOg | BO: | COg3 AQg | BO, || GO,

T

Jeder der sechs Punkte Ofhat em

Prodokt trimetrischer Coordinaten
A0, und BO, schneiden siel inem Pun v des Kreises ASE,
BO. B0 2 & B
0, Al y (S A
A5 schneide BC in oa, By schneide CA in D und Oz schneide AB in e; dann ist:

AA.. BB, 0C, =eien Durchmesser in E, desgleichen O, S, . . . bis Oy S;. Dann sind
VBA (S o8, w. 6 harmonische Punkisysteme; desgleichen sind O, 05 8, O 1, 5 W.

12 harmonische Pankisysteme.

& schneide die Ebene ABC in-AZ, Wi
Fienr auf &, indem wir ans jedem Punkte derselben das Lot auf

albiere den Bogen (0.0, nnd eine El

& fillen: die hstalien in der Projektion sollen dieselben bleiben wie die ent-

-|5""I"Il.' ]Illr'il !:'l.-

In der Projektion sind nun die Dreiecke ABC, 0,040, 0,004 niclit mehr gleichseitio:

sy N 14 ol

: e ! .
S8 BRI aver Innalisoit

':u-.'ui'l-[‘llfllﬂ 5, sind der Ellipse E ein-

B and E, haben das Centrom 8, sind in Alnlichkeits-
9

und der Ellipse E,

lare und das lineare Alnlichkeitsverhitltnis ist
Es ist noch A ABC =~ A BC,: 0,005~ 8.8:8:3 0,0:0; = 8,8:8:: auch die Dreiecke

ABC. 89,8, 8,88, haben den gemeinsamen Schwerpunkt S und sind der E ein- der

£, aber mm
Die in 6., 7. 9. 10. fir die Orviginalfienr anfeestellten Behaupiungen gelfen auch fiir
die |'I-'-Ii'.'|i|i-.|]]_

Was 8. betrifit, so liewen 2, 8. v jetzt anf den drei der E congruenten und il dlnlich
liegenden Ellipsen BSC, CSA, ASB.
ol BOC (= ist eleich oder supplementic BOC): denn B0, oder Bz || CO,; alzo
4%
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Bz § CO, u. 8. w, Hsist: a BO,C = C0;A = AOQ;B; v = CO,A = AO,;B = BOyC;
8 = A0B = B0;0 = CO;A.

16, Auns 11. folet, dass O,A und O,A, desgl. OB und O,C sowie auch OC und OB sym-
metrisch zur Schnittkante ZA der Ebenen € und ABC liegen. Deshalb ist in der Pro-
jektion: 2 BO,C = BO,C; COA = BOA; AOB COA.  Aunsserdem ergiebt sich
ans 6. und 13. BO,C = AO;B COz A z;y C0;A = BO,C = AQB = B;
AO,B = COA = BO,C = 1. :

17. Folgende Systeme von je 4 Punkten liegen je auf einem Kreise: BCO,0,, CAO,0;,

19.

20,

Beriehtignng: In einigen Exemplaren lies pag. 23 Zeile 5: 4 der 12 statf 3 oder 12,

ABO,04: BC0.0;, CAOL0
A, mithin Oy in B und Oy in C, so vertritt der Kreis um ABC die drei ersten Kreise;
die sechs anderen beriithren E je in einer Kcke des Dreiecks ABC und je zwei von
itmen haben eine Seite desselben zur gemeinsamen Sehne, Dieser spezielle Fall ist in
§ 4 behandelt worden.

ABO,0,; BCO40,, CAO0,, ABO,0,. Fillt speziell O, in

6y <

. Da 8, und O, homologe Punkte der congruenten Dreiecke ABC und A,BC, sind, so ist:

BS.({, = BO,C z; OSA = COA + und ASB, = AO,B p. Da ferner
zuf, 18. der Dreistrall S, (A,B,C,) demjenigen S, (ABC) coneentrisch so liegt, dass jeder
Strahl des einen mit den dreien des andern ein harmonisches Biischel bildet ; so ist BS,C =
US,A v, ASB #, wo, wie oben gesagt, «, §, ¥ die Winkel des Schwerlinien-
dreiecks von «3y sind.

Ebenso, wie AO, | BO, || €Oy n. s. w., ist auch AS, || BS; || CS5 u. s. w. und deshalb
bleiben die Behauptungen in 15. und 16. richtig, wenn man in ilmen O, mit 5,, O; mit
S, . 8. W., sowie « mit «, B mit §, v mit y vertauscht. Desgleichen bleibt 17. richtig,
wenn O, mit 8, n. 3. w. vertauscht wird.

Die vorstehenden Angaben enthalten alles Nitige, um die in den §§ 1-—4 erhaltenen
lesultate so zu verallgemeinern, dass sie auch giltiz bleiben, wenn fiir die Voraus-
setzung o« = A, P 3, v = C w s w. die allgemeinere Voraussetzung eintritt:

cot & = cot B 4 cot y = cot A - cot B | cot C.
Aus dem Vorstehenden in- Verbindung mit § 4, 5 lisst sich noch folgern: Ist A'BCY
das erste Brocard’sche Dreieck, so sind die Halbierungslinien, der durch BC und B'C*
sowie CA und C'A’ sowie AB und A‘B’ eebildeten Winkel resp. ihrer Nebenwinkel den
Hauptachsen der Ellipse E parallel.

Recklinghausen, 15. Mirz 18806,

Artzt.
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