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§ 17. TIrrationales. Der Grenzbegriff.

1. Aufgabe. Die Zahl 2 soll in zwei gleiche Faktoren zer-
lect werden.

Auflosung: Ist ein Faktor z, so soll #® =2, a# — /2 sein
Zuniichst erkennst du, dal # keine ganze Zahl sein kann, aber
zwischen den zwei ganzen Zahlen 1 und 2 |
liegen mufl. Dann kann ich dir zeigen,

daB z auch kein Bruech sein kann. Denn

bar nicht moglich ist, da eine ganze Zahl

. 7 n : ‘
wire 2 dem unkiirzbaren Bruch - oleich, ]‘
et ‘
Il

so wire 2 gleich dem ebenfalls unkiirz- Il

e\ = m - m . i

haren Bruche ( ) = , was offen- [

n - N ( ‘

|

|

|
Wurzelkurys

einem Brueche nicht gleich sein kann.
Aber die Unlgsbarkeit dieser Aufeabe
ist von ganz andever Art, als die, zu der
die Aufgabe 2 =35 — 5 fiihrt. Es LBt

sich nimlich zundchst zeigen, dal =, ob-

gleich es weder ganzzahlig noch gebrochen
sein kann, doch als absolute Zahl existiert.

Ich denke mir die vorliecende Aufeabe durch die gleich-
wertige geometrische Aufgabe ersetzt: Wie lang ist die Seite
eines Quadrates, dessen Inhalt 2 gem beftriigt, oder wie groff ist
die Hypotenuse eines gleichschenklio-rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Katheten 1 cm messen? Diese Aufgabe ist durch
Konstruktion léshar und liefert eine Strecke, deren Liinge durch
/2 em ausgedriickt werden muf. Denkst du dir die Zeichnung
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2 Die Grenzbegriffe.

ausgefithrt, so hast du die genaue Linge von /2 em; fiihrst
du sie mit moglichster Genauigkeit wirklich aus, so kannst du
die MaBzahl dieser Strecke d. h. den Zahlenwert 12 mittels
des Mafistabes mit einem Fehler ermitteln, der um so kleiner
ist, je genauer deine Zeichnung war.

Nun gibt es noch einen zweiten rein arithmetischen Weg,
der /2 zwar niemals genau ermittelt, aber vor der Zeichnungs-
l6sung den Vorteil hat, daB du auf ihm dem z beliebig nahe
kommen kannst. Du kannst, wenn du eine Quadratzahlen-
tabelle hesitzest oder dir mit einigem Rechnungsaufwand eine
solche in den hier ndtigen Grenzen herstellst, setzen:

2 22
14 <yY2<15
141 < V2 < 1,42
1,414 < V2 < 1,415
1,4142 < V2 < 1,4143
1,41421 < /2 < 1,41422,

Also ist /2 = 1,4142. Setzest du fiir /2 14142, so begehst du
zwar einen Fehler, kannst aber dessen Grofe vorher bestimmen

und bheliebig dndern. Willst du das noch besonders hervor-

. S ‘ : :
heben, so schreibst du: /2 = 1,4142 .. .| durch die Punkte an-
deutend, dall das durch die unterstrichene Ziffer angedentete Ende

der Rechnung willkiirlich verschoben werden kann.

2. Bildest du die Reihe der Zahlen: 0,9; 0,99; 0,999; . ..
$0 kommst du der 1 immer niher, sogar beliebig, ohne sie
aber jemals zu erreichen. Das driickt man durch die Gleichung
aus: Lim 0,9 = 1.

Wenn sich die Glieder der Zahlenreihe @, ay, - - @, einem
bestimmten festen Zahlenwerte a beliebig annihern, sodaf
die Differenz @ — a,, wenn n beliehig grofl genommen wird,
beliebig klein wird, so sagt man, die Reihe a,, a,,--- hat die
Zahl a zur Grenze. Die Gleichung, die du im Rechenunterrichte

lernst: 0,6 — %2, muB also korrekt so geschriehen werden

Lim 0,6 =3%. Unter einer Grenze versteht man eine Zahl




Grenzensatz. o
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oder eine Gréfe, der man sich mit irgend welchen Zahlen-
oder Groflenreilien beliebig nihern kann, ohne sie jemals zu er-
reichen. Zeichnet man uwm und in einen Kreis regelmiBige
Vielecke, deren Seitenzahlen recht groB sein sollen, so besteht
zwischen dem Kreisumfange und dem Umfiingen der Vielecke
ein Unterschied, der um so kleiner wird, je griBer die Seiten-
zahl genommen wird, und der beliebig klein werden kann,
weil man die Seitenzahl beliebig groB wiithlen darf Da-
her ist der Kreisumfang die Grenze fiir den Umfang des Sehnen-
polygons (obere Grenze) und fiir den Umfang des Tangenten-
polygons (untere Grenze). Die Bedeutung des Wertes ,Grenze”
wird besouders deutlich, wenn du es durch das Wort ,mathe-
matisches [deal® ersetzest.

3. Der Grenzensatz Zwei Zahlen ¢, ¢,, die zwischen
denselben beiden Zahlen a, b liegen, deren Unterschied heliehig
klein gemacht werden kann, sind gleich.

Ist @ << g, <0 und ebenso @ << g, << b und liBt sich @ — b
beliebig verkleinern, so ist ¢, = ¢, = 4, und g ist die Grenze der
zwel Zahlen a und b Denn wire g, > ¢, und ¢, — g, = d, so
brauchtest du nur @ — & < d werden zu lassen, um es unmdg-
lich machen, daB ¢ wund ¢, beide noch von a und b ein-
geschlossen werden. Iine geniigende Verkleinerung von a — b
wiirde dann das Heraustreten entweder von g, oder von g, oder
von beiden aus dem Zwischenraum @ — b zur Folge haben und
dies soll nach der Voraussetzung ausgeschlossen sein.

4. Die Begriffe rational und irrational sind relativ. In dem
rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten 1 und 1 em ist die Hypo-
tenuse irrational, d. h. durch die Katheten und beliebig kleine Teile
derselben unmeBbar: aber auch die Katheten sind durch die
Hypotenuse und beliebig kleine Teile derselben unmeBbar (in-
kommensurabel). Denn ist die Hypotenuse, also }/2 em die Mab-
einheit, so ist die Kathete 1, }/2 derartiger MaBeinheiten.

H. Auller den ganzen und den gebrochenen Zahlen liegen
also auch die irrationalen Zahlen in der natiirlichen Zahlenreihe
und wir kommen zu dem sehr merkwiirdigen Ergebnis, daB es
lceineswegs moglich ist, an jeden Punkt dieser Reihe mit einem
Bruche zu gelangen. Die Zahl derjenigen Stellen der Zahlenreihe,
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Signierte Groben.

die durch ganze und gebrochene Zahlen nicht erreichbar ist, ist

viel grofler als die Zahl der von den rationalen Zahlen besetzten
Stellen.

Die Definition der drei direkten Rechnungsarten durch Reihen
gibt uns sofort das Mittel, ebensogut mit irrationalen Zahlen als
Grenzen von Briichen zun rechnen, wie das im vorigen § fiir

sriiche nachgewiesen wurde.

§ 18. Erweiterung der Subtraktion. Negatives.
Signierte Grofien und Zahlen.

1. Die Subtraktion hat beziiglich ihrer Ausfiihrkeit eine
Bedingung mehr als die Addition. Zur Addierbarkeit geniigt
die Gleichartigkeit der Summanden. Beim Subtrahieren muB
noch der Subtrahend kleiner sein als der Minuend, sonst kann die
Subtraktion nur teilweise vollzogen werden und es bleibt eine
Gruppe von HKinheiten zuriick, die da fortgenommen werden
soll, wo nichts mehr existiert, wovon fortgenommen werden
konnte. Kine Differenz p — a, deren Subtrahend « > p ist, liBt
sich auf die einfachste Form bringen p —a =0 —a,, wenn
=p+a, ist. Die Unméglichkeit, die Differenz p—a=p—(p - a,)
auszufithren, ergibt sich am klarsten aus der Form 0 — @, =—a,.
In dieser Form heift die unmogliche Differenz auch negative
S 1

oder es sollen ¢, KEinheiten weggenommen werden, ohne daf ein

Grofie oder Zahl und stellt die fm:]tlu!ln es soll die GréBe a
Mimwnd da ist, von dem ;th.r('mo‘f'n werden konnte. Erwigst
du, dall wir his jetzt schon 6fter O mit Vorteil als Zahl auf-
gefalit haben, so ist damit 0 — @, wenigstens eine formell
richfige Differenz mit Subtrahend (aktiver) und Minuend (pas-
siver Gribe oder Zahl) geworden.

Der Differenz mit dem Minuenden O stellen wir die Summe
0 +a, mit dem Augenden O zur Seite. Neben die negative GriBe
oder Zahl a, tritt dadurch die positive Zahl + a;; beide nennt
man signierte GriéBen oder Zahlen und stellt ihnen die
bisher betrachteten GriBen oder Zahlen als absolute entgegen.
Der absolute Wert einer GriBe oder Zahl # kann auch besonders
durch |a@| heryvorgehoben werden.

Die absolute Grife oder Zahl ist sclbstgenugsam und gilt




Signierte Strecken und Winkel. )

an und fiir sich auch auBerhalb jeder Rechnung. Sobald du
aber schreibst + @ oder — @, gibst du durch das Rechnungs-
zeichen zu erkennen, dafl mit ¢ gerechnet, daf ¢ addiert oder
subtrahiert werden soll und daB @ eben nur in einem Rech-
nungszusammenhang Bedeutung hat,

Die Einfithrung der signierten Zahlen und Grofien scheint
zuniichst zweeklos zu sein, da die negative Zahl unmiglich ist
und die positive Zahl nur als ihr, freilich mdgliches Gegenbild
auftritt, das ohne das Negative iiberfliissig wird. Hs gilt also:
1) Falle zu finden, in denen der zunfichst unmdogliche Sachverhalt
auf einen moglichen hindeutet oder in einen moglichen ver-
wandelt, also mit ihm in einen gesetzmifligen Zusammenhang
gebracht werden kann; 2) zu zeigen, dall die Ausfiithrung der
arithmetischen und der algebraischen Operationen die Kinfiih-
rung der negativen Grifen fast automatisch und unabweislich
verlangt.

2. Signierte Strecken und Winkel. Trigt man auf
einem nach rechts gerichteten Strahle OX und auf seinem Gegen-
strahle OX’ von seinem Ausgangspunkte O die Strecke @ ab bis
A und A’, so ist 04 =04"=|a|. Will man die Strecke @
in einen mdglichst einfachen Rechenzusammenhang bringen,
also zur signierten GroBe machen, so trigt man auf 0X’, dem
Gegenstrahl von OX, g ab bis L. Dann kann man die Strecke
L O, die Grundstrecke, als einen zu 04 zugehdrigen Augenden
und als einen zu OA’ zugehdrigen Minuenden betrachten. Hs
ergibt sich, wenn man L als Ausgangspunkt der Zihlung be-
trachtet, LA=LO + 04 =g + a, LA'= L0 — 0A'=qg—a.
Wenn man aber, zu O als Ausgangs- und Anfangspunlkt des Strahles
OX zuriickkehrend, 04 mit + 04 = -+ und OA' mit — 04'=—a
hezeichnet, so ist das an sich unsinnig, weil 4 O einen zu-

gehorigen ersten Summanden und — 04" einen Minuenden ver-
langt; aber es wird sinnvoll in dem weiteren Zusammenhange,
der die Vertauschung des Ausgangspunktes O mit einem beliebig
weit nach links liegenden Punkte L ermdglicht. Ist I 0> (J‘--l’)
was sich durch passende Wahl der Lage von L stets erreichen
1iBt, so liBt sich die Strecke OA’—=a auf LO abtragen. Un-
moglich konnte die Subtraktion nur werden, wenn der Punkt I
nicht beliehig weit zurtickweichen konnte. In dem Falle wiiren
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Signierte GriBen.

Abstiinde links von L isoliert negativ, also unmiglich

; denn es

gibe keinen Rechnungszusammenhang, der ihnen den nétigen
Minuenden verschafite.

Also werden signierte Strecken, die im wrspriinglichen
Rechnungszusammenhange unméoglich waren, in einem weiteren
Zusammenhange (Verschiecbung des Ziahlungsausgangspunktes)
moglich,

In dem hier erdrterten Sinne heift OX der positive, 0X’
der negotive Strahl, weil man in der Richtung des ersten addiert,
in der des zweiten subtrahiert.

Wie man hei horizontalen Strecken, der Richtung des
Schreibens entsprechend, nach rechts addiert und nach links
subtrahiert, so wird man hei vertikalen Strecken (0Y) der
Richtung des Korpers entsprechend nach oben | 0Y) addieren
und nach unten (OY') subtrahieren. Man wird an dieser
natiirlichen Bestimmung festhalten, falls nicht besondere
Griinde (Fallrichtung) andere Festsetzungen geeigneter erscheinen
lassen,

Bei der Winkelzihlung gilt als Anfangsschenkel 0X. Die
Winkel lifit man entstehen dadurch, daf man OX um O links
herum um einen Bruchteil oder ein Vielfaches des Vollwinkels
dreht. Die Existenz der signierten Winkel liegt noch viel
offener da, denn man kann den Strahl OX als Repriisentanten
sowohl des Nullwinkels als eines beliebigen Vielfachen des
Vollwinkels ansehen. Fiir die Konstruktion von -+ ¢ hat man
OX, das beim absoluten Winkel & nur erster Schenlkel war, als
Vollwinkel (¥) zu betrachten und erhiilt: -+ = — ()

X a= (‘V} — (8,

3. Andere signierte GréBen und MaBzahlen; Ver-
mogen und Schulden, Wirme- und Kiltegrade.

a JM, die in meinem Besitze sind, sind eine absolute Grife.
Kann ich sie mit einem auBerdem schon vorhandenen Grund-
bestande von g # in Rechnungszusammenhang bringen, so werden
sie zu + a M. a M, die ich zu bezahlen habe, sind — a ., denn
sie miissen mit einem (vorhandenen oder zu erwartenden) Grund-
bestande von ¢ J in Subtraktionszusammenhang gebracht werden.
Wenn oder so lange das unméglich ist, sind — a  eine un-
mogliche GroBe. Auch hier werden sie méglich nur durch




Andere signierte Groflen. {

Verschiebung des Nullniveau; nur so lange und so weit die Ver-
schiehung des Zihlungsausganges angeht, treten die — @ M in
einen moglichen Rechnungszusammenhang. Sonst repriisen-
tieren sie die dauernde Forderung, daf a 4 von einem (nicht
vorhandenen) Vermdgen von ¢ J£ abgezogen werden miiliten.
Vom Standpunkt des Gliubigers kehren sich die Zeichen um;

a M des Schuldners sind + a A des (?iliiu.]rigurn' und 4 @ M
des Schuldners sind — a 4 des Gliubigers: signierte GréBen
sind relativ.

Die gebriiuchliche Thermometerskala beginnt mit dem
Gefrierpunkt des Wassers als Nullpunkt der Zihlung; aber da-
durch, daB die Gradstriche nicht blos nach oben ausgeftihrt,
sondern auch nach unten fortgesetzt werden, wird eine Tempe
raturangabe in absoluten Zahlen vom Hispunkf aus zweideutig,
denn 109 kénnen 10° sowohl iiber als unter dem Eispunkt be-
deuten. Reicht bei einem Thermometer die Teilung his 40°
unter den Bispunkt und will man doch eine einheitliche
Ziihlung festhalten, so ist der unterste Teilstrich der natiirliche
Nullpunkt dieses Thermometers (natiirlich in mathematischem
und nicht in physikalischem Sinne). Die Angabe + 4° bedeutet

addiert
subtrahie

7

dann, dafl ?n dem Grundintervall 40° 4° ot werden

sollen. Die von dem urspriinglichen Nullpunkt (Eispunkt) aus
unmbgliche Zahlung deutet auf eine von dem neuen Ausgangs-
punkte migliche Zihlung hin. Sache der Physik ist es, zn ent-
scheiden, wie weit nicht bloB bei einem speziellen Instrument,
sondern iiherhaupt den negativen Graden eine reale (physi-
kalische) Bedeutung zukommt und ob sie nicht von einem ge-
wissen Zahlenwerte ab schlechthin unmoglich, undeutbar und
unsinnig bleihen.

4. Also gibt es Fille, die von der Grofengattung ganz
unabhiingig sind, wo die an sich nnmdgliche negative Grofbe
auf einen moglichen Rechnungszusammenhang hinweist und in
ihn eintreten kann.

Die Einfithrung der signierten statt der absoluten Groben
verhindert alsdann die Zweideutigkeit des Resultats, die mit der
absoluten Grifle yerbunden gewesen wiire.




Signierte Grofen in Gleichungen.

§ 19. Signierte GréBen und Zahlen in Gleichungen.

I. Ein Thermometer zeigt zu Anfang Dezember eine Tem-
peratur von a®  Wieviel Grad iiber 0% steht es Ende Dezember,
wenn es wichentlich durchschnittlich um ¢ fiel? 44 L 5 — a,
x=a—4i. Ist @« =8 und gibst du dem ¢ der Reihe nach die
Zahlenwerte 1, 2, 3, 4,. . ., so erhiiltst du z —4, 0, —4, —8. Die
Frage der Aufgabe kannst du zuniichst durch eine absolute
Lésungszahl oder, indem du auch die Existenz einer heliehigen
Zahl von Graden unterhalb des Bispunktes voraussetzest, durch
eine positive Liosungszahl beantworten. Beide sind an die Be-

-

dingung 4/ < a gelmiipft. Ist 47 > a, 50 wird & = a¢ — 44
negativ und || = 4¢ — a; also tritt an die Stelle der urspriing-
lichen Gleichung 4i 4 |z| = a, die Gleichung 44 x| = a.

Das erste, was dir die negative Lsung verriit, ist dic Un-
losharkeit der gestellten Aufgabe. Zugleich aber weist sie
dich auf die Ursache dieser Unlosharkeit hin und zeigt dir,
wie du durch einen Zeichenwechsel ecine neue, in absoluten
Zahlenwerten losbare Parallelg

chung und Parallelaufgabe er-
hiiltst. Also ist die negative Losung nicht blos eine »ialsche®
Losung, sondern auch die absolute Losung der Parallelaufgahe:
Wieviel Grad unter Null etc.

Also wieder ist das Resultat: In dem gegebenen Rechnungs-
susammenhang ist die negative Losung eine falsche Lisung,
aber sie deutet auf einen andern Rechnungszusammenhang, in
dem sie richtig wird.

Andrerseits kann man die Fragestellung schon dahin deuten:
Die Frage, wieviel Grad tiber Null, lift als Losung schon eine
signierte Grofe vermuten. Sie schrinkt aber die Aufgabe un-
gebiihrlich ein, dadurch daf sie aus dem gesamten Bereich der
signierten Groflen die negativen ausscheidet.

Da die volle Fragestellung lauten miifite: Wieviel Grad
iiber oder unter Null ete., so miissen, wenn absolute GriBen als
Antwort verlangt werden, zwei Gleichungen als Lisung gegel

en
werden: 1) 444 yl=a, 2) 4i — |z2|=a oder 1) a— 47 — il
2)4i—a=|z|. Je nach den gegebenen Zahlenwerten von a und 7

hat nur eine, aber auch immer eine der beiden Gleichungen
eme Losung. Beide (leichungen vereinigt die Typusgleichung
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47 +x=a, in der = signiert gedacht wird. Nennt man die
Gleichung 1) die positive, 2) die negative, so deutet eine ahso-
lute Losung der + Gleichung auf richtige, eine absolute Lésung
der — Gleichung auf falsche Fragestellung.

Eine subtraktive (negative) Zahl soll also nicht an sich
selbst und unter allen Umstiinden, sondern nur in einem ge-
wissen (leichungszusammenhange abgezogen werden. Da aus

der Lisung z = — 3 die Lisung — « folgt, so ergibt sich,

fos}

da man, wenn man in der urspriinglichen Gleichung suh-
trahiert statt es zu addieren und addiert statt es zu subtrahieren,
Jcurz wenn man die Zeichen der Glieder, die z enthalten umkehrt,
eine absolute Losung erhilt.

2. Wieviel  besitzt jemand nach ¢ Tagen, wenn er tig-
lich @ J ausgibt und jetzt b A hat? Die Lisungsgleichung

@i+ ax—"b, 2=10—ai kann negativ sein. Dann ist die Auf-

| b, &=
aabe ihrem Wortlaut nach unlésbar. Denke ich mir aber, dab
A auBer den b 4 mnoch anderweitiges Vermdgen g hut 80
erhilt die signierte Lisung Realitiit; sie bedeutet ein Erhehen
iiher oder ein Sinken unter das Niveau von ¢ 4 um den Be-
trag der 2 . Auch hier deutet die signierte Losung aus der
Enge der ungeeigneten Fragestellung auf ein weiteres verwandtes
Grebiet,
Antwort in absoluten Zahlen zu erwarten ist.

innerhalb dessen auf eine richtig erweiterte Frage eine

¥

3. Bin Mehlvorrat betriigh jetzt @ kg Tiglich werden
b kg verbraucht. Nach wieviel Tagen betriigt er 7 kg? a—bw =i,
a—u F T .
g=—7 - @ als absolute Lisung ist nur vorhanden, wenn

i < @ ist; wird i > @, so ist die Aufgabe in absoluten Zahl-
zeichen unlshar. Lasse ich aber x als signierte, additive
oder subtraktive GroBe gelten, so ist die zuniichst nicht vor-
handene Grundgrife in einer beliebigen Anzahl von Tagen zu
beschaffen, die von der Vergangenheit his zur Gegenwart ver-
strichen sind. Die negative Lisung verlangt, dafl ich den abso-
luten Wert der Lisung von dieser Tageszahl abziehen, also in
Vergangenheit gehen, die positive Losung, daB ich addieren, also
dem Wortlaut der Aufgabe entsprechend den gesuchten Tag in
der Zukunft suchen soll.

Die positive Losung ist absolute Lésung der Gleichung
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a—bly| =1+ Die negative Losuug ist absolute Losung der
Gleichung @ + b 2| = 4. Beide absolute Gleichungen vereinigen
sich in der signierten Gleichung a — ba = i.

4. Ein Radfahrer, der auf einer Fahrt von Breslau nach
Berlin stiindlich @ km zuriicklegt, ist von Berlin noch & km ent-
fernt. Wieviel km ist er nach ¢ Stunden von Berlin entfernt?
Bei der Aufstellung der Gleichung muBt du dich entscheiden,
ob du den gesuchten Standpunkt des Radfahrers vor oder hinter
Berlin annehmen willst. Nimmst du ihn vor Berlin an, so er-
hiiltst du die Gleichung ac¢ + » = b, also 2 = b — ac.

Ist b > ac, so ist x eine absolute Zahl; die Aufgabe hat
eine wortliche (eigentliche) Lisung. Ist b < e, so existiert
nur als signierter und zwar negativer Wert, dadurch anzeigend,
dafl die Gleichung nur durch den Zeichenwechsel von & eine ah-
solute Losung erhilt |y| = ac — b; dall also deine urspriingliche
Annahme iiber den Standort des Radfahrers falsch war und
daB er sich hinter Berlin befindet.

5. @ Arbeiter fertigen ein Werk in b Tagen. Wieviel
Arbeiter miissen hinzugeworben werden, damit die Arbeit in
¢ Tagen fertig wird? Aus ab = (a+ )¢ folgt x — ”'Eb;_ %. Gelten
nur absolute Zahlen, so folgt immer eine Losung aus einer

ab = ¢(a + |y

Gleichung des Gleichungspaares Y wihrend die

ab = e(a
andere losungslos bleibt. Werden signierte z zugelassen, so
reprisentiert je nach der Fragestellung (mehr — weniger Arbeiter)
eine der signierten Gleichungen ab=c(a+x) oder ab=¢(a—u)
die beiden absoluten Gleichungen.
Die Bedingung fiir die Einfithrung signierter Zahlen ist ge-
: ; : . AN
geben: die @ Arbeiter bilden den Grundstock, . = dem neue
Arheiter %uh.ﬁtw :
weggehen
6. In allen fiinf Fillen setzt die genaune Beantwortung
des Wortlautes der Fragen einen absoluten oder positiven Wert
von @ voraus, Die Rechnung fithrt von selbst darauf, dab die
Fragestellung fiir die Aufgabe zu eng ist und daf die Annahme

eines allgemeinen, signierten x diesen Fehler wieder gut macht.




Rechnen mif signierten Zahlen 11

Die fiir die reale Bedeutung einer signierten Grébie notwendige
Grundgrifie ist in allen Fillen vorhanden; sie ist:

1) eine geniigende Anzahl von Graden unter 09

2) eine geniigende Anzahl von J als Vermogen,

3) eine geniigende Anzahl von Tagen bis zur Gegenwart,
4) der augenblickliche Abstand von Berlin in km,

5) der vorhandene Grundstock von Arbeitern.

Da die Signierung nicht an der Einheit, sondern an der
MaBzahl hingt, so ist die Verwendung signierter Grofien durch
die Art der Binheit nicht beschriinkt und man kann, wenn
man den MaBzahlen die GroBenbenennung beilegh, so gul von

negativen Menschen wie von negativen Metern reden. Alle

Arten GriBen also konnen als signierte behandelt werden, wenn
ihre Anzahl sich denken lLift als sich erhebend iiber oder
sinkend unter einen gewissen Grundwert, ein gewisses Niveau

D

von Binheiten derselben Art. Sonst haben signierte Grofien so
wenig eine reale Bedeutung, wie ihn eine Bruchlosung hat,
wenn die zugehdrige Einheit unteilbar (ein Individuum, ein

Atom) 1st.

§ 20. Rechnen mit signierten Zahlen.

1. Die Rechnungen an und mit signierten Zahlen erledigen
sich durch die Erwigung, daf jede signierte Zahl ein isolierfer
Addend und Subtrahend, also eine isolierte alktive Zahl ist, der
zuniichst der zugehdrige Augend und Minuend, also die passive
Zahl fehlt. LiBt diese sich in dem Rechnungszusammenhange,
auf den die signierte Zahl hindeutet, auffinden, so erhilt dieser
reale Bedeutung, und die fiir das Rechnen mit méoglichen
Differenzen aufgestellten Regeln gelten auch fiir unmdgliche
Differenzen. Da das ,,Signum® 4+ nur an der MaBzahl und nicht
an der GroBe haftet, so ist es am einfachsten und dabei ge-
niigend die Richtigkeit der bisher aufgestellten Regeln an der
einfachsten GroBe, der Strecke und deren MaBzahlen zu zeigen.
BEs diene uns also als Repriisentant der signierten Grofle die vom
Anfangspunkte O eines Strahles O X aus aufgetragene Strecke, die
zu einer im Gegenstrahle OX’ aufgetragenen Strecke OL — j
addiert oder von ihr subtrahiert wird. Als Repriisentant wiirde
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sich

o

halb

[
be)

denn

b)

denn

c)

denn

iiher
har 1ist.

An der Zihlungsart jeder der drei Reihen (dem Funlktions-
gesefze) wird durch das Vorschalten der Strecke OL = g oder
anders gesprochen durch die Verlegung des Anfangspunktes der
Zihlung oder des Niveaus der Zithlung nichts gefindert. Des-

Rechnen mit absoluten Gréfen lieferten, auch fiir signierte Grof
gelten.

2. Die Aggregatenreihe und Aggregate signierter
Groben. Die Zahl @ unterscheidet sich von -+ ¢ nur daduorch,
daB man sich bei - @ noch den (_E{;g{-nsil‘:lh[ mit der beliebigen
Grundstrecke L O = 7 vorgelegt denken mufl. -+ e wird dadurch
mr g + aten Stelle der Ageregatenreihe, deren Anfangspunkt L
ist; ebenso wird die Zahl — @ die ¢ — ate Zahl der bei L he-
rinnenden Ago
du von L erst ¢ Schritte vorwiirts und dann @ Schritte riick-
wirts machst. Die Einfithrung der signierten GriBen und Zahlen
erweitert die frithere Betrachtung also nur insofern, als dem
Strahle OX auf dem Gegenstrahle eine helichio orobie Strecke O L
vorgelegt und zum Aus;
sie verlegt die Summenreihe vom Strahl auf die Gerade und ge-
stattet damit grenzenloses Vor- und Riickwiirtszihlen in heliebig
kleinen Schritten.

Es ist:

Darans ergibt sich

Agoregate und Produlkte signierter Zahlen.

ebenso jede andere Hinheit (Kugeln, Menschen, Atome)

eignen; der Vorzug, den die Strecke diesen Kinheiten gegen- |

hat, liegt darin, dafl sie einfach darstellbar und vorstell-

miissen die Resultate, die uns die Reihen bisher fiir das

Jen

oregatenreihe; und du erhiilfst sie demgemiifl, wenn

¥
j=l=]

rangspunkt der Zihlung L gewiihlt wird;

124

a—b=+a—b=—b+a=+ (a—0b)=—(b—a),
g+@—0b=g+a—b=g—bta=g—(b-—a)
g+ (—a)=g—a=g—(+a),
g+(E—CG+a)=g+i—i—a=g—a

g==a)=gsae=0g+ (Fa)

g—@—Cta)=9g—1t+rtt+a=g+a
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Das erste Zeichengesetz signierter Grofen: Beim
Aggregieren signierter Griflen gibt das Zusammentretfen

gleicher v il plus
: orzeichen Gt
entgegengesetzter minus

Da auch das Aggregieren signierter Groflen nur ein Vor-
nnd Riickwiirtszithlen mit Zuhilfenahme von OX" ist, so gilt das
Vertauschungsprinzip und das Gruppierungsgesetz auch
fiir signierte Zahlen.

3. Die Produktenreihe und Produkte signierter
GroBen. Die absoluten Schritte der Produktenreihe - p

gehen nach rechts, die der Produktenrveihe — p nach links; nach
derselben Richtung sind auch die 7
positiven Sehritte gerichtet, with- _,.;"J

rend die m"\_{;lti\'vn Schritte der | _,'":

Produktenreihe -+ p nach links,

die negativen Schritte der Pro- zocctsrare
dultenreihe — p nach rechts gehen.
Also ist der ate Schritt der Pro-

; s o Sl te
duktenreihe p anch de e .
Schritt der Produktenreihe _;‘”
und auch der — ate Schritt der

Produktenreihe — p. Der — ate
Schritt der Produktenreihe p ist
ate

- ate
duktenreihe — p. /

auch der | Schritt der Pro- i
-+

Das zweite Zeichengesetz signierter Groben. Aunf der
zweiten Stufe (beim Multiplizieren wnd Dividieren) gibt das Zu-

. gleicher -, ; lus
sammentreffen = 5. Vorzeichen T, ;
ungleicher minus
Der einzige Unterschied der Produkte absoluter und sig-
nierter GroBfen und Zahlen liegt in den Vorzeichen. Diese

indern an der Giiltigkeit der drei Multiplikationsgesetze nichts.
4. Die Potenzenreihe und Potenzen signierter
GroBen. Es ergab sich schon frither (§ 106, 7), daB die Potenzen-

reihe cine Fortsetzung jenseits des Oten Gliedes haben mub.
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Die signierten Gréfien geben uns jetzt die Moglichkeit, die Schritt-
zahlen, durch die man diese Glieder erreicht, zu bezeichnen.
Da die Potenzenreihe p diejenige Reihe ist, die mit p als erstem
foleende

| Gliede jedes
. vorhergehende

| |
[ o [ i ;
; ‘\! [ ! ; / Multiplikation o
\ 5| Ealt ‘ durch AR nit p
RN H = AL PRI S R Division
| \l r-rf'ln.n T r‘ o 2
| e Nl i entstehen Lilt, so ist das Ote
\ | | N7 e
I i"| ! . / Glied p® = 1, das — 1te Glied
= i [ 1 e
[ \w‘ /| pt=—, das — ate Glied
= ol || P
‘ i i I \‘\ ii( =t 1 ] ( 1 ‘)rf
e M e il
i' e :l J:L J Also auch die Potenzen-
=T, T Yy s — reithe erweitert durch Zulas-

sung signierter Exponenten
ihr Gebiet vom Strahl auf die Gerade, deren Punkte sie in

beliebie kleinen Schritten durehlaunfen lkann.

§ 21. Zusammenfassung.
l. Hiernach ergibt sich als schliefliches Resultat:

Summenreihe.

Hlim]{*rmhl Bore—2.0o—1-.-0... -+ 2 -+ m
q q q
Bezeichnung | g4
¥ Sy e e DT S D o e S
Zahlenwert |- < I q I q “ q “e
Produktenreihe 4 p.
SRzl gk e e R (0 s o e a
n Kz
Produlten- | i { 0 1 0
: Pr—tt-Pr——pr—1op.Q.op-1..p.—.. p-a
reihe : . T ! : PE .

2 i : :
Zahlenwert pee - - (‘“m) 0 e OIS ey B ("TH") (P4 +
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Produktenreihe — p.
. m
Schrittzahl | a - :ﬁ 2 LSS Ol kil i “: F
{ i{
Produlten- pm m
o Piliese = ple—p0p-—1-—p- 2( P H)-- p-—
Zahlenwert —(p-a)-- (FI:") e—p 0 e e (pe2) - (.‘H,:H) e ()
Potenzenreihe p.
Sehrittzahl —@ - i:! see —2.00—1000 0 0n 1 e ":f r!-
7 r
Potenzenreihe |p=% .- p=% -cop=2...p=loc. pOplois p%i ..o po
. 1 1 1 1 ;o\ (Ll <«
Zahlenwert |— -..——-.. = ... SERE I N § ) “-{_,”-“,Hi
ya l J“ur P P

Mithin erhiltst du, wenn a, b, p absolut und ganzzahlig sind,
folgende allgemeine Erklirungen:

Produlkt.
1 a g
pa=9 -+ py pel=p: p.0=0; p-—a=—(pa);

By~ 55 Dot pd =4

=]

Potenz.
1 {
a

E / a e b/ Ve
pr=m-am pt=py pd=1: p=2— ( i) : -,w-r = Vp4 p=1+w

2

. = A, figoad Aot - S
je nachdem p £ 1; p'& 4, wenn p >1; p'&p,, wenn p < 1 ist.

2. Jedes Aggregat a —b—c¢ -+ liBt sich in eine Summe
signierter Zahlen verwandeln: a + (—0) + (—¢) +d. Jeder

: wng : p 3 il 1
Quotient @:b:¢:... liBt sich in ein Produkt « - e e

verwandeln. Jede Wurzel Eibt sich in eine Potenz verwandeln.
Damit verringert sich die Zahl der acht Rechnungsarten
auf vier: Addition, Multiplikation, Potenzierung und Logarith
mierung.
Diese Vereinfachung war schon aus den §8 11 und 14 ersicht-
lich, aus denen sich fiir Multiplikation und Division und fiir
Potenzierung und Radizierung dieselben Gesetze ergaben.
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Ymsammentassung.

3. In den niichsten Nummern

von

unter f) eanze absolute Zahlen bedeuten.

§

20 sollen a, b, e ...

unter «), signierfe ganze oder gebrochene oder irrationale Zahlen

4. Rechengesetze der Addition [Subtraktion].

a) Vertanschungsgesetz:

o - f) e o 1 I e I
i{ € £ i
it g ¢+ b+ — 1 b d -+ )
I / / l
b) Gruppierungsgesets:
6 el e il e oy e 2 (06 S0 S il S e
e g : e )
ash (¥ d : == (e - ) .
I 1 h / ([ h_)
5. Rechengesetze der Multiplikation [Division]
a) Vertauschunesgesetz:
a-b-c-d=ua-d-c-Db
( ; s ¢ . ¢ (
i=ic(—b0): zid=a-(—b)ie:d-—: -
h = ~ 7 h
h) Gruppierungsgesets:
rf-f;-r‘-!f-r"‘[' f.f-lf-"l"} f"f
( ( \ e (7
a-(—b)ce:d-—:: @b () (=)
) \Ti
¢) Verbindungsgesets:
(@+b+cH--)m=am-+ bm + em -+
i Wellh \ m b m m
(r( + = —d -+ ) = — -+ - =
(i (s n c " i
6. Klammergesetz.
i P e e e = (Gl
Lonl o IO ok
1. Rechengesetze der Potenzierung |Radizierung]|.
a) Vertanschungsgesetz der Exponenten:
: i ; m
/ :
((a) ) ((an)’)

[n ..I"J
(Va™)
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b) Gruppierungsgesetz der Exponenten:

f At
. NG ; Py
«) (_(t\re‘.’“‘) ) ) = (ag™") .
ﬁ,l \ / T'Iﬂ}m ) ) [”m-,:)p "
¢) Verbindungsgesetz der Exponenten:
«) phtEnkes —ml e ind Sne
o ; d S
’ [} e o a\e fa\¢ a\g fa\
ﬁ" b ( b ) i J'.r) ; h) 5 (‘fl..) ey
d) Verbindungsgesetz der Grundzahlen.
“.‘} {\'”_ = f) A il o >)-m — "’m v, “l'm‘
1 n nit
e x e
b e 1 - rhyn foN n
B) il ::r;”() A
C / \C \J

S. Die [Logarithmen treten mit ihren Gesetzen ans dem

Rahmen der Gesetze der iibrigen Rechnungsarten heraus. Sie
lassen sich der Potenzierung nicht so zur Seite stellen wie die
Radizierang, oder wie das Teilen und das Messen dem Multi-
plizieren zur Seite steht.

§ 22. TLineare Gleichungen.

l. Eine Gleichung, die die Form @ = a hat, oder die sich
in diese Form durch die Ausfiihrung der darin vorgeschriebenen
Rechnungen verwandeln lift, heiBt identiseh oder analytisch.
Geht eine Gleichung nur dann in eine identische iiber, wenn man
einer oder mehreren der darin enthaltenen allgemeinen GriBen
gewisse Werte beilegt, so heiBt sie eine Bestimmungsgleichung.

2. Eine Gleichung, die mehrere Unbekannte z, 4, - - - z ent-
hiilt, heifit eine F'unktionsgleichung, denn du kannst in ihr
allen Unbekannten bis auf eine heliebige Werte beilegen, d. h.
sie als Argument betrachten: erst dadurch wird der Wert der
letzten Unbekannten (z) hestimmt, diese also zur Funktion der
andercn Unbekannten. Beispiele fiir derartice Gleichungen sind
die von uns sog. Funktionsgesetze der Rechnungsarten.

3. Die Auflosung der Gleichungen folgt nach dem Gesets:

1]

&
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te} g

Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man mit beiden Seiten
oleiche Rechnungen vornimmt.

4. Kin Glied einer Gleichung isolieren heifit es als posi-
tives (lied auf eine Seite einer Gleichung allein stellen. Kine
Gleichung heiBt geordnet oder auf O gebracht, wenn simtliche
Glieder nach fallenden Potenzen der Unbekannten auf der einen
Seite stehen. aa -+ b =0, az®+ bx + ¢ = 0. Isoliert man das
bekannte Glied, so erhilt man die Normalform der Gleichung:
ax="0; ax® | be—c.

5. Die lineare Gleichung mit einer Unbekannten
5Bt sich auf die Form bringen 2 = ¢ und ist damit aufgelost.

6. Eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten z, y
ist eine Funktionsgleichung, die zu jedem beliebigen Werte der
einen Unbekannten z eimen und nur einen zugehdrigen Wert
der anderen Unbekannten # als Funktion hinzugibt.

Man kann aber die zuniichst unbegrenzte Zahl der Lisung
paare x, y einer solchen Gleichung begrenzen, wenn man den
Unbekannten gewisse Bedingungen auferlegt. Besteht die Be
dingung darin, daly die Unbekannten a, y ganzzahlig sein sollen,
so erhiillt man eine Diophantische Gleichung.

Bei 2, 3, 4, ... Gleichungen mit 3, 4, 5, ... Unbekannten
stellt man sich mach den Methoden von 7. eine Gleichung mit
zwei Unbekannten und damit eine diophantische Gleichung her.

7. Die Normalform eines Systemes von zwei linearen Glei-
chungen mit zwei Unbekannten ist

x4 by =c

1 1

& + byt = 6,

Dadurch, dafl zumr ersten (fleichung eine zweite von ihr unab-
hiingige und ihr nicht widersprechende Gleichung hinzutritt,
wird die Aufgabe der Bestimmung der Unbekannten zu einer
bestimmten; die Unbekannten werden einwertic bestimmt. Die
Aufgabe wird anf 4. zuriickgefithrt dadurch, dall man aus den
gegebenen Gleichungen eine (leichung entwickelt, die die eine
Unbekannte nicht mehr enthiilt (dadurch daf man diese eliminiert.

Kliminationsmethoden:

a) Substitutions-, b) Komparations-, e¢) Multiplikations-,
l.l::l Bézoutsche Methode (Methode der unbestimmten Koeffizienten).
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§ 25. Das Imaginiire; die signierte Zahl der zweiten Ordnung.

. Aufgabe: Die signierte Zahl — 4 soll in zwei gleiche
Faktoren zerlegt werden. Ist ein Faktor x, so soll sein: #° = —4
et 2 7]

also @ — J/— 4. Die Aufoabe ist, wenn iiberhaupt, daun durch
den absoluten Wert der Zahl 2 l6shar, denn dem absoluten
Werte nach ist 22 =4. Die Ausfiihrharkeit scheitert aber an
dem Vorzeichen (4 -+ =—.—=+4), an der Unvertriiglich-
keit der Vorzeichen p/ und —. Diese Unvertriglichkeit, also
die Unmdglichkeit eine negative Zahl in zwei gleiche Faktoren
zu zerlegen, driickt man durch: J/— oder kiirzer dureh I' oder
¢ aus. Dann folgt aus 2= — 4, 2 = T2 =¢2. Das Zeichen
I" kann man als neues (zusammengesetztes) Vorzeichen ansehen,
das neben die bisherigen Vorzeichen 4 und — tritt. Hine mit
diesem Zeichen versehene Zahl, also eine Zahl, deren Quadrat
subtrahiert werden soll, deren Quadrat eine Negafivzahl ist,
heifft imaginir, eine Zahl, deren Quadrat addiert werden soll,
heift reell, und ein Binom, dessen eines Glied eine reelle,
dessen zweites Glied eine imaginire Zahl ist, heiflt komplex.

Imaginfire Zahlen kinnen 4 und — sein.

Die Gerade mit dem Punkt O dient uns jetzt auch zur Dar-
stellung der imaginidren Zahlen.

o

2. Aufgabe: Es soll die Gleichung z* 4 y* =

gezeichnet

werden. Setzt man der Reihe nach

Ti= 02 S R 6, 1, 8,
so isb
g =50 49 46: 4: 3: 05 " 33; T 49; I' 6,1;

Stellt man die @ als Punkte der Horizontalen dar, so sind die #
die Werte der zugehirigen Lote. Diese liegen nach Pythagoras
fiir =0, ... 5 auf einem Kreise und fiir > 5 auf einer anderen
Kurve, die man die gleichseitige Hyperbel nennt, deshalb mufy
man die gleichseitige Hyperbel die imagindre Fortsetzung
des Kreises nennen; ersetzt man den bisher signierten Wert
von y durch den absoluten Wert, so nehmen die Gleichungen
beider Kurven verschiedene Form an: Kreisgleichung a* 4 |y |
= 25, Hyperbelgleichung 2* + (I'| y [)* =25 oder + 2®— |y}
= 2b. Daraus folgt dann wieder riickwirts, daB man, wenn

9%
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imaginiire i zugelassen werden, von der Gleichung a® — y* = 25
ausgehend, den Kreis die imaginiire Fortsetzung der gleich-
seitigen Hyperbel nennen mufl. Denn in dieser Gleichung ist
y reell, wenn x> b ist, imaginir, wenn @ <5 ist. Versteht
man also jetzt unter |y | wieder den absoluten Wert, so ist die

Hyperbelgleichung 2* — |y*| = 2D und die Kreisgleichung 2* —
(Cly])* =25 oder 2?4 |y?|=25. Iine Zahl ist also nicht

an sich, sondern nur durch ihre Beziehung auf eine andere
Zahl imaginir; sie lift sich also dureh Verinderung der Auf-
gabe reell machen; dann aber werden die bisherigen reellen
Zahlen imaginiiv. Die Begriffe reell und imaginir sind also
ebenso wie rational und irrational (§ 17, 4), positiv und negativ
(§ 18, 8) relative Begriffe.

3. Die Einheit ist an sich so wenig imaginir oder reell,
wie sic positiv oder negativ ist, sondern erst der Rechnungs-
zusammenhang macht thre Mafizahl dazu, d. h. zu einer Zahl,
die subtrahiert oder addiert werden soll oder deren Quadrat
addiert oder subtrahiert werden soll.

§ 24. Quadratische Gleichungen.

1. Die Aufgabe #* =4 hat zwei Losungen: z, =+ 2,
@, = — 2. Dasselbe gilt fiir jede rein quadratische Gleichung,
2 heiflt dann eine zweiwertige Zahl. Allgemein laBit sich
zeigen, daB das @ der Gleichung #" — a nwertig ist (Moivres
Satz).

2. Die rein quadratische Gleichung.

Aufgabe: Hin Quadrat miBt a qem; wie groll ist seine
Grundseite ?

Aus #* Ve . Die rein guadratische Glei-

— (7] jl'nlgf =+
chung hat zwel Lisungen, die denselben absoluten Betra

g, aber-
entgegengesetztes Vorzeichen haben.

3. Die gemischt quadratische Gleichung.

Die allgemeine Form der gemischt quadratischen Glei-
chung ist: _

ax: 4+ by +e=0.

Um sie aufzuldsen, verwandelst du (durch Multiplikation oder
Division mit «) das erste Glied in ein vollstindiges Quadrat
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’

2
0 erhilt man z® + ba’ + ¢a = 0, d. h. wir kinnen als allgemeine

und erhiltst: (ax)® + b - ax + ca —= 0. Setzt man hierin gz — @

Form der quradratischen Gleichung annehmen:
2:-FHar+b =0,
4. Losungsmethoden der gemischt quadratischen Gleichung.
a) Methode der quadratischen Ergénzung.
Aufgabe: Welches sind die Wurzeln der Gleichung «? — 82
|

+ 12 =07 Du bringst die Gleichung auf die Normalform und
ergiinzest die a-Glieder zu einem vollen Quadrate:

(27 — 8w+ 47) = 16 — 12; (2 — 4)2 — 4;
v—4=+42: 2 =06 m;=2

] =l

b) Zerlegungsmethode. Du suchst die linke Seite der

Gleichung in das Produkt zweier linearer Faktoren zu zer-
legen. Die geordnete Gleichung heibit:
2 — 8x 112 =0.

@) Da12=6-2, 8 =6 +2 ist, so ist: (z—B)(x- -2)=0.

Ist aber ein Produkt 0, so ist einer seiner Fakforen 0. Also

ist @, =6, 2, = 2.
B) Erg
(¢ —4)P2—16 + 12 = 0; (@ —4)2 — 22 = 0;

(5 — Ao 2 Aoy We 5 3 o @ e

P %

dnzest du die x-Glieder zum Quadrat, so ist

¢) Geometrische Methode. Aufgabe: Die Summe zweier
henachharter Rechtecksseiten sei s (8) ecm, der Inhalt (12) qem.
Wie grofl sind die Seiten? Aus & -+ y = s, zy=1 folgt: z(s —a)

I
.

—¢.  Fiir die geometrische Losung muB das absolute Glied
isoliert werden. 7 als Fliche muB als Quadrat oder Rechteck
gegeben sein; also entweder in der Form i = }J/i° oder in der
Form ¢ =74, -4,. Im zweiten (allgemeinen) Falle hast du eine
Gleichung zwischen zwei Streckenprodukten. Die Faktoren des
eimen z, s — &, sind dann Abschnitte der einen und die Fak-
toren des zweiten 7, , 7, Abschnitte der zweiten von zwei sich schnei-
denden Sehnen. Diese selbst sind, je nachdem sie sich innerhalb
oder auberhalb des Kreises schneiden, gleich der Summe oder
gleich der Differenz der Abschnitte. Da die Sehnen bekannt sein
miissen und in nnserer Aufgabe die Faktorensummen x4+ s—u

= 83 1 + iy bekannt sind, so hast du den Sehnenschnittpunkt
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in den Kreis zu legen. Der Bequemlichkeit wegen machst du

| als Sehne in den erhaltenen

s zum Durchmesser trigst ¢, -+

iy
Kreis ein und ziehst durch den Teilpunkt der Sehne 4, + i, den
Durchmesser. Einer von dessen heiden Abschnitten ist a.

Folgt aus der Aufgabe die quadratische Gleichung 2% — ax
— be =0, so schreibst du (2 — @) = be. Die Sehnenabschnitte
x, © — a, b, ¢ milssen fufere werden, damit die Sehnen (¢ und
b —¢) bekannt sind. Kreisdurchmesser a, Sehne b —e¢. Absolute
Lisung: der grofe Sehnenabschnitt; signierte Lisungen: der
grofe Sehnenabschnitt ist die positive, der kleine die negative
Losung.

Ganz analog ist die Losung der Gleichung a* 4 aw —be = 0;
ans der Gleichung »(z 4 a) = be folgt, daB der kleine Sehnen-
absehnitt die absolute und zugleich die positive Lisung, der
grobe die negative Losung gibt.

Die Gleichung x* + az + be = 0 ist, da die Summe dreier
Rechtecke nicht Null sein kann, geometrisch nur dann lishar,
wenn man auch signierte Flichen und eventuell imaginire
Strecken zuliaft.

d) Trigonometrische Losungsmethode. Aufgabe: Von
ecinem Dreieck sind gegeben die Summen zweier Seiten (z -+ b),
die Hohe auf die dritte Seite (h,) und deren Gegenwinkel ().

Wie grof die iibrigen Winkel? — Bilde:
0 : , 0
i cog . 2 o8 - cos
a-t+b ¢ a 2 siny 1 2 2
¢ ot P A -;- sine  sinfi 33 00 e
sin cos?— — sin®-
2 2 2
Isoliere das lineare Glied:
4 d
2h_cos 7 cos -
Sl crgly 2 2
o8~ B ==
2 : 2 a-+b

Adaptiere fiir logarithmische Rechnung, indem du eines der
beiden Aggregatenglieder ausklammerst (am vorteilhaftesten das
bekannte Glied):

s 0 ). 3k
cos?— 2N, cos L cos
Dty e

b
(e - b) gin®* £



Setze:
L0
U(]S'?;
|
sS1n §
Dann ist:
ctg

Da ctgy >0, s¢
Quadranten. [

Lisungswinkel

90°+-3. Ist

sin i Der zwe
i 8
geben: cos - =
‘, . 7 .
- Sin

-~

= tar.-

t ]

07 1m dritten

oder dritten
der zweite
; 7

sind & und
& 7'

el
i"é—btgg

sichung ge-

(1Rn = ")

im zweiten,

o[eds Aei) NFS411
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Setze:
cos® = y
2 . o 2 ar
2 s '+ also cos 5 = ctg ! . sin 3
gin® 4 =
2
Dann ist:
h,ctg - s
2 : T
sty = 08— = cho— s
cte y =y und cos 5 [,tf__%‘z sin 5

Da ctgn > 0, so ist 5 entweder ein Winkel im ersten oder dritten

Quadranten. Ist o der spitze Lisungswinkel, so ist der zweite

0
]

o . 3 1 ’ . . ' r . I
Lisungswinkel 180 + . Die beiden Werte fiir - sind - und

9
: . om o . o as A 0 ; & n’
00° 43, Ist - der spitze Losungswinkel -, so ist cos 5 = ctg

sin - Der zweite Losungswinkel 0 ist durch die Gleichung ge-

[

- to ") - 8In ’)‘. 08 (|HH d_)

5
It_r‘eli_:!-ll: CO8 — — clo
"

to L . gin’: also lie
5 8 2 C

. = 5
! im ersten und - im zweiten,

d" 1m dritten oder vierten Quadranten.
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