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Finleitung,.

Der vorliegende Entwurf weicht in vielen Punkten von den
mir bekannten Darstellungen der elementaren Arithmetik und
Algebra ab; sind diese Abweichungen zugleich Verbesserungen,

s

so ist damit die Berechtigungsfrage des Entwurfes entschieden.

os

Die Lehrpline verlangen, daf der Rechenunterricht ,mit -
dem darvauf folgenden arithmetischen Unterricht im Rinklang
stehe und diesen vorzubereiten und zu unterstiitzen® habe. Die
dadurch hervorgerufene Arithmetisierung des Rechenunterrichts
hat 1thn von der Stufe des rein technischen Konnens auf die
des begriindeten Wissens gehoben. Man kann und muf aber
auch dem arithmetischen Unterrichte die Aufgabe stellen von der
Methodik des Rechenunterrichts nicht ohne Grund abzuweichen,
er mufl gleich dem Rechenunterricht moelichst anschaulich bleiben
und die abstrakten Zahlenbetrachtungen miissen sich immer
wieder den ,, Dingen® zukehren und von ihnen Leben und Kraft
gewinnen. Deshalb muBl die Wortgleichung ein Hauptziel des
arithmetischen Unterrichts sein. Die Fertigkeit in der Losung
angesetzfer Gleichungen braucht im allgemeinen nur soweit zu
reichen, als es die méglichen geometrischen und sonstigen An-

O

wendungen verlangen. Vor allem darf der Unterricht niemals
die Wahrheit aus dem Auge verlieren, dafl die Umformung
arithmetischer Ausdriicke, die frither zum Teil zu einer wahren
arithmetisehen Akrobatenkunst gesteigert wurde, den Schiiler nur
zur Losung von Gleichungen befithigen soll. Deshalb miissen
die arithmetischen Aufgaben so bald als méglich den algebra-
ischen Platz machen. Auch in der Algebra ist der bildende
Wert des Rechnens mit allgemeinen Zahlzeichen hiufig {iber-
schiitzt worden; ich glaube, daBl wir in der Mathematik Wich-
il




2 Grifien und Zahlen. Die sieben Rechnungsarten.

tigeres zu tun haben als umfangreiche Buchstabengleichungen
lésen zu -lassen.

Die Arithmetik mufi auf die Grébenlehre als ihr anschau-
liches Fundament gegriindet werden. Der Schiiler darf nie ver-
gessen, dafl Zahlen zihlbare Dinge, also Griéflen voraussetzen
und daf die Arithmetik nicht von diesen iiberhaupt, sondern
nur von ihrer speziellen Artung absieht, dafl sie die (Gesetze
aufstellt, die fiir die Rechnung mit jeglicher Art von Grifen
gelten. Die Bewahrheitung der arithmetischen Gesetze muf also
an irgend einer Grifengattung erfolgen und da die Raum-
groBen sich als die einfachsten diesem Zweck am besten fiigen,
so ist hiermit der Grund zu einer mdoglichst engen Verbindung
zwischen der Zahlen- und der Raumlehre gelegt.

Nicht blos der Unterricht und die Wissenschaft entwickeln
.sich an typischen Beispielen, sondern auch das Lehrbuch
gewinnt an Lebendigkeit, Anschaulichkeit und Brauchbarkeit,
wenn es auf solehen Problemen fufit. Die vorliegende Dar-
stellung hat davon zum Teil aus Mangel an Raum noch absehen
miissen.

Jede Rechnungsart hat selbstindige Bedeutung, aus ihr
ergibt sich erst die Gliederung der Rechnungsarten in direkte
und indirekte und ihr Aufbau in drei Stufen. Deshalb stelle
man die Rechnungsarten derselben Stufe unabhingig neben-
einander. Dann entsprechen den Rechnungsarten der zweiten
Stufe genau die der dritten Stufe: Multiplizieren—Potenzieren,
Teilen—Radizieren, Messen—Logarithmieren. Die einfacheren
Verhiiltnisse der zweiten Stufe werden dadurch eine willkommene
Hilfe fiir das Verstiindnis der komplizierteren Verhiltnisse auf
der dritten. Wenn man aber, unter vorzeitiger Verwendung des
Vertauschungsgesetzes, der Multiplikation nur eine Umkehrung,
die Division, zubilligt, so verwischt sich dieser Zusammenhang
und zugleich verliert sie ihre anschauliche und selbstindige
Bedeutung. Fiir den klar denkenden Schiiler darf es doch keine
Division schlechtweg geben, sondern immer entweder ein Teilen
oder ein Messen. Dagegen erscheint es mir angebracht, die
beiden Rechnungsarten der ersten Stufe durch den Begriff des
Aggaregierens zu vereinigen.

Im Interesse des eindringenden Verstindnisses scheint es
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mir zu liegen auch die Beweise der Gesetze moglichst direlt
von der selbstindigen Bedentung jeder Rechnungsart herzunehmen
und dadurch auch hier dem Formalismus entgegenzuarhbeiten,
der, wie mir scheint, dadurch entsteht, dall man die Richtigkeit
der Divisionsgesetze nicht auf die Begriffe des Teilens und des
Messens, sondern auf den Begriff der Multiplikation und ebenso
die Wurzel- und Logarithmengesetze statt auf den Begriff der
Faktorenzerlegung auf den der Potenzierung begriindet.

Mbglichst frith mufl der Funktionsbegriff zum Leitmotiv
werden. Er mull davon iiberzeugen, dafl die Gréfen und ihre
MaRzahlen nicht starr zu sein brauchen, sondern gesetzmifig
veriinderlich sein kiénnen, er mufy das arithmetische Material aus
toter Starrheit zum vollen Leben wecken.

Die Kraft der Beweise verliert an Strenge nichts, wenn
man sie statt an den allgemeinen, an bestimmten Zahlen fiihyt.
Die Wahrheit des Vertauschungsgesetzes der Multiplikation wird
an der Gleichung 3-5=05-5 so gut wie an der Gleichung
@-b="0-a nachgewiesen. Durch den Deweis an bestimmten
Zahlzeichen wird dem Schiiler, abgesehen von der gréBeren Be-
stimmtheit, die ja 1m Wesen dieser Zahlen liegt, viel klarer
bewuBt bleiben, in welchem Umfange das Gesetz bewiesen ist,
daf ihm die Beweislast fiir — 5. — 3 z B. noch obliegt. Das
hindert natiivlich nicht, dafl der Beweis aueh mit allgemeinen
Zahlzeichen gefiihrt werden kann. Notwendig scheint es mir
nicht zu sein.

Es kommt daranf an, dafl méglichst viel direkt und an-
schaulich eingesehen wird; deshalb habe ich zwei Rechen-
prinzipien aufgestellt, deren Richtigkeit dem Schiiler m. E.
unmittelbar einleuchten muf, also mnicht bewiesen werden
braucht.

Die Erweiterungen der Rechnungsarten werden meist
an verschiedene Regeln angekniipft, deren Giiltigkeitsbe-
reich durch die fragliche Erweiterung ausgedehnt werden soll;

so leitet man die Bedeutung von a', a° a~? aus der Regel

m m

s ot :

a" s a® = a"=" und die Bedeutung von @ aus der Regel J/ o™ = a”

ab, withrend doch umgekehrt aus der erweiterten Definition

die Allgemeingiiltigkeit jener Rechenregeln erst folgen sollte.
ik
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Das gewohnliche Verfahren verschleiert die wahre Sachlage aufler-
dem auch dadurch, daB man die Griinde fiir die einheitliche
Erweiterung eines einheitlichen Begriffes von verschiedenen
Quellen ableitet, statt auch in der Begriindung die Hinheitlich-
keit zu ihrem Rechte kommen zu lassen. Die gebriiuchliche
Darstellung iiberzeugt den Schiiler erst nach triglich von der
Zweckmiilligkeit der Erweiterung des urspriinglichen engen
Begriffes dadurch, daB fiir simtliche Definitionen dieselben Gesetze
gelten, withrend doch umgekehrt die Giiltigkeit derselben Gesetze
aus der einheitlich begriindeten Erweiterung der Definition folgen
sollte. s darf eben die Erweiterung nicht saweckmilBig!,
sondern sie mub ,notwendig® sein. Jede Rechnungsart he-
deutet eine besondere Art, innerhalb der Zahlenreihe fortzu-
schreiten, zu ziihlen. Das Gesetz, das die Art des Fortschreitens,
also die Zihlungsweise bestimmt, nenne ich das Funktions-
gesetz. Hs setzt die Abhiingigkeit des Hrgebnisses (Funktion)
von der aktiven Zahl (Argument) fest. Der einheitliche Grund
fiir die allgemeinen Definitionen der Rechnungsarten liegt also
in der Zihlungsweise, die das jeweilige unktionsgesetz vor-
schreibt, die Multiplikation wird zu einer arithmetischen und
die Potenzierung zu einer geometrischen Reihe, wie denn auch
das gemeine Rechnen die Multiplikation auf die Finmaleinsreihen
stittzt. So wird das Funktionsgesetz fiir jede Rechnungsart mafi-
gebend, auf dieses Gesetz allein mubB die alleemeine Definition
basiert werden. Ein wichtiges Anschauungsmittel fiir die Erkennt-
nis dieser funktionellen Abhiingigkeit ist die graphische Dar-
stellung, die dem Schiiler die Notwendigkeit der Definitions-

o

erweiterung buchstiblich vor Augen fithrt. Auch die Bedeutung
des Interpolierens als Niherungsrechnung wird dadurch vollig
klargelegt.

Der Beoriff des Negativen ist so schwer, daB es mir
richtig scheint, den Schiiler erst spit damit bekannt zu machen.
So leicht es ist, ihm das Rechnen mit negativen Zahlen zu
lehren, so schwer ist es ihm eine klare Vorstellung oder gar
Anschauung davon zu vermitteln. Unsere Aufgabensammlungen
nehmen darauf noch wenig Riicksicht. Ich kenne keine, die
ihr Gleichungsmaterial daraufhin anordnet. Und doch kénnte
man nicht blos verlangen, daB die dem Untertertinner vor-
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gelegten Gleichungen zu absoluten Resultaten fiihrten, sondern
daf auch die Probe in absoluten Zahlen moglich sei. Viel-
leicht ist nichts so sehr geeignet, zu arithmetischem Formalis-
mus zu fithren (und der ist schlimmer als Rechenformalismus),
wie das vorzeitige Rechmen mit negativen Zahlen, gerade weil
das Schema so sehr leicht auch fiir den gréBten Dummkopf zu
erlernen ist. Ich habe mich in der Lehre vom Negativen und
vom Imaginiren an Diihring gehalten, was meines Wissens fiir
die Schule zum ersten Male geschieht. Die Unhaltharkeit vieler
der gebriiuchlichen Darstellungen des Negativen ergibt sich am
besten, wenn man versucht sie aus dem Gebiete des rein Zahlen-
mifigen in das Gebiet der Gréfen iiberzufithren. Dann stimmt
die Sache nicht mehr.

Die Zahl der Rechengesetze ist moglichst einzuschriinken.
Die Erkenntnis ihver Wiederkehr auf den verschiedenen Stufen
kann durch charakteristische Namengebung gefordert und auch
auBerlich markiert werden. Eine wesentliche Vereinfachung er-
hiilt man dadurch, da man aus der GroBenlehre die Tatsache
in die Zahlenlehre iibernimmt, dafl die sog. Faktorenvertau-
schung nur eine Multiplikatorenvertauschung ist und dafi der
Multiplikand 1, die unbenannte Einheit, nicht mit vertauschbar
ist. Dadurch erhiilt man die Miglichkeit, fiir die vier Rechnungs-
arten der ersten und zweiten Stufe (Aggregieren, Multiplizieren,
Teilen, Messen) mit denselben drei Gesetzen, dem Vertauschungs-,
Gruppierungs- und Verbindungsgesetze auszukommen. Die beiden
ersten Gesetze regeln das Operieren innerhalb derselben Stufe,
und das dritte Gesetz vermittelt den Zusammenhang zwischen
den verschiedenen Stufen. Aus den ,Gesetzen® folgen dann
leicht die ,Regeln® z B. bei der Bruchrechnung. Ich habe ver-
sucht auch die Potenz- und Wurzelregeln diesen drei Gesetzen
unterzuordnen.

Den Begriff der Teilbarkeit habe ich als Grundbegriff
aufgefat und seine Hinfihrung nicht erst der Division vor-
behalten.

Bei der von mir gewihlten Stoffanordnung vollzieht
sich zuniichst das Rechnen mit absoluten ganzen Zahlen auf
dem ganzen Gebiete, daran habe ich die Frweiterungen ange-
schlossen, die das Rechnen mit Briichen, Irrationalzahlen und
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mit signierten Zahlen zur Folge hat. Der ganze Aufbau scheint
mir dadurch an Ubersichtlichkeit und Klarheit zu gewinnen,
Bin klares Verstindnis des Wesens des Unbeschriinlkt-
kleinen und Unbeschrinktgrofen und des Grenzhegriffes
ist weder in der Planimetrie (Kreisherechnung) noch in der
Stereometrie (Korperberechnung) noch in der Physik, ja vielleicht
auf keinem mathematischem G(ebiete zu entbehren; tiberall muB
der Schiiler mit diesen Begriffen umzugehen wissen. Weshalb
bleibt man nun immer noch auf halbem Wege stehen und tut
nicht den letzten fast selbstverstindlichen Schritt, weshalb macht
man den Schiiler auch des Gymnasiums nicht mit den Elementen
der Infinitesimalrechnung und mit ihren einfachsten Anwendungen
bei der Bestimmung der Grenzwerte der Funktionen, der Lehre
von den Tangenten, der Ausmittelung unbestimmter Aunsdriicke
u. a. bekannt? Bleibt man wirklich bei den Elementen stehen,
so mutet man damit dem Schiiler keine prinzipiellen Schwierio-
keiten weiter zu, dafiiv aber ertffnet man ihm einen Einblick in
eine der fruchtharsten Methoden, die der rechnende Geist jemals
ersonnen hat. Fiihre ich zu Gunsten der Einfithrung der Infini-
tesimalrechnung in den Gymnasiallehrplan noch den Umstand
an, dal man mit Erfolg das Verstéindnis ihver Grundlehren jedem
Feldmesser zumutet, der bisher mit Primanerbildung das Gym-
nasium verlieB, daB jeder Techniker, Baumeister, ja jeder Arzt,
vielleicht jeder, der spiiter in irgendwelche Beziehungen zum
ymodernen® Leben tritt, ihre Lehren nicht entbehren kann, so
glaube ich trotzdem vor dem Vorwurfe sicher zu sein, ihre Ein-
fiihrung in den Unterrichtsbetrieba nur aus praktischen Griinden
zu beftirworten. Aus Bildungseriinden und aus praktischen Hr-
wigungen scheint mir ihre Aufnahme in den Lehrplan in kiirzerer
oder spiterer Zukunft als wirklicher AbschluB der elementaren
Mathematik notwendig zu sein. Hs gibt wohl kaum ein Ge-
biet der Schulmathematik, abgesehen von der Trigonometrie, wo
ein geringfiicicer theoretischer Aufwand einen derartigen Zu-
wachs von Konnen und Wissensmacht im Gefolge hat. Man
bedenke mit wie geringer Miihe und entsprechendem Zeitauf-
wande dann z B. eine einwandfreie Ableitung der Kérper- und
Flichenberechnungen zu haben ist. Mutet man nach der jetzigen
Methode dem Primaner die unbesehene Hinnahme des Cavalie-
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rischen Satzes nicht zu, so wird die Korperberechnung eben
doch eine Differentiation und Integration. Erwigt man ferner,
auf welche solide Grundlage die Betrachtungen der analytischen
Geometrie und der Mechanik gestellt werden, so mull man
m. E. zu dem Schlusse kommen: Die Einfiihrung der Infinitesimal-
rechnung in den Lehrplan erleichtert und konzentriert das
Primanerpensum und gibt ihm den krénenden Abschlub. Mag
man dafiic, wenn es nicht anders geht, die Kombinatorik und
Wahrscheinlichkeitslehre wieder fallen lassen, deren Lehren
gewiB interessant und wichtig sind, aber aus dem Rahmen des
sonstigen arithmetischen Pensums herausfallen. Ich setze aller-
dings auch hier voraus, dafl das Integral nicht als rein formale
Umkehrung des Differentiales, sondern direkt als Grenzwert einer
Summe vom Elementarsummanden d. h. als bestimmtes Integral
eingefiithrt wird.

Die Darstellungsform des nun folgenden Entwurfes ist im
Interesse moglichster Kiirze sehr viel abstralter gehalten, als
ich es in einem fiir die Hand des Schiilers bestimmten Leitfaden
fiir richtig halten wiirde.




§ 1. Erklirungen.
1. Zwei Groflen oder Zahlen heiBen gleich, wenn die eine
tiir die andere, ungleich, wenn die eine fiir einen Teil der
andern gesetzt werden kann. Das Urteil, daB zwei Grofen oder

gleich Gleichung
t £ o . <1 .l. |- ) . =} .
Zahlen ungleich sind, heifit eine Ungleichung

2. Die Zeichen, die angeben, wie aus zwei oder mehreren
GroBen oder Zahlen eine neue gebildet werden soll, heifien
Rechnungszeichen; eine Verbindung mehrerer GréBen oder
Zahlen durch Rechnungszeichen heiBt ein Ausdruck. Die
Reihenfolge des Rechnens entspricht de: des Lesens, geht
also von links nach rechts. Soll mit oder an einem Ausdruck
weiter gerechnet werden, so ist er in Klammern einzu-
schlieBen (doch s. §4). Jeder Ausdruck kann doppelt aufgefalit
werden: 1) als Aufeabe, formeller Ausd ruck; 2) als die durch
Ausfithrung der Rechnungen gewonnene Zahl, Wert des Aus-
drucks.

3. Eine GroBe oder Zahl, die nur einen bestimmten
Wert hat, heiit konstant, eine GroRe oder Zahl, die beliebig
viele Werte annehmen darf, heift verinderlich oder variabel.

4. Eine Funktion f der GriBen oder Zahlen &, ¥, 2 ist eine
GroBe oder Zahl, die mit z, Y, 2 ... sachlich oder rechnerisch
so verkniipft ist, daB zu jeder bestimmten Wertgruppe z,,v,,2,,...
dieser GroBen oder Zahlen ein oder mehrere Werte von [ ge-
horen. Diese heifien Argumente der Funktion oder die unah-
hingigen Veriinderlichen, withrend die Funktion auch ab-
hiingige Verinderliche heiBit (Jahreszahl und Bewohnerzahl
einer Stadt, Datum und Tageslinge, Temperatur und Spannkraft

eines Dampfes).
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5. Rine Zahl y heiBt eine mathematische Funk-
tion einer andern Zahl x, wenn beide durch eine Gleichung
(y =f(@); f(wy)=0) miteinander verbunden sind, so da} zu jedem
bestimmten Werte der zweiten Zahl (#) ein oder mehrere be-
stimmte Werte der ersten Zahl (y) gehoren.

6. Zur Veranschaulichung einer Funktionsabhingigkeit er-
setzt man die (beliebige) Einheit gewdhnlich durch die ein-
fachste, also dureh die Streckeneinheit (cm, mm ete.), zeichnet
die Argumentenwerte O, 1, 2,... auf einem horizontalen nach
rechts gerichteten Strahl OX (der Abseissenachse) und die zu-
gehbrigen Funktionswerte als zugeordnete Lote (Ordinaten). Gra-
phische Darstellung. Das Abscissen- und das Ordinatenmaf
kann verschieden sein.

7. Diejenige Grofe oder Zahl, an der man rechnet, heifit
passive Zahl (p) und steht voran, diejenige Zahl, mit der man
rechnet, heift aktive Zahl (@) und steht dahinter.

8. Man unterscheidet die GrioBenlehre von der Lehre von
den Zahlen, der Arithmetik; derjenige Teil der Arithmetik,
der von den Gleichuncen handelf, heiit Algebra.

9. TEine unbegrenzt groBe Grofe oder Zahl soll durch A,
eine unbegrenzt kleine Zahl durch v bezeichnet werden.

§ 2. Grundeigenschaften der Grofen und Zahlen.

1. Man unterscheidet mathematische (gedachte) und
reale (wirkliche) Griofien.

2. Alle wirklichen Grofen (Himmelskorper; Atome des
Weltalls) sind in bestimmter, begrenzter Anzahl vorhanden
(Gesetz der bestimmten Anzahl); alle mathematischen Griofien
sind in unbegrenzter Anzahl vorhanden; denn man kann sich
zu der tatsiichlichen (begrenzten) Anzahl z. B. der Himmels-
korper, mag dieselbe auch iiber alle Vorstellung groff sein,
immer noch beliebig viele hinzudenken. Also ist auch die
abstrakte (gedachte) Zahlenreihe unbegrenzt, wihrend jede
reale Zahlenreithe begrenzt ist.

3. Jede physische Griofe ist nur in eine bestimmte, be-
orenzte Anzahl yon Teilen teilbar, die man Individuen, Mole-
kiile, Atome etc. nennt; jede mathematische Grifle ist beliebig




10 Das Aggregieren und sein Funktionsgesetz.

teilbar. Man kamn z B. jedes Atom, mag dasselbe auch iiber
alle Vorstellung klein sein, sich noch weiter geteilt denken.
Wie weit man aber auch die Teilung weiter gefithrt denkt, so
wird man Immer eine hestimmte, wenn auch noch so kleine
GroBe iibrig behalten, sich aber andrerseits dem Nichts, der
Ungrifle, der Null he 1L'|Jil" nithern konnen, ohne sie aber je-
mals zu erreichen: fiir das Unl .mm;_ln-;mlitlclﬂinu ist die untere
Grenze Null.

§ 3. Die Grunddefinitionen der acht Rechnungsarten,
ihr Giiltigkeitsbereich und ihre Funktionsgesetze.

1. Ist eine Verwechselung zwischen Zahlen und GréBen
méglich, so sollen die Griilﬁeu durch einen horizontalen Strich
(@, b,...) von den Zahlen (a, b, ...) unterschieden werden. Die
fr]‘nﬂenemhel{; soll durch @ ndm 1 bezeichnet werden.

2. Das Funktionsgesetz einer Rechnungsart gibt an,
wie sich das Resultat r (Funktion) mit der aktiven () Grobe
oder Zahl #ndert.

3. Die Grobe @ zur GroBe p addieren heift: Die
GroBe 7 suchen, deren Teile  und @ sind (heift: @ und 7 zu
einer Grofe 7 vereinigen, zusam menfassen). 7+ @=r.
Augend p, Addend @, Summanden (p, @), Summe (7). Bs
lassen sich anch Summen mit mehreren Addenden bilden,

4. Die Grobe @ von der GriBe p subtrahieren heiBt:
Die Grofe 7 suchen, die der eine Teil von p ist, wenn der
andere Teil @ ist (heibt: @ von p abtrennen, abziehen):
p—a=7r. Minuend p, Subtrahend @, Differenz (7). Es lassen
sich auch Differenzen mit mehreren Subtrahenden bilden.

Die Subtraktion ist nur ausfithrbar, wenn der Minuend
grofler ist als die Gesamtheit der Subtrahenden. Sonst bleibt
eine Grofle iibrig, die da forfgenommen werden soll, wo nichts
mehr existiert, von dem fortgenommen werden kiunte.

5. Zahlen p, a,a, a, ... addieren heiBt eine Zahl »
suchen, die die Gesamtheit der 171'11lu‘.i1',uj_1 jener Zahlen enthilt
(Aiidlemn heifit ,vorwirts“ zihlen). p -+ a, + a,+ - =7

Die Zahl @ von der Zahl p subtr 1]1“ ren heilit die Zahl »
suchen, die ¢ Tinheiten weniger als p enthiilt (Subtrahieren
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heiBt ,riickwirts® zihlen). Ist @ —p,, so nennt man das Re-
sultutf, obgleich es ,Nichts® ist, trotzdem Zahl: Null.

p— =7 ]x(.\.duuh,t aach » 4+ a = p.

Subtraktionsprobe: Differenz +- Subtrahend = Minuend.

6. GroBen oder Zahlen a, b, ¢, ... aggregieren heillt sie
durch Addition oder Subtraktion verbinden. @ +b—c—d-+fe=w»
Glieder (a,b, ¢, d ...), Agoregat (Binom, Trinom, Polynom) (r).

addiert

subtrahiert werden soll, heilit

Ein Glied eines Polynoms, das

positiv (addiert).

negativ (subtrahiert).
Funktionsgesetz des Aggregierens. Nimm$ ein

positives G

ne iribenacoreos a PhE 3 = . d-
negatives lied eines GriBenaggregates um ¢ zu, so nimmt das

=l o e e et Rl S R S
Aggregat um ¢ - Ist p =7 =7, so st g+ (@+2)=9 + 2.
positives

Nimmt ein negatives

Glied eines Zahlenaggregates um 1 zu,

: 7 :
so nimmt das Aggregat um 1 S5 Ist p 4+ 2 =y, so ist
pt@+1)=y+ 1

i Dle GroBe p mit der Zahl @ multiplizieren oder ver-

vielfilltigen he1 fit die hmmne 7 aus @ gleichen Summanden p

_,U — 7. Multiplikand (p), Multipli-
kator (a), Produkt (7). Ls lassen sich auch Produkte mit meh-

bilden. p-a= ]; I

reren Multiplik:tf:nl'cn bilden: P @+ @y a---=7. Die Mul-
tiplikation ist nur dann ausfihrbar, wenn der Multiplikator
ganzzahlig und mindestens gleich 2 ist.

Will man in dem Zahlenprodukte p - a hervorheben, daf
nur ¢ eine reine Anzahl, p die p-fache HRinheit bedeutet, so
schreibt man: p-a—=1-p-a. Dadurch wird p zum Multiplikator.
Die zwei Multiplikatoren p, @ nennt man auch Faktoren.

Funktionsgesetz der Multiplikation. Nimmt der Mul-
tiplikator um 1 zu, so nimmt das Produkt um den Multipli-
kanden zu; das Produkt #indert sich also gleichférmig, wenn
der Multiplikator sich gleichformig indert. Ist p- 2 =1y, so ist
ple+1l)=y+p

Bei der gm]lhischon Darstellung, die mit der Abscisse 2
beginnt, bilden also die Produktenpunkte Punkte einer Geraden,
deren Verlingerung durch O geht.
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8. Die GriBe p durch die Zahl a teilen, heiBt sie in

; : = TR e =
a gleiche Summanden 7 zerlegen. "J — 7 oder P/a =7 bhe-
= & @ j
2 £
deutet also auch ¥ + -.-% — 7 oder

r+a=p. Dividend (p),

Divisor @, Quotient #. Divisionsprobe: Quotient - Divisor — Divi-

dend. Es lassen sich auch Quotienten mit mehreren Divisoren

bilden: 7 /a, /@, /... =% Das Teilen ist nur ausfiihrbar,
wenn der Divisor ganzzahlig und mindestens 2 ist.

Funktionsgesetz des Teilens. Nimmt der Divisor 71,

so nimmt der Quotient ab, aber seine Abnahme wird bei gleich-

-yt r s e . e 1 .
miiligem Wachstume des Divisors immer schwiicher. Ist £ — U,
£/ H ¥

T i ) 2B By vpatiiie Sl
S0 ist Y und e <z — 5 Vernfacht sich

der Divisor, so sinkt der Quotient auf den nten Teil. Tst

. n Y
= i/, 80 1st "f_ = .
Aot L "

L ¥

In der graphischen Darstellung liegen die Quotienten-
punkte auf einer Kurve, die mit der Abscisse 2 beginnend, sich
der Abscissenachse immer mehr anniihert, ohne sie jemals zu
erreichen.

. . i) + e »
Ist in dem Zahlenquotienten { p kein Vielfaches von a, so
‘
teilt man zur Berechnung die Finheit in « gleiche Teile und
setzt einen dieser Teile pmal. Auch bei dieser Ausfithrung sind
nimlich @ gleiche Teile » vorhanden, deren Summe p betriigt.

Der ate Teil der Einheit :( heiflit aueh Bru cheinheit, Stamm-

bruch, Untereinheit; ‘:: heifit als pfaches von {i auch ab-

geleiteter Bruch und kann als benannte Zahl au fgefallt werden;
der Divisor heifit Nenner, der Dividend Zihler.

Im Gegensatze dazu heiBt eine Vielheit, die man zu einem

Ganzen zusammengefaBt denkt, auch Ober- oder Gruppenein-

i

heit. Ober- und Untereinheiten heiBen im regensatze zur
Haupt- oder Grundeinheit auch abgeleitete Hinheiten.

Auch jedes formelle (unausgerechnete) Produkt kann als
benannte Zahl aufgefaBt werden. Der Multiplikand bestimmt
die Sorte, indem er angibt, das Wievielfache der Haupteinheit
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o (=1

Obereinheit werden soll. Die Anzahl der Obereinheiten bestimmt
der Multiplikator. Bei dieser Auffassung des Produktes setzt
man den Multiplikator auch vor den Multiplikanden und nennt
ihn dann auch Koeffizienten. p-a = ap bedeutet a Stiick
von der Sorte p. .

9. Die Grofie p durch die Grofie @ messen heibt sie in
gleiche Teile @ zerlegen und deren Anzahl » bestimmen. Vorder-
glied (p), Hinterglied (@), Verhiltnis ().

: p

p: @ =1 bedeutet anch G+ -+a@=p; a-r=p. Ver
hiiltnisprobe: Hinterglied >< Verhiltnis = Vorderglied.

Verhiiltnisse mit mehreren Hintergliedern sind unmdglich.

Das Messen ist nur dann genau ausfithrbar, wenn p ein
Vielfaches von @ ist.

Das Hinterglied, mit dem man mifit, heilt auch das
MaB, die MaBeinheit, die Einheit, die Sorte, wenn es eine
allgemein bekannte und anerkannte GroBe ist. Dann heifit das
Verhiiltnis auch die MafBzahl des Vordergliedes. Grifien nnd
ihre Maflzahlen bezeichnet man durch denselben Buchstaben: @, a.

Funktionsgesetz des Messens. Nimmt das Hinterglied @
eines Verhiiltnisses p : @ zu, so nimmt das Verhiltnis ab; nimmt
das Maf zu, so nimmt die Mafizahl ab. Ist p:Z =y, so ist
p: (& +1i) <y. Vern-facht sich das Hinterglied (MaB), so sinkt

Y

die MaBzahl auf den nten Teil: Ist p:Z =y, so ist p:(Z-n) e

Mit dem Messen schlieBt die GroBenlehre ab.

10. Vervielfiltigen, Teilen, Messen sind drei koordi-
nierte Rechnungsarten. Das Multiplizieren verwandelt Summen
von Gruppeneinheiten in eine Vielheit von Haupteinheiten.
3.4 — 12 bedeutet 4 Dreier sind 12 Hiner.

Das Teilen und Messen zerlegt eine Vielheit von Haupt-
einheiten in  gleiche Summanden (Gruppeneinheiten). Beim

Teilen . die Anzahl der Summanden

T ist aufler der Vielheit : ge-
Messen 18t aufler der Vielheit 4., o/ ang '
der Summand

ben und die Anzahl der Summanden

o gesucht.
Teilen und Messen sind also die zum zusammenfassen-
den Multiplizieren zugehorigen zerlegenden Rechnungsarten

und heiflen deshalb Umkehrungen der Multiplikation. Ver-
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vielfdltigen, Teilen, Messen bilden die Rechnungsarten der
zwelten Stufe.
11. Die Zahl p mit der Zahl @ potenzieren heift das

. . ; = . . a

Produkt » aus @ gleichen Faktoren p hilden: p*=p .- p =r.

Grundzahl (p), Exponent («), Potenz (»). Es gibt auch Potenzen
a3

mit mehreren FExponenten p»~ . Das Potenzieren ist nur dann
ausfithrbar, wenn Grundzahl und Exponent ganzzahlig und min-
destens gleich 2 sind.

Funktionsgesetz des Potenzierens. Nimmt der Ex-
ponent um 1 zu, so ver-p-facht sich die Potenz. Nimmt also der
Exponent gleichmiiBig zu, so nimmt die Potenz um so ungleich-
mifliger zu, je grofer die Grundzahl ist und je mehr der Exponent
zunimmt.

Ist p*=y, so ist p*tl=y-p und p*+'— p*> p*— p*—1L

12. Die Zahl p mit der Zahl @ radizieren heilit sie in
@ gleiche Faktoren » zerlegen. Radikand (p), Exponent (a),
Wurzel (7). Es gibt auch Wurzeln mit mehreren Exponenten

fa, —

] &y

V5 -
a/ ol R :
/p=r bedeutet auch ¥ ...7r=p oder »*=p Wurzel-
| 1 i

]-"_- 30 n % .
probe: Wurzel """ — Radikand.

Das Radizieren ist nur dann ausfilhrbar, wenn der Expo-
nent ganzzahlig und mindestens gleich 2 ist. Es ist genau
nur dann ausfithrbar, wenn auch der Radikand ganzzahlig und
so beschaffen ist, dafl auch die Wurzel ganzzahlic wird.

Funktionsgesetz des Radizierens. Nimmt der Expo-
nent zu, so nimmt die Wurzel ab, aber ihre Abnahme wird bet
gleichmifligem Wachstume des Exponenten immer schwicher.
Tl m—1 T
Vy <Vp—Vp-

13. Die Zahl p mit der Zahl @ logarithmieren heifit
sie in gleiche Faktoren @ zerlegen und deren Anzahl » bestimmen.

1 1 3 .
AP =7 bedeutet auch @--.@ =p oder @ — p. Logarith-
@
mand (p), Grundzahl (), Logarithmus (7).
h£I.L-;."Il'iE]|muH

Ist ¥/p — ¥, goist Y <y und Vp
=, Vp <y Vi

Logarithmenprobe: Grundza = Logarithmand.
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Das Logarithmieren ist nur dann ausfiihrbar, wenn die
Basis ganzzahlig und mindestens 2, und der Logarithmand ganz-
yahlig und so beschaffen ist, daBl auch der Logarithmus ganz-
zahlig wird. Hs ist angenihert ausfihrbar, wenn die Basis
ganzzahlig und mindestens 2 ist.

Funktionsgesetz des Logarithmierens. Nimmt die
Basis zu, so nimmt der Logarithmus ab.

14. Potenzieren, Radizieren, Logarithmieren sind
drei koordinierte Rechnungsarten. Das Potenzieren verwandelf
Produkte aus Gruppeneinheiten in eine Vielheit von Hauptein-
heiten. Das Radizieren und Logarithmieren zerlegt eine Vielheit
von Haupteinheiten in gleiche Faktoren (Gruppeneinheiten). Beim

Radizieren 3 2 .. die Anzahl der Faktoren
Logarithmieren ist aufler der Vielheit o, palctor

der Faktor
gegeben wnd gio Apzahl der Faktoren gesucht.

Radizieren und Logarithmieren sind die zum zusammen-
fassenden Potenzieren zugehorigen zerlegenden Rechnungsarten,
also die Umkehrungen des Potenzierens.

Alle drei Rechnungsarten bilden die Rechnungsarten
der dritten Stufe.

15. Wihrend die zweite Stufe Summen hildet und in
Summanden zerlegt, bildet die dritte Stufe Produkte und
zerlegt in Faktoren.

Dem Multiplizieren entspricht das Potenzieren.

, Leilen 5 , Radizieren.

,  Messen 5 , Logarithmieren.

§ 4. Klammerregeln.

1. In jedem zusammengesetzten Ausdruck geht die Rech-
nung der hoheren Stufe der der niederen Stufe voraus.

2. Bei gleichstufigen Rechnungen gilt die Reihenfolge des
Lesens, man rechnet also von links nach rechts.

3. Jede andere Reihenfolge mufl durch Klammern ange-
deutet werden, falls diese nicht durch die Natur des Rechnungs-

o

zeichens (Bruchstrich, Wurzel-, Logarithmenzeichen) iiberfliissig

e iRl I R I
gemacit werden.
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Der Ausdruck 2 + \E‘i'—"f-"_"f verlangt 1) die Berechnung 3°

: 35T 9 g
und von 127, 2) die ‘.Ilﬂt]plllm,tmu beider Hrgebnisse, 3) die

Logarithmierung .des Produktes, 4) die Addition des Lc)cr.lrlth—

mus zu 2.

§ 5. Rechengesetze.

1. Es gibt drei Hauptgesetze: das Vertauschungs-, das Grup-
pierungs-, das Verbindungsgesetz. Die beiden ersten regeln das
Rechnen innerhalb einer Rechenstufe, das dritte regelt das
Rechnen auf verschiedenen Stufen.

2. Das Vertauschungsgesetz (Kommutativgesetz) be-
stimmt iiber die Vertauschbarkeit der Bestandteile eines Aus-
drucks. Es nimmf fiir die erste und zweite Stufe die wichtige
Form an:

Die Reihenfolge, in der man aggregiert (vor- und riickwiirts
zihlt), und die Reihenfolge in der man vervielfiltigt und teilt,
hat auf das Resultat keinen EinfluB,

. Das Gruppierungsgesetz (Assoziativgesetz) bestimmt
iiber die Moglichkeit die Bestandteile eines Ausdruckes in Gruppen
zusammenzufassen und solche Gruppen in ihre Bestandteile zu
zerlegen.

4. Dag Ver})ind1‘lngsgesetz (:l)istriI:uti\-'}_:;ns:_!tz;) bestimmt
wie mit und an Ausdriicken niederer Stufe auf der héheren Stufe
gerechnet wird; es verbindet die Rechnungsstufen miteinander.

5. Die meisten arithmetischen Lehrsiitze lassen sich durch
Gleichungen ausdriicken, deren linke Seite die Voraussetzung,
deren rechte die Behauptung enthiilt. Da die Seiten einer
Gleichung vertauschbar sind so ist es auch Voraussetzung und
Behauptung des Lehrsatzes: Die arithmetischen Sitze sind
nmkehrbar.

§ 6. Rechengesetze des Aggregierens.

l. Vertauschungsgesetz. Beim Aggregieren ist die
Reihenfolge der Glieder beliebig. (8. § 5. 2.

2. Bsista+(b+c)=a+b+ ¢, denn nach Addition der
GroBe b zu @ fehlt zum Resultat noch die GriBe ¢. — a +(b—c)=
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a + b — ¢, denn mach Addition der GroBe b zu @ erhiltst du
ein um ¢ zu grofes Resultat, da du nicht b, sondern b —¢
addieren sollst. — a — (b + e)=a—b—e, denn nach Sub-
traktion der GréBe b von « erhiltst du ein um ¢ zu grofies
Resultat, da du b + ¢ wegnehmen sollst. Fbenso ist

a—({b—c¢)=a—0b+ec
Daraus folgt das
Gruppierungsgesetz: Beim Aggregieren darf man be-
liehige Unteraggregate bilden und lgsen (darf man die Glieder
beliebig gruppieren), mit der Bestimmung, daB nach einem =+

. bleiben
N Vi rroioha T e
die Vorzeichen der Gruppe .1 ymkehren:

& 7. Rechengesetze des Multiplizierens.
ik 10

1 2 3 4 B 6
p-2-3= (p+ p)+ (p + p! + (7 + }1\
1 3 3) i)

F+7

Also gilt das

5 L
+P)+(PF+p+D)=p-3-2

Vertauschungsgesetz: Beim Multiplizieren ist die Reihen-
folge der Haktoren beliebig.

Py Qg Wy .0-=P Qg Gy Oy
2. Es is
Sl SR e )
p-(2:8)-4=|P+-DP+PTDPT Ju + 7|
L 8 9, 10 11 185 13 184 rid 244
Pl e ) | +p+--+p/+ P+ +D]
ik 2 7 3 13 14 19 20
—p-234H=|F+D)+@+D)+@+D)+ (P + D)
Dl A s 1 1516 TR 1
-(@+P)+@+P)+(@+P) + @+ )]
6 11 12 17 18 23 24 — v

P+ T+ +@+D)+@+D)| =5 2 4)3;

also oilt das

Gruppierungsgesetz: Beim Multiplizieren darf man be-
liehige Multiplikatorengruppen bilden und losen (darf man die
Multiplikatoren beliebig gruppieren):

13
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3.. Bs ist
1
\'Pl S = .E_’:s‘} 3= (P T Py
. 3

8

+ (P14 Po— Py) = Py 3 + Pos 3 — Py 3

und es 1st

! 2 3 1 2 S 4 e 2
pB+4—2)=@+pt+tp)+-@+ot+tp+p)— (P
=p-34+75-4—7p-2;

also gilt das :
o i ! ein )
Verbindungsgesetz: Statt mit einem Sggregat zu mul-
jedes

Glied multiplizieren.

\I’Hltl‘ﬂl]’kilhll‘
3 Pr {te 1t e reTn el s; ¥ 7 P 1 v
Etﬂtt J.llldl]]\tf_ mit einem gemelnsaren J‘Il’lltillhl(llndc 21

tiplizieren, kann man auch - jedem

Multiplikanden

Multiplikatoren "4

aggregieren, kann man das Aggregat der
Multiplikator
Multiplikanden
4. In der Arithmetik tritt an die Stelle der GriBe 7 die
Grifleneinheit ¢. Diese verschmilzt mit dem ersten Multipli-
kator vermige der Gleichung: 7 -4 —4 Einer — 4 —4. Du
verzichtest der Einfachheit wegen auf eine besondere Bezeich-

den gemeinsamen multiplizieren.

nung der Linheit und sehreibst nur die Multiplikatoren, die du
dann auch Faktoren nennst (s. 5. 11). 'Statt in der Aufgabe:
4 Emer oder 1 Vierer soll verdreifacht werden, zu schreiben
€-4-3 oder 1-4-3 oder 4-3 schreibst du kurz 4-3. Du
muflt aber immer beachten, dall in dem Multiplikanden 4
die Einheit mit enthalten ist, daff bei Anwendung eines der
drei Multiplikationsgesetze die Einheit vom Multiplikanden ab-
getrennt zu denken ist und dafl damit der Multiplikand zu
einem Multiplikator wird und erst dann Faktor genannt und
als solcher vertauscht werden darf. Wenn also das Vertauschungs-
gesetz die Gleichung 3 -4 =4 .3 aufstellt, so heifit das ent-
weder: Statt die Finheit erst zu verdrei- und dann zu vervier-
fachen, kannst du sie auch erst vervier- und dann verdreifachen
oder es heifit, statt 1 Vierer zu verdreifachen, kannst du auch
1 Dreier vervierfachen; aber es kann nicht bedeuten: 1 Dreier. 4
=4 - 1 Dreier, da du mit einer Grife, auch wenn ihre Einheit

unbestimmt ist, nicht multiplizieren kannst. Nach dieser Fest-
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setzung erhiiltst du folgende drei vereinfachten arithmetischen
Multiplikationsgesetze:

1. Beim Multiplizieren ist die Reihenfolge der Faktoren
beliebig: @, ty - a5 = ag- - as.

2. Beim Multiplizieren darf man beliebige Faktoren-
gruppen bilden und losen: @ - (dy - @) @y = @y - Gy« Ay Oy=
aq - (ag - dy - ay).

3. a) Statt ein Aggregat zu multiplizieren, kann man
auch jedes Glied multiplizieren. Statt Produkte mit einem ge-
meinsamen Faktor zu aggregieren, kann man auch das Aggregat
der nicht gemeinsamen Faktoren mit dem gemeinsamen [aktor
multiplizieren: (@ + b — ¢ 4 d)e = ae + bhe — ce + de.

3. 1) Bekanntlich rechnest du durch mehrfache Anwendung

von § 7, 3a und § 6, 2 so: 234.56 — 234.50 4-234.6 = 200 - 50
4+ 30-504+4-50 + 2006 +30-6-+4-6 und 59. b= (Bl’_) —19
(30 — 2) = (60 — 1) 30 — (60 — 1)2 =60-30—1-30 —60-2
1. 2; damit verfihrst du nach dem

Erweiterten Verbindungsgesetz: Statt zwei Aggregate
zu multiplizieren, kann man auch jedes Glied des einen mib
jedem Gliede des andern mulfiplizieren und muf die Produkte

addieren : . : gleiche . :
: we re Bestandteile = 5 . 'Ze16 haben:
Sibirahicrens oan ihre Bestandteile ungleiche Vorzeichen haben

(@a+b—c)(d—e—f)=(a+b— e)d—(a+b—c)e—(a b—e)f
— (ad 4+ bd — c¢d) — (we + be — ce) — (af + bf — ef)

— ad +bd —cd — ae — be +ce —af — bf + cf.

& 8. Rechengesetze des Teilens.

. 5 ) 3 = .
1. Hauptgesetz des Teilens: ‘: -l = "” = p. Verviel-
= f

fiiltigen und Teilen heben sich gegenseitig aut.

2. Es ist p/2/3 = p/3/2; denn sowohl der dritte vom
zweiten, als auch der zweite vom dritten Teile von p ist gleich
dem sechsten Teile von 7. Also gilt das

Vertauschungsgesetz: Beim Teilen ist die Reihenfolge

der Divisoren beliebig:

plmin/p = p/n/p/m.




() Rechengesetze des Messens.
(=]

3. Es ist 7/2/3/4=7/(2-8)/4=7p/2 -3 -4), denn
in allen drei Fillen bestimmst du den 24. Teil von 7, weil der
dritte vom zweiten Teil der sechste Teil ist; also gilt das

Gruppierungsgesetz: Beim Teilen darf man heliebige Divi-
sorengruppen bilden und 16sen (darf man die Divisoren beliebig
gruppieren), muf) aber dabei die Rechnungszeichen umlehren:

Tlaas/as/a, = B - a)/(as « a,)

4 (p,+ P, — Py)/3 =P,/3 + P,/3 — Ps/3; denn wenn
man jedes Glied eines Aggregats durch seinen dritten Teil er-
setzt, wird auch das Aggregat gedrittelt; also gilt das

Verbindungsgesetz: Statt ein Ageregat zu teilen, kann

man auch jedes Glied fteilen, und statt Quotienten mit dem-

selben Divisor zu aggregieren, kann man auch das Aggregat der

Dividenden mit dem Divisor teilen.

§ 9. Rechengesetze des Messens.
1. Vertauschungs- und Gruppierungsgesetz fallen heim
Messen fort, weil es keine Vielheit von Hintergliedern geben kann.

2. Verbindungsgesetz Statt ein Aggregat zn messen,

kenn man auch jedes Glied messen. Statt Verhiiltnisse mit
demselben Hintergliede zu aggregieren, darf man auch das

A

goregat der Vorderglieder mit dem Hintercliede messen:
(i = ir':._;) WG =P 20 A Dat @ — Py a.

§ 10. Das Dividieren als Vereinigung von Teilen und Messen
und seine Rechengesetze.

Wir wollen bei allen weiteren Rechnungen die GriBen
@ b--- unter Herausziehen der Kinheit ersetzen durch 7 -«
oder 1-a und die Einheit z, 1 je nach Bediirfnis schreiben
oder weglassen, aber immer festhalten, daB sie als passive Zahl
wenigstens gedacht werden mufl; d. h. wir rechnen von jetat
nicht mehr mit den Grilen selbst, sondern nur noch mit ihren
MafBzahlen.

Das Produkt hat dann die Form 7 —1- a,-a, oder »—ua,- a,
Die beiden Umkehrungen der Multiplikation, das Teilen und

s,

das Messen, lassen sich dann durch die eine Gleichung aus-
driicken: 1.2-@ =12 oder # @ — » Denkst du dir diese
Gleichung in der Form (1-2)-a=p, d h. suchst du den
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a8 §

Multiplikanden, so ist die Umkehrung ein Teilen, @ |.;r) ist der
ate Teil von » (¥); denkst du sie dir in der Form (1:a) z=T7,
d.h. suchst du den Multiplikator, so ist sie ein 1[@.55311, : be-
stimmt, wie oft @ in 7 oder a in » enthalten ist. Also ist das
Dividieren ein Teilen, wenn man sich den gegebenen Falktor
unbenannt, ein Messen, wenn man ihn sich benannt denkt. All-
gemein gilt aber die Erklarung:

Dividieren heift aus dem Produkt und dem einen Faktor
den anderen Faktor bestimmen.

Da die Deutung der Division als Teilung oder als Messung
gewihnlich beliebig ist, so kann man die beiden Zeichen / und : als
uleu hwertig und als Zeichen des Teilens oder des Messens be-
heuhf(n Mithin gelten in der Arithmetik folgende Gleichungen:

Zihler — Vorderglied = Dividend; Nenner Hmtulrrhed —
Divisor; Bruch = Verhiltnis = Quotient; und die Divisionsge-
setze ].lawn sich durch die Divisionsprobe: Quotient - Divisor
— Dividend beweisen,

Hauptgesetz der Division:a:b-b=a- b:b = a, Multi-
plikation und Division heben sich auf.

Die drei Teilungsgesetze § 8, 1,2,3 werden jetzt zu Divisions-
gesetzen.

& 11. Rechengesetze der zweiten Stufe.

Unter einem Ausdruck der zweiten Stufe verstehen Wir
einen Ausdruck, dessen Bestandteile durch Multiplikation und
Division verbunden sind.

2. Aus dem zweiten Hauptgesetze des Zihlens (§ 5, 2) folgt:

135 .5:9=135:9.5= 15"

b H; also gilt das
Vertauschungsgesetz: Die Reihenfolge, in der man mul-
tipliziert und dividiert, ist beliebig @ -b:c:d-e=a- b-e:e:d
— Jscra-d-e-b.

Der fiinfte Teil vom Zehnfachen ist das Doppelte, das
Finffache ist von der Hilfte das Zehnfache, die Hilfte vom
fimften Teil ist der zehnte Teil, der dreiBigste Teil ist vom
sechsten der fiinfte Teil; also ist 340:5=34-10:5= =54 l 10:5H) =
34.92 — 64.5=064-(10:2)= 64 10 : 2 = 64 - 10.
Fbenso berechnet man 3400 : 50 und 64 - 50; 34000 : 1')) und
34 . 195, — 90:2:5 = 90: (2 :5) ebenso 900 = 4 : 25;
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9000:8:125; 960:6:5=960:(6-5); 560:16:5=>560: (16 - b);
756 : 98 — TH6 : T :4.. Also gl]_t das
Gruppierungsgesetz: Bei Ausdriicken zweiter Stufe (beim
Multiplizieren und Dividieren) darf man Faktoren und Divisoren
beliebig gruppieren, mufl aber nach einem Divisionszeichen die
Zeichen umkehren.

rt.‘b:r;:ff-ff—r_r-_' i) is(diie) =1 l:(c-d) (a-b-e).

L Aus diesen Gesetzen foloen die Bruch- oder Divisions-
I‘egeln.

. - - he

8) g =0 m: b:m=a:b-(m:m)=a:b. Der Wert
eines Quotienten indert sich nicht, wenn man Dividenden und
Divisor mit derselben Zahl multipliziert oder durch dieselbe
Zahl dividiert.

h) a-bic=a:c-b=a-(b:e)=a:(c:b).

Statt ein Produkt zu dividieren, kann man einen Faktor
dividieren und statt durch einen Quotienten zn dividieren kann
man mit dem Dividenden dividieren und mit dem Divisor mul-
tiplizieren in beliebiger Reihenfolge.

1:bie=a:c:b=a:(be).
d)a:b-c=a-c:b=ua;:(b:c).

5. Die Rechengesetze der zweiten Stufe unter-
scheiden sich von denen der ersten Stufe (8§ 6) nur da-
durch, daf in ihnen an die Stelle von + und — - und :
tritt.

§ 12. Rechengesetze des Potenzierens.

1. Bs ist 2 =2 =... denn immer soll 2 24 Mal
als Faktor gesetzt werden. j\lw gilt das

Vertauschungsgesetz: Beim Potenzieren ist die Reihen-

ay N
i x5 a, a :
folge der Exponenten beliehig p»* = p=" —=... (Aber es
ist nicht p* = a?, auBer wenn p =2, o — 4 ist).
‘-.1
e i £ 2" (;j.:;"* 3.4\3 9.4.3 :
2. Hg 15t 20 = (2 ) =2 ) =2 , denn jedesmal sollst

du 2 24 Mal als Faktor setzen. Also ailt das
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Gruppierungsgesetz: Beim Potenzieren darf man die Ex-
ponenten beliebig gruppieren, muf) sie aber innerhalb der Gruppe
durch das Multiplikationszeichen verbinden.

@y
(i

2 . a ; et
}]"L = [P'H“-.-| = l..‘,lj"'.'d:!] — jl)“l'ﬁf-;”a_
3. Verbindungsgesetze.
a) mit der ersten Stufe:
¢) Es ist (a+0)*=0a" £ 2ab+ 0% (a+b) (a—b)=a*—b%
@+ b= (a+0b) (& + ab + b%); aber es 1st nicht (a -+ b)" =
@ + b". — EBin Aggregat potenziert man nach § 7, sb.

28 .94

8) Mg ist 23++—5 ="_ denn beidemal fallen von sieben
:!.: b

Faktoren 2, fiinf Faktoren 2 weg, also gilt der Satz:

Statt mit einem Aggregat zu potenzieren, kann man mit
jedem Gliede potenzieren und muB die Potenzen in den Zihler
oder Nenner eines Bruches schreiben, je nachdem die Glieder
positiv oder negativ waren. Statt Potenzen mit derselben Grund-
zahl durch Multiplikation und Division zu verbinden kann man
die Exponenten durch Addition und Subtraktion verbinden und
muf dann mit dem Bxponentaggregate die Grundzahl potenzieren:
php ™
b) mit der zweiten Stufe.

|
}}”l+“‘.‘ — &0y =

Statt einen Ausdruck zweiter Stufe zu potenzieren, kann
man jeden seiner Bestandteile potenzieren. Statt Potenzen mit
gleichen Exponenten durch Multiplikation und Division zu ver-
binden kann man dasselbe mit ihren Grundzahlen tun

(py - Pa D5 s D))" = £ (S )

13 @

A Da beim Potenzieren die aktive und die passive Zahl

nicht vertauschbar ist, so fallen die beiden Umkehrungen des

Potenzierens nicht zusammen.

§ 13. Rechengesetze des Radizierens.

1. Hauptgesetz des Radizierens. (Y/16)° = /162 = 16.

Potenzieren und Radizieren heben sich gegenseitig aut.




24 Rechengesetze des Radizierens

= oty VoY, 1 i/ it ;
2. Bs ist 4 Vp = y Vp =:--, denn in jedem dieser

Ausdriicke sollst du p in 24 gleiche Faktoren zerlegen. Also
gilt das

‘s"'ert.‘lusl:hungsgcsotzz Beim lulfil/lth‘n ist die Reihen-

folge der Exponenten beliehig j ”!_4_“ = l,/l Vp.

5. Hs ist aber auch f ' Vp =¥

denn jeder dieser Ausdriicke verlangt die Zerlegung von p in
24 gleiche Faktoren. Also gilt das

-~ BeBid—
= Vs

G-'ru]'!picrtm_gsgcsetz: Beim Radizieren darf man die FEx-
ponenten beliebig gruppieren, muf sie aber innerhalb jeder
Gruppe durch das Multiplikationszeichen verbinden:

@y 0y

Verbiuduugsgnsuf-ma
a) mit der ersten Stufe.
Ein Aggregat liBt sich nur radizieren, wenn es sich als eine
Potenz vom Grade des Wurzelexponenten darstellen 1iBt. Ahber

es ist nicht: Va + b = Va + V5.

b) mit der zweiten Stufe.

g 9.16 Ve 90-7i6 2.3.4 2.3.4 ,
Es 1ist 21 l et ———: denn : 18t
i V25 5 5

einer der beiden gleichen Faltoren, in die die Quadratwurzel

4.9.16

— 5= — zu zerlegen verlanot
e 3 il

. Also:

Statt einen Ausdruck zweiter Stufe zu radizieren, kann
man auch jeden seiner Bestandteile radizieren. Statt Wurzeln
mit demselben Hxponenten zu mult tiplizieren und zu dividieren,
kann man dasselbe mit ihven Radikanden tun.

V. VP VP
= a

VP

l .Pl " Ps i Py Py



()
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Rechengesetze des Logarithmierens.

§ 14, Gemeinsame Potenz- und Wurzelgesetze.
1. Statt 8% in 3 gleiche Faktoren zu zerlegen kannst du
das auch mit 8 tun, wenn du nachher den Faktor mit sich selbst

B oy
multiplizierst: /8% = (/8)°. Allgemein: V5 P = l/r"]'/}r’s =
{[i/"’_a / \)”3 Rk : i .
\¥ V/p/ ; denn in jedem dieser Ausdriicke zerlegst du p in
ay - 4y gleiche Faktoren und setzest einen Faktor a;-mal als
Faktor. Also gilt das

Vertauschungsgesetz: Beim Potenzieren und Radizieren
ist die Exponentenfolge beliebig.

2. Gruppierungsgesetz: Beim Potenzieren und Radi-
zieren kann man die HExponenten beliebig gruppieren, muf
aber in jeder Gruppe gleichartice Exponenten durch Multipli-
kations- und ungleichartige Exponenten durch Divisionszeichen

verbinden.

7
a

@

1/ — Al

i- VA p.r, \a -I,-l}.r!_,u._
oleiche Faktoren zerleat und jeder Faktor a,:«, mal als Faktor
o o |] 3 4

Ll —— ; .
Vp%ie, denn jedesmal soll p in a, - a,

gesetzt werden.
Aus den Gesetzen in § 12, 13, 14 erceben sich die Potenz-

r

und Wurzelregeln. 2,%- p* = (ppe)5 2% 0% = (P t 1y)5;

j"r]-'!-‘j'_' = 9h. 'z 12— eyt ( j'l“|m" = q' ,;"’:‘}uf(L =yt .
I LR [ W NS Ui )

4 & ; 2

Vo = (V2)" = s Vo= =V Vo = Vo 2V;

Voo - Voe = Voupe; Vo, : Voo = Vo, i e

§ 15. Rechengesetze des Logarithmierens.
1. Hauptgesetz der Logarithmierung: Potenzierung und
Logarithmierung heben sich gegenseitig auf:
A 100 A2
1010 = "\ll')m” = 100: a®* = \ a? = p.
10 S
2, Fiir die aktiven Zahlen des Logarithmus gelten das Ver-
tauschungs- und das Gruppierungsgesetz; doch haben sie
fiirs Rechnen keine Bedeutung.

A¢=Aa z B. A\10Ap = Ap.

10




26 Summen-, Produkten-, Potenzenreihe.

4. Logarithmenregeln:
AT \2e Az
a. Apps = APL + APs; dennSafacil— o 2R /e — e
@ a @

b. APy 0 = APL — AP:-
o A= PR

@

Poy— 1
d A Ve = AP

S

§ 16. Erste Erweiterung der Definitionen der direkten
Rechnungsarten. Summen-, Produkten-, Potenzenreihe.

I. Bisher kam es uns hauptsichlich auf das Resultat des
Zihlens an. Jetzt wollen wir die Téatigkeit des Zihlens und
seine Regeln betrachten,

Zugleich wollen wir zusehen, ob diese neue Methode uns
nicht unsere bisherigen Resultate in neuem Lichte erscheinen
lassen und ihre Erweiterung gestatten wird.

2. Eine nach einem hestimmten Gesetze fortschreitende
Folge von Zahlen heifit eine Reihe (0, 4, 8, 12, . ), die Zahlen
heiflen ihre Glieder, der Abstand (die Differenz) zaweier Glieder
heilit ein Schritt (4). Zwischen je 2 Glieder einer Reihe kann
man beliebig viel Glieder, Unterglieder (1, 2, 4, 4) ein-
schieben. Dabei mufl aber das Gesetz der Reihe gewahrt
bleiben. Die eingeschobenen Glieder bilden zwischen je 2 Gliedern
Unterreihen, die die Hauptreihe ungeiindert lassen, nament-
lich ihre Stellenbezeichnung. Das bisherige erste Glied (4) bleibt
das erste, das zweite Glied (8) bleibt zweites usw. Selbstver-
stindlich kannst du aber die Einschubglieder auch zu Haupt-
gliedern machen und erhiiltst dann eine formell neue Reihe

D
0 1 )
L b

mit veranderter Stellenbezeichnung (0, 1, 2, 8,

Der Einschub soll uns die Moglichkeit geben in jeder
teihe, also bei jeder Zihlungsart jeder Zahl beliebig nahe zu

=

4
1 \
51 sl

kommen und er soll uns von den Beschriinkunoen frei machen,
denen wir hisher in der Wahl der aktiven und zum Teil auch
der passiven Zahlen unterworfen waren.

3. Die einfachste Reihe ist die nattirliche Zahlenreihe,



Aogregaten- und Produktenreihe. O

(die Aggregatenreihe) 0, 1, 2, 3 .. ., die unter Zuftigung

der Unterglieder die Form annimmt:

Schrittzahl | Q42 ! 2 a 7
| n n
|
Zahlenwert | 0y m 1:::2---a---a
| 7 9 m
Ihre Schritte sind gleich groB und gleich der Einheit,

darum ist ein Unterschritt .

Da in dieser Reihe Schrittzahl und Zahlenwert iiberemn-
stimmen, so beniitzen wir ihre Zahlenwerte, um in andern
Reihen Stellen oder Schrittzahlen anzugeben. Dadurch wird die
Aggregatenreihe zur Vergleichs- oder Normalreihe.

Das Aggregat a +b— i, ist das Glied der Aggregaten-
reihe, auf das du stofest, wenn du in der Zahlenreihe erst a
Schritte, dann b Schritte vorwiirts und schlieflich ¢ Unterschritte
(i) riickwiirts machst.

4. In den Binmaleins-Reihen (0, 4, 8, 12, ...) ist die Diffe-
renz zweier auf einmal folgender Glieder konstant, also sind die
Schritte gleich groB. Jedes Glied einer solchen Reihe, abgesehen
vom Oten und 1ten ist ein Produkt im Sinne von § 3,7. Der
Multiplikand (4) benennt die Reihe (Viererreihe) und bestimmt
die GroBe des ersten Schrittes und damit die Differenz je zweier
Schritte, der Multiplikator (3) bestimmt die Schrittzahl, die
du zur Erreichung des Zahlenwertes des Produkts (12) hast
ausfiihren miissen. Deshalb nennen wir die Hinmaleinsreihen
Produlktenreihen und erkliren:

Das Produkt p-a ist das ate Glied der Produkten-
reihe (p).

Das Gesetz dieser Reihe ist das Funktionsgesetz des Pro-
duktes p(x + 1) =pz +p (§ 3, 7); die Schritte der Produkten-
reihe sind gleich grof und gleich einer Vielheit (p), thre Glieder
sind das p-fache der entsprechenden Glieder der natiirlichen
Zahlenreihe: sie nehmen mit dem Multiplikator gleichmifiig zu
und ab. Verfolot man die Beihe riickwirts, so ergibt sich
p-1l=p, p-0=0.

Schiebst du in die Produktenreihe p zwischen das Ote und
1ste Glied Unterglieder ein, so miissen deren Stellen dureh
echte Briiche bezeichnet werden. Um den Zahlenwert dieser




28 Erweiterung des Produktbegriffes.

o : 1 S 2
Glieder zu ermitteln, setze p - e dann ist p o PR S

n n . }
pr—=m& ... p-—=p 1l=p=nz; also ist = ‘f - Dar-
¥ z i N
1 ) n ) . g
aus folgt: p - e ": 5B = £ .m. Also erhiltst du folgen-
= (el i i =

des Schemas:

,\[uhﬁ'mhl‘mtm' G { i ),
oder Schrittzahl n n ‘
Produktenreihe p-0,, 1rp D! i p-a St
: 1 “
Zahlenwerte U LByt P (p+-+p--- 2on.

: g m )
Also ist: p-0=0; p-1=p; p-a=(p+--+p) p—=L.m:
A £ AL n n 4

pv,=v;p- A, =A4.

r
l

Die bisherigen Produktengesetze (§ 7), die nach § 8 und
11 auch Quotientengesetze sind, gelten anch fiir den erweiterten
Produktenbegriff, der die hbeiden bisherigen Begriffe Produkt
und Quotient in sich vereinigt,

Die neue Erklirung des Produktes p -« als ates Glied der
Produktenreihe p fiithvt uns zu folgendem Ergebnis:

1) Sie enthilt die alte Erklirung als speziellen Fall.

2) Die bisher aufgestellten Gesetze hehalten ihre Giiltigkeit.

3) Du kannst jede Zahl als Multiplikand und jede Zahl
als Multiplikator wiihlen und kannst in jeder Produktenreihe
p jedem Zahlenwerte beliehig nahe kommen.

4) Das “te Glied der Produktenreihe p ist zugleich das
mte Glied der Produktenreihe £

H) Das geometrische Bild der Produktenreihe p (8. 43) ist
éin Strahl, der durch den Koordinatenanfang geht; das Produkt
im engeren Sinne wird durch die Punkte mit den Abscissen 2, 3
desselben Strahles dargestellt.

6. Das Funktionsgesetz des Teilens 1:, = 'f_: % (§ 3, 8) lehrt

(11

dir die Division durch Briiche. Dividierst du 12 durch 4, so ist das
Resultat 3mal so groff als wenn du 12 durch 4 dividierst; also
e ,H

ighs p——= =,
} i e



Erweiterung des Quotientenbegriffes. 29

Das geometrische Bild des Quotienten mit ab-

nehmendem Divisor ist eine Kurve, die mit nach oben ge-

wandter Konkavitit sich der
Achse immer mehr annihert,
ohne sie jedoch jemals zu
erreichen. Das bedeutet:

Bin Quotient mit dem Divisor
Null und einem von Null ver-
schiedenen Dividenden ist sinn-
los; durch Null darf man
nicht dividieren. f(; existiert
nicht: weil jede Zahl mit O mul-
tipliziert immer nur Null gibt.

Die Quotientenkurve schmiegt
sich immer tiefer in den Achsen-
winkel, je kleiner der Dividend
ist. Ist der Dividend Null, so
fillt die Quotientenkurve mit den

1]

Achsen zusammen: o ist unbe- R
stimmt, weil jede Zahl mit O L

multipliziert O gibt.
7. Das Funktionsgesetz der Potenz p*+t!=p”.p und

o

pil=p*:p (§3.11) fithrt zu der Reihe:

Reihe DEE p* p 2’
: : g 1 112
Zahlenwert | (p...p) (p-p) », il 7, (J} N

Verstehst du also unter der

Potenzenreihe p die Reihe, deren Otes Glied 1 ist und
in der der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder p ist,
so sei: die Potenz p* das ate Glied der Potenzenreilie p

1 132 s s .
Die Zahlen P, (};) ... sind als Glieder der Potenzenreihe
auch Potenzen von p, ohne dall sie aber vorliutig als solche
bezeichnet werden kionnen. Schiebst du zwischen irgend zwel

Glieder, z. B. zwischen das 0. und 1. Glied » — 1 Unterglieder

1 7t n—1
ein so heifen sie: p*...p"...p " . Ist der Zahlenwert von
1 m 7
> ; = A n /= J
p" 2, 50 ist p" = 2™ p"=pl=p=2a"; also 1st X =} p; also ist




30 Potenzenreihe. Erweiterung des Potenzen- und Wurzelbegriffes.
1 m
pr=Vp, p"=(/p)" Mithin erhaltst du folgendes allgemeine
Schema:
Exponent oder 0,
Schrittzahl T

s

Potenzenreihe ! pEa e

1

r A 1\ 112 oL &
Zahlenwert I(P)a( ) . (B p)

Also ist: ) A

o1 pl=p; pr=(p- ) "= (V) pa=1xv,
je nachdem p 21 ist; pe= 4, wenn p>0, phz=— wenn
p=1, ple= 'l!y: wenn p < 1 ist.

Die neue Erklirung der Potenz als Reihenglied fithrt uns
zu Ergebnissen, die den Ergebnissen 1—4 von Nr. 5 genau
entsprechen.

Das geometrische Bild der Potenzenreihe (5. 44) ist eine
Kurve, die die y-Achse im Punkt 1 schneidet und die mit nach

. - Syie ~, . T Ay

oben gerichteter Konkavitit, wenn p =< 1 st Yo ilf’]' 2-Achse
an die

entfernt .

2 wenn p = 1 ist, ist das Bild eme
anniihert’ :

sich 1mmer mehr

Parallele zur z-Achse in der Entfernung 1.

e = - 3 x A e TRy '}_:1'_‘1‘ =
7. Das Funktionsgesetz des Radizierens (§3,12) Vp= VVs
.

i 2\ . ey " et
Vp = (Vp)* lehrt dir das Radizieren durch Briiche. Radizierst

du 64 mit 3, so ist das Resultat das gleiche, wie wenn du 64
m

mit 8 radizierst und die Wurzel mit 2 potenzierst: V= (]2_})”

Das geometrische Bild der Wurzel ist eine Kurve, die
sich bei abnehmendem Exponenten der y-Achse immer mehr
nithert, ohne sie jemals zu erreichen (mit Null darf man nichb
radizieren) und die mit vachsendem KExponenten der 1 immer

niaher kommt:

I,[\”_. wenn p > 1
-

Vp= 1 1, wenn p=1

y -y -
v, wenn p < 18

nachdem p 2 1 ist.




30 Potenze

1
"=Vp, 2
Schemas:

Exponent oder |
Schrittzahl

Potenzenreihe

Zahlenwert
!

i |

Also 18]

]j = 3

je nachdem

P = 1 i)<‘.-r=

Die ne

zu Ergebnis

entsprechen.

oben gericht
sich 1mmer

Parallele zm

7. Das |
;r_/'" (;r/*‘ 7
Vo =(Vp)
du 64 mit §
mit 3 radizi

Das ge
sich bei aly
nithert, ohng¢
radizieren) 1

niher komm

rzelbegriffes.

ides allgemeine

N lJ @

a

1
...'P_,.p... P
{ ) (Vp

[

7 -

Vp)

oty ,
p = 1 —_t U!”
pdz— 1, wenn

lied fiihrt uns
{ Nr. 5 genau

3. 44) ist eine
die mit naeh

| der , _Achse
die

das Bild eine

\ Vo=V
1e.  Radizierst
wenn du 64

m
i :.",./* T ‘ur/—‘ n
i Vp=(Vo)"
le Kurve, die

9|eos Aeto NFJA1L

immer mehr
arf man nicht
der 1 immer
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