Wenn ein aus einem doppelbrechenden ein- oder zwei-
axigen Krystall nicht gerade senkrecht zur optischen Axe
geschnittenes planparalleles Bléttchen in einen Polarisations-
apparat gebracht wird, so erscheint es bei senkrecht ein-
fallendem monochromatischem Licht mehr oder minder
intensiv gefirbt oder auch ganz dunkel, je nach der Lage
der Polarisationsebenen von Polarisator und Analysator zu
einander und der Orientierung des Bléttchens zu ihnen.

Wir wollen im folgenden versuchen, diese Erscheinungen
zu analysieren und auf Grund mathematischer Betrachtungen
das Augenblicksbild der Wellenlinie zu entwerfen, welche
von einer Reihe Athermolekiile gebildet wird, die auf einer
senkrecht durch den Krystall gelegten Geraden aufeinander-
folgen.

Wir betrachten zunichst eine ebene Lichtwelle natiir-
lichen einfarbigen Lichtes, die parallel mit der Grenzfliche
des Krystalles in diesen eintritt. Dieselbe wird wegen der
doppelten Brechung in zwei ebene, der ersteren parallele
Wellen zerlegt, bei einaxigen Krystallen in eine ordentliche
und eine ausserordentlich gebrochene, bei zweiaxigen in
zwei ausserordentlich gebrochene, die sich mit ungleicher
Geschwindigkeit durch den Krystall fortpflanzen und sich
von der einfallenden dadurch unterscheiden, dass sie senk-
recht zu einander polarisiert sind. Die Schwingungsebenen
beider sind im Falle eines einaxigen Krystalls der Haupt-
schnitt und die darauf senkrechte Ebene, im Falle eines
zweiaxigen die Halbierungsebene des Winkels, welcher von
den durch die Flichennormale und die optischen Axen
gelegten Ebenen gebildet wird.*) Die Schwingungen selbst
geschehen in der Wellenebene, d. h. parallel zur Grenzfliche
des Blittchens.

*) Beer, Hohere Optik S, 345,




Wenn wir nun das Licht, bevor es auf den Krystall
fallt, durch einen Nikol polarisieren, so werden im allgemeinen
durch den Krystall zwei ebene, senkrecht zu einander linear
polarisierte Wellen hindurchgehen; aber diese werden von
den vorigen sich dadurch unterscheiden, dass sie im all-
gemeinen ungleiche Intensitit besitzen, (jedoch so, dass die
Summe beider gleich der Intensitiit der einfallenden Welle
ist,) indem nimlich das durch den Nikol linear polarisierte
Licht nach dem Satz vom Parallelogramm in zwei Kom-
ponenten nach den beiden Schwingungsebenen des Krystalls
zerlegt wird. Fillt indessen die Schwingungsebene des aus
dem Nikol austretenden Lichtes in die Richtung einer der
Schwingungsebenen des Krystallblittchens, so haben wir
nur eine Komponente, und das aus dem Krystall kommende
Licht ist wie'das einfallende nur nach einer Richtung linear
polarisiert.

Wir betrachten erst diesen speciellen Fall.

Fallt nun die Schwingungsebene des Lichts im zweiten
Nikol auch noch in dieselbe Ebene, so wird das Licht, da
seine Schwingungsebene nach dem Austritt aus dem ersten
Nikol keine Modifikation erlitten hat, ungeschwiicht in das
Auge des Beobachters gelangen, abgesehen natiirlich von dem
durch Absorption und Reflexion verloren gegangenen Licht,
und es wird sich von dem urspriinglichen Licht nur durch
seine Polarisation unterscheiden. Bildet sie aber einen
Winkel zwischen 0° und 90° mit der Schwingungsebene
des aus dem Krystall kommenden Lichtes, so wird das
Licht, indem nur eine der Komponenten, in die es beim
Bintritt in den Nikol zerlegt wird, zur Wirkung kommt,
zum teil aunsgeloscht. Bei der 90° Stellung schliesslich
erscheint das Gesichtsfeld ganz dunkel.

Nehmen wir nun den allgemeinen Fall, dass die
Schwingungsebene des aus dem ersten Nikol austretenden
Lichtes mit den Schwingungsebenen des Krystallblattchens
einen Winkel zwischen 0° und 90° bildet, dass also das
Licht im Blittchen in zwei zu einander senkrecht polarisierte
ebene Wellen zerlegt wird, so miissen wir zunichst bemerken,
dass beide Wellen wegen der ungleichen Fortpflanzungs-

geschwindigkeit im Kurystall infolge der ungleichen
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Elasticitdt des Athers in den beiden Schwingungsebenen
nach ihrem Austritt sich nicht in gleichen Schwingungs-
zustéinden befinden, sondern einen Gangunterschied besitzen,
der von dem Blittchen einerseits (d. h. von seiner Dicke,
seiner physischen Beschaffenheit und seinem Schnitt) und
von der Wellenlinge des angewandten Lichtes andererseits
abhiingt. Die Intensititen beider Wellenbewegungen, die
durch die Quadrate der Amplituden gemessen werden, sind
durch die Neigung der Schwingungsebene des Lichts im
polarisierenden Nikol zu den Schwingungsebenen im Bléittchen
bestimmt. Lassen wir nun das in zwel Teilbewegungen
zerlegte Licht in den zweiten Nikol so eintreten, dass die
Schwingungsebene des letzteren mit einer der Schwingungs-
ebenen der Teilwellen zusammenfillt, so wird nur diese
einen Lichteffekt geben und das Gesichtsfeld ihrer Amplitude
entsprechend erhellt sein. — Bildet die Schwingungsebene
des Nikols aber mit denen im Krystallblittchen einen Winkel
zwischen 0° und 90°, so wird wegen einer neuen Zerlegung
nach der Schwingungsebene des zweiten Nikols von jeder der
Wellen nur ein Teil zur Geltung kommen. Diese beiden
neuen, auf dieselbe Schwingungsebene reducierten und
mit einem von dem Krystall herriihrenden Gangunterschied
behafteten Wellen konnen jetzt mit einander interferieren
und sich entweder gegenseitig unterstiitzen, oder zum teil
vernichten, oder im ungiinstigsten Fall, wenn die Amplituden
beider gleich gross sind, (was nur eintreten kann, wenn die
Schwingungs- resp. Polarisationsebenen der beiden Nikols
zu einander senkrecht stehen), und die eine Wellenbewegung
der anderen um eine ungerade Zahl von halben Wellen-

lingen voraus ist, sich ganz aufheben.
Wir haben hiermit die Erscheinungen beschrieben und
erklirt, welche bei allen moglichen Lagen des Blittchens

zu den Nikols und dieser zu einander stattfinden konnen.

Die mathematische Ableitung soll erst erfolgen, wenn wir
die Bewegung der einzelnen Athermolekiile besprochen und
ihre Bahnen gefunden haben und daraufhin das Augenbliclks-
bild der Wellenlinie konstruiert haben.

Wir wollen jetzt fragen, in welcher Weise die Ather-
teilchen auf einer senkrecht durch den Krystall gelegten
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Geraden, die wir als Strahl bezeichnen wollen, durch
die Wellenbewegung afficiert werden. Dabei betrachten
wir gleich den allgemeinen Fall, dass die Schwingungsebene
des aus dem ersten Nikol austretenden Lichtes nicht in die
Richtung einer der Schwingungsebenen des Krystallblittchens
fallt, denn in diesem speciellen Fall wiirden, da das Licht
dann keine Zerlegung erleidet, die Oscillationen alle in
derselben Ebene stattfinden und das Augenblicksbild der
Wellenlinie in und hinter dem Krystall einfach das eines
eben polarisierten Strahles bleiben. Die Bahn eines jeden
"Peilchens ist in diesem Falle eine Gerade und die durch

=g b
y = a sinézm

ausgedriickte Bewegung eine sogenannte harmonische, die
von einem Punkte beschrieben wird, der mit einer seinem
Abstande von der Ruhelage proportionalen Kraft in dieselbe
guriickgedriickt wird. — Es mdge also die Wellenbewegung,
die, bevor sie in den Krystall eintritt, wegen der Polarisation
durch den ersten Nikol in einer Ebene vor sich geht, so
in den Krystall eintreten, dass sie eine Zerlegung nach zwei
auf einander senkrechten Richtungen erfihrt. Es fragt sich
nun, wie die beiden entstehenden Teilbewegungen, die sich
mit ungleicher Geschwindigkeit durch den Krystall fort-
pflanzen, gleichzeitig auf die auf dem Strahl liegenden
Atherteilchen wirken, und welche Bahnen diese infolgedessen
beschreiben. Wir bemerken zuvor, dass wegen der gleichen
Oscillationsdauer in beiden Wellenbewegungen jedes Teilchens
eine geschlossene Bahn beschreiben muss. Fir das an der
Grenzfliche des Krystalls liegende Teilchen ist klar, dass
es, da es gleichzeitig von beiden Bewegungen ergriffen wird,
wegen der gleichen Oscillationsdauer notwendig eine Bahn
durchliuft, die nach Richtung und Grdsse die Diagonale
desjenigen Rechtecks ist, welches von den Geraden gebildet
wird, die es unter dem Einfluss jeder der Teilbewegungen
einzeln durchlaufen wiirde, d. h. die Diagonale des von den
beiden doppelten Amplituden gebildeten Rechtecks. (Fig. 1).
Im niichsten Punkte des- Strahles wird wegen der ver-
schiedenen Fortpflanzunsgeschwindigkeit beider Wellen-
bewegungen die eine Teilbewegung das Teilchen schon
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sollicitiert und ihm einen kleinen Ausschlag erteilt haben,
wenn die andere einsetzt, und wiihrend der ganzen Dauer
einer Oscillation wird in jedem Moment die eine Teil-
deviation der anderen um ein kleines Stiick voraus sein,
wobei zu beachten. ist, dass jede der Teilbewegungen eine
harmonische ist, bei der die Geschwindigkeit mit der Ent-
fernung von der Ruhelage abnimmt. Infolgedessen wird
das Teilchen eine solche Bahn beschreiben, dass es in jedem
Punkte von der Diagonalen nach der einen oder andern
Seite hin abweicht. Die Bahn wird eine langgezogene
Ellipse. (Fig. 2). Bei dem folgenden und jedem weiteren
Teilchen wird die eine Bewegung der andern um mehr und
mehr voraus sein und die Bahn sich zu einer immer weniger
cestreckten Ellipse gestalten, deren grosse Axe mit der
Brweiterung der Ellipse sich von der L“Lge der Diagonale fort
nach der Richtung der Teilbewegung mit der grosseren
Amplitude bewegt. (Fig. 3). Kommen wir dann zu einem
Punkte des Strahles, wo beide Teilbewegungen einen solchen
Gangunterschied haben, dass das Teilchen gerade am Knde
der von der einen Teilbewegung beschriebenen geradlinigen
Bahn angekommen ist, wenn die andere Bewegung beginnt,
so erhalten wir fiir dies Teilchen als Bahn eine Ellipse mit
den beiden Amplituden als Halbaxen (Fig. 4), die im F alle
gleicher Amplituden in einen Kreis tbergeht. Bei den
noch weiter liegenden Teilchen auf dem Strahl werden
beide Wellen mit einem immer grosseren Gangunterschied
wirken. Das Teilchen wird von der zweiten Bewegung erst
afficiert, wenn es in Folge der ersten Teilbewegung die
Gerade schon iiber den grossten Ausschlag hinaus durch-
Jaufen hat, also sich auf dem Riickwege befindet. Die Bahn
wird wieder eine Ellipse, die sich bei den nachfolgenden
Teilchen mehr und mehr abflacht, und deren grosse Axe
sich der andern Diagonale des von beiden Teildeviationen
vebildeten Rechteckes niihert. (Fig. 5). So geht es fort.
Jedem Teilchen auf dem Strahl entspricht als Bahn eine
Ellipse, die gegen die des vorhergehenden Teilchens gedreht
und erweitert oder abgeflacht erscheint, und die in den
Grenzlagen, wo die grosse Axe in die Diagonale fillt, zu
einer Geraden wird, u11d zwar zu der Diagonale selbst. Hat
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die grosse Axe den von den beiden Diagonalen gebildeten
Winkel einmal hin und zuriick durchlaufen, so ]\mwn fiir
die folgenden Teilchen auf dem Strahl dieselben Verhiltnisse
wieder. Die Bahnen selbst wiederholen sich schon, wenn
die grosse Axe den Winkelraum einmal tiberstrichen hat,
treten also wiithrend des Verlaufes jede zweimal auf, aber
mit verschiedener Durchlaufungsrichtung, wie wir sehen
werden. Damit wir zu einem Teilchen kommen, welches
die der Bewegung des ersten Teilchens analoge macht,
miissen wir auf dem Strahl um soviel forfgeschritten sein,
dass die eine Teilbewegung der andern um eine ganze oder
ein ganzes Vielfache einer Schwingung voraus ist.

Durch eine leichte Uberlegung erkennt man ferner, dass,
wenn etwa die der grisseren Amplitude cm«prcc}nm]:'
Welle schneller fortschreitet, das dem ersten Teilchen zu-
niéichst liecende seine Bahn so durchliuft, dass sein Radius
velktor von der positiven Richtung derjenigen Axe, in
welcher der grossere Ausschlag erfolgt, nach der des kleineren
bewegt, wenn wir diejenige Richtung als die positive
bezeichnen, nach der jede Tei
gerichtet ist. (Fig. 6). Uberha 11L dreht sich der Radius
vektor stets in dem Sinne, dass er sich von der positiven
Richtung derjenigen Axe, in welcher diejenige Oscillation
erfolgt, die der anderen um weniger als eine halbe Sechwingung
voraus ist, nach der positiven Richtung der andern Axe
hin bewe; Dabei bemerken wir, dass, wenn die eine
Oscillation die andere um mehr als eine halbe Schwingung
tibertrifft, die letztere der ersteren um weniger als eine
halbe Schwingung voraus ist.

Die vorstehenden Betrachtungen sind nur der An-
schauung entnommen. Wir kénnten sie durch eine graphische
Darstellung erginzen, wie sie bei Miller-Pouillet fiir die
Jitfl-"f\{)t]**%?'-ln:;l Figuren ausgefiihrt ist. Aber wir werden
auf Grund der mathematischen Betrachtungen spéter eine
genauere Konstruktionsart kennen lernen. Vorldufig sollen
die Betrachtungen nur dazu dienen, uns ein angenihertes
Bild des ganzen Bewegungsvorganges zu verschaffen.

Ob die Bahnen wirklich Ellipsen sind oder nur ellipsen-
dhnliche Figuren, ktnnen wir noch nicht entscheiden. Erst

ilbewegung beim Beginn zuerst




die mathematische Entwickelung, zu der wir uns jetzt
wenden, kann uns dariiber Gewissheit geben.

Zum Zweck unserer Untersuchungen fithren wir ein
rechtwinkliges Axensystem ein, so dass die beiden Schwin-
gungsebenen im Krystall die xy und xz-Ebene werden;
senkrecht dazu nehmen wir als yz-Ebene die Grenzfliche
des Krystalls. Die Koordinaten y und z sind dann die
Teildeviationen, und die Gleichungen fiir die beidenWellen-
bewegungen sind _

sl b Tt X
V= 4, sin2z {._'_1‘ - ;'\I_]_)

%
i }

7z — a5 sin2z !,1;
wo a;, und a, die Amplituden beider Teilbewegungen sind
und A, und A, die entsprechenden Wellenlingen.

Um nun fiir ein Teilchen, das durch sein x gegeben
ist, die Bahn zu bestimmen, miissen wir eine Beziehung
zwischen y und z herstellen, die t nicht enthilt, d. h. wir
miissen aus beiden Gleichungen t eliminieren. Das geschieht
auf folgende Weise. Wir schreiben die Gleichungen in
der Form

Ly > { t o )
are st~ — Zan =
a T
s T X
arc sin— — 27z {, — }
o b .l vlg.
Durch Subtraktion fillt t fort, und es wird
o Y n% 5 /5t 1
are sin?- — arc sin— = 2ax { = )
dy dag g My
S ; b
Setzen wir zur Abkirzung
arc sin*- = Y arc sin— = Z,
a, g

so haben wir

NEAS Ay
sinY = sin(A + %)
sinY = sinA V1 — sin?Z -~ cosA sinZ.
Isolieren wir hierin das erste Glied der rechten Seite und
quadrieren, so erhalten wir
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ginfA (1—sin?Z) = sin?Y + cos?A sin2Z —2cosA sinY sinZ
oder
¢in?Y + sin?Z — 2cosA sinY sinZ = sin®A
Setzen wir hierin fir Y, Z und A die entsprechenden Werte
ein, so kommt
LZ R !3 — 2cos2ax (I — ;-1) Y2 — sin27x (—1— — 1).
a4 ag* Ag 1S aydy )Lg 111
Hierin ist x zunichst als konstant zu denken, Dann stellt
die Gleichung eine Ellipse dar in den Koordinaten y und z
mit dem Mittelpunkt in der x-Axe; denn die Gleichung ist
in den Variabelen vom zweiten Grade und das charak-
teristische Binom
1 1 =
gosgax (f ) 1i%p

a,ay a2 a,?
ist negativ. Jedes Teilchen auf dem Strahl beschreibt also
eine elliptische Bahn, deren Lage und Gestalt von den
einzelnen Konstanten abhiingt, und die in speciellen Fillen
in eine Gerade und selbst in einen Kreis tibergehen kann.

Wir werden die verschiedenen Fille gleich niher unter-
suchen. Zuvor bemerken wir, dass fiir variabeles x die
Gleichung die Fliche darstellt, aus der durch senkrechte
Schnitte zur x-Axe alle jene elliptischen Bahnen erhalten
werden. Wollen wir ein Augenblicksbild der Wellenlinie
haben, so brauchen wir nur die beziiglichen Lagen, die die
Meilchen in ihren Bahnen fiir einen Moment haben, mit
einander auf der Fliche zu verbinden.

Um nun die Bahnellipsen fiir die verschiedenen Teilchen
auf dem Strahl, also fiir verschiedene Werte von x zu

g : L il 1 ;
discutieren, seizen wir — — v, dann haben wir
d)lf.] }]Lj,
kiirzer
Y Yy 2 e
i Qcosdnrx ~—— = Sl]l'??‘.’,‘"}'};‘
ay* ag~ 4,89

Da mit A die Wellenlinge bezeichnet wird, so ist i— die
Anzahl der Wellenlingen auf der Liingeneinheit, also

----- der Unterschied in der Anzahl der Wellen-
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lingen beider Wellenlinien, die auf die Liingeneinheit gehen,
oder mit andern Worten, es fallen auf die Lingeneinheit
von der einen Bewegung » Wellen mehr als von der andern;

R 1
dann miissen aber auf dem Strahle nach ;\\Tellenlilngc und

. : 1 :
jedem ganzen Vielfachen von = beide Wellenbewegungen

mit gleichen Phasen an den betreffenden Punkt herantreten.
Denn wenn die eine Welle auf dem Wege eins a Schwingungen

macht, so macht die andere a —+ », und nach 11,- Weg hat

EoE S T TR a : :
die eine —, die andere — -+ 1 Schwingungen vollfiihrt,
v v
befindet sich also in demselben Schwingungszustand wie die
: ; Bl :
erstere. Daraus ergiebt sich, dass nach = Weg dieselben
1/

Bahnen wiederkehren miissen, und das zeigt sich auch bei
der Betrachtung der Gleichung, denn cos2zvx und sinZ2zvx

% : . . 1 2
#indern sich nicht, wenn wir zu x — addieren.
v

Wir wollen nun die Bahnen derjenigen Teilchen unter-
suchen, die den Punkten
n 1 r
= + :
S v v
entsprechen, wo unabhiingig von einander
TE— ()il SRS
e RV
und s eine belicbige ganze Zahl = 1 ist, die angiebt, wie

S : ; 1
viele Punkte wir zwischen x =— 0 und x = = nehmen.
"/

Es soll also die Untersuchung auf die in folgender
Tabelle angegebenen Punkte erstreckt werden:

1 2 i
=G < — O = — s
v Vv v
Akl ol Hh e Gl e 11+ s
n=1:x= — e e e )
w8y 8 v S v s
= 12 12-4+8 12 -+ 28 1 2 + 18
n=—>=2 X == = —— P = i
vs'lw S 7 s v 8
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S bl g als) 1 1-4r.2
S o R T e DB ol ARG e s ol
1 2 3 -t
= — — BB T T : :
7 7 v v
Wie aus den Werten von x fiir n = s hervorgeht,
brauchen wir nicht weiterzugehen, da der Fall n = s schon
in n = o enthalten ist.

Wir werden also unsere Gleichung fiir eine Anzahl von
Teilchen untcrum-hen die in beliebigen aber gleichen Ab-
stinden auf dem Strahle liegen (wegen des beliébigen s).

Wir wollen aber die Gleichung nicht in der durch die
vorstehende Tabelle gegebenen Reihenfolge untersuchen,
sondern zuerst die speziellen Fille

0 8 s
n = 0 .n S
nehmen.
1[0 Pkt
1) G s = (1) & : ST alloss =i rd
1 Vv V
unsere Gleichung
9 9 5 fis / St
A Z“ A A h'd z = %
L+ — —0o0d (L-Z) —o,
a,= ag” f,ag Ay dg./ ;
denn es ist cos2zy — = co2rzr — 1
=
sin2mzv — 8in2rz = 0.
7

Die Gleichung stellt eine Doppellinie dar, die parallel zur
yz-Ebene durch die x-Axe geht und gegen die xy-Ebene die
Neigung tg @ — : = :’ hat. (Fig. 1). — Dass wir eine
Y ay

Doppellinie erhalten, folgt ausser als Specialfall der Ellipse
schon daraus, dass das betreffende Teilchen denselben Weg
zweimal durchluft in verschiedenem Sinne. Geometrisch
sind beide Wege nicht unterschieden, wohl aber mechanisch.
Wir werden diese Bedeutung noch niher kennen lernen,
wenn wir mit Berlicksichtigung von t die Durchlaufungs-
richtung der Ellipsen untersuchen.

=
e
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: 1 S ) 1+ &
2 Mr ¥ — . . alle. © =
2) Fiir x - s e e allg. x 5
wird
1 4+ 2r
cos2zv ( 5 Lt cos(l + 2r)m = cosw = — 1
2v
. IR 2 . !
sin2my ( = ) = sin(l - 2z = sinz = 0,
2v

also wird unsere Gleichung

y2  z2  9yz AR A
ST R e 0, oder ('l ~+—] = 0.

a2 " a2 " aa, ey
Wir bekommen wieder eine Doppellinie durch den Anfangs-
. ! ; ; a.
punkt der Koordinaten mit der Richtung tg ¢’ — — =2
. a;’
1 ) 9 1+ 4r
3) Fir x = — ; S i s allosix i -
) dy ' dy ' 4y =50 4y
wird
1l 4+ 1) T 7
ok { t = +f Ay R 1 —
cos2ay = cos(1-44r) 5 = COS5 = 0
inO @41 iy ST o
sin2zv Tt sin(1-t-4r) S 51112- — -
Als Gleichung haben wir dann
‘.-2 7.2
I L gL
a;2  ay?

eine Ellipse, deren Axen 2a; und 2a; mit der Richtung der
Koordinaten-Axen zusammenfallen. (Fig. 4).

1 G ST k e
_{) Fiir x = H;/ : ;_k_f_g/ : HV A Allg. X = 3y iy

bekommen wir die Gleichung

v { z? 5 grr V7 i oTF
e — — 2008 . — gin4-
a;? = ay? 4 aja, 4
. T 7T ,r".]_ . .
und wegen sin- = cos— = X{f G wird sie
4 -+ 2
v /s 72 B 1
= = [y = —
a4 g4 V2 8,849 2°

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, bezogen auf zwei zu
einander senkrechte Durchmesser, die nicht konjugiert und
folglich keine Hauptaxen sind. (Fig. 3). Wollen wir die
Hauptaxen bestimmen und ihre Neigung gegen die Koor-
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dinaten Axen finden, so miissen wir durch Anderung des
Koordinatensystems die Gleichung so transformieren, dass sie
die charakteristische Form der Hauptaxengleichung annimmt.
Um dies nicht bei jedem Specialfall wiederholen zu
miissen, wollen wir es fir die allgemeine Gleichung

-3 72
/ Z VA .
}— ~+ — — 2co827vx J% _ gin%2mvx = 0
8,4 A, 8,89
ausfiihren. Dabei haben wir x als Parameter anzusehen.

Zur Abkiirzung setzen wir

1 1
a4 '('lg
cos2nvx ’
S £ =  —sin®avx = D
a;a,

dann bekommt die Gleichung die Form
Ay? 4+ Bz? + 2Cyz + D = 0.

Wenn wir die neuen Axen mit » und ¢ bezeichnen
und den Winkel, den dies Koordinatensystem, welches
wieder rechtwinklig ist, mit den vorigen Axen bildet,
@ nennen, so haben wir die Transformationsformeln

y = 7ncosp — Esing
z = nsing —+ &cosp
Durch die Substitution dieser Werte von y und z wird die
allgemeine Gleichung
A (7Pcos?p + &%sin?p — 25&sing cosp)
-+ B (#%in?p —+ &cos’p + 2p&sing cosp)
~+ 2C [(? — &)sing cosp + n&(cos’p — sinfp)] + D = 0
oder nach Potenzen von » und ¢ geordnet
n? [Acos’p —+ Bsin®’ep + 2Csing cosg]
—+ £? [Asin?p —+ Beos?p — 2Csing cosg]
-+ 25¢ [C(cos?p — sin?p) — (A — B)sing cosp] + D = 0.

Da nun die Gleichung der Ellipse, die auf ihre Haupt-
axen bezogen ist, ein Glied, in dem das doppelte Produkt
der Variabelen vorkommt, nicht mehr enthalten kann, so
muss der Koefficient von »& verschwinden, also es muss

2C(cos’p — sinip) — 2(A — B)sing cosp = 0
sein oder
2Ccos2¢ = (A — B)sin?p.
Das giebt uns fiir den Winkel zwischen der y-Axe und der
grossen Axe der Ellipse die Beziehung
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20 Qala, cos2avx
tg 99 = S — 212
A—B a4 — a5
Andererseits konnen wir aus der Gleichung ¢ eliminieren,

indem wir schreiben
Asing cosp + Csin’p = Ccos?p —+ Bsing cosp

ader Acosp + Csin(p Ceosp + Bsing 1
T o e e
und daraus bilden

(A — Kk)eosp + Csing = 0

Ceosp + (B —k)sing = 0.
Die Elimination von cosp und sing aus diesen beiden
Gleichungen liefert die in k quadratische Gleichung

(AR
Ehg b S0
el k* — (A + B) k + AB — C? =
aus der sich als Wurzeln sofort
el e
klzf\'j—_B__ _‘.xiB)_f_ca

e A —_|- B \/(A — IJ) _(;

die Koefficienten del Gleichung in den neuen Koordinaten
ergeben.
Die Hauptaxengleichung wird somit
kin? + k2 +~D =0

oder e 2
S e
kl ]sg

Die beiden halben Hauptaxen sind also

S, D
‘\/— = und ‘\/ T
Durch den Winkel @ ausgedriickt folgen aus der trans-
formierten Glelchunﬁ hleliur direlkt die Werte

— D
\/ Acos?p —+ Bsin? P —+ —+ 20sing cos@

a, ﬁo‘?il 127VX

1{11251u cp —|— a;wa 2g) — .,adldg‘J]n(’U CO'S(_() cos2mvx

) cf ClehschImdLmﬂnn Vorles. iiber Geom. I, 1 8, 90.




und

-
A\"; Asir

]'a_ ] s 1
&y “COB @ ——

D
1% — DBceos’p — Zsing cosg
a,8,81n27vx

a,%s8in’p — 2a,a,8Me cosp cos2avx

Wir koénnen tiber das ganze System von Ellipsen noch
einige Eigenschaften aussagen, die bei der Konstruktion von
Nutzen sind, und die wir hier gleich anschliessen wollen.

Zuniichst denken wir uns alle Ellipsen auf die yz-Ebene
senkrecht projiciert, dann werden sie ein einfach unendliches
konzentrisches ebenes Kurvensystem mit dem Parameter x
bilden. (Fig. 11).

Wir konnen nun nach der Enveloppe aller Ellipsen
fragen. Zur Losung dieser Aufgabe haben wir die Gleichung
des Systems nach dem Parameter x zu differenzieren, die
daraus entstehende Gleichung mit der urspriinglichen zu
verbinden und aus beiden x zu eliminieren.

Wir haben

VZ

f(y,5;X) = 2= -+— — 2c0s2mrx — sinZ2arx = 0
X a;? " ay? a8
A 2 vz S
= 2sin27zvx “— — Zsin2nvx cos2avx 2av = (
dx a8,
VZ ,
~— — COSZ7TVX 0.
8,89
Indem wir den aus der letzten Gleichung sich ergeben-
den Wert von cos2zvx in f (y,z;x) = O einsetzen, be-
kommen wir
i 2y2z2 v 272
Sy = P T = s —a q
8.4 857 a;“ay a;°a5®
oder
2 a a9 3
y2 z2 V2%
el e ()
8, 897 a,°8y
und in Faktoren zerlegt
, \"2 ™\ ’ 72
e
a,° : fq? Y

das sind aber zwei Paare von Linien

Yy = + a; und z = + a,,
je zwei Parallelen zu der y- und zAxe im Abstande der
Amplituden. Das war vorauszusehen, wenn wir beachten,
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dass beide Komponenten der Wellenbewegung withrend
einer Schwingung jede fiir sich das Teilchen um die Weite
der Amplitude nach beiden Seiten aus der Gleichgewichts-
lage bringen. — Dass die Parallelen die Tangenten der
Ellipsen sind, folgt aus der Definition der Enveloppe.
Ubertragen wir das Resultat auf die riumlich verteilten
Ellipsen, deren Gesamtheit jene gewundene Fliche bildet,
auf die sich die Wellenlinie auftriigt, so erkennen wir, dass
diese Fliche von einem rechtwinkligen Parallelepiped
mit den Grundkanten 2a; und 2a, umschlossen wird.
Die Seitenflichen y = + a;, und 2z — "+ a, beriihren

die Flidche in je einer Kurve, die wir finden, wenn wir die

w2 2 dy dz
Gleichung nach y oder z auflésen, dann 1z TeSP: 3 bilden
= § az ay

und den Ausdruck gleich null setzen. Das giebt

Yy = 2;c0827vx und z = a,c0827vx

also auch zwei Wellenlinien, sogenannte Kosinussoiden.

Einen weiteren Vorteil zur Konstruktion der Ellipsen
gewihrt uns, wenn wir wieder alle Bahnen senkrecht auf
die xy-Ebene projiciert denken, und x als Parameter
betrachten, die Kenntnis der Lage der Bremnpunkte. Aus
der Higenschaft, dass simtliche Ellipsen von vier festen
Geraden beriihrt werden, schliessen wir, dass das System
einem Kegelschnittbiischel angehort, und demnach fiir den
Ort der Brennpunkte sich eine Kurve ergiebt, die im all-
gemeinen vom dritten Grade ist, die sich hier aber, wo die
Geraden parallel sind, auf den zweiten Grad reduciert.

Nach der Pliickerschen Definition sind die Brennpunkte
eines Kegelschnittes die Schnittpunkte der von den imagi-
néren Kreispunkten an den Kegelschnitt gelegten Tangenten

Ty e ) =0

oder (y — y) + (z — 2)i =0 oder y £ zi— @ £ 21) = 0.
Diese Gleichung haben wir mit der allgemeinen Bedingungs-
gleichung fiir eine Tangente an einen Kegelschnitt™)
AnG® —+ Agan? + Apl® - 200598 + 245,88 + 2A1En = 0
zu verbinden, wo

*) Salmon-Fiedler T Axrt, 113,
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Ay = agy . a3 — ay* Ay = aga; — a9y
Ay = ag . a3 — ag? Agy = aplyy — a9y
Ay = a5 . 8y — agy? Ay = 8,85 — agag,

und a;y , a5 , . . . . die Koefficienten in der allgemeinen
Kegelschnittgleichung sind. In unserm Fall ist

e
sin2zrx .
A= Ay = 0
(’.12'
sin®2mrx ;
4'&?2 S T oY AHI = 10
a,?
sin227vx sin?27vx cos2myvx
‘;\:H —) e A13 — e = £
8;%8q° 8,89

da in unserer Gleichung

1
By Qe = 0
2 a,? dgg

1
g S 84 — 0

8,2

< g cos2mvX

33 — — sinayx By = — .

&y do

Indem wir in die obige Bedingungsgleichung die Koefficienten

1,+i, — (y + 2zi) der imaginiiren Geraden einsetzen,
bekommen wir
Ay — Apy ++ Ap(y? — 2?) F 2A5.y21 T 2A,,y1
~+ 24537 — 245y F 2A521 £ 2A01 = 0.

Wenn wir hierin reecllen und imaginiiren Teil getrennt
gleich null setzen, erhalten wir zwei Gleichungen, die zwei
Systeme von Curven zweiten Grades darstellen:

Ags(y?2 — 22) + 2452 — 2A,y + Ay — Ay =0

AgayZ + Agyy' + Agiz — Ay = 0,
aus denen sich als Resultat der Elimination des Parameters x
der Ort der Brennpunkte ergiebt. (Eigentlich haben wir zwei
Gleichungen fiir die Tangenten aus den unendlich fernen
imagimiren Kreispunkten an das System der Kegelschnitte
und demgemiiss zwel Bedingungsgleichungen, aus denen
wir, um eine Beziehung zwischen den Variabelen y' und z
herzustellen, den Parameter x zu eliminieren hiitten, aber
beide Gleichungen unterscheiden sich nur im Vorzeichen
von i, und dieser Unterschied fillt fort, wenn wir reellen
und imaginiéren Teil einzeln gleich null setzen.)
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In unserm Falle brauchen wir die Elimination nicht
erst auszufiihren, da schon aus der ersten Gleichung (wir
setzen hier y und z fiir y' und z)

S 9 g
mn‘fﬁ_}:}: (y: — z) + sinRavx (fq"-’:-j _,a’h) =0
a,%a;” a,%a,?

sich x forthebt. Wir erhalten unmittelbar als Ort der Brenn-
punkte : Yo — Zt e — a2 = 0

d. h. eine gleichseitige Hyperbel, die durch die Punkte
y = + a 2z = + a, hindurchgeht und die y-Axe in den
Punkten y = + Va,? — a,? schneidet, wenn a; = a, , oder
die z-Axein z = + ya,* — a,? schneidet fiir ay > a,. (Fig. 7).

Durch die voraufgehenden Betrachtungen haben wir
ein  Mittel gewonnen, siamtliche elliptische Bahnen zu
konstruieren. Diese Ellipsen, welche in Wirklichkeit alle
senkrecht iber einander gelagert sind, haben wir zu ihrer
Untersuchung senkrecht auf die yz-Ebene projiciert und x
als Parameter betrachtet. Wiirden wir dementsprechend
die Konstruktion ausfithren, so wiirden wir ein sehr uniiber-
sichtliches Bild erhalten. (Fig. 11). Um die Zeichnung
tibersichtlich und doch genau zu machen, werden wir die
einzelnen Illipsen in kongruente Rechtecke eingeschlossen
nebeneinander so zeichnen, dass wir doch in der Art der
Nebeneinanderlagerung erkennen, wie die einzelnen Bahnen
aufeinanderfolgen, und welche charakteristische Merkmale sie
verkniipfen.®) ([ig. 12).

Zur Konstruktion der einzelnen Ellipsen aus ihren
Elementen bemerken wir, dass eigentlich schon die Angabe
der Grosse der beiden Axen und ihrer Neigung gegen die
y-Axe gentigte. Aber wir sehen, dass die Ausdriicke, welche
die Grosse der Hauptaxen darstellen, fiir die Zeichnung zu
kompliciert sind. Wir miissen deshalb versuchen, auf einem
indirekten Wege zum Ziele zu gelangen. In der That
genligt es, die Bertihrungspunkte der Ellipsen mit den
Seiten des umgeschriebenen Rechtecks und ihre Brenn-
punkte zu kennen, um die Konstruktion ausfithren zu kénnen,
denn die Summe der Verbindungslinien beider Brennpunkte

*y

) In Fig, 13 ist eine anschauliche Zeichnung entworfen, die
ein Bild von der Ubereinanderlagerung der Ellipsen giebt.
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mit einem dieser Bertihrungspunkte (Fig. 8) liefert direkt
die grosse Axe, und da die Excentricitit e — Va,? — a,?
aus den Brennpunkten bekannt ist, so ergiebt sich daraus
auch die kleine Axe. Die Beriihrungspunkte mit den Seiten
des Rechtecks sind aber, wie wir frither (S. 17) gefunden
haben, gegeben durch ;

y — a,coslavx

7 — a500827VvX,

und die Brennpunkte sind gegeben als Schnittpunkte
der als Ort der Brennpunkte gefundenen gleichseitigen
Hyperbel y? — z? + a2 — a,° = 0 mit einer durch den
Koordinatenanfangspunkt gehenden geraden Linie, deren
Neigungswinkel @ gegen die y-Axe gegeben ist durch

2C  2aja,cos2avx
ANEEE eas i
Fir jeden Wert von x konnen wir somit die beiden Paare
von Punkten, die Beriihrungspunkte und die Brennpunkte

L;(;' 2(;) ==

construieren. (Fie. 9 und 10). — Bei der Ausfiithrune der

konstrui (Fig ‘

Zeichnung werden wir am geeignetsten erst y = a cos2zvx
289y

und daraus mit Benutzung dieses Wertes tg 29 = —; =
a2 — a,?

konstruieren, wodurch dann fiir die grosse Axe der betreffenden
Ellipse die Neigung gegen die y-Axe gefunden ist.

Statt der Berthrungspunkte mit den Seiten des aus den
gemeinsamen Tangenten gebildeten Rechtecks hiitten wir
auch die Durchschnittspunkte der Ellipsen mit der

y-Axe : y = + a;sin2avx

z-Axe : 7z = + a;8In2avx
benutzen koénnen, um aus ihren Abstinden von den Brenn-
punkten die grosse Axe zu finden.

Da die Hyperbel y? — z2 4 a,? — a;2 = 0 sowie das
dem System von Ellipsen umschriebene Rechteck fiir alle
Ellipsen dieselben sind, so werden wir beide in einer
Schablone mit einander verbinden und als Rahmen fiir die
Zeichnung jeder Ellipse zu Grunde legen.

Mit den voraufgehenden Betrachtungen sind wir von
unserer speciellen Untersuchung der Bahnen der Ather-
teilchen im Strahle abgewichen, indem wir alle Félle
zusammenfassend unsere Aufgabe allgemein behandelten




und im Anschluss an die Bestimmung der Elemente gleich
einige Angaben fiir die Konstruktion der Ellipsen machten.
Jetzt miissten wir, um den Faden wieder aufzunehmen, uns
zu der Diskussion der weiteren Fille wenden, aber wir

G Ty ;
, wie schon in dem letzten

[

erkennen sofort, dass fiir n >

0

S

behandelten Falle n — = die Bahnen der Atherteilchen

simtlich Ellipsen sind, da der Koefficient von yz sich
weder auf 0 noch auf 1 reduciert. Wir brauchen also nicht
weiter zu gehen. Es geniigt zu bemerken, dass die Ellipsen,

je mehr sich n den Werten 0, 5 oder s n#hert, eine mehr

und mehr gestreckte Gestalt annehmen. Das ersehen wir
daraus, dass die Tangente des Winkels @, den die grosse
Axe der Ellipse mit der y-Axe bildet, sich von 0. den Werten
G ke :

Ll o nihert, und dass folglich die Brennpunkte,
dy ay d 4

die als Schnittpunkte der grossen Axen mit der den Ort der
Brennpunkte bestimmenden Hyperbel y? — 22+ a,2 — 2,2 = 0
gegeben sind, mehr und mehr auseinanderriicken. (Fig. 10). Mit

- : B s i n
Anniherung von n an 0 oder ; wird sich nidmlich vx =~ - r

S : i 1 \
dem Werte einer ganzen Zahl (r) oder einem Bruch {_) +r)
mit dem Nenner 2 annihern und folglich cos2zvx dem
Werte + 1 oder — 1, und deswegen wird
Da a8 -

- L8190 COSSTTVX
JE‘_’; 20— ! e =
a;’ — as

: Ls =2 a = a,
sich dem Werte + = 5, also tg @ dem Werte =2 oder

a; a, a

— 3 shern.

i |

Die vorstehenden Erorterungen sind ein Teil der all-
gemeineren Untersuchung, wie sich die Brennpunkte der
einzelnen aufeinanderfolgenden Ellipsen aneinanderreihen.
Diese Untersuchung brauchen wir aber nicht weiter aus-
zufiihren, denn es ergiebt sich aus dem Vorstehenden wie
auch aus der allgemeinen Anschauung, dass von den Werten




1e0 2003

X — Qe E i ) =y S e bis zu den Werten
1 H 9 3
e L e . . die Brennpunkte von
den #ussersten auf der Hyperbel zu erreichenden Punkten
y = +8a 2z==a im ersten und dritten Quadranten
nach den Punkten y = + Va;? — a,% z = 0 auf der y-Axe
: ; . 1 5) 3 :
sich hinbewegen und fiir x = Siia DI

4y ' 4v ' 4y
1 3 3

S “ auf der Hyperbel von ihrem Durchschnitt
Dy Dy 1 Dqr .

Bl

mit der y-Axe bis zu den #ussersten Werten im vierten und

zweiten Quadranten y = £ 8, Z = F & weiterwandern,
; . 3 5) ; 1ha 1)
und dass fiir die Werte — , = . . bis zu , —
Dz RS T
o ; : T e .
.. . . sich alles in umgekehrter Reihenfolge wiederholt.
Vv =

Wir erkennen auch sofort, dass je weniger die beiden
Amplituden a, und a; von einander abweichen, die beiden
Hyperbelzweige dem Koordinatenanfangspunkt um so néher
liegen, was auch aus der Gleichung y* — z° + a,* — a,* = 0
hervorgeht, und dass fiir a; — a, die Hyperbel in zwei durch

= : 5 . . Z
den Koordinatenanfangspunkt gehende Gerade — = & 1,
. 2

zerfillt. Dann wandern aber auch die Brennpunkte der

- - ~ . - Y Van :,
Ellipsen auf diesen Geraden und treffen fiir x = -— , i
= 1
im Punkte y = 0 z = 0 zusammen; dann gehort aber
dazu als Bahn ein Kreis. Das letzere hiitten wir auch aus
- W 1 5; A L
der 1m Fallo'3) fiip x — ERT sich ergebenden
‘ d9r &
2 72
Gleichung 2 -+ — = 1 folgern konnen. Andererseits
a,” a,?

hiitten wir aus der Formel fir die Neigung der Axen

28,89C0827T¥X
- el B a9 J DAL ®
{oc 20 — £ o
B 8t — a;°

sehen konnen, dass der Winkel ¢ bei a; = a, wegen tg 2¢ =
. - T .

fir alle Ellipsen 45 ° + - betriigt.




Bis jetzt haben wir immer a; —> a; angenommen.
Gehen wir jetzt zu a; < a, iiber, so bekommen wir als
Ort der Brennpunkte der Ellipsen eine gleichseitige Hyperbel
z? — y? + a,? — a,? deren Hauptaxe jetzt in die Richtung
der z-Axe fillt. Da alle Verhiltnisse fiir diesen Fall in
derselben Weise wiederkehren mit blosser Vertauschung
der Koordinatenaxen, so konnen wir die weitere Ausfithrung
beiseite lassen.

Bisher waren die Befrachtungen rein geometrischer

he Element noch unbe-
riicksichtigt g(e!zLF:sv--n Dem wollen wir uns jetzt zuwenden.

Natur, wir haben das mechani:

bei der Beschreibung der Bewegung,
hauung ergab, darauf hingewiesen,

Es war bereits frither
wie gie sich aus der Ansc
dass jedemn Punkte nach seiner Lage auf dem Strahl eine
Bahn entspricht, der eine gewisse Durchlaufungsrichtung
zugehort; ferner, wenn wir von einem Teilchen ausgehend
2 einem entfernter gelegenen gelangen, welches seine
rselben Weise wie das erstere \'anulnu d. h.

in einer kongruenten Bahn mit derselben Bewegungsrichtung,

Bewegung in

t
»
b 1§

dass die zwischen beiden gelegenen inlduw von diesen

verschiedene Bahnen beschreiben, die sich aber alle einmal
in umgekehrter Reihenfolge wiederholen, so dass jede Ellipse

zweimal auftritt, dass aber zwei solche Ellipsen doch noch
verschieden sind in Bezug auf die Durchlaufungsrichtung.
Um dies auch durch die mathematische Analyse nach-
zuweisen und die Kriterien fiir die Richtung der Bewegung
anzugeben, gehen wir zu unsern anfiinglichen Gleichungen
zurtick, die uns die Grgsse des Ausschlages eines Teilchens

nach der y- und z-Axe gaben; denn es wire nicht mrwl'vl
aus der allgemeinen Gleichung der Bahn einen
iber die Bewegung zu erlangen, da di

teristischen Bestandt

hluss

den charak-

51l die Zeit t, nicht ent

ie Richtung einer Bewegung

Bahn

Wollen wir « 1
um den Koordinatenanfangspunkt nur nach der Seite hin

untersuchen, ob dieselbe rechtsherum, wie die des
einer Uhr, oder ent; ezt ges
am I!_‘.'Z‘-'l":l(‘t‘;[*.‘]l Pol: u]wulul] wten einflihren und nach der
Drehrichtung des Radius vektor fragen, d. h. untersuchen
wie der Winkel zwischen ¢ und der y-Axe, den wir S

schieht, so werden wir




nennen, sich dndert, ob die Winkelgeschwindigkeit positiv
2 S : : Sl
oder negativ ist. Das erfahren wir, wenn wir at bilden.
1
Dazu erhalten wir:
- : i A5
Vv — 0e08S = a,8in2xw {,.I — }
= 1 a’]ll
’ o i X
Z = 03InS — a.smZw ( —_ }
; = L Ay
Hieraus erhalten wir durch Differenziation nach t

dy _deo s (1 X Q

= —= 0085 — — 0sIinS — 2,C0827 - — — .

dt dt : dt : ( 1 Ay } 4N

dz R o s @ AV
— S —— QCO8Y — = 8500827 ( - -

dt : At dt 37 T Ay ’ R

EIN e do, . 2 : ds
Die Elimination von — giebt, wenn wir gleich nach

[ (1 t
aufl

ds 1 X
: s E:i:.-’_:rj.u?fr [, —

] cosS — a,cos2z T ) sInS §

dt NNy 0°
Ersetzen wir noch cos$ und sinS durch ihre Werte
a A (1 X
cosS — ! sin2x {I,\ =
5.! I )'l]
3 :
- do . L X
sinS = sin2w {,, =
0 & As
80 kommt schliesslich
dSs 2my8y . (1 1 ) 2ma,8, SIN27wvx
— = .411|er_\! — e
dt To? Ag AJ T'o?
mmdem wir unserer fritheren Bezeichnung gemiiss - S
& o S

sctzen, Soll nun die Drehung positiv sein, worunter wir
diejenige verstehen, die die positive y-Axe nach einer

Drehung von 90° in die positive zAxe tiberfihrt (wir
denken dabei, um mit der tiblichen Vorstellung im Einklang
zu bleiben, die beiden Axen so gerichtet, dass die positive

Drehrichtung der des Uhrzeigers entgegeng
19 274,89
rl'(]-:

U= .
muss - — 0 sein, oder da
dt ;
x > 0. Diese kommt der andern

setzt isl), so
positiv ist, so haben

wir die ]

or . 2r

:
I
DR o

gleich, dass
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Entsprechend erhalten wir fiir negative Drehung die

Bedingung
sin2zvx < 0
oder
9 - 9r 1 = 9
2 2v

Damit haben \\'ir gleich in der allgemeinsten Weise

gefunden, dass fiir die Teilchen die auf dem Strahle von

x = 0 bis x = _— liegen, die Drehrichtung positiv, fiir die
e
e ] 5.1 1 D :
yon X = _ bis x = negativ ist, von his — wieder
Qs 1 & v 2v

positiv und so fort, dass also jedesmal nach einem Zwischen-

htung

=

1 :
raum von .- die Drehung
2 2

in die entgegengesetzte

i ; : ! 1 | 1 .
iibergeht. Fiir die Punkte x = = s == -« .18t der
: b i o oV

Formel x‘.lfl‘:lg‘u die Drehgeschwindigkeit des Radius vektor
null.

stimmt aber auch damit iiberein, dass fiir diese
l’tm]\'i»;;- 'l > elliptische Bahn in eine durch den Koordinaten-
I

anfangspunkt gehende Gerade iibergeht und demnach von
einer Rechts- oder Linksdrehung nicht gesprochen werden
kann. Jede Gerade wird doppelt durchlaufen und zwar in
jeder der beiden Richtungen einmal, so dass die Elemente
nicht wie bei den Ellipsen durch eine besondere Durch-
laufungsrichtung gekennzeichnet sind.

en haben wir
unser fritheres Resultat noch ergiinzt. Wir kennen jetzt

Durch die voraufgehenden Betrachtung

fiir jedes Teilchen auf dem Strahl, das durch sein x gegeben
ist, nicht nur die Bahn, die es unter dem Einfluss der beiden
ihn sollicitierenden | ru einander erfolgenden

\\"'&'[]L'-lﬂw\\.'r rungen beschreibt, sondern auch die Richtung,
in der es dieselbe durchlauft.

Um den jeweiligen Or{ eines durch sein x gegebenen

Teilchens zu ei t zu finden, haben wir in die

1, den ge

o]

1

epenen

Gleichungen, die sein y und z bestimme:

o

Wert von t einzusetzen. Indem wir nach einander fir alle

Werte x die Grossen y und z fiir denselben Zeitpunkt

berechnen und die entsprechenden Punkte im Raume
3]
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konstruieren und mit einander verbinden, gewinnen wir ein
Augenblicksbild der Wellenlinie. Dies wechselt aber von
Moment zu Moment. Am besten kinnen wir uns eine
Vorstellung davon machen, wenn wir beachten, dass
zu jedem Teilchen in seiner ihm vorgeschriebenen Bahn
fiir jeden Zeitpunkt eine Lage des Radius vektor gehort.
Alle diese Radien vektoren stehen auf dem Strahl
senkrecht und bilden eine allgemeine Linienfliche, die in
ihnlicher Weise wie eine gewdhnliche Schraubenfliche gebaut
ist, indem der Radius vektor eines jeden Teilchens gegen
den des vorhergehenden verschoben und im Sinne der

Rotationsbewegung des Teilchens zuriickgedreht ist. Wihrend
alle Radien um den Strahl als Axe sich drehen, bleiben

nur die zu den Punkten x — — gehirigen in ihrer Lage fest.
= .

Bs kann hier gleich bemerkt werden, dass, wenn eine
Reihe aufeinanderfolgender Teilchen eine rechtsdrehende
Bewegung hat, jedes folgende gegen das vorhergehende in
der entgegengesetzten Richtung verriickt erscheint, so dass
der Anblick eines solchen Stiickes der Wellenlinie der ecines
links drehenden Strahles ist. (Vergl. die graphische Dar-
stellung).

Die Schraubenfliche der Radien vektoren, deren Gestalt
bei einer Drehung um die x-Axe von Moment zu Moment
sich #ndert, und die in Abstinden von _}V auf den Strahl

zwischen Rechts- und Linksdrehung wechself, schneidet nun

y 2 72 = V7 o
L - —— — ZeosZavx - - 5in?27zvx,
dida

i -

die die C
punkt die Wellenlinie aus.

samtheit aller Bahnen darstellt, in jedem Zeit-

Diese kann aber auch noch auf andere Weise erhalten
werden, nimlich als Durchschnitt unserer Fliche der ellip-
tischen Bahnen mit einem zur x-Axe parallelen Cylinder

t L i
(A, — ;‘L_.)T = Aare sin-~ — Agarc sin
a4 as

den wir durch Elimination von x aus den Gleichungen




=203 O ey

sin? ( S )

g =— 4, SINamw i

Y 1 S A
R

7z — 89 Sin2m ('rl\ o }

erhalten.

Wenn wir nun noch einmal auf die Resultate unserer
Betrachtungen iiber die Bewegung der Atherteilchen im
Krystall zuriickblicken, so haben wir folgendes:

Jedem Teilchen auf dem Strahl entspricht eine von den
benachbarten verschiedene elliptische Bahn, welche gegen
die der benachbarten gedreht ist, und der eine bestimmte
Durchlaufungsrichtung zukommt. Diese Bahnen wiederholen
sich in gewissen Abstinden auf dem Strahl. Alle haben
das Gemeinsame. dass sie in derselben Zeit T durchlaufen
werden. und dass sie simtlich aus denselben Komponenten
erzeugt werden. Diese Gleichheit der Komponenten fiir
alle Bahnen bewirkt weiter, dass alle Ellipsen, wenn wir sie
als ebenes Biischel mit dem Parameter x auffassen, vier
gemeinsame Tangenten

y = + a; und z = * a
haben, und wenn wir sie rdumlich iibereinandergelagert
denken, vier gemeinsame sie beriihrende Ebenen in den-
selben Abstinden haben. Die Verschiedenheit der Bahmnen
in Lage und Gestalt liegt an dem von Punkt zu Punkt
wechselnden Phasenunterschied der beiden komponierenden

Oscillationsbewegungen.

Bisher haben wir die Lichtbewegung im Krystall unter-
sucht. Es fragt sich nun, was eintritt, wenn das Licht
durch die zweite Grenzfliche des Krystalls wieder in ein

homogenes Mittel tritt. s ist klar, dass von dieser Grenz-
fliche an gerechnet beide senkrecht zu einander polarisierte
Wellen wieder mit gleicher Geschwindigkeit, aber mit einem
Gangunterschied behaftet fortgehen werden. Infolge dessen
werden fiir alle Teilchen auf dem Strahl dieselben

Schwingungsverhiltnisse obwalten, d. h. die Teilchen werden

ausser der gleichen Schwingungsdauer T, die sie auch sonst
besitzen, jetzt auch kongruente und gleichliegende Bahnen
haben, die sie in gleichem Sinne durchlaufen, da die Phasen-

differenz der komponierenden Oscillationen dieselbe bleibt




5

)

Q

in allen Punkten des Strahles; nur wird jedes Teilchen
seine Bahn um soviel spiiter als das vorhergehende beginnen,
als die Lichtbewegung an Zeit notig hat, um sich von
einem Teilchen auf dem Strahl zum né#chsten fortzupflanzen.
Um die Bahnen der nachfolgenden zu kennen, kommt
es also nur darauf an, die Bahn des an der zweiten Grenz-
fliiche des Krystalls liegenden Teilchens zu kennen, von dem
an der Unterschied in der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
beider Wellen aufhort. Je nach der Lage dieses Teilchens
auf dem Strahl, d. h. seiner Entfernung von der ersten
Grenzfliche des Krystalls, kann entweder eine Gerade oder
eine jener behandelten Ellipsen mit Rechts- oder Links-
drehung auftreten. Diese ist dann die Basis fiir einen
Cylinder mit der x-Axe als Axe, auf dem die Bahnen aller

nachfolgenden Teilchen iibereinandergelagert sind, und auf
dem sich die Wellenlinie herumlegt und mit verinderlicher
Zeit fortbewegt.

Wihrend friher die Fliche, in der alle elliptischen
Bahnen iibereinandergelegt waren,

y2 72 oy V Z i
- — — Zeos2avx - — sin2avx = 0
a; a5 a8y

mit variabelem x war, hat sie jetzt zwar dieselbe Gleichung,
aber dem x ist ein konstanter Wert beizulegen, der von
dem an der Grenzfliche gelegenen Teilchen abhiingt. Dann
stellt die Gleichung in der That einen zur x-Axe parallelen
elliptischen Cylinder dar. Das aus dem Krystall austretende
Licht wird dieser Eigenschaft halber, dass alle Teilchen
gleiche elliptische Schwingungen machen, elliptisch polarisiert
genannt; in den speciellen Fillen, wo die Ellipse zu einer
Geraden oder einem Kreise wird, haben wir linear resp.
kreisformig polarisiertes Licht.

Die Ellipsen sind das Resultat zweier senkrecht zu ein-
ander erfolgenden Oscillationen, deren Amplituden a; und
a; sind. Wir konnen nun fragen, durch welche nach zwei

o
] 1
1

andern gegebenen Richtungen zu nehmenden Amplituden
ktnnen wir die ersteren ersetzen, d. h. welche Abstinde
vom Ruhepunkte aus wiirde ein Teilchen auf diesen
Richtungen erreichen, wenn jede der meuen Komponenten
einzeln wirkte.




Diese Frage entsteht, wenn eine neue Zerlegung der
Lichtbewegung bei dem Eintritt in einen andern doppel-
brechenden Krystall geschieht, in welchem die Schwingungs-
ebenen mit den vorigen einen gewissen Winkel a bilden.
(Fig. 14). Namentlich werden wir dazu gefiihrt bei unserer
Untersuchung des Augenblicksbildes der Wellenlinie in und
hinter dem analysierenden Nikol und bei der unmittelbar
damit zusammenhiingenden I'rage nach den Intensitits-
verhéiltnissen des Lichtes hinter dem Nikol. Denn bei beiden
kommt es auf die Grosse der Amplituden an.

2en,

Aber die Antwort ist leicht zu geben, denn wir wis
dass die Tangenten an die Ellipse, die den Komponenten-
richtungen parallel sind, auf den letzteren die Amplituden
abschneiden. Wir brauchen also nur zu untersuchen, welches
die Abstinde der zu den gegebenen Richtungen parallelen
Tangenten an die betreffende durch ihr x gegebene Ellipse
vom Koordinatenanfangspunkt sind.

Die neuen Komponentenrichtungen, die wieder senkrecht
zu einander sind, mdgen, wie schon gesagt, um den Winkel
a gegen die vorigen gedreht sein, dann ist die Gleichung
einer zu ihnen parallelen Linie in der Hesseschen Normalform

ycosa + zsina — pe = 0

resp.

y ¢05(90° - a) - zsin(90° -+ a) — qe = 0
da die vom Koordinatenanfangspunkt auf diese Linien
gefillten Iote p. und q« einen Winkel @ resp. 90° +- «
mit der y-Axe einschliessen sollen. Diese Gleichungen haben
wir einzeln mit der Bedingungsgleichung fiir die Bertihrung
einer Geraden mit einem Kegelschnitt
A8% + Agen? 4 Ag8? + 2A9998 + 24408 + 24457 = 0
zu verbinden, wo &,#,& die Koefficienten in der Gleichung
der Linie sind

& = cosa resp. = — sina
17 = sina » = COS«&
Gy L4 i b

und Ay, Ay . . . die dem betreffenden Kegelschnitt
eigentiimlichen Konstanten, die wir schon friither angegeben

haben. (S. 18).
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Die Bedingungsgleichung wird demnach

sin?2zvx sin®*2z¥x .
——— cos?a |- — sin‘a
a,? 8,2
. 2sin®27wvx cos2avx . sin®2zvx
= ——— Bl COSax =— T Pe”
8:8, 8,%8,?
oder e s : 9
cos’a sin %o 2sina cosar cos2avx pe’
a,? aga a8, a,%04?
und daraus folgt
pe = + Va,%cos?a —+ ay?sin?a + 2a,8.8ine cosa cos2avx,

Entsprechend wird fiir die andere Komponente
+ Va,%sina + agicos?a — 2a,a.8ina cosa GOS27AVX.
Diese Grossen pe« und (e sind direkt die geforderten
Amplituden.

Haben wir den besonderen Fall, dass der Winkel « gleich
@ ist, welcher die Neigung der grossen Hauptaxe gegen die
y-Axe angiebt, so miissen die Grossen p und ¢ diese Haupt-
axen selbst werden. — In der That vergleichen wir die
durch den Winkel ¢ ausgedriickten Hauptaxen, wie wir sie
frither gefunden haben, niémlich

82—

M ns a,a;8In27¥x
‘\. ky Ya,%sin®p ~+ a,*cos’p — 2a,2,8Ing COS@p cos27vX
DY a,8,8in27rx _
‘\.. IR Ya ®cos’p ~+ a,’sin’p —+ 2a;a,5ing cosq cos2avx

mit den Ausdriicken fiir p« und ¢, wenn wir dort ¢ fir
« setzen, so sehen wir, dass sie identisch sind, denn es
da D = — sin?2awx ist,

kya,%8,2 = a,2sin%p - a,2cos2p — 2a,2,81N¢ COS( COSZAVX = (g,

oy
is§,

koa, 28,2 = a,*cos%p + a,*sin’p -+ 2a,a,35ing cosp cos27vX = Py,
und folglich k ksai4a:t = polqe’,

es ist aber (cf. pag. 15)

kKokee— {\ = Pf)ﬁ {'A = 1) g

L

\ ] oy 8 =

1 cos*2rvx
a;%aq” a,%ay“
sin®2arx

a,%a,?




also ist

sin?22zrx a,%,% = pe’qe?,
und daraus folgt
 a,848In27vx
dq
;2,81 27X
e —— = po.
Va,%sin’*p - a,’cos’p — 2a;a:5in@ cosp cos2avx

Die entsprechende Formel fiir ¢y folgt unmittelbar daraus.
Wir haben damit fiir die Hauptaxen zugleich die einfacheren
Ausdriicke

Va,2cos?p + ag?sin’g ~ 2a,a.sin@ cos@ cos2zvx

und
Va,%sin%p -+ a,cos’p — 2a,a.,8ing cosp cos2zvx.
Wir wollen noch bemerken, dass die Ausdriicke p. und
: r
qe ftir den Fall (x = 0 oder) x = —, wo cos2zvx = 1
7
ist, die Werte annehmen
pe = + (8;c08a¢ — a,sina)
qe = + (a;sine — aycosa).

Durch die im vorhergehenden gefundenen Formeln
sind wir nun in den Stand gesetzt, die Amplituden flir
irgend zwel senkrecht genommene Richtungen, und folglich

o

fiir jeden einzelnen auch zu bestimmen.

Da im analysierenden Nikol wund hinter ihm die
Schwingungen des Lichtes nur nach einer Richtung vor sich
gehen, weil die senkrecht dazu erfolgenden vernichtet werden,
g0 konnen wir, wenn uns der Brechungsquotient fiir den
Nikol und damit die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des
Lichts in ihm und die Wellenliinge bekannt sind, die
Wellenlinie ohne weiteres angeben, sie ist einfach die eines
linear polarisierten Strahles mit der bestimmten Amplitude.

Aber wir konnen noch weiter die Intensititsverhiltnisse
des austretenden Lichts bei verschiedenen ILagen der
Polarisationsebenen beider Nikols zum Krystall angeben,
wenn wir die durch Reflexion und Absorption verloren
gegangenen Lichtmengen unberiicksichtigt lassen. Die
Intensitit wird gemessen durch das Quadrat der Amplitude,
resp. die Quadratsumme der Amplituden. Sie ist bei der
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urspriinglichen durch den ersten Nikol polarisierten Welle
a?, in dem Krystall a,* -+ a;* — a2 was aus der Zerlegung
an der Grenzfliche folgt. Nach einer nochmaligen Zerlegung
ist sie, wie aus den Formeln fiir p« und q« hervorgeht,
Pt + q.* = a,® + a,® = a®.  Die Intensitit bleibt also
konstant, wie auch die Schwingungsebenen des Krystalls
gegen die des polarisierenden Nikols gedreht sein mogen,
wenn nicht eine der beiden Schwingungen vernichtet wird.
Einzeln genommen sind die Amplituden der komponierenden
Wellenbewegungen weder konstant noch gleich gross,

sondern von dem Winkel &« abhingig, wie man sofort aus *
den Werten fiir p. und q« erkennt. In bestimmten Fillen
kann fiir gewisse Lagen sogar eine der Amplituden ganz'
verschwinden. Es sind nimlich pe und ¢« noch von x
abhingig, und wir konnen beide erst, nachdem uns x '
gegeben ist, bezliglich ihrer Grosse in den verschiedenen
Lagen untersuchen.

Da keine der Amplituden kleiner als O und grésser als
a4 + 2,2 — a? sein kann, im allgemeinen aber diese Grenzen !

nicht erreicht werden, sondern nur fiir gewisse Werte von x,
so haben wir, indem wir x als konstant betrachten, zunichst !
nach den Lagen zu fragen, in denen die grossten und |
kleinsten Werte erreicht werden. Dazu haben wir p. und !
(e nach « zu differenzieren und zu fragen, fiir welche
Werte von « diese Ableitungen verschwinden. Diese geben
dann die Maxima und Minima. Wir bilden also

2Pe = — 24a,°cosa sina -+ 2a,%sina cosa

— 2a,a,81n%x cos2mrx—-2a,8,c08%a cos2avx,
Die Bedingung eines Maximums oder Minimums ist fololich
] L=] o
fiir pe:

Zajascos2a cos2avx — (a;? — ay?)sin2a = 0
oder 2a,85€0827vx  sin2a L
a? — a,? _ cos2a | B 4% {
fir qe:
— 2a,a;c082a cos2avx —+ (a® — a9)sin2a — 0
oder _ |
22, 8,C0827VX sin2a ‘

it — tg 2a.

8 48— ga cosZa
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Da nun friher fiir die Richtungen der Hauptaxen der
Ellipsen gefunden war

28,8,CO08TVX
5 28,8,C087TY2
te 2¢ . :

a4 — ag*
so sind die Lagen, ftir welche die Maxima und Minima ein-
treten, mit den Hauptaxen tibereinstimmend.

Es konnte scheinen, als lige eine Widersinnigkeit darin,
dass fiir pe und q« dieselbe Bedingung herauskommt. Aber
dieser Widerspruch verschwindet sofort, wenn wir beachten,
dass, wenn auch die Tangenten zweier Winkel dieselben
sind, doch diese noch um 1809 oder Vielfache davon ver-
schieden sein konnen, also die halben Winkel um 90° oder
Vielfache von 90° so dass, wenn in einer Lage die Be-
dingung erfiillt ist, sie es auch fiir die um 90° davon ver-
schieden ist, und folglich die Bedingung gleichzeitig fiir pe
und ¢ wegen ihrer rechtwinkligen Lage zu einander er-
fidllt ist.

Ob nun ein Maximum oder ein Minimum eintritt,
konnen wir am leichtesten entscheiden durch Betrachtung
der Werte von pe und ¢« selbst.

Indem wir

2a,a8,c08277vx = (2,2 — nf;sm_i”
COSZck
in pe einsetzen, erhalten wir
Peip = (81°cos’a - ay%in’a) (cos’a — sin’a)
-+ 2sina cos?a(a,? — a,?)
— a,%cos’a (cos?a -+ sin®a) -+ a,’sin’a (cos’a
—+ sin®a)

a,%cos?a — ap?sin’a a,2 — a,%g%a
~  cos’a — sin’a 1 — tgla
Ebenso wird:
i3 a,%cos?a — a %sin’w . 2yt — a4
\8 P et -Ejosgﬂ,_'__“"Si“‘_'“. 5 I — tgla

Da die Nenner fiir p. und g« dieselben sind, so ist fiir
p« die Bedingung des Maximums

8,7 — as’tgia 8, — a;?%lga
wenn - 450 o 45 0
oder 13H ¢ a 92950
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ist, denn ftir diese Winkel ist der Nenner positiv. Wir
haben also

a2 — a2 > — (3,2 — a,?) tgta
oder teia > — 1,

-

eine Bedingung, die stets erfiillt ist, so dass. wenn a zwischen
den oben angegebenen Grenzen liegt, pu. stets Maximum
ist; dass g« dann immer Minimum ist, folgt unmittelbar aus
pe? + qe? = 2,2 4 '

Liegt a zwischen 45 ° und 135 °

oder 225° und 315 °
so ist die Bedingung dafiir, dass p. Maximum sei, da nun
die Nenner von p. und e« negativ sind,

a,% tg = a,? tg?a — a,?
oder — (s 2 > (82 — a,?) tgla
tofr << — 1

was unméglich ist; es kann zwischen diesenWinkeln pe« nie
Maximum sein, sondern ist stets Minimum. Es hat mit
e seine Rolle jetzt vertauscht, was ja schon daraus er-
sichtlich ist, dass ¢« nichts weiter ist als Dot

Mit den voraufgehenden Ableitungen sind wir an den
Schluss unserer Betrachtungen gelangt. Wir konnen auf
Grund der letzten wie der vorhergehenden Formeln angeben,
erstens welcher Art das aus dem Krystall kommende Licht
ist, ob elliptisch, kreisformig oder linear polarisiert, und
zweitens, wie wir die Polarisationsebene des zweiten Nikols
zu richten haben, um ein Maximum oder ein Minimum der
Lichtintensitit zu erhalten, und wann durch den Nikol alles
Licht durchgelassen wird, und wann es ganz ausgelscht
wird, Wir wollen aber, ehe wir abschliessen, noch einige
spezielle Fiille betrachten.

Wenn uns eine Krystallplatte von der Dicke gegeben
ist, dass cos2zvx = 1 ist, also wenn sie eine Dicke hat

T e w3 r ; = 2
Vit e . + . alle.— so haben wir fiir die
(8 Vv V Vv

Maximal- und Minimalintensitiit
2a,8,00827vx

i.S.{?rl = 1.{_"‘2(() =

a;? — a,?
24,4,




2top _ 2ay8
IS ——tot 4,7 — Qo
1 a a4
- —= li; @ = ey A
tgqp - ag ay

Folglich haben wir fiir die Maximal- und Minimal-
intensitit
e ’ el
Ditg o= =2 itg p = — =L
ay ' 2
Fiir die Amplituden der Lichtbewegungen nach diesen
beiden Richtungen ergiebt sich daraus

o a,? — ;1.,“"!“"”,-) Ay — Agt : -
pe? = = B s s o = = a;? -}az’
1 — tg*p 8;? — a,°
- 8,2 — a,%telo A2 — ay?
fpia=it=— 1S 1 — g9 2 — =0,
I — tgip a4 — dq?
a 7 :
und fir tgp = — -* ergiebt sich umgekehrt
: o {
pe? = 0 qe® = a? + a%

Wenn wir also den Nikol so orientieren, dass seine
- ; - - a .
Schwingungsebene in die durch tg @ = -, bestimmte
Richtung gebracht wird, so erhalten wir die Lichtintensitiit
a;° + a,? und das ist die des eintretenden Lichtes. Daraus
konnen wir schliessen, dass das Licht beim Durchgang
durch den Krystall und den Nikol seine Schwingungsebene
nicht gedndert hat, und dass das aus dem Krystall
kommende Licht linear polarisiert ist. Das folgt aber
direkt nach den fritheren Ableilungen aus cos2zvx = 0, also
fir x = —.

(4

Drehen wir andererseits den Nikol so, dass seine
Schwingungsebene senkrecht zu der vorigen Lage zu stehen
kommt, so haben wir die Intensitit 0, oder das Licht ist
ganz ausgeldoscht.

Nehmen wir statt der planparallelen Platte einen Keil,
so wird dieser helle resp. dunkle Streifen an den dureh

 if . .
x = — bestimmten Stellen zeigen.
v
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[st die Krystallplatte von der Dicke, dass cos2zvx = 0
: 4 1 ) ;
ist, also von der Dicke x = ; . + . allgemein
: 4y dy s
1 -} 4r ; :
= -I'_ , 80 wird tg2¢ = 0, also @ = 0° oder
i
@ = 9079 folglich fiir ¢ = 0°
oA, — attolp A
Dy =1 1 =t ?— Ay ®
- i.:__""r..l

Jpti— = 8,2
und fiir @ — 900
a,“
- - a,?
o a° — to=p Y :
Vg 2 — — g
] i i a;
1’-:_;"*'(}0
ay° g
9 ap .o r — 0y
o Agaii—— Ell'{-f_“"‘(f'l {.g‘q; 1 E
Joi == 5 = — pi
Lo 1 — lg“fp 1 1 1
tg*qp

Die Lichtintensitit wird also selbst in der Minimal-
stellung nie zu null, so lange a, und a, von null verschieden
sind, und den Fall kénnen wir nach fritheren Betrachtungen
ausschliessen, da dann die Art des Lichtes durch den
Krystall nicht modificiert wird und die Erscheinungen die-
selben sind, als wire gar kein Krystall eingeschaltet.
Sind a, und a, verschieden, so haben wir elliptisch polari-
siertes Licht. Fir a, — a, tritt der Fall kreisformig polari-
sierten Lichtes ein. Die Lichtintensitit des aus dem Krystall
kommenden Lichtes ist nach allen Richtungen hin, also
auch in der Maximal- und Minimalstellung dieselbe.

Was eintritt fiir 0 << cos2zvx <~ 1, kann aus den
friheren Formeln wund Betrachtungen leicht abgeleitet
werden.  Wir haben stets elliptisch polarisiertes Licht, die
Maximal- und Minimalstellungen der Intensitit sind durch
@ und die Intensitiiten selbst durch p,—, und (u—gp ge-
geben. Beim Drehen des zweiten Nikols vermehrt und ver-
mindert sich die Helligkeit des Gesichtsfeldes kontinuierlich




und erreicht bei einer ganzen Umdrehung zwei Maxima
und zwel Minima der Helligkeit, ohne jemals ganz zu ver-
schwinden.

Um unsere Entwickelungen auf bestimmte Beispiele an-
zuwenden, nehmen wir zunichst einen einaxigen Krystall
und zwar eine aus diesem parallel zur optischen Axe ge-
schnittenen Quarzplatie von {p Dicke. Fiir die Fraun-
hofersche Linie B mif der Wellenlinge A = 0,000687 sind
die Brechungsindices der beiden in der Richtung der
Plattennormale sich fortpflanzenden Wellen nach Rudberg

n, = 15409 folgl. 4, = l.:";j;U‘P
A

Mo ) B oolEe Sy
11g ]‘__J-l ) 4\_‘ 1,.‘)4'.)9

1 1 0,009
LT T

Lassen wir das entsprechende rote Licht senkrecht auf
die Platte so fallen, dass nach der Polarisation durch den
ersten Nikol seine Schwingungsebene einen solchen Winkel
mit den Schwingungsebenen des Krystalls bildet, dass bei
der Zerlegung die Komponenten im Verhilinis a; : a, =
3 : 2 stehen, so haben wir fiir die Richtungen der Maximal
und Minimalintensitit unsere Gleichung

also v = - 13,1003,

e
Z—COSZ2TX

(5] Sy e
48, COS2TVX da
g 29 = — e
' a? — ay” a,*
5 =l
a,°?
3
[ ity bt
& COSZmMVvX - -
2 12c0s2avx
O A E i 5)
— 1
4
12¢c0s27.13.1003.0.01

)
12c0827.0,131003

8]




0,131005 . 360 . 60 . 60

H 27

= ——cos 479 9' 40"
9]

also 2p = 589380 - hz : h =01 2.
Py = 200 15/
@y = 1190 15!
Wegen — 45° << @, < 459 #ritt fiir die R hiung
P = 29° 15" das Maximum, fiir 119° 15' das Minimum
der Intensitdt ein. Da cos2zvx nicht — 1 ist, so ist das
Minimum grosser als 0. Das erkennen wir schon daraus, dass
. = ! A
G 290 15" < to =
=
2 S
< tg 5 Ist.

Um aus dem Krystall linear polarisiertes Licht zu er-

3 . ~ - I
halten, miissten wir dessen Dicke gleich machen, also
=

1 2
olwa = ———— mm oder ————- mm ete.
13,1003 15,1003

Als zweites Beispiel nehmen wir einen zweiaxigen
Krystall. Es sei aus Gyps ein Blittchen von !/, mm Dicke
parallel der Ebene der optischen Axen <"'('-‘~‘(;}mlltcll, nach
welcher Richtung der Gyps sehr gut spaltbar ist; dies sei
soin den I’Ol"tl"lmlfll)]l“ apparat ge bracht, dass die Scm\mtrunrw
ebene des ersten f\t]wn gerade die hc}mmffuum(h(,no im
Blittchen halbiert, so dass also bei der Zerlegung die beiden
Komponenten a, m'ul ay gleich werden. Wir wissen, dass
in diesem Falle die Richtungen der Maximal- und Minimal-
intensitiit fiir das aus dem Krystall tretende Licht stets die-
selben sind (ef. 8. 22), welche Dicke der Krystall auch hat,
denn @ ist nicht mehr von x abhiéngig. Dieser Winkel @
ist gleich 45 ° I'l'“%]) 135° Aber wir wissen nicht, wie gross
im Kinzelfall die Intensititen des austretenden Lichtes nach
diesen beiden Richtungen sind. Diese finden wir durch
die Formel

p? = a,%082a +- a,%in%a - 2a,8.8ine cosa cos2avx
Wo wir @ — 459 zu se txou haben. Die Ausrechnung mit




fiinsetzung der besonderen Werte giebt, da die beiden in
Betracht kommenden Brechungsindices

gy == L]0

n, = 1,530483

sind, und folglich die entsprechenden Wellenliingen, wenn

wir gelbes Licht (A = 0,000589) nehmen,
2 A 0,000589
™ 1,520717
| 0,000589

1,6304.83

1 0,009766

sind und » —- — 16,581,

As A, 0,000589
% ) 16,581
i (.‘DS"‘;!-.'_J“(H]" + 8, + 2a,a, cos2xz i }
P? = 2c08%45%(1 4 cos2zx . 4,145)
wenn wir a4, — a, — 1 nehmen.
. s L 4 145 . 360 . 60 . GO
p? = 2. (0,7071)? {l —+ cos2xz . 5 )

[y
2. (0,7071)% (1 4 cos 520 129

2, (0,7071)2 (1 <4 0,6129)
|

Fir q® haben wir folglich
‘i‘..’ — (E-"_-' o {j_) }-J'.: — ‘3 — I:”]}E‘ - [I“,,\-,*\
Damit aus dem Krystall kreisformig polarisiertes Licht
austritt, muss seine Dicke
1 : 2
X = oder

— = sein.
16,581 16,681

Berichtigungen.

Seite 6 Zeile 13 von unten lies Teilchen statt Teilchens.

§ =» 19 » oben » sgich bewegt statt bewegt.
10\ 3 6 1 » »  gin?2ax statf sin2a1x,
14 3 » unten » sin2¢ statt sing,
16 » 2 » oben » 2Csing cosp statt 2sing cose.
16 3 » » - 2a;8.8in¢ , . statt — 2a,a.8ing. .
200 » 23. > unten » g statt :
T 3 2 39
il [ » > jede einzelne statt jeden einzelnen,




iiinsetzung den
Betracht kommy

sind, und folgl|
wir gelbes Licli

)

wenn

sind und » =

D
= 18
Fir q* haben [y
qQ® = (P! i3,

Damit aug
austritt, muss |8
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