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Bestimmung
der freien Bewegung eines materiellen Punktes
unter dem Einflusse einer nach einem festen
Centrum hin gerichteten Kraft von der Form:
ALE

P= r‘l—'_r3+r4'

8:71.
Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung.

Wird ein materieller Punkt durch irgend einen anfiinglichen
Stoss in Bewegung gesetzt, und wirkt dann bestindig eine (kon-
stante oder variabele) Kraft auf ihn, welche stets durch einen festen
Punkt — das Kraftcentrum — hindurchgeht, so nennt man be-
kanntlich seine Bewegung eine Centralbewegung.

Fs gilt bei einer solchen der hekannte Satz, dass der materielle
Punkt mit dem Kraftecentrum bestindig in ein und derselben Ebene
bleiben muss, — und zwar ist das diejenige Ebene, welche durch
das Kraftcentrum und die Anfangsgeschwindigkeit bestimmt ist.

Bei der uns vorliegenden Centralbewegung nehmen wir diese
Ebene der Bahn als BEbene der X Y - Koordinaten an und wihlen das
feste Kraftcentrum znm Anfangspunkt O nnseres Koordinatensystemes.
Der jeweilige Abstand des Koordinatenursprungs O von dem materi-
ellen Punkte mit der Masse m heilse r; dieser Radius vector r
verbleibt bestiindig in der Ebene der Bahn und ist seiner Natur
nach stets eine reelle und positive Grosse:

(1) X =00

Die von unserem Kraftcentrum auf m ausgeiibte Kraft sei
eine attraktive, also nach O hin gerichtete und ihrer absoluten
Grisse nach gleich
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(2) 1’:1(1)=?2+?+F

Zu Anfang der Bewegung, nimlich zur Zeit t=1,, besitze
der Punkt die Geschwindigkeit v = v,, und der zugehtrige Fahr-
strahl r sei r=r,. Diesen Radius vector r, wihlen wir unbe-
schadet der Allgemeinheit so, dass er mit der positiven X- Achse
zusammentfiillt, so dass also r; =x, und y, = 0 ist.

Der Winkel, welchen zur Zeit t der Radius vector r mit der
positiven X-Achse bildet, heisse ¢, und derjenige, den die Bahn-
tangente mit OX bildet, heisse 7. — Zu Anfang ist also ¢ = ¢po =0,
und 7z, giebt uns die Anfangsrichtung der Geschwindigkeit an.

Wir setzen tiberdies voraus, dass die Anfangsgeschwindigkeit
v, sowohl wie r, und die Koefficienten A, B und C reelle und
endliche Grossen sein sollen.

Zwischen den rechtwinkligen und den Polar-Koordinaten be-
stehen nun immer die Relationen:

X = T COS (p; y=rsing; x4 yi=n1r?
X)) =Iy i Yo = 0 < Po = 0

(8)

Durch Differentiation erhilt man daraus:
4 _[dx:cosqydr——rsinq‘ad(p
(4) ldy:siugpdr—{—rcosqurp,
worans hervorgeht, dass
(5) dx? +dy?=dr’ 4 r?dg*=ds?,
unter ds das Element der Bahnkurve verstanden.
Die jeweilige Geschwindigkeit v ist definiert dureh die Glei-
chung:
(6) vidt? —=ds?,
und die Komponenten derselben in Richtung der X- und Y- Achse
sind
dx dy
= Yy = ——
dt ’ Ly
Aus den Gleichungen (5) und (6) gewinnt man

0 () - (' ()

Vy — — vsinz.
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Die allgemeinen Differentialgleichungen der Bewegung lauten nun:

e S S b i
I]Il.dt2 =X ; —d—«_._"—} , Wobel
X — &P.cos (X, P), y:‘sp COS(Y, P}, also
d%x B Pix e (Ax Bx (x
.dt_zzs-;n—cﬂsw_E-;ll rzln ( + +?)
(8) .} :
daymans P P Y s ( by)
_dt'lﬁénismfp_e m r m 1‘+ 1' e :

Hierbei ist e=+1 zu setzen, je nachdem die Kraft P eine
abstossende oder anziehende ist. In unserem Falle ist also ¢ = — 1.
Unsere Kraft P ist nun eine Funktion der Entfernung P — f'(x);
sie besitzt sonach eine Kriftefunktion F (r), welche ich erhalte
durch die Gleichung: :

) F (1) :]f@)dr:f(m—e+Br—=i+cr—4)ar

1

A B C
g i e

Setze ich ¢ F (r) = — F (r) = U, so werden unsere Bewegungs-
gleichungen (8) zu
d?x o
Mg ==
d’y 29U
m dif = 8—}_' .

Nun gilt bei der Centralbewegung der Flichensatz:

pd ‘il_‘ﬂ dy G — const.

(10) : 5 :
) T dr o dr

und ebenso der Satz von der Erhaltung der Kraft:
2

(11) m_=U+4h=—F@)+h,

unter h eine Integrationskonstante verstanden.
" Nennen wir das von O auf die jeweilige Bahntangente gefiillte
1*
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Perpendikel p und bezeichnen die Flichenkonstante mit ¢, so schreibt
sich die Gleichung (10) auch folgendermassen:

r?dgp —xdy —ydx=cdt=p.ds.

Vi
p

Die Integrationskonstanten ¢ und h sind durch die Anfangs-
werte leicht zu bestimmen:
¢ =T, Vp Sin '50 = Py v..

(12) P mvu ..{_ e + C

‘u

Aus den Gleichungen (7) und (11) gewinnt man

d vene (2 (D),

woraus unter Beriicksichtigung von (10) erhalten wird, dass die
Geschwindigkeitskomponente in der Richtung des Fahrstrahls r
gleich ist:

dr 5
: =+]/; Giitieg
(14) el = (U+ D)

oder, da dg= —i—dt, dass das Zeitdifferential

At =i und demnach
]/— Oty (f’_)
3 m r
{‘10) ’ cdr
dq’ — i e — o — v _')_ -
1""]/2 (U4h) (3)
\ m L W

Hierbei ist das obere oder untere Zeichen zu nehmen, je nach-
dem mit wachsender Zeit r resp. ¢ entweder zu- oder abnimmt.

Setzen wir nun — und das thut bei der Bewegung eines
einzelnen Massenpunktes der Allgemeinheit keinen Abbruch — die

Konstante m =1, so erhalten wir unsere Gleichungen in nach-
stehender Form:
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d -
(i ods e
r2V2h — 2 (Ar—! 4+ Br—2? J- Cr—%) —¢?r?
d
dt —— + T e ——— I"'"' _“T
(16\ 2}1 e 2(}11_] —'—Bl'_'+(J1_J)_ ".
v2=2h—2(Ar—! 4-Br—2 4 Cr %), wobei
€ =7y Po =T, Vo SiR 7,
VE 1 g
== 5 -+ Ar,=* 4+ Bry, 2 4 Cr,— 5.

Damit haben wir 2 Differentialgleichungen erhalten, mit deren
Hilfe sich die Bahn des Mobils bestimmen lassen wird. Die eine
giebt uns eine Relation zwischen dem Radius vector r und der
Zeit t, die andere zwischen dem Fahrstrahl und dem Polarwinkel p.

Daraus folgen die Integrale

I‘

edr
PE=qo =t
r2V/2h — 2Ar1— (2B +c)r?—2Cr "
l'n
r
t— to—'r - ar
]/ 2h——-2J’L1—‘~—(2B—|—c2) ?_ 501"

oder da ich, ohne dass die Allgemeinheit darunter leidet, t, = 0
setzen kann:

;
ad
[ g cdr g i
: |/2 2A 2.B+c* 20
S =T ) T
17)
( i dr
TERE Ggp a2 g
Bh=riants AEnehepney
r T!
Fithren wir nun eine neue Variabele p ein und setzen
1
(18) i:o, also dr:—-(—g, so wird,
r S 02

da r immer reell und >0 ist, auch ¢ immer reell und >0 sein
miissen. Fiir r=1 wird g=1; fir r=0 wird p= und
umgekehrt. Wenn also r von 0 bis + oo anwichst, so nimmt g
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von -+ his 0 ab., Dem Werte r, entspreche der Wert g,.
Dann lanten nnsere Integrale (17):

Oy

=36 cdg
Q= F 7 e
I _/ V2h —2A9— (2B +c%) 2 —2Cp?®
(19)

do
€

== i : :
+j 02V 2h—2A0— (2B +4-c?)p?—2Cp?

Die beiden Integrale sind wieder elliptisch, denn der Radikand
ist yom 3. Grade in p. Bezeichnen wir das Polynom unter dem
Wurzelzeichen kurz mit R (), so werden unsere Formeln (16) zu

i i e
478 ¥ R(o)
0
(20) t=;[ do s
J  ¢*VR()
v?=2h—2[Ag + Be¢®+ O¢’l = R(g) +-¢*¢”
LR(Q)tzh—2Ag—(2B.JI_c‘1)Q?-_2093‘

Sollen nun unsere Integrale nicht imaginir werden und ¢
sowohl wie t reelle Werte erhalten, so muss [bei reellen positiven
Werten von p] unser Radikand R () stets positiv sein.

§ 2.
Ueber die Funktion R (o).

Bevor wir unsere elliptischen Integrale auf die Normalform
bringen kiénnen und zwar derart, dass reelle Integrale mit reeller
Amplitnde und reellem Modul entstehen, miissen wir zuniichst die
Funktion

R(p) =2h—2Ap— (2B -+ ¢?)p2—20Cp?
(21) =—[200®+ (2B + ¢ p?+2Ap —- 21]

einer genaueren Untersuchung unterwerfen.
Wir betrachten zweckmiissig die Gleichung (21) als Gleichung
einer ebenmen Kurve in einem rechtwinkligen Koordinatensystem
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Gleichung R (p)= 0 wird dann diese kubische Kurve die g-Achse

. mit den Abscissen g. Fiir die Wurzelwerte g, g3 gz der kubischen
! schneiden, und die Maximal- resp. Minimalwerte der Ordinaten

F'_: werden uns dann gegeben sein durch die beiden Wurzeln der
quadratischen Gleichung:

§ B R o o 002

1 de

i Fiir unendlich grosse positive Werte von o wird die Kurve
R (o) selbst

positiv sein, sobald C <0 und
negativ. aC == 08

Damit unser Radikal V R(p) reelle Werte ergiebt, diirfen wir
nun unser ¢ nur innerhalb solcher Intervalle sich bewegen lassen,
dass R (g) stets positiv ist. Wir erhalten somit in jedem einzelnen
Falle die Grenzen fiir die Bahnen unseres Mobils, wenn wir die
Gleichung (21) auf ihre Nullwerte hin untersuchen.

Als Wurzelwerte der vollstindigen kubischen Gleichung

200+ (2B +¢2)p2+2Ap—2h =10 odar
[ ¢ 0 0
a @2) ! 2C—elle—edle—e)=0 oder

; 2B | ¢? A h
Tyt A PR 44
9 e ot ot 2

liefert bekanntlich die Cardanische Formel:

|
2Bz—c~ 13___|3/ 1( 9Brc?\® 2A@Bte) By 1.——
ge g B ol ) e —2rg )Y 2D

/ 1 (zB_l, \3 2A(2B+c?) h)_l e
+“”l 3 ( TP RO vk St i

unter Dy das neg. Produkt der quadrierten Wurzeldifferenzen, die
sog. kubische Diskriminante, verstanden:

2(2B ")‘j 2A2B+¢ -) h ]2
(24) Dy = 57 [ @0 ——9 (20)? -— 27 C_J

\l: 07[(215;5«; ) 3'?}]3

=—(o; —0,) (e — 03)*(0y —03)*-
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Von der Beschaffenheit dieser Invarianten hingt wie bekannt
die Reellitit der Wurzeln g, g5 g; ab. Ist niimlich

D; >0, so wird eine von den 3 Wurzeln (g;) reell, und
die anderen beiden (gg und gg) werden conjugiert ima-
giniir sein. — Fiir den Specialfall Dy = 0 werden diese beiden
komplexen Wurzeln auch reell und ausserdem einander gleich. —
Wird im besonderen die Diskriminante D, so gleich Null, dass sie
in ihren einzelnen Teilen verschwindet, dass also der quadrierte
Minuend (die kubische Variante) = 0 und gleichzeitig der kubierte

A

Subtrahend (die quadratische Variante) =0, [dlmn muss —~-
1 (2B +4¢2)\? h 1(2B+c?\3 7

= (W— und i -27--(-—2—0—-—) semJ , 80 erhalten

wir 3 reelle und einander gleiche Wurzeln; denn dann ist R (p)
= (9 _|_% 72132_'0— cz).; = 0. Ist aber

D, <0, so sind alle 8 Wurzeln reell [im Falle Dy =0
sind wieder 2 derselben einander gleich, und wenn im besonderen
wieder die beiden Varianten gleichzeitiz verschwinden, alle 3 ein-
ander gleich], und zwar werden, wenn g, positiv ist, gz und gy
entweder beide negativ oder beide positiv sein und ebenso,
wenn p, negativ ist. — Ist die kubische Variante — 0, so ver-
schwinden in der Cardanischen Formel die Kubikwurzeln, und wir
erhalten 3 Wurzeln, die eine arithmetische Proportion bilden.

Mit den Wuwrzelwerten g, o, o3 hingen die Koefficienten
unserer (leichung (22) durch folgende Formeln zusammen:

h 2B - c?
0 0s — — i 0 —+ 0 +93__"_""_
1 02 08 L L =00 20

A
01 0: 1+ 0y 03 01 03 = o

' ) h
Nach der Beschaffenheit des' Absolutgliedes I:— O:' unserer

Gleichung (22) richtet sich das Vorzeichen der: einen stets reellen
‘Wurzel g, , denn ist das Absolutglied positiv, so ist das Produkt
der Wurzeln negativ nnd umgekehrt.

e il i . T

oot Tl
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Wir konnen sonach folgende Fille unterscheiden:

I. Hauptfall. D; <0. Alle Wurzeln 01 0z 03 sind reell.

h :
Fall A. < >0, also h und € von gleichem Vorzeichen.

g Eine Wurzel positiv.
% A, : Die beiden anderen Wurzeln auch positiv:
| 0, (108) < g, (pos) < oy (pos).
a) C>0 (also auch h>0)
a,) ¢ liegt zwischen — oo .... g, (pos)
a5 io sy z 0s (pos) . ... s (pos).

b) C<C0 (ebenso h<<0).
by) ¢ liegt zwischen gy (pos)....g, (pos).
byl » " 05 (pos)....}+ oo .
Ay Die beiden anderen Wurzeln sind negativ:
01 (neg) < pg (neg) < g (p0s).
a) C>0 (also anch h>0)
a,) o liegt zwischen — o ....p, (neg)
a) ¢ o : 02 (neg).. ..o, (pos).
b) C<0 (und h<0)
b;) o liegt zwischen g (neg)....ps (neg)
Lo Whlins 3 os (pos), ...+ .

1
i h : | .
1 Fall B. ——C—<0, also h und Cvonungleichem Vorzeichen.

Eine Wurzel negativ.

B,: Die beiden anderen Wurzeln ¢ sind positiv:
01 (neg) < oy (pos) < gg (pos).
a) C>0 (also h<<0)
ay) o liegt zwischen — @ ....p, (neg)
8,) e » » 0, (POS) . ... 05 (pOS).
b) C<<0 (also h>0)
b;) o liegt zwischen g, (neg)....pg, (pos)
b)) e » 0, (p0s).... 4.
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B,: Die Wurzeln sind samtlich negativ:
0, (neg) < g, (neg) < gs (neg).
a) C>0 (also h<<0)
a;) g liegt zwischen — % ....g (neg)

a) v " 0, (neg) ... .gs (neg).
b) C<0 (also h>0)

b;) ¢ liegt zwischen g, (neg)....o, (neg)

by) e " 0s (neg)....+ .

II. Hauptfalll D;>0. Eine Wurzel (g) ist reell; zwei
Wurzeln (g, = p -+ iq); oy =p—1ig) conjug. imagin.
h
C
Die Wurzel g, ist positiv.

a) C>0 (also auch h>0)
o liegt zwischen — o ....g; (pos).

b) C<0 (also auch h<C0)
o liegt zwischen g, (pos)....—-%.

Fall A. >0, also h und C von gleichem Vorzeichen

Fall B. %<0, also h und C von ungleichem Vorzeichen.
Die Wurzel g, ist negativ.
a) C>0 (also h<<0)
o liegt zwischen — o ....po; (neg).
b) C<<0 (also h>0)
o liegt zwischen g, (neg).... .
Schliessen wir nun von vornherein alle diejenigen Fiille von
unserer Betrachtung aus, in denen das seiner Natur nach stets

e 1 : :
positive o= — nur negative Werte annehmen darf — obgleich
T
auch diese ihre analytische Bedeutung haben — so reduzieren sich

die vorstehenden 20 Fille auf folgende (wobei wir die Wurzelwerte
01 <0, <ps mit @ <<B <y bezeichnen wollen):
I Hauptfall D,<0.

Fallb it ssD <0 G000 h =0 ; — @ . << .- a(pos)

1 Sk
r > — (pos) d. h.: Der Punkt m darf sich im ganzen unendlichen
a
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Raum bewegen; nur kann er niemals innerhalb eines Kreises ge-

1
langen, der um das Attraktionscentrum mit dem Radius— be-
(14

schrieben werden kann.
Fall 2. Dy < 0; C>0; h>0; g (pos) - <p< -y (pos);

1 - 1 : e

3 (pos) > r > 7 (pos) d.h. Unser Mobil darf sich innerhalb
|

eines Kreisringes bewegen, welcher von 2 concentrischen um das

1

Anziehungscentrum gelegten Kreisen mit den Radien i >
begrenzt wird.
1 1
Fall 3. D, <0;C<0; h<0; a(pos)<o<f(pos); —->r>3-
a

d. h. Das Bewegungsgebiet fiir unseren Massenpunkt ist also

wieder ein Kreisring um das feste Kraftcentrum. Die Radien

der Grenzkreise sind gegeben durch die reciproken Wurzel-
1 1

werte >—. :

« 8
Fall 4. D, <0; C<0; h<0; y(pos)<g<+ ;---3'— T 00
In diesem Falle kann unser materieller Punkt ﬁbe: einen be-
stimmten durch den reciproken Wurzelwert ;— gegebenen

Kreis um O nicht hinausgelangen.

Fall 5. D;<0; C>0; h>0; g (neg)<<@< y(pos). Das Be-
wegungsgebiet ist ein deformierter (durch + oo hindurch ge-
zogener) Kreisring, dessen einer Grenzkreis den positiven Radius

; 1 :
, dessen anderer den negativen Radius —- besitat.

Fall 6. DOk G OFRiE =<0 y(pos) - < o< : - ® ;
1

— >1r>0. Wie im Falle 4 schliesst ein Kreis um das

7

anziehende Centrum die Bahnkurven ein.
Fall 7. D, <0; C<0; h<<0; B (pos) <o <y (pos);
1

1
-q’-:} r>-—. BEs gilt dasselbe wie im Falle 2.
f v




Fall 8. D;<0; C<0; h>0; e (neg) < o< (pos). Das Re-
sultat ist dhnlich dem im Falle 5.

1

Fall g. D3<<0; C<<0; h>>0; y(pos) -- <<+ +®; —}}->1‘>0.
Also wie in den Fillen 4 und 6.

Fall 1o0. D3<0; C<0; h>0; y(neg) <o < -+ o, d. h. Der
Punkt hat in diesem Falle eine sehr grosse Freiheit der
Bewegung; denn der ganze unendliche Raum fiir positive
Radien steht ihm offen und ausserdem im Gebiete der nega-
tiven Fahrstrahlen die ganze Ebene ausserhalb eines Kreises mit

dem Radius 1 :

II. Hauptfall. D;>0.
Fall 11. D3 >0; C>0; h>0; — o .. < p <  a(pos);
—0-F®-->r> i (pos). Das im Falle 1 gesagte wiire
hier zu wiederholen, e
Fall 12. D3 >0; C<0; h<0; e(pos)- <o<: -+ ;
o (pos) >r>0. Das Bewegungsgebiet unseres Massenpunktes
izt mutatis mutandis dasselbe wie im Falle 4, 6 und 9.

Fall 13. D3 >0; C<0; h>0; a(neg)<o< -+ . Hier
wiirde das niimliche zu sagen sein wie im Falle 10.

Damit hiitten wir einen Einblick in die Grenzen des Bewe-
gungsgebietes erhalten; wir kionnen aber schon jetzt noch einiges
hinzuftigen. — Zunichst iiber die Grosse der Kraft P und der
Geschwindigkeit v auf diesen Grenzgebieten:

Fiir r = oder g =0 wird

Pioy=Ap%{ Bp? |- Cp*=0
und das zugehorige v?r=m)———2h (nach 20-), also
v?,,] — ¥/ 2h = constans.

Das sagt uns: In unendlicher Ferne hat unsere Kraft die Stiirke
Null, und der Punkt m bewegt sich dann mit konstanter Ge-
schwindigkeit vorwiirts. — Im Falle die Konstante h<C0 ist, wiirde

B T
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V() imaginir werden, so dass fiir diesen Fall also der Punkt gar
nicht in das Unendlich-Weite gelangen kann.

Fiir r=0 oder gp= o wird nach (20) unser v> wegen des
Ueberwiegens der 8. Potenz sicher unendlich gross, mindestens viel-
leicht — 0! und unsere Kraft P =g (Ap—-Bp? 4 Cp?) also
wenigstens o0 ? Sobald also der Punkt m in das anziehende Centrum
gelangt, wird er darin verbleiben miissen, da ja die Centralkraft P
w1 mal grisser ist als das entgegenwirkende Quadrat der Ge-
sohwindigkeit,

Fiir o =, # oder y, — sobald also unser Mobil auf den

1 1 1 :
durch die reciproken Wurzelwerte — > — > }’ bestimmten Grenz-
«

kreisen sich befindet, erhilt die Kraft lf einen der 3 Werte:

Py = Aa? 4 Bf* 4Oy

Py = AB? - BR?4-0p?

P[},} = A}JQ e B;zE - Gyz, so dass also

Pla) < F(e) < Py
und die Geschwindigkeit wird auf diesen Grenzkreisen, da R (p) fiir
diese Werte verschwindet, einen der nachstehenden 3 Werte be-

sitzen:

Vi, =c2a?

(e) —

@ 202

V=101

() ¢

2 2,2

YR e 02

) :
so dass also die Geschwindigkeiten auf den durch die reciproken
Wurzelwerte von R (g) = 0 bestimmten Grenzkreisen der Bewegung
proportional sind den Wurzelwerten selbst. — Der sich in einem

Ringgebiet bewegende Punkt m wird eine grossere Geschwindigkeit
erlangen auf dem inneren als auf dem iinsseren Grenzkreis; er wird
im Aphel langsamer sich fortbewegen als im Perihel.

Daran schliesst sich leicht noch einiges iiber die Bewegungs-
richtung auf diesen Grenzgebieten:

Da fir die Wurzelwerte a, #, y von ¢ die Funktion R (o)
verschwindet, so thut dies (nach 14) auch die Geschwindigkeits-
komponente in Richtung des Radius vectors (die Vectorengeschwindig-
keit), also
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dr ds e d ey
— = - T. — W08 (1 — '

T i cos (x, ds) veos(r, V) oder

cos (r,v) =0

d. h. Der Winkel, welchen der Radius vector mit der Geschwindig-

7w 3m b

keit (Tangente der Bahn) bildet, ist gleich — «, und wir

. AP TAE
erhalten den Satz: Auf den durch die reciproken Wurzelwerfe von
R (g) = 0 bestimmten Grenzkreisen der Bewegung steht der jeweilige
Fahrstrahl senkrecht zur Bewegungsrichtung. Die Bahnkurve
tangiert also die Grenzkreise, und der Punkt liuft im Falle einer
Bewegung im Kreisring nach einer solchen Tangierung wieder in
die Ringfliche hinein, sich dem Kraftcentrum nihernd oder sich
von ihm entfernend, Die Grenzkreise sind demnach FEinhiillende

der Bahnkurven und ihre Radien Maxima resp. Minima von r.

Die Formel fiir die Drehgeschwindigkeit lautet:

dg :
r—d{—) = vsin(v,1). i

[Unter Beriicksichtignng des Flichensatzes erhiilt man darans

rvsin (v,r) = ¢, woraus fir r=—, — — die Formeln fiir vZ,
/ a B 7 ()

9 .,

gt o8

BY (7 e gl g R S

man durch die Gleichung fiir die Vectorengeschwindigkeit, so er-

v noch auf eine 2. Weise gewonnen werden.] Dividiert

giebt sich nach § 16

de  sin(y,1) ; (9
r—t=—- 2 g (v, T) = — oo
dr  cos(v,T) o AT 9B a2 00
r]/ pRES g dat Tu
Ir

1..2 rd

Fiir r = o0 wird dann tg (v, r) = ; =0, also der Winkel

selbst =0, 7z, 27¢.... d. h. In unendlicher Ferne fillt die Tangente
an die Bahnkurve mit dem Radius vector zusammen. Die unend-
lich grossen Fahrstrahlen sind Asymptoten der Bahnkurve; an ihnen
entlang bewegt sich der Punkt mit gleichférmiger Geschwindig-
keit weiter fort. — Aus obiger Gleichung folgt zum 2. Male, dass
fiir Aphel und Perihel die Tangente senkrecht zum Radius vector
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steht (endliche Fahrstrahlen vorausgesetzt), da firr = —, —, — das
7

“_1 ﬂ:
Radikal verschwindet, so dass tg (v, r) = ; = o, der Winkel

Ibst al o S
selbst also = 5 T e ot
Es resultiert aber aunch fiir r = 0 dasselbe wie fiir unendliche

Ferne: tg (v, 1) = — el — :: =0, so
' | . S

]/ 2hr?—9Ar—(2Bfo?) — 2=

T

dass also auch im Kraftcentrum der Fahrstrahl r mit der Bahn-
tangente zusammenfillt.

Reduktion der Integrale auf die Legendresche Normalform,

Nachdem wir im § 2 die Funktion R (p) diskutiert, uns einen

Einblick in die Art ihrer Nullwerte verschafft und damit ein Ur-

teil iiber die Grenzen gewonnen haben, innerhalb deren der materielle

Punkt in jedem einzelnen Falle sich bewegen kann, handelt es sich

darum, die Differentiale

i cdo : L do
dop =GF) —— und dt= () pa—
VR (o) VR ()

auf die sogenannte kanonische Form zu bringen. Das lisst sich’

durch verschiedene Substitutionen erreichen. — Wir folgen dabei
der Ableitung von Weierstrass®).
Fall 1. D;<0; C>0; h>0; —o....<p<....e(pos)
a (pos) < B (pos) < y (pos).
Wir benutzen eine Substitution 2. Grades und setzen:

P VA L
sin?.g '’
(25) i el Sty =l
Ui e
h'i'—l—k“}:ﬁ—a: pond g — il
y—a }.- —9

*) Neue Methode, ein ellipt. Differential auf die kanonische Form
zu bringen. Cf Schellbach, Lehre von den ellipt. Integralen und den
Thetafunktionen, 13. Absch. (Berlin 1864.)




i ek

Wenn dann o stetig wachsend das Intervall yon — oo bis ﬂl
¢ (pos) durchmisst, so wiichst 3 von 0.. %— an; fiir p = — I

wird =0, fir g = a(pos) ist 3:--?; , und unser de¢ erhilt

die Gestalt

dJ
d{‘{}: .‘_11 J-U‘_
2
wobei die Konstante 4, = 2 ——, und unter 43 die be-
-l-" ‘)C(”——C{\'

kannte Legendresche Abkiirzung fiir die dem cosinus verwandte
Funktion

V1—k2sin29 =4 (9, k) = 49 (Modul k< 1)

zu verstehen ist. Al
Allen Wurzelgrossen ist hierbei ihr positiver Wert beizulegen

(ebenso wie in den folgenden Fiillen).

Das Differential dt wird dann i
D ) L Ajae 2 =3 .{
A d{}rl SO e L
S At Bt M (BB 7 7
A48) y*

: 2(y—a) o ( —a\
sintg— —L < gin?9-L | £
7 7 ) =1

oder, wenn wir den 2. Bruch in Partialbriiche zerlegen:

oA 99 AG—a? a3
3 e / ard 2
Cy ]1} ey A9 (‘31113'}4—-—{—')
A y—a d-3
L ahg—e i
s A9 (sm‘f —|— - }’)
7
Setzen wir sodann
Sl = b , also
¥ A
(26) = _ 7 — einem negat. unechten Bruch, so dass
=9

= s> ie B ooy rdain Switd "




|
!
.,1}1
1

ki el S e dilatiakid v

SR R

Ariad g 4 (y—a)? 4.9
dt— = sl imad Als Rk Sy e
cyt 49 eyt (m -+ sin?.9)2 43
g Al ) S G
i c}: 3 (_._'['['l —l— Si]'l-J .l}':l J g ;

Bedienen wir uns nun der nachstehenden von Richelot an-

gegebenen Reduktionsformel *):
(m - sin29)" sin G cos & A4 G

M i - sin? 9)(m—1d.9
—2n- m(l 4 m)(1 4 k? m}} 5 T“E-md—z’ &

.
u

b in29n d
1) —i—(ﬁn—i—i)(l—]—‘.}m—i—2k31'r1—1—3k2n13)/ \%?{i%%i'j;): I

I

— (@0 +2)(1 + K2+ :}klm_‘i/‘ =

% (m -+ sin? 9)0+2) 4.9
+@2n 4 8)k? | ——
= ( 3D / A9

L1

und setzen darin n = —1, so resultiert die Formel:

(98" 5\ a9 : 49
(28) Bl e = b o
SRS (n -+ sin2.9)2 4 & (m ~sin?9) 4%
e R R ot -,J{f),
49 m -} sin2$
wobei
¢ —m (1 (1 4+ k2 af (e—7)
¢ =m(l-+m)(l+k*m)=—— ?,?1'
()5 Saf— ay — B
l b —19-2m - 2k?m | 8k*m? — f —i‘-"-- i
7
Unser Differential wird dann:
TRl G R sl e
eyt d 9 2eptaf cyd (m +sin?9) 49
AR G—amtsin?is | A G—a? e
2cyta’ A3 2:1'(‘-;*4 m -+ sin%9

*) Durége, Theorie der ellipt. Funktionen, IV. Abschn. Leipzig 1887,
92
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Das 8. Glied lisst sich noch spalten, da
(30) j\m %Sln”&)ﬂd an! 1 rl}nl‘ [’d&
Je? 4
Wenn wir dann zur Abkiirzung die Konstanten
ot et s B i el e
(31) ay?V 70'”-—&\ »4V 20(r—e)
s l —(ep+oyten ¢ sl iy
By 2C(y—a) L aByV 20(—a)
nennen. so erhalten wir schliesslich:
d g d 9
(82), . dt=29 - & 19 @ i
Sl e b (14 Asin? 3)

A9
L
LD d (Sm J cos .f’_f v ) .

! m - sin .9

Integrieren wir jetzt dp und dt von 9 =3, bis ¢ =9 (ent-
sprechend der Integration von g, bis g), so wird

) i i)
d9 dd dg
) = A —_— — 4 = >
/ 1'[ 49 A‘_/ 19 'j 49

1 U
0

=9,

a9 % i dy
b= [ S L i g ) S B A S
/ 49" Q}’,/ o ' t’\} (1 + Asin?9) 44

t 3 .
o, o+, 7y

sinG cos G A9 ¥ 5
9

]
m -} sin%.9

(1]

+9, [
o 10

Das Glied ‘-1]/ 75 ist ein von der Anfangslage abhingiger
L

'””
] . “edp
Polarwinkel ¢; und entspricht dem ]nte-gmlwent/ S— = ,

lTl

O(min)
unter ¢ (min) den Minimalgrenzwert von g verstanden. Setzen wir
ebenso die von den Anfangswerten abhiingige Znit

0
Pa 1 : 0 1}_

[___E_n —in = A / +d/ A3d9
0 VRLgl

£ (min)

W,
= d.9 sin-3 cosJ A3
6 [o 39 g [sedems o]
= '|/1 ~ 4 8in*3) 45 'L m4sim?29 Jyo

o
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L R

so erhalten wir:

et = A, F(k,3)

l b4t =, Pk, 3 +B, B, (k,9)+C, IT; (k,4,3)
(#3) l ~ [sin9cosd 490
g | sin? .‘ir:|(.'

Hierbei haben wir nach dem Vorgange von Durége die Le-
gcndreschen Zeichen fiir die ellipt. Integrale 2. n. 3. Gattung mit
einem Index versehen, um sie von denen zu unterscheiden, die
spiiter Jacobi eingefithrt hat.

Fall 22 D, <0:; C<0: h>0; a(pos)<g(pos)<<y(pos)
f(pos)....<o<<...y(pos)
Wir machen wieder von einer Substitution 2. Grades Gebrauch:

P = lis=) sin? S

(84) 0 bl o
: y—a—(y— f)sin* &

35 e LR

k2= a8 el gt ==t 0o,

— : ; =t :

e e

f—a : yv—g B—ua

k2= CDSE{J‘=/-’ — . — ;

== D=ty

Wenn ¢ stetig wachsend von @ (pos) bis y (pos) zunimmt, so

wiichst & von 0.. 7; an; es wird =0 fir p=8, 4= ;
fiir p =y, und unser Differential degp wird :

S —;_?:E_-__-—_ d"J'_:LI ‘Jﬁ o

V2C (y— a) 49 249 3

T 4, 49 1—2k?sin? 9 -+ kisint &
S e A9 p*—2afk?sin® G +ealkisint g’

worans nach Zerlegung in Partialbriiche wird:

o
2k 2 A, ("-’ =1 :
A, dF \ o ) sin?$ - d9

dt = —= —— — M.
ca’dd celkt (cin? 5 ___{3_’__)2 /9
: ck?/ = %
A ‘f--—l)
(cr’ dJ9
5 9 :
cok? ( - b
29 ——— y
sin ak') A
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Setzen wir nun

(35) 53 —fy—c il
\2.2) —a'-k,,— gfk’w_ﬂi m = also
—ﬂ
= g\l _——E—kg,d h
Bl — g

gleich einem negat. echten Bruch, del zwischen —0 und —k? ge-
legen ist [—0-->1>>. —k? und beachten, dass

g sin® Y d 9 |m-}—\m 3 — m d3
(86) (m + sin?9)2 49 (m - sin2 N A9
d9 md-
T @FsnHJF (misin? 249’

so ergiebt sich nat.h einigen leichten Reduktionen, und wenn man
wieder die Formeln (28) und (30) verwertet:

P+ @i = 4y F(k,

t+t =, F(k,9)4-B, B, (k,9)+ G, I, k,A,9)

(87) - Fin & cos L‘}_i-;]').'l 9
s o —-sin29 .
Die Konstanten A, ,? Ay, By, 65, D 9D,, haben dabei nachstehende
Werte:
=2 o, = 20—+ B¢ +e)
- V2Ch—o) ' a8V20G —a)
TR 20 (v — )
kgs\l }ng — ‘D — .Cff_._',::-_.- == _-} _{! 5 _(.{-_
afyV2C(y— a) h

6 L =@ B0+ o) —a(+p
2 aBy(y—p) V20 /— @)

Fall 3. Dy <<0; 0<0; h<<0. a(pos)< g (pos)<< 7y (pos)
a(pos)...<g<...8(pos) '
Wir setzen:

o=ua - (Jrj’A— cﬂ Sillz.ff'

- Qi s
(39) R2— Eeme sin2g — &= (r;
y— a p—a
k'2=?—:)’; UOHE.UZF}jQ.
Yi—le f—e

: : 7z : :
Einem stetigen Anwachsen des 19 von 0 -. 3 entspricht ein

ST YT

il s s s |

0




stetiges Zunehmen der Variabelen g von «(pos) bis (@ (pos). Fiir

T

5" Mit leichter

o=@ wird & —0 und fir g—8 wird % —-

Miihe erhilt man so:

1 C d-3 dJg d
| B —=e———— e A - un
| l.-' _20(}1_ ft)‘!l" ; JT(J'
A, d
d‘t _— i A — —1-{-—- =

Setzen wir nun

i o ‘
(40) oo =m=—, also A=F £ — positiv
[ )5 14

und wenden wieder die Reduktionsformeln (28) und (29) an, so

A erhalten wir schliesslich:

§+ g1 = 4, F(,9)
(41) ‘ b+t = FkI)+B, E (k) + 6, 1T, (k1,9)
l ATy [ sin g cosd 43 ]-‘".
9 lm(1-4-4sin?9) 3

wobei die Konstanten A, ...9D, folgende Werte haben:

c
A=
V—2C(y — ay
W= Lﬂ_aj. e =—B, y(y—a);
] > 2af(y—a)*V —2C(y —a) B )
(42? g — o)’
%3 - l’D — T LT _‘“‘\!'ﬂ%:—:;—-—-—; ;
2aBy(y — )V —2C(y — a)
5, . @88y tay)—o)
30287 (— @V —20G — o

Fall 4. D, <0; C<0; h<0; a(pos)<pg(pos)< y(pos)
y(pos).. . <p<...| 0.

Substituieren wir fiir




22 —

il ;*——-p’_sjn'l .'J'-_

5 1—sin29 '’

f—a s

! : sin?.9 = -
y—

Y0

k2
e

c0s29 —

so wird, wenn g stetig zunehmend von y (pos) bis -|- o0 anwiichst,

7T I _
< das Intervall von 0 .. —- durchlaufen, und wir gelangen nach

-

leichter Reduktion zu
¢ d-J d ¥

V—20p—a) 49 | *dY

dr'{ =

Hor g et sin?9 4.9
Ty LR BT U IR e S
L’-[';.f' J‘ff _I_

a2

{ a2
|sin29 — ;;J 19

Setzen wir nun

1 "
(45) et e also

Ay

A=

: - :
= einem negativen echten Bruch, der seinem

absoluten Werte nach niemals grésser als k? und nicht kleiner
als Null werden kann [—O0 - A .- — k?] und beachten die Identitit
(86), so gelangen wir nach Anwendung der Reduktionsformeln (28)
und (30) am Ende zu folgenden Gleichungen:

@+ i = 4, F(k3)
I t ._j_. t'i — ‘314 I."lil‘\',lf}'\} —:— %_1 fb‘j \k,;}' _:_‘ Gr_, jII lk~ /“.-t )

46
(6) [ sin & cosd A G

9
e,
), T .
l UL m+-sin?$ L

Dabei sind den Konstanten 4,...9, folgende Werte beizu-
legen:




=Ry
ARES AR sy T
4, = - —— My = ——=
: V —2C(y—a) 282V —‘7(‘(;»'—“\
Rl
Stk S TS g e T
(47) ; : 2aByV =06 r;/—-m
G a s 0, B)—p* (e + /1
5, —
: 2(:;11——2(‘-”*&'
Fall 5. D, <0; C>0;h>0; ea(neg)<<p (neg)<y (pos)
B (meg),...<p<....y(pos).
Wir machen die niimliche Substitution wie im Falle 2 und
= setzen:
4 B (y—a) ‘l
y 0= e .
1: & .,‘—&—'r}"—“f‘hslﬁ 9
: ey e
1 (48) k?=—— : sin29 = -7 e ;
2 e y—pB o—a
' B— : g y—
1(""‘ — —'i - c—c Ci‘l-‘.\‘j'\()": L ‘_q_ = g’""
]—a el d e—ua
Fiir ¢ =g (neg) wird 3 =0;
7T
» a=y@E) , F=-
Verfahren wir nun genan wie im Falle 2, so erhalten wir
wie dort:
¢+ @i = 4; F(k,-})
oy b+t = U P, & + B, B, (k-9) + € IT, (k,4,9)
Nl : [{md cos A5 |
Ui f__ul—:-]; sin?9 _|H :
Doch ist jetzt
7‘“_—:_ 1 5 (!kn____: ol ﬂkl_J
m ." (i J."—Q‘_. Il'f

— i e — .

Die Konstanten haben die Werte:

[
|
|

gleich einem negativen unechten Bruche geworden:




T o ase) 4 UNna)
© VY 20p—e) ; a?ByV 20(y —a)

a—Y

ﬁfI::Dr':—. B vty :

aByV2C(y —ea)

¢ — =6 + &) — a2 +4)
5 o’ By ly—pB) V. C (y ——{r)

Fall 6. D,<0; C<0; h<0: e(neg)<p(neg)<<y (pos)
r(pos)... <p<<...4-o.
Die Substitutionen sind wie im Falle 4:

iiin
y-—lrj’ sin 29

1 —sin*9

s D=1
sin2 9 = L.
0—H
A — f - f——"’]
— L I cos* g — £ 3
=0 e—p

Fiir o=y (pos) wird 3 =0 ;
n Qz_i_x i ;‘3"

Wie dort setzen wir
: 1 e s ; i
b= -—=—-—— (jetzt ist jedoch A = positiv)

m y

und erhalten auf die nimliche Weise wie dort:
| P - Ppi= Ag .I‘"(k,-ﬂ':]
(52) t -+t = Ug F(k,$) + B, B, (k,9) + & IT, (k,4,9)
oy [ sin 3 cos A 3 ]”
R ‘m-}-sin?Y i
Die konstanten Werte sind:
VY —20(y—a) 23291V —20(
A — a
(53) ’ B =D = — ! —=

2afyV —20(y—a)

72 (@+8)—B*a+7)
G, e\ &) el

2af3yY —20 (y—a)
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Fall 7. D, <0: C>0; h<0; «(neg) << (pos)< y(pos)
g (pos).. <p<...y(pos).

Wir substituieren wie im Falle 2:

-a)—« (“—pﬁ ﬂ.m"\}-

y— | (y—a) - (6—3)
: K2=""F , sinlg =M "= &/,
(64) - = U (y—8)(o— o)
B #— —0)
e o o2 ges =) (r—0)
10 (r—B)(e—a)
TMir 0= , (pos) wird =0 ;
a0 — Y.(pos)is ik :%
Wenn wir dann wie frither verfahren und
1 (¥ T : :
(55) A=—= __“‘/ —EJ- setzen, wobei jedoch diesmal A
' m - fly—a) :

positiv ist und zwischen O....- oo liegt, so erhalten wir als End-
resultat:

o -—']— rp, = ‘L 1"! k f‘}"'l

t4-t: =% Pk, &) +B; B, (k)46 1L (k, 4,

s [&m i ooaﬂ f'}']‘»‘

T Yy _
m —}-sin - 1.9 |5
N e g c0 i
(56) Co—a) 2?87V 20 ()—a)
(Xu--— Al
B, =D, —
c:)’ 'V )(l ,___“
. = I:‘.’..T__af_[l'ﬁ_fij_—'ﬂt i\y—_-p’)] ;

a*By (y—B)V2C (j—ea)

Fall 8. D, <0; C<0: h>0; a(neg)<<p(pos)<y(pos)
a(meg).... <p<<....pH (pos).

Setzen wir wie im Falle 3:

o=ca-+(f—a)sin®?;
g — =%
pre i O Sintg— o .
(DI y— a f—ea
i 7—o
l k=", Cosifi= =~y
Wi O I-'j'—ﬂf
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so dass fiir o = « (neg)
» 0= (pos)

und setzen wir ferner:

ek 1 ﬁ—a 3 " :

(58) L=-—="——, so dass also diesmal A alle negativen
m o

Werte zwischen — 0....— oo annehmen kann, so gelangen wir auf

gleiche Weise wie frither zu folgenden Resultaten:

¢+ g1 = 4, F(k, )

t 4t = W F'(k, ) + Bg B, (k,F) + € IT, (k,4, F)

Mo B

1 m - sin?% J

(59) ¢

1]

unter den Konstanten nachstehende Werte verstanden:

e of vt LBt e)?

8

VYV —20—a) °  2aB8(y— )V —20(y—a)

B =D, —

{ rr £ B ay Nifa Nk
. _ (et By tap)(y—a)
Qe T e,
2By (y — )2V —20 (y—

Fall 9. D, <0; €<0; h>0; a(neg)<p(pos)< y(pos)
yi(pos)....<o<.... ™.
Wir setzen fiir
y — (3 sin® 9
0= e :
T 1 —sintg
bt atli
= sin? = 2= / ;
o= o—p@
Fid— el : cos 4 = ;Ji'(}:
BT Oz
so wird =0 fiir o =y (pos),

k?.

und ferner fiir




- — -

==

g ==

LS e el
und gelangen dann auf bekannte Weise zu folgenden (ileichungen:

¢+ i = 4y F (k,9)
(62) J

.—k?

b b =, F(k P+ B, B, (k9 + 6, I, (k4 )
] = [ sin g cosJ H_J i
Ty m -} sin$ ;

Hierbei ist

y Pl
A*j iy ,::':—J:—__—::\ - ;‘)IEJ —_ qri/___ —
1’- A -\'_\;r —a) 2 p’- y | A lZEa U, R CC)'
et 0 4
381 == I;
63 7T ' aupyV—20(—a)
g Pie+3)—p3 a+7)
|’ 2ep%V —20G—o

Fall 10. D, <0; C<0; h>0; «(neg)<<g(neg)< y(neg)
}’{“9.‘:'__'-' .»;: g <.. _|_ (o= 100

y —Bsin? Y

0= s
> 1 —sin?9
; 80—« Ay 0o—7y
(64) k2="—"—; sin?¢=>——=;
e o=k
K2=—"7 # : cosﬂfr:}-’--_—ﬁ.
i e—Fp
Wenn o = y(neg), so ist 3 =0,
7T
o=—4o, , ,9="1.
2
. . 1 g
(65) A= = — 250 neg. unecht, Bruch
m o
/

S RS s e

Fiir Polarwinkel und Zeit erhalten wir dann die Werte:
@+ i = 4y F(k,3)
(65) I t -+ bt =g F (5, 9) + B, B, (59) + €10 I, (k,4, )
I = [sin J cos . _)'_{f_ }"}
| ) m - sin?9 ;
Die Konstanten sind nach folgenden Gleichungen leicht zu
bestimmen :



= PG

(¢} Jrf_‘_..?;
*‘{10 :;—. i e m]():—z
V —2C(y—a) 2829V - —-3(;(;)—0:)

RSy (i S
2a ?;’1/—2(‘(;;}:] :
A IR
== Vs

’(r 1’1 "C( —(r\

By Zﬁ)]o o

Fall 11. Dy >0; C>0; h>0; e(pos); f=p +iq; y=p—iq
— 0 i< p<.. . e(pos).
Die Transformation ist in diesem Falle vom 1. Grade; wir
setzen:
1 - cost

e P e
o—=a—V(; a)(f— o T

/ A — e -—
k =-1 £ ¢ ! '{_)’____E.. also

214 (\/—mi;—u

2e—2V ——-a)u:}—ccl—f——

4V /—a\l)—m

=1 A0 H'—a)(p’—-fu

Allen Wurzelgrissen ist dabei ihr positiver Wert beizulegen.
Wenn dann g von — o bis @ (pos) stetig anwichst, so nimmt
U von 0... 7z zu; fiir p = — o wird ¢ = 0, fiir o = a ist
' = 7v. Dann wird nach leichter Rechnung
¢ di%
drp = —'u— J!f

1
ﬂf_—..-——- (li_ s

[{f —|—1 (}J —_— .a) (_J —'(ﬂ]g . -‘”
1_31}[ ____4"—(!)\,)’-—-&)
s w A9 ([a%—]/-{/—-a)tp'——a)]cc)mi—[a——1 (;—.r:)(?——a)])2

—11 [,'_—a)(p—a)

Setz.en wir nun zur AIJLur?umr-

Vo=@ —a)+
Vi ”-—cﬂ(ﬁ—cﬂm—a




=g

und erweitern den einen Bruch mit (1 —necos %)% den anderen
mit (1 — n cos @), so erhalten wir, wenn wir noch der Kiirze halber
die Konstanten

1 —4(y—a)(f—a)

_“'(} T _—“___.' — ::q}
gc [a4V k;*—a} p’——rt\']" : wlVily —a) (B —a) — o] :

4V G—a)(f—a)
u[] f’/—m(p’——a—rﬂ]
d
1179,
d & d r'f'
‘Z jirt 92 = Ll —n2cos? .IT-’-__}.')"
S _cosd - dF n2g2. cos? G . 1Y
/2 (1 — n2cos?:9)? 1 5 (1 — n?cos?9)2 45
d cos 1/
(1 —nZcos? P A9 =00 (1 —n2cos?3) 49
In Folge der Identitiit:
697 L Rd e (_._5_____1 Sice el s __)
" (1—n2c0s?3)? n?\[1 —n%cos®#]2 1 —nlcos2d )’

wenn wir ferner setzen:

=1l

+ g4

d. h,

selily—= a BRI (z\ : :
== l‘y ) ( A —5 = einem negativen echten Bruch,

[rz+1 (y— a\ (ﬁ’—- a\]“
welcher = 0 wird fiir ¢ =0 und
=—ki=—1fir V (y—a)(f —a) =,
so dass demnach —0e>A>-— k2
und wenn wir schliesslich die Reduktionsformeln (28) u. (30) an-
wenden, so resultiert:

95 Ll—i—luk“‘ s Sl
k, M)+ —-— E; (k,i%)
nia! )IL L !

ty = “‘/ | 'Iﬂ

4 (50 I8 9 =S
: (n"a-‘+ n? ) Gk

g, [sin& cos G A ] %
nia \_ m -+ sin?¢ |,

= :
: cos? d ' cos 3 dS
=204, [ e — g,
.

(1 —n?cos?$)24% (1 —n2cos?P) 49

]
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unter &' und b’ die bekannten Werte nach Formel (29) verstanden.
Die beiden letzten Integrale sind keine elliptischen, sondern auf

Denn :

et 1 I
~r=n/q

einen are. tg zuriickfithrbar.

fos

(11')
1 —n2cos t)')__h

cos i - dif
- Asin? %) A4 19

oder

1

1 —n=

S
— _1___
S [

Wenn wir dann riickwiirts fiir £

einseizen,

Ji
stituieren, erhalten wir:

Ik

—1
kl—n ) 2
=1
S e

so finden wir:

cosit d
1—nZeos>H) AT

Auf dieselbe Weise, indem

¢0s a‘ld'!
1—n2cos2 \‘3 .)'u’

|:V ]\ ‘—r‘ }u
[ 1

_l(ml« Ty B

are, tg

T
_l_

2

Vk24-4

(1—n)VEILA

1—11\

l—n-) /

K

.1

2(1 4+ A8 VEQ —K29)

und fiir

; “"\l\ "‘I‘—')}

are. tg C I/

. L A
seinen Wert ——
sin 1/

1
k22"

wieder

fr'!
Vk? +l smui
: a1 A
wir fir ——

— die Grisse _ sub-
sin 7

1 " —di(®+ kY
4k +4)
d[(C? 4 k2 *l)—-fi
=Ry

k‘: "I_I
d* Lo
JEEN T

are. tg, —=—-_

VEk

-+z

A




BT L

k2] 4G

——— arc. tg —
) 2Le Ve - 2y° VEI -7 sind
A sin i j:‘} :
’[]v—r In I1 + LsinZé )J
So gelangen wir schliesslich zu folgendem Resultat:
g+ g = 4,, F(k,7)
b4+t =%, Fk,P) + B, B (k,F) 4+ G, 11, (k,4,)
25 (LRI a‘)‘ 60S oA

o sin % 49 79
Y — o [ Tt
g2t | m-sin?@ _-L +6i, [T + 2 sinﬁﬁ]n

[ W 1
-+ EH are. tg. | — e 1
LV k ’—-—f. *;mp) i.,

Die Konstanten A A sind leicht aus den bekannten
1 11

Werten von u, ¢, 8y, 95, m, 1, A, k? @ und b' zu berechnen.

Falli2, D;>0; C<0; h<<0. ee(pos); f—p -+ ig; y=p—igq

a(pos)...<p<...} o,

Wir setzen:

o=« —}— 1

1 Ve —y—Va—g

R T g :
21 Y (e—F) (a—19)

= \fj 2L‘ 1.( (et —h -::a 7).

Auch hierbei ist allen Wurzelgrossen ihr positiver Wert bei
salegen. — Wiichst ¢ von e (pos) bis 4 o an, so geht Fvon 0 -- 7
Fiir ¢ = @ (pos) ist 4 =0 :

o @=-0 |, =,
¢ d&
dep= — —— -
w A

und wir bekommen:

Ty S A di/ ey
uola—V(c Y (e — ]2 A4 9
e =Ry a2
1| —"u)] cos -{—_[;'r +Ve—B)la— ;,}])
S — 4 ¥ (a — ﬁ) }

]a——l ((z— ?Va— 'f)]cosd‘—-—(:—-l ((I——:’)’Ika—;’"’{




82 —

Wil oV = =)
a+Vie—p8)(—y)
Bruch innerhalb der Klammer bei dt mit (1 — n cos #)? der andere

—n  genommen, und der eine

mit (1 --ncos ) erweitert, so berechnet sich fir dt der Wert:
d& (1 —ncos #)2dd . (1 —necos ) dd

i

dt =g" T Tl (1—_ Wi};\"z',/ 9 +9'y Ll_ n2cos2 ) 79

unter g'y ¢'s ¢'s nachstehende Konstanten \-'PI':l:].Ll:lL‘u
1 4 (& —

U1 = == '
1 .t:.[a—'u/(a_ﬁ](a—-*‘jz 1t [a St — J'\I(I—"\]“
.")"sﬂ _4h‘a_' -)_..
(e +V (e —]8‘ (a—7)
Nach Anwonduug dul‘ Formel (69), und wenn wir
I n? i dal {a——;}\(u — 7)
m l_n.l ° [ﬂ'—]/lﬁ"' ));[l"(—;)]
setzen, erhalten wir auf dieselbe Weise wie im vorhergehenden
Falle als Endresultat:
\7 2\; op + Pi = r‘llz.;‘*‘(k, ‘r)“:l
t - t; = W F (k) + B By (k) + Co X1, (k,1,)
[sin? cos-9 A7 | & S sind 49 | s
—+ Dya | e 2 J + e |
L m-sin? 3 Jg [ 1+ Zsindd |,
s A
T 1512 @ I.IL.L”‘ ——T =
/ k2% L sind
Auch hier sind die Konstanten Ajs... &2 leicht durch C und
die Wurzelwerte a, 2, ¢ auszndriicken.
Fall 13. D>0;C<0; h> 0; a(neg); f=p-1q; y =p—iq.
a(meg)....<p<.... .
Wir setzen wie im vorhergehenden Falle:

o also = positiv

— €08 v

e=at? (fT—m(a—wi

+ cos 1 9

Sl e R
2iY (@ —B) (e—7)

o — 1y —— { -
= 0 fiir p— a(neg);
= s 0= -+ oo
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und erhalten mit leichter Miihe, nachdem wir wieder wie dort

E o vV (a —ﬁ) Sff___ £ und

a+Vie—pla—y)
2 4aVla—Rla—p

Gtz [e—V (@— ) (a :,f}J‘li

[Fole2tea =]

gesetzt haben, nach ihnlicher Rechnung wie dort am Ende die
Werte:

(75) ¢o+@ = Ay F (k)
t+t =3 F(k, ) + By Ey tk ) 4+ Gy I (k,4,)

+@H{

sini? eost A 'f
N R =T =15

mnzd' do

A

-+ By are tg T

V k241 sind

Die Konstanten Ajy...%JHs sind auch hier leicht zu bestimmen.

[ sind? . 4% 1"
13 =5 =R T |
=l _|_J‘.Sln-?'._1u

§ 4.

Einfiihrung der eigentlichen elliptischen Funktionen
und der elliptischen Transcendenten.

Mit den in § 3 gewonnenen Resultaten ist unser Problem im
Grunde genommen geldst, denn der —J ¢ sowohl, welchen der
Radius vector r mit der positiven X-Achse bildet, als auch die
zugehdrige Zeit t kann fiir jedes =y (x) berechnet werden. —
Einen Einblick aber in den ganzen Charakter und in die Natur
der Bewegung unseres Punktes gestatten diese Formeln nicht. Dazn
gelangen wir erst nach Einfiihrung der elliptischen Funktionen und
der Jacobischen Transcendenten @)

Wir erhielten — wénn wir einmal von dem in den einzelnen
Fiilllen verschiedenen Modul- und Parameterwerte absehen und
ebenso die Verschiedenheit der konstanten Werte A -- § nicht be-
achten — in den Fillen 1, 2, 8 ...10 fiir ¢ und t folgende
Formen (wir lassen die Indices weg): ;

3




D e

o+ g =AF(k,3).
bty = AT () + BE, (k) -+ CII, (k4 9)
LD Fan{}_ﬁos 7 __119“}

m +sin? 3 |

und in den 3 Fillen 11, 12 und 13:
¢+ ¢i =AF(k9)
bt = ARk, &) +B By (k,9) - CIL, (k, 4 9)
+9D [ sin cos'{};{iw-'f* G sin-f}i:ﬁf_’ &
| m--sin*9 Jo 14 Asin? 9
¢ l’ 19 ¢
Faetg| ——————— | -
" | sind -Vk'z—i—l_‘..
In allen Fillen ist sonach der Drehungswinkel ¢ -+ ¢ pro-

-0

portional dem elliptischen Integrale 1. Gattung, und die Zeit setzt
sich zusammen aus einer Summe von Integralen aller 3 Gattungen
und trigonometrischen Funktionen von .

Wollen wir nun das Wesen unserer Bewegung erkennen
lernen, so miissen wir nach dem Vorgange Jacobis an Stelle der
Amplitude & das Integral 1. Gaftung selbst als Argument in
unsere Gleichungen einfithren. Mit Jacobi bezeichnen wir also das

Integral 1. Gattung
% d
(76) Fled=[" " =
A

L
0

und fassen es als Funktion seiner oberen Grenze auf. So wird
o = amu = am (u,k) = am « (mod k)
am (u,0) = u, also sin am (u,0) = sinu;
" —1
sin am (u,1) = H;“
am(o,k)=0 , sinam(o,k)=0;
cosam (0, k)=1; Aam(o,k)=1:
am(— w)=——amu; sinam(—u)=—sin amu;
cos am (— u) = cos am u
Aamu= A am(—u).

Fiihren wir die Grosse w auch als Argument in die Integrale
2. Gattung ein, so erhalten wir die 1. elliptische Transcendente
E(uw). Da nimlich d% = famwu - dwu, so wird




). "
(78) / A4 = E (k) =[ A*amu -du = E(u)

und thut man dasselbe bei der Legendreschen Normalform 3. Gattung:

3 Asin?.9 ¥ Asin?3d 9
I (k.2 rf’\,= TR L T
11y (k,2,) f ( 1 -+ AsinZ. ‘}) A3 ) j (1-Asin29).49
0

und fithrt an Stelle des Legendreschen Parameters 1 den Jacobischen
Parameter @ durch die allgemeine (ileichung ein:

A=-—k?sin*ama , so erhiilt man

9 19 ;
k2 sinam a sin? amw d u

1 —kZsinamasin®amu

cosama - Adama
[

sin am a “ k2sin ama cosama A ama -sin2amu - du
1 —k?%sin?amasin®amu

Dieses letate Integral, welches Jacobi die Normalform der Inte-
grale 3. Gattung benannte und mit I7(u, a) bezeichnete, ist die 2.
elliptische Transcendente, so dass also der Uebergang von der
Legendreschen zur Jacobischen Normalform gegeben ist durch

tg ama

(80) IL, (k) =+ = 11 (u,a).

tg ama : :
Die Konstante ——— liisst sich leicht berechnen, denn

A am a
sin? ama — i

te*ama —= — = Jama=V1-7:
= cos?ama k244"’ Ak

t:‘r fHH a I/f- '—'.ﬂ
Aama k*4DA 44
So erhalten wir in den Fi#llen 1...10 die Formen:

p+@i=4 -u

.10

also

tg ama _
-y **"[ u+BBW+Cu+ € EE e,
. 10)  (1..10) S10) (1. m} )‘ruua
+9 sin @m u ¢os am i, A am i

\1,.10) m - sin? am u

und in den Fillen 11, 12, 13:




O+ ¢ = Au
(11,12,18) RS
o :( A+ C Yut+BEwW+C = —— I a)
(11,12,18) a112,18)) (11218) (213 A ama

sin amu cosamu A amu sin amu A amu

&

aiazgs)  motsinfamu gl - ksinamasin?amu
Aamu

-5—3“:11'8. {,g ———— e — 5 arc tg o,

(11,12,13) sin amu V k2 -F 2 a1,12,18)

Der Modul k, ebenso wie sein Komplement k', ist in allen
Fillen ein positiver echter Bruch von verschiedenem Werte in den
einzelnen Fillen. Was nun aber den Legendreschen Parameter A
anlangt, so kann dieser alle moglichen (reellen und imag.) Werte
annehmen und daraus folgt, dass der Jacobische Parameter a, der
durch die Gleichung
(79) sin ama =Y —4

k
mit ithm zusammenhiingt, nur so lange reell ist, als A ein negativer
echter Bruch ist, dessen absoluter Wert den Wert von k? nicht
iibersteigt; es ist also erforderlich, dass
(e) —k2<<2<<0 oder
—k2<<—k2sin2ama <0 oder
1> sinama> 0.
Ausser diesem Fall (¢) —k2<<A<C0, der zur Folge hat, dass
a reell ausfiillt, haben wir noch zu unterscheiden:
() —1<i<—k?,
() — <A< —1,
(0) 0<i<-+ und endlich noch
(€) A = imaginiir.

Sehen wir darauthin unsere Resultate in § 3 an, so be-

merken, wir:
1. — k21 <<0; also 1 >sinama>0
in den Fillen 2, 4, 9, 11 und 13;

— o < L<{—1; also o >sinama >

in den Fillen 1, 5, 8, 10;
0<A<; also sin ama stets rein imaginiir
in den Fillen 3, 6, 7 und 12;




so dass also in den Iillen 8, 6, 7 und 12 unser elliptisches
Integral 3. Gattung der Klasse der cirkuliiren (intégrales & para-
métre circulaire), in allen anderen Fiillen der Klasse der loga-
rithmischen Integrale (4 paramétre logarithmique nach Legendre)

angehiren wird.

1. Nun ist, da & und u« gleichzeitig verschwinden, am0 = 0

amK = 725, also sin am 0 = 0 und sinam K = 1.-— Hierbei ist wie
bekannt unter K das vollstindige Integral 1. Gattung zu verstehen:

F [\ 7; - k) = F' (nach Legendre) — K (nach Jacobi),
dessen Wert nur noch vom Modul k abhingt und z B. aus der

folgenden convergierenden Reihe berechnet werden kann:*)

In analoger Weise hat Jacobi das dem komplementiren
Modul k' zugehorige vollstindige Integral mit K' bezeichnet. —
Es nimmt also die Funktion Sinunsamplitnde beziehungsweise die
Werte Null und Eins an, wenn das Argument — 0, respektive —= K
ist. Wiihrend also sin ama von Null bis Eins anwiichst, nimmt das
Argument # von Null bis K zu; d. h. @ ist in diesem Intervall gleich
i, wenn % von Null bis K wichst [0 <<a <K].

Aamu

2. Aus der Gleichung sinam (u + K +i K) = + — e
k cos amu

. ; : = 1 ;
folgt fiir u=0, dass sin amae den Wert G annimmt , wenn

SR : : 3 1
@ = KiK' wird, und aus der Formel sin am (u +1K") = ———
: ksin amu

*) Schellbach, ellipt. Integrale und Thetafunktionen, § 42.
**) Durege, elliptische Funktionen, § 10,




S e
folgt fiir (u=0), dass sin am (+i14') = . Wihrend also
sin am a von 5 bis oo wiichst, muss ¢ von K --7K' bis iK'
abnehmen, d. h. 2 hat in dem Intervall, wo » von XK bis Null ab-
nimmt, die Form u i K"

3. Wenn sinam e rein imaginiir ist, so lehrt uns (Durége § 8)
die Formel sinamiuw—itgam (u,k'), dass @ die Form iu an-
nehmen muss.

_ Bezeichnen wir nun mit g eine zwischen Null nnd K gelegene
reelle Grisse
(81) 0<e<IK,

so werden wir also fiir sin ama zu setzen haben:

1. in den Fallen 2, 4, 9, 11 und 13, wo @ zwischen 0 und A
liegt :
2

A= —k?sin?ame.

2. in den Fillen 1, 5, 8 und 10, wo & zwischen K -|-i I
und i K* liegt,
A= —k?sin?am (e i K
1

siname’

3. in dén Fillen 8, 6, 7 und 12, wo « in der Form iu
auftritt,
L——Kk?sin?amie¢
=k?tg? am (k,k’).

Dann werden unsere Gleichungen fiir Polarwinkel und Zeit:

I. Fiir die Falle 2, 4, 9:
o+ =4 u

2.4,9)
- Ll 1 X
bt = (U C)utBEWC BINE 1T (u,e)

249 2490 249 2,490 A am g

%y

sinamu - cos amu - A amu

+D

240 m - sin? amu




R [ e

II. Fiir die Fialle 1, 5, 8 und 10:
. = A u
P+ 1,5,8,10
tg am &

=( A-C Jt—,—ﬁBfﬂu\—[—@: — IT (u,e + i K"

/
1.5,8,10 1,5,8,10 1,5,8,10 ; 1,5,8,10 A ame
; sin amw - cos amu « A amu
+9D

1,5,8,10 m -} sin? amu

III. Fiir die Fi#lle 3, 6 und 7:

) u—+BEwu)+Ei- g Gk ) oonane k) IT (uie)

8,6,7 8,67 A am (g,k*)
sin ammu - cos amu Jﬁmu

8,8,7 m - sin?amu

IV. Fiir die Fille 11 und 13:
¢ Fme

am &

1 (‘H—L@);JTBLUL)—]—C J7 (u, £)

11,13 11,13 11,13 11,18 2 A ame

sin amu (}DS amu JtUH U SiIl ami - ‘-I{FJH/E(
+D - - E

ool Shlody
11,18 m—|— sin? anu 11131 —k=sin“amesin“amu

dam.-r
+ § aretg ———————Farctg o .
11,18 sinamu Vk?4 A 1118

Y. Fiir den Fall 12:

-py = Adu
12
. .sin am (g, k‘)uosum (a.k)
o e 91 210 ) S G L OO NG
ti- (\1 L) - }—QU (.‘r}—,—(, Jam (e X IT (u, ig)

: .
. Sinamu - cosamu - Aamu G sin am u Jmn u

By e L A AT o R

! m - sin? amu T e 1—Kk2sinZamie - sin 2am u

Aamu
-+ Fare tg - —
12 sin amu V k* -1 12
Hierbei waren (Durtge § 8 u. § 10) nachstehende Formeln

zu beherzigen:

tgam(a 1K)  tgama tgamia ok . sinam (a, k') cos amn r.\u: k)
A am (a+41K*) Aama ’ Adamia Aam (a,k")




§ 9.

Darstellung der elliptischen Funktionen durch die
Jacobische Funktion @.
Aufstellung der Bahngleichungen.

Wie die elliptischen Funktionen sinamu, cosamu, Aamu,
so konnen auch die elliptischen Transcendenten K (u) und II(u, a)
in Reihen entwickelt werden.

Es ergiebt sich (Durége § 62, 63) fiir

E 27z 21 o n7c i
B =—u - . ot sin -
() er b - - o qg“ sin Ve

unter ¢ (und g') die von Jabobi eingefiibrten und unmittelbar aus

dem Modul k (und k') zu berechnenden Grissen:
=k nk
s ’ =
q=e qQ'=¢e
und unter £ das vollstindige Integral 2. Gattung verstanden:

= N2 9 3
E=E)—=K— (2}1)841___.,4_ qqﬂL.l ‘lqh ]1

so dass also E aus k mit Hilfe von g und & zu berechnen ist und
als hekannt vorausgesevzt werden darf. — Bezeichnen wir mit dem
griechischen % den Winkel, dessen sinus dem Modul k gleich ist
(k =sinz), so lisst sich E auch direkt aus dem Modulwinkel
finden durch die Reihe (Schellbach § 118):
VLl o 152
Ll e [1+k'2 ) g

gl + ('l

te®
5 415

I i - 3\? 1‘a£ .
s
| e e
< E< 5

Den periodischen Teil in F (1) hat Jacobi als neue Funktion
eingefithrt und sie mit Z bezeichnet. Setzen wir mit ihm

! 47 i‘ q" n7r U

Zl;h‘\ll — - — = Sin F

j DT 1—qg® Y

wodarch

alfd i j“‘ | 7- 5 ila d
5 (1) = =T Z () wird,




e5d b

so bemerken wir leicht folgende wichtige Eigenschaften der
Z-Funktion:
(82) Z0)=0; Z(K)=0; Z(—u)=—Zu);
Z(u-t-2K)= Z(u).
Als Reihenentwicklung fiir die 2. elliptische Transcendente
findet man (Durtge § 64) folgenden Ausdruck:

el PR R q" . DU
Il (@) =u Z (a) — 2; ﬁ_{’i-:ﬁ_ﬁi“} sin — =
Das ist aber eine Formel, die uns gestattet, das elliptische
Integral 3. Gattung auch durch den Logarithmus eines unendlichen
Produktes:

b 1 g1 — 2¢%tcos (IHK_ % S v
H(u,a) = u 7 (a) + - log R,

L1 9qthigs frijT—f 4 4 gm2

auszudriicken und damit die Funktion einzufiihren, welche von
Jacobi mit @ bezeichnet wurde und nach Dirichlets Vorschlag die
Jacobische Funktion benannt ist. Diese Jacobische Funktion
ist definiert durch die Gleichung:

) 27 u : 37
&) (H_} =1 — 2(] QOS?’;'T L 2(l.| oS ; _2:1 9 COS—E“;J."
. dru
+2q 1% cos ]:'

TU

142 (1),
l—|—..‘i_|“( 1) g™ cos n

Aus dieser Reihe — nebenbei einer der am stirksten con-
vergierenden in der Mathematik iiberhaupt — lassen sich unschwer
folgende Haupteigenschaften der Theta-Funktionen herauslesen:
OWw)=0(—u=06wu+2K)

O(a—u)= 0 @u—a)

(83) @G(0)= 6 (2K)== ]/%.’i{i

it
e (7O @ (o)
G)= |/ == by ples yorm
W l’ p= o&




A

Aus dem vorstehenden erhellt, dass die elliptische Transcendente
II (u,a) auf die beiden Funktionen Z und @ zuriickgefiihrt werden
kann durch die Gleichung:

I 1 G (4 — a)
(84 ] — Y, 4 . o g, 18 5
(84) Il(ua) =uZ(a) -+ 5 log YO

Dadurch dindern sich unsere Gleichungen in § 4 um in nach-

stehende:

I. Fiir die Falle 2, 4
o+ g =du

24,9
tg am & ]
-t = m-l“@-l—% + € =——Z(g))u+ BZ(u)
249 249 249 A 049 A am g 2,4,
tg ame 1 4 ; sin amu -+ cos amu _Ia.m i

a0 A ame 2 8 (0] (ar —1— g) a4 m — sin? am "

II. Fiir die Fille 1, 5, 8 und 10.

@+ g = Au

1,5,8,10

u~-BZu)+D

! ) sin 1AM U COS am U _J amu
1,5,8,10 158,10 M —f— sin® amu

£t =(%r + @

1,5,8,10 1,5,8,10 1,5,8,10

te ame : 1 sin am (& — u)
— € it ucotg ame dam e +wZ () + — log —— _k— e
18,810 4 ame 2 sin am (& - )

1 O(N——e)
4% sEy

. B tg ar 1
t+t,——(91+ =— 622 )
1,5,8 1,5

u-+B Zu)
Q_Z( 15’310_’(1”?5 _'_ {

1,5,8,10

tg am e [ 1 ] sin am (& — u) 5 () (1t — 5)}

B Sl

1,5,8,10 A ame

— 10 e : A
2 % Sinam (& 4 u) 2 @O (v +¢)

sin amu - cos amu - A amu
+D — .

& 9
1,5,8.10 m —— SIn“am u




III, Fiir die Fialle 3, 6, 7.
P+ =Au

8,0,7

t 1 :(91 + €4+ B %)'H—I—*BZ{?:)

8,67 887 B6,7 5,6,7

46 .sin am (g k") cos am (g k')
8.6,7 Aam (g k")

( /(15)-1——1

O u +L£l
sin amu cos amu A amu

1
- i) bt - oder
88,7 m + sin? amu

t4t = [91 -[-23-——,—(, (l—qm am(g k")

3,6.7 '!ﬂ: 8,6,7

gsz  sin u.ua(e,k‘\cosmu(s k' }_'_/I, smam(ek)cosam(e k) )“ =
QKK A am (e,k‘l A am (&K J
f., sin am (&, k') cosam (&, k') @ (u—1ig)
BZ (u) — Zlog - ——
+as; T Aam (& k') © @@ +ie)
sin amu cos amu Aama

+9 =
]

3.6.7 m - sin? amu

]\ Fiir die Fille 11 und 13.
¢+ = Au

11,18

t -ty =(ﬁt gl e )) u -+ B Z(u)

11,18 11,13 ]1 11 18 A ame 11,18

tg ame 1 Ofu €) Sln amu - cos amu + A amu
11,18 Aame 2 @’aa+e] 11,18 m - sin2 amu

sin amu - Aamu A amu
+E -+ arctg—— ——— — Farctg o
11,13 L — k %sin2ama sin 2amu 11,15 sinamul k2 4+1) s

V. Fiir den Fall 12.

— T,
I]

= [QIJr%I_—i C(l — sin2am (s, k')
a2 12




e7c  sinam(g,k’) cos am(g;k’)

sin am (gk') cos am (gk’) )]
=y - (L3
2K K A am (&%)

TR S G E)

i . sinam(gk')cosam (gk’) G (u—1¢)
B 7 () Y : : Lt
_!_1?/(”’ oy 2 E A am (&,k") Ll @ (u—+1ie)

sin amu cos am u_}am u f oG sin amu A amau

m 4 sin? amu 12 1 — k?sin2amu sin?amu

amu
~+ Fare tg — = — —Farctg .

12 simamuV k41 12

Hierbei waren folgende Formeln (Durége § 72, 71) zu beachien:

Z(e +ik)=

Ou—e—iK)  inw(e—u)  ixn (& -+ w)

DbO(u —]—L—}—r.]"\ 2 Y
iy sinam (e —u) 2 & (u—e)
% S am (s—t—.ﬂr\_'_- ° @ u+ e

Jc i

QKK

i 7 (iu) = — tg am (u, k' )Jam(n k') - — +Z (8,k').

Wenden wir uns nun zur
Aufstellung der Bahngleichung,

so sehen wir, dass in allen Fillen (wir lassen wieder die
Zeiger fort)
@+ i = Au

so dass also nach den Formeln 25, 34 u, flgd. die Gleichung
unserer Bahnkurve

in den Fiallen 1 ... 10 die allgemeine Form annimmt:

7 _+ i

a - bsin? am
(85) s i b U
¢ dsin?am ¢ _’_1"“

wobei die Werte der Konstanten a, b, ¢ und d fiir jeden Fall aus
nachstehender Tabelle zu entnehmen sind.
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Der Wert des Anfangspolarwinkels ¢p; ist bestimmt durch
die Kurvengleichung fiir die Anfangslage (fiir r=ryistp=1¢, =0)

n

a - b sin? am
o — =iy woraus folgt:

: Silg Pi
¢ HdsinZam ?

(85") gin am ! |/ a—o r" éam P’ are. sin lff 2.__ “0 :
dr, =5 4 dry—b
Aus der Gleichung (85) der Bahnkurve ist sofort ersichtlich,
dass r eine periodische. Funktion des Drehungswinkels ¢ ist, und
zwar wird r (wegen des Quadrates der Sinusamplitude) schon bei
der Periode 2 A denselben Wert wieder erhalten:

’ 1
L () 1= ] \ (
a - b sin® am (-(‘?——A- T a —|— bsin2 am L= 7

. .. 7{1_!_ 5

¢ -+ dsin?am im—A— J b I"d sin * am -
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In den Fillen 11, 12 und 18 nimmt dagegen unsere
Bahngleichung folgende typische Form an:
a, - b, cos am P g1
A
(86) i o=
¢; - d, cosam y =5 4l
wo wieder der Wert der Konstanten a; by ¢, d, aus nachstehender
Tabelle fiir jeden einzelnen Fall leicht zu finden ist:

Fall 11

| i

_ll =4

VG QB etV e—p a—)at V=B a—7

etV - - e~V @—f) @ —Ne=Y@e—fe—7)

Der Wert des anfiingl. Drehungswinkels @i kann ebenfalls be-
stimmt werden durch die Gleichung (85) fiir die Aufangslage:

r,ni
8y - by cos am
e ——— , woraus hervorgeht, dass
¢, -+ d; cosam ‘—Z

i 8 —Cy 1,
am ~—— = arc. cos ——— .
4 *& 1, —b,
Auch in diesen 3 Fillen ist r eine periodische Funktion des
Drehungswinkels . Doch ist jetzt die Periode eine andere — 4 K;
so dass also r (da cos am eine gerade Funktion ist) denselben Wert

= . 3 i
annehmen wird, nichf nur, wenn ich das Argument u — (P“;f‘l
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durch (—u) ersetze, sondern auch, wenn es um ein ganzes Viel-
faches von 4 A wiichst:

¢+ ¢

e

a, +Ib| oS am( +4K) a, + b, cos am P> +_(P‘

¢; +d, cnsam(f’o:(p—i i4]1’) ¢ =4, Losamf+(p

Natiirlich wiirden sich die Kurvengleichungen (85) und (86)
auch durch Thetafunktionen darstellen lassen.
Die Bahngleichung (85)
a - bsin2 9
T et dsin?g
lisst sich auch auf die Form (86) bringen, wenn wir durch die he-
kannte trigonometrische Formel
l— cos 29
S
die doppelte Amplitude einfithren; es wird dann
a' - b’ cos 3
T @ cos I

sin? ¢ —

unter
. _\(}, _ 3_1
P+fh (fﬂ*_;% \
A

b = 3 = am |

verstanden, So kionnen beide Bahngleichungen in eine ver-
schmolzen werden, und wir erhalten folgenden Typus:

(p_’_rp_i\d

a’y b’ cosa‘m( ;

87 R
ey +d‘ Losam(pmf_qj \

/

Hierbei gelten die oberen Indices fiir die Fille 1,2, 3 ..10
die unteren Zeiger fiir die Fille 11, 12 und 18.

Wir bekommen somit in Gleichung (87) eine Bahngleichung,
die durch ijhre Gestalt an die bekannte allgemeine Polargleichung

?
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der Kegelschnitte erinnert, und die mit den Gleichungen der Cycloiden
ebenfalls eine gewisse Verwandtschaft zeigt. Beides ist nicht be-
sonders anffillig. Schliesst doch unser Kraftgesetz die Newtonsche
Centralbewegung als Specialfall in sich ein, und beziiglich der
Uycloidenbewegung hat schon Mobius nachgewiesen, dass wir noch
heute mit der epicyclischen Bewegung mehr zu thun haben, als
wir meinen, da jede Entwicklung in trigonometrische Reihen,
welehe nach sin und cos der Vielfachen eines Winkels fortschreiten,
ihve geometrische Interpretation in eben dieser Art der Bewegung
findet. *)

§ 6.
Diskussion der gefundenen Werte. Schlussbetrachtung.

Um die Kurve selbst zu diskutieren ist es zweekmissig, fiir
den Anfang einmal die Lage unseres Koordinatensystemes etwas
zu veriindern und die Anfangslage unseres Punktes so zu wiihlen,
dass ;3 = Awu, und t; verschwinden, so dass also der Punkt m zur
Zeit t=1; =1t, seine Bewegung auf demjenigen Grenzgebiete be-
ginnt, wo 3y = amu, = 0 ist (also i =g =0; 1y = 0).

Das geschieht

I. In den Fillen 2, 4 und 9

fir die Minimalwerte von g... [ge = (pos); 0w = y (pos);
09) = 7(pos)l. Wenn ¢ von seinem Minimalwerte gumm) bis zu
seinem Maximalwerte [gg) = 7 (pos); oy == + ®; gg = -4 = |

N J

: : A 7T
stetig anwiichst, so wiichst &9 gleichzéitig von 0...-—, und unser

Argument u durchliuft also das Intervall von 0 ... KT — Bezeichnen
wir nun den Winkel ¢, welcher dem Anwachsen unseres Argu-
mentes von o bis A entspricht, mit @ und die zugehirige Zeit t
mit 7, so werden nach pag. 42 die absoluten Werte von

¥) Giinther, Lehrbuch der Geophysik, 1. Bd., Kap. IV, § 5. Stuttg. 1884,




¢+ @i —Au und

24,9

I X G (u—e)
N o D )
(88) 1 5 '.*.4;: _’_'.’,-L_H )4 2,-:.90g O u-+e

sin amu - eos amu 4 amu
I +Q e
249 m - sin* am u
(die Konstanten haben wir hier kurz durch L, M, N, Q bezeichnet)
unter Berficksichtigung der Formeln (82), (88), (77):
fir =10
J:')'ce;
= 0 und t =0 O(min) =< 7
(2e=0) (re=0)
79
W= H
@ =0D=A4dK 7 @

(re=K) 249
t =T =LK Qnaz) == T®

(=1 24,9 l & (9)

=2
q.l ‘:2(1):2/11{ P(2)
(1=2K) 2,4.9
e, 3 T 25 2I_¢ﬁ— O(min) = ¢ ?}\‘U
(1=2K) 24,9 79
=S
p =30 =8_4K 7@

(108K 2,49 4,
PO T A S Q(max) = { © (&)
(u=3K) l % (9

und so weiter
C U=
=T q: ===l 0=20.
= b i A 3
p=t@t+20; t=+1t+2T; o=0.

Die Bewegnung ist also periodisch, und der Kurvenzug, welcher
die Endpunkte der p-Strahlen verbindet, und den wir kurz die
o-Kurve nennen wollen, verliuft — wenn wir in den Fillen 4
und 9 das iiussere Grenzgebiet als Kreis vom Radius ¢ = o auf-
fassen — wellenformig von einem Grenzkreis zum anderen und

ist seiner schlangenarticen Windungen halber einer Poinsot’schen
g o g
4
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Herpolodie vergleichbar, — einer Kurve, die auch*) wellen-
férmig zwischen 2 Kreisen sich hinwindet, welche mit dem
Maximum und Minimum der Radien um einen Punkt O der invari-
abelen Fbene beschrieben werden konnen (Fig. 1). Die Bahn
unseres Iirden-Mondes gewihrt ein #hnliches Bild. Im allgemeinen
ist diese Kurve transcendent und schliesst sich nicht; der Kurvenzug
wird erst dann ein geschlossener sein, oder einer der nachfolgenden
Bogen mit dem ersten zusammenfallen und dann selbstverstindlich
auch seine nachfolgenden mit denen des ersten, wenn ein ganzes
Vielfaches des synodischen Winkels 2@ einem ganzen Vielfachen
des Kreisumfangs gleich ist, sobald also
27 m
20 n '

wobei unter m und n relative Primzahlen verstanden werden sollen.

Lassen wir nun wieder die Beschriinkung iiber die Anfangs-
lage unseres Punktes (m z Zeit t— 0 im Aphel) fallen, drehen
wir also wieder den Strahl ¢, um ¢; zuriick und lassen die Polar-
achse nicht mehr mit einem gy zusammenfallen, so erhalten wir
aus unseren Gleichungen, wenn wir die schon aufgefiihrten
Formeln berticksichtigen, nach leichter Miihe folgende Zusammen-
stellung, woraus die speciellen Beziehungen zwischen der Grisse des
Fahrstrahls g, des zugehtrigen Polarwinkels ¢ und der zugehdrigen
Zeit t nach ihrem absolutem Werte leicht mu ersehen sind:

t

St =y "o %

u=>0 | O(min.)
U=—1u i [4

I
i
I
|

u=K { - [ O(max) | T+t | O+
u=u+K | ewrry | bwrm | OFoFon

U—=2K I O(min.) o= T—l—t,_!_? ff)—}-(pi
u=u-2K ﬁ 0 | 274t +-t; |2 D+ + g5

u— 3K O(max.) '[ 3 T_|_t'l [| 3w+fﬁi

w=u+8K | Fuism | 0wt bersi) 3m+§b-|'¢i
u=4K | 0 | Omin) | 4T+t | 4d4g;

f | | ete. !

*) Schell, Theorie der Bewegung und der Kriifte. II. Bd. 4 Th. 3. Kap.
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Unsere g-Kurve beriihrt also den Minimalgrenzkreis fiir die
Zeit t=1; und den Polarwinkel ¢ = ¢; und gelangt nach einer
Zunahme des Drehungswinkels um @ (und der Zeit um 7') an den
Maximalgrenzkreis, ihn entweder wieder berithrend oder (fiir den
Fall, dass 9= o) ihn senkrecht treffend und sich asymptotisch
dem Strahle @ —+-p; nithernd. Aus dieser Maximalentfernung kehrt
der p-Endpunkt wieder nach einer Zunahme des Polarwinkels um @
(und der Zeit um 7) an den Minimalgrenzkreis zuriick, beriihrt
ihn, und das Spiel beginnt von neuem. —

Bei einer Zunahme des Arguments « um die Periode 2 A& oder
des Drehungswinkels ¢ um 2@ erhilt ¢ wieder denselben Wert.
Der ¢-Endpunkt befindet sich also wieder auf demselben inter-
mediiren Kreis, wenn der Winkel ¢ um den Periodenwinkel 2@
oder die Zeit t um 27T vermehrt wird.

Wir sehen also, unsere g-Bahnkurve setzt sich zusammen aus
vielen, unter sich zusammenhiingenden und kongruenten Teilen,
von denen jeder bei einer Zunahme des Polarwinkels um 20 =2 A K
beschrieben wird, Diese einzelnen Kurventeile, welche vom
Maximalgrenzkreis aus den Minimalgrenzkreis zangenartig an- resp.
umfassen, bestehen jeder wieder aus 2 Armen, und jeder dieser
Arme hat mit dem mit ihm zusammenhingenden Arme des nach-
barlichen Kurventeils eine Symmetrieachse, welche durch die Werte
u=0,2 K, -- 29/ gegeben ist. Wir haben aber auch Symmetrie in
Bezug auf einen Radiuns vector, welcher einen Winkel p—pi=(2r41)D
mit der positiven X - Achse einschliesst. So erhalten wir also lauter
kongruente Kurvenbogen, deren Zweige wieder symmetrisch zu ein-
ander liegen,

Es ist nun leicht, die Gestalt unserer eigentlichen Bahnkurve
selbst (also fiir die Endpunkte der r-Strahlen) fiir bestimmte An-
fangswerte zu konstruieren. Wir brauchen zu diesem Zwecke unsere
o-Kurven nur einer Transformation mittelst reciproker Radien zu

1 . : !
unterwerfen nach dem Gesetze r— —. Die Abbildung ist dann
0

L

bekanntlich eindeutig, conform und giebt eine isogonale Verwandt-

schaft; die Winkel bleiben erhalten. Kleinen Dreiecken der einen
Bbene entsprechen dhnliche und #hnlich liegende kleine Dreiecke der
4:*
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anderen, nur die Umgebung des Nullpunktes ist davon ausgeschlossen.
Das Unendlich - Weite dort (in der g-Ebene) entspricht dem Null-
punkt hier (in der Ebene der r) und umgekehrt. Umschliesst dort
ein Kreis den Nullpunkt, so umschliesst er ihn auch hier, jedoch
entspricht dann das Innere des einen dem Aeusseren des anderen.

Die Gestalt unserer Bahnkurve wird demmach fiir bestimmte
Anfangswerte so beschaffen sein kionnen, wie sie dargestellt ist in
den Figuren 1...6.

Die ganze Gestalt der Kurve variiert nimlich sehr, und ihre
Form wird wesentlich bestimmt und abhiingig sein von der Grosse
des halben Periodenwinkel @ (und der Zeit T).

A ] 7z : 1ptt Y
Ist dieser Winkel @ <C ——s S0 wird unser Punkft sich inner-
=2
halb seines ringférmigen Bewegungsgebietes (die Grenze fiir 0=

ist nimlich infolge der Inversion r = — zum Punkte O, d. h. zu
0

e
einem Kreise vom Radius Null zusammengeschrumpft) von einer
Grenzlage zur anderen sich schlingeln und die Bahn also die charak-
teristische Gestalt einer Herpolodie (Fig. 1) annehmen kénnen
respektive fiir rgpin) =0 aus einer Anzahl von Blittern oder
Schleifen wie in Fig. 2 hestehen.

; . 7T e ; .
Wird der Winkel (Dz—; , so wird fiir gewisse Anfangswerte
-

unsere Bahnkurve eine Gestalt (Fig. 3) annehmen kénnen, wie sie
allgemein bekannt ist als Horizontalprojektion der Punktkurve eines
schwingenden sphiivischen Pendels, die aus ellipsensihnlichen
Kurven besteht, deren grosse Achse (die Apsidenlinie) stetig ihre
Richtung éindert, und zwar wird das Weiterriicken dieses Achsenschnitt-
punktes auf den Grenzkreisen im Sinne seiner Bewegung vorwiirts
erfolgen, ganz ihnlich wie bei der Drehung der Pendelebene bei
dem Foucaultschen Versuche.

Wird @ = einem Multiplum von 7z, oder iiberhaupt sehr gross,
so artet die Kurvengestalt, wie das auch bei der Herpolodie der
Fall sein kann, in eine (mehrfache insbesond. Doppel-) Spirale aus,
die sich an den inneren Grenzkreis (oder den Punkt 0) mehr und

mehr heranwindet, um ihn, nachdem sie ihn beriihrt, in umgekehrten




Spiralen wieder zu verlassen und in schraubenférmigen Windungen
wieder dem iusseren Grenzkreis zuzustreben ete. (Fig. 4). —
Wird @ = und ausserdem noch 7'= o gross, so wird der
innere Grenzkreis (resp. der Punktkreis O) zur Asymptote, der sich
die (einfache) Spirale wohl mehr und mehr nithert, die sie jedoch
niemals erreicht (Fig. 5).

Auch znr mehrfach iiberdeckten Geraden kann unsere
Bahn deformieren — ein Specialfall, der iibrigens nicht blos bei den
Fiillen 2, 4 und 9 méglich ist, sondern iiberhaupt bei allen anderen
noch zu behandelnden Fidllen. Wenn nimlich ¢ = 0 ist [und das
wird (nach 10) geschehen, nicht nur wenn v, = 0, sondern auch
wenn p, = 0 oder sin z, = 0 oder z; = 0 resp. 7], so wird dgp =0,

@ =const =g, = 0, und unser Punkt bewegt sich in diesem

Specialfall in der Richtung der OX-Achse, mit der dann ja die
Richtung der Anfangsgeschwindigkeit zusammenfillt.

Damit hitten wir fiir die Fille 2, 4 und 9 die Bewegung
unseres Punktes bestimmt, denn wir kennen fiir diese Fille an
jedem Orte und fiir jede Zeit die Grosse der Kraft und der
Geschwindigkeit, es ist uns die Gleichung der Bahnkurve bekannt,
und wir haben diese Kurven selhst diskutiert. Wir wissen, in
welchem Falle unser Punkt diese oder jene Kurve, welchen Weg
er in diesem oder jenem Fall beschreiben muss, — wenigstens fiir
die mathematische Untersuchung und nach der Theorie. Ob es
dem Punkte auch mechanisch méglich sein wird, die Bahnkurven
vollstiindig zu durchlaufen, das ist freilich eine andere Frage.

Gehen wir nun auch darauf noch etwas niher ein, so sehen
wir sofort, dass dann die Fiille 4 und 9 auszuscheiden sind, als
mechanisch nur zum Teil moglich, In diesen Fillen kann der
Punkt nicht die einzelnen Schleifen oder Blitter seiner Bahnkurve,
janicht einmal ein einziges Blatt — (fiir den Fall @ — 7z wiirde
tiberhaupt die Anzahl der Blitter nur = 1 sein, und dieses wiirde eine
der Cardioide iihnliche Gestalt haben knnen wie in Fig. 6) — vollig
durchlaufen, sondern hiichstens nur einen einzigen Zweig, da er ja,
wenn er ins Kraftcentrum gelangt, dort festgehalten werden muss,
wie aus der Bemerkung pag. 13 hervorgeht, ganz davon abgesehen,
dass er dann eine unendlich grosse Geschwindigkeit erlangt haben




miisste, die wir uns fiir einen im Endlichen sich bewegenden Punkt
nicht denken konnen, und die fiir den Punkt unmoglich ist. — So
bleibt also von den 3 Fillen 2, 4 und 9 nur der Fall 2 allein
als mechanisch mdglich iibrig.

II. Fiir die Fille 1, 5, 8 und 10
haben wir gefunden, wenn wir wieder die Konstanten kuwrz mit
A L, M, N, Q bezeichnen,

p+qi =4 u
1,5,8,10

|t =LuMZ@—N [0

1,5,810  1,5,8,10 1,5,810 | sin am (e -+ u)

O (u—¢)

sin am (e — u)

sinamu - cosamu - Adamu

LT
l G (w+-¢)| 15810 m - sin®am u

Wie im vorigen Fall machen wir fiir den Anfang wieder die
Beschriinkung, dass die Polaraxe mit einem gy zusammenfalle, drehen
also den Strahl g, =0 im Sinne unserer Bewegungsrichtung um
@i vorwirts, so dass ¢; = 0 und t; =0.

Dies geschieht jetzt in allen Fillen fiir negative o - Werte

[o=—c; 0= (neg); 0 = a(neg); o = y(neg)l. Wenn p von
(1) (6) (8) (10)
einem solchen Minimalwerte gupipy durch Null hindurch bis zum posi-

. . . . T
tiven Maximalwerte gunaxy anwiichst, so nimmt 9 stetig von 0 g

zu, und unser Argument « durchwandert das Intervall von 0 .. 47 ent-
spricht wieder der Zunahme des Arguments von 0,. K ein Zunehmen
des Winkels ¢p um @ und der Zeit um 7} so erhalten wir aus unseren
Formeln:

flir u=20

g=0; t=0 0 = O(min.) = 16g.
u=0 =0

fir u= K
p=A K=0 0 = Q(max.) = POS. , aber
u=i 15810
t=LA Nlog(—1)=LE—NQRy+1)in=LE—Niz—T
#=K 15810 15,810 15,810 158,10 15810  15..
(denn es ist aus Sitzen der Differentialrechnung iiber den allge-

meinen Logarithmus komplexer Zahlen bekannt, dass
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log (+ 1) = + 2vizm log (—1)=+ 2v+1)izx
unter y irgend eine positive ganze Zahl verstanden);
fiir u=2.10C
(11— 2AK=20 0 = O(min.) — Neg.
w=2K 158,10
T sin am(e—2K ;
t=2LA—Nlog— K —— ;-)—= 2L —NHKlog(-+1)
#—2K 15,810 15810 SN (”’?LS-'T'gjl ) 1,5,8,10 1,5,8,10
=2LHA—N2iz=2T,;
1,5 8,10

fiir u=3K

;,(- — 30 . Q == QO(max.) — Pos,
=—"17¢

t=8LKF—Nlog(—1)=3LE—N3inx=38T;

#=3K 15810 15810 1,5,8,10
fiir u=4K

=40 ; i
il e u—A K
ete. ete.

Die Resultate sind also mutatis mutandis dieselben wie bei I
(fiir die Fille 2, 4, 9). — Die Bewegung ist auch hier (wenigstens
fiir die mathematische Untersuchung) periodisch, und die Diskussion
wird ganz die gleiche sein, hier wie dort. Die g-Bahnen freilich
sind in diesem Falle ausserordentlich verzerrt und die Gestalt der
Kurven bei I kaum wieder zu erkennen, da sie ja durch den Null-

punkt hindurch auf 2 Ebenen ausgezogen sind — auf die Ebene der

positiven o und die im Nullpunkt mit ibhr zusammenhiingende
Ebene der negativen Fahrstrahlen (Fig. 7).

Wir konnen uns aber eine Wiederholung der vorigen Be-
trachtungen umso eher ersparen, als eine derartige Bewegung un-
moglich sein wird. Bs leuchtet das von selbst ein und tritt noch
klarer hervor, wenn wir unsere Kurven wieder einer Inversion
mittelst reciproker Radien unterwerfen und in r-Kurven trans-
formieren, wodurch der Nullpunkt, durch welchen in allen 4 Fillen
die g-Kurve hindurchgeht, in das Unendlich-Weite geworfen wird,
Wir sehen dann, dass unser Punkt, wenn er einen vollen Kurven-
zug durchlaufen wollte, einen Sprung von -~ % zu — ® machen
miisste; er konnte also hochstens einen (positiven) Arm durchlaufen.

Die Kurve hat also einen Unstetigkeitspunkt.




Diese Unstetigkeit konnen wir auch auf rechnerischem Wege
darlegen. Wenn niimlich ¢=10 wird (wenn also der Punkt im
Unendlichen angekommen ist), so wird in allen 4 Fillen nach den

Gleichungen (25), (48), (57) und (64)

: Sl :
sin?9——m——— infolgedessen m - sin2 = 0,

v

also der Faktor der Konstanten 19 oder Q unendlich gross, d. h, t — oo.
1.5,8,10

Der Punkt kann also erst nach unendlicher Zeit in das Unendliche
gelangen, eine Zeitperiode existiert demnach nicht oder, was uns
der oben auftretende log (—1) schon sagte, es giebt keine Zeit,
in welcher unser Mobil von einem Grenzkreis zum anderen gelangen
kénnte.

Fiir gewisse Anfangswerte wiirde (um wenigstens eine solche
nur theoretisch méogliche Bahnkurve bildlich zu fixieren) unser
Punkt vielleicht eine Bahn von der Gestalt Fig. 8 durchlaufen
kounen, wobei (wie bei Fig. 7) die Kurven selbst und die Leit-
strahlen auf der Ebene der negativen r punktiert angegeben sind.

ITI. Fiir die Fille 8, 6 und 7
gelten die Gleichungen:

@+ @i =Au
3,67

O(u—ie)
t+t =Lul-MZ(u Nelope——= b
a5 3,67 +3,n,? ( )+:z,s;.: ° O@+1g)

. sin am u cosam u A am u
_}—'Q E TR ] R

8,6,7

wobei wieder zur Abkiirzung die Konstanten 4,1....Q genannt
worden sind.

Die Diskussion fiihren wir ganz in derselben Weise wie bei
I (fir die Fille 2, 4 und 9) und gelangen dann unter den ndtigen
Verinderungen zu ganz denselben Resultaten wie dort. Bis auf
die Figuren wiirde alles dort gesagte zu wiederholen sein.

Der Fall 6 wiirde den Fillen 4 und 9 zu vergleichen sein,
da auch hier unser Punkt keinen vollen Kurvenzug zu durchlaufen
im stande ist, weil ihn wie dort das Attraktionscentram festhalten
wiirde.




Der Fall 3aber und bhesondersder Fall 7, der sich nur durch
die negative Konstante h vom Fall 2 unterscheidet, wiirden beide
dem 2. Fall an die Seite zu stellen sein, Fiir den Fall 8 sind

: : - : : 1
die Radien der Grenzkreise durch die Wurzelwerte —>——f}— ge-
i

geben, und fiir den Fall 7 sind sie wie bei 2 durch die Werte
1 1 . A : : ;
T>— bestimmt. Beziiglich dieser beiden Fille konnen wir
& 7

also auf die Resultate im Falle 2 verweisen und brauchen somit
nicht nither darauf einzugehen,

IV. Fiir die Fille 11 und 13
lauteten unsere Gleichungen:
¢+ @i = Au
e M E e e 2=

1118 11,18 118 O (u -F)
sin amu, cos amu A amu : smamu 4 amu

+Q = = 0

11,13 m - sin? amu 1,13 1 — E2sin2amesin2amu

+ Raretg —— ———R(»+ l) -
11,18 sinamuV K24~} 11,3

unter Li... R die bekannten konstanten Faktoren verstanden. Der
Punkt mag auch jetzt vorliufic einmal in der Anfangslage sich
auf dem Grenzkreis befinden, der durch die untere Grenze der 0
gegeben ist. Das geschieht fiir oy = — © und fiir g3 = o (neg).
Wenn dann ¢ stetig wachsend das Intervall von — o resp. e (neg)
bis a (pos) resp. 4 o durchwandert, so nimmt % von 0 .. sz zu
und das Argument % selbst nimmt alle Werte zwischen 0..2 & an.
Bezeichnen wir jetzt den Winkel, welcher dem Anwachsen aes
Arguments von 0...2 X entspricht mit @ und 7 so erhalten wir
aus unseren Gleichungen:
flin wi—0
o O ast=—10 0 = O (min) }
fir u=21C
pg=D=2AT;
11,13
t=T=2LK;
11,18

@ = 0 (max) ;




fiir
(p:Z(D:éAE;
11,18
t=2T—4LK;
11,18

2 = 0 (min) 3

=61
p=38D=64F;
11,18
t=8T—6LHK;

11,18

0 = 0 (max)

ete. ete.

also wie in den Fallen 1, 5, 8, 10, nur dass @ und 7' jetzt vom
doppelten vollstindigen Integrale 1. Gattung abhiingen. Hs ist
demnach fast das nimliche zu wiederholen, was wir schon oben
gesagt haben, nur dass jetzt die Periode eine andere ist, der Punkt
wird auf demselben intermediiren Kreise sich befinden, wenn % um
4 K rugenommen hat, Sonst stimmt alles mit dem friiheren iiberein.
Wie in den Fillen 1, 5, 8 und 10 haben wir aber auch hier
keine- geschlossene, zusammenhingende Bewegung, wie schon daraus
ersichtlich ist, dass unser Punkt aus dem Gebiete negativer Fahr-
strahlen (r = — ) in das Gebiet positiver r (r = —+- ®) zu springen
hitte. Genau wie dort haben wir auch hier im Unendlichen einen
Unstetigkeitspunkt, was ebenfalls aunch aus den Gleichungen (67)

und (78) hervorgeht. Fiir ¢ =0 wird
n?—1

1 X
eos 3 = —, also sin?9: = - 5
n n-

oder m +sin29 =0, d.i. t=®. Wir brauchen fiir diese Fille
also einfach auf die Fille 1, 5, 8 und 10 zu verweisen.

V. Fiir den Fall 12

lauten die Gleichungen fast ebenso wie in IV (fiir die Fille 11, 13),
nur dass wir andere Konstanten haben, Wenn g,, von e (pos)
bis -+ o liuft und & von 0...7, also w von O .. 2 0 zunimmft,

1 B ;
so geht r yon — ...0. Die Bewegung erfolgt also ganz #hnlich

wie in den Fillen 4 und 9 innerhalb eines Kreises um das Kraft-

centrum (freilich mit anderer Periode), sie wird aber auch hier,
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aus denselben Griinden wie dort, nur eine unvollstiindige sein
kinnen, und so diirfen wir uns auch hier ein genaueres Eingehen
auf diesen Fall ersparen.

Es wiire nun zum Schlusse noch kurz darauf einzugehen, was
im Falle einer Repulsionskraft P eintreten miisste, was also ge-
schehen wiirde, wenn unsere Centralkraft in derselben Stirke ab-
stossend auf den Punkt m wirkte. — Wir hitten dann in den
betreffenden Gleichungen des § 1 ¢= -1 zu setzen, wodurch
unsere in § 2 diskutierte Plankurve 3. Grades zu

R(e)=2Ce*+ (2B—c?e*+ 240+ 2h,

also ihrer Gestalt nach fast zu ihrem Spiegelbilde in Bezng auf
die g-Achse umgeindert wiirde. Fiir positive C- Werte wiirde
dann der Kurvenzug jetzt dhnlich verlaufen wie in § 2 fiir C<0
und umgekehrt. Ausserdem wiirde bei gleichem Vorzeichen von

; I
C und h oder fiir —520 die eine Wurzel g, (pag. 9) des Falles

A jetzt negativ sein wie im Falle B, und eine positive Wurzel o,
B h - :
wiirden wir jetzt fl'il'---d--g 0 bekommen. Wir wiirden aber im

wesentlichen zu denselben Resultaten gelangen miissen wie im Falle
der Aftraktion; nur wiirden (pag. 9 und 10) in unserer Aufstellung
alle Fille unter A mit denen unter B und die Fille a) mit den
Fillen b) zu vertauschen sein, — oder wir miissten den Fall der
Attraktion so behandeln, als ob die Variabele o im negativen Ge-
biete und innerhalb solcher Intervalle nur sich bewegen diirfte,
dass die Funktion R(g) negativ ist. D. h,, wihrend wir im Falle
der Anziehung die Kurve R(p) nur im 1. Quadranten betrachteten,
so hitten wir das im Fall der Abstossung im 3. Quadranten zu
thun. Der Verlauf der ganzen Untersuchung wiirde aber nur wenig
verschieden sein von dem vorstehenden. Diese Gleichheit der Be-
handlung findet auch geometrisch ihren Ausdruck dadurch, dass bei
projektivischer Auffassung der unbegrenzte Raum durch eine un-

begrenzte Ehene noch nicht in 2 Teile zerfiillt — dass vielmehr der
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projektivisch gedachte Raum durch 2 unbegrenzte Ebenen nur in
2 Winkelriiume und eine Ebene also durch 2 unbegrenzte Gerade
auch nur in 2 Stiicke zerlegt wird. Die Fliche des 1. und 3.
Quadranten bilden darnach nur eine einzige im Unendlichen zu-
sammenhiingende Ebene.

So bleiben uns also bei unserer Untersuchung nur 8 Fille
iibrig, in denen fiir unser Mobil eine Bewegung mechanisch iiber-
haupt moglich ist, denn nuv in den Fillen 2, 8 und 7 werden wir
eine reelle und eventuell zusammenhiingende, geschlossene Bewegung
erhalten konnen. In diesen 3 Fillen miissen folgende Gleichungen
bestehen:

1. (Fall 2) D, <0; C>0; h > 0;

a (pos)...<g(pos)...< as <...y(pos)
%

ami = am -
¢ = Fliichenkonst,

(y — &) — (y — p) sin?am :i,

P
4

i |

g(y—a)—a(y— B sin’>am

L,
D= A, I; T=L, = 2.0 $
vl s

g, — 20— +EGt+e RO oy, 0
i el ByV 20 (y—a) T afyV2C(y—a)
— ) (B2 +0)— e 7+ B)]
a?Ry(y—pB) V20 —a)
2% ) (y—a)(1—p1)
ot ; e (e A
y—a ey

G, =

Y=t

Beziigl. der Grissen ¢ und Z(¢) of § 4 und § 5.
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IL. (Fall 7.) D,<0; 0>0; h<O0;

1
a (neg) < 3 (pos) - < = < -y (pos)

(y —a) —(y—B)sin® am I

r — T

gy —a)—aly—pg)sin2am —g—
D=4 K; =k — P—T ()]
Din
4'1; T 1: H
V2C(y—a)
. y

g _20—a)+p@+e s el el
" a28yV2CG—a | ' aByV2C(—o)

L. vergl. pag. 43.

6 =BG+ a—a’y+8)
7 ﬁgig yiy—RVeC(y—e)

k22— ?Ti: L ‘_(L_"Cf}'kl——p’l'_)

y—ea 4% p—pd=an):

II1. (Fall 8. s < 0; c<0; h<0;

. 1
ct(pos) -+ < —< -+ B (pos) < 7 (pos)

1

L]
= — - =Cohd =

Aa g
a4 (3 — a)sin?am ——_’:

V—=20Gm)

it

- ]Jt
= _/:{3 K T = 143 = _1-‘5 (1)]

£;
=

{;3 {_‘,f‘ pag. 4:3 ?[.5 = — }B; ;' f;! — {5)

et (II.)’—(;:‘.Q G (6394—3}’—!—“}’)[10)—3)2

afy(y—a)V —2 L'-(;’;?)f hR 2a’By(y—a)¥ LEC(/—G\

g — e
g3 iEhonn siugam—{’p—— L o

y—ea’ 4 r(f—a)
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Wir bemerken leicht, dass diese 3 Fille in engem Zusammen-
hang unter einander stehen und werden zum 2. Male auf die Ana-
logie hingewiesen mit den Resultaten, die man erhilt unter Zu-
grundelegung des Newtonschen Anziehungsgesetzes, hbei dessen
Geltung sich die Kérper bekanntlich so bewegen, als ziigen sie sich
mit einer Kraft an, die im direkten Verhltnis zu® ihren Massen
und im nmgekehrten Verhiltnis ziim Quadrate ihrer Entfernung steht,

Unsere 3 Bahngleichungen entsprechen 8 Arten von Bahn-

kurven, und diese Dreizahl finden wir auch wieder beim Newton-
schen Gravitationsgesetz, unter dessen Herrschaft sich ein Mobil
ur bewegen kann entweder auf der Bahn einer Ellipse, oder
Parabel, oder Hyperbel — drei Kurven, die viel Gemeinsames an
sich haben, die man durch geeignete Projektion ineinander iiber-
fiihren kann, und die unter dem Gesamtnamen der ebenen Kegel-
schnittkurven allgemein bekannt sind.

Analoges stellt sich auch bei der von uns zu Grunde gelegten
Centralkraft heraus. Auh hier finden wir drei mechanisch mog-
liche Bahnkurven, und diese sind durch Bew egungsgleichungen be-

stimmt, auf deren inneren Zusammenhang nicht erst besonders
hingewiesen zu werden braucht. Fiir alle ist die charakteristische
Kurvenform die Gestalt der Herpolodie, jener Schlingellinie,
die innerhalb eines Kreisringes in bekannter Weise sich windet
und mannigfach deformieren lkann,

Ohne Belang, aber immerhin von einigem Interesse ist nun viel-
leicht noch die Frage, ob unsere Bahnkurven auch den Anforderungen
einiger Philosophen geniigen, welche meinen, dass vor allem in der
Natur die Idee des Schonen zur Darstellung gels ingt, dass alles zweck-
missige Geschehen gewissen Gesetzen der Aesthetik sich fiigt —
dass ,die Schonheit eine Pflicht der Erscheinungen® ist. Solchen
Anbetern der Natur diirfte kaum etwas beweiskriiftiger sein,
und nichts mehr ein Kriterium fiir die mechanische Moglichkeit
unserer Bahnen bilden, als eine an diesen auftretende Harmonie,
Jene durch Symmetrie hergestellte Ordnung von Mannigfaltigkeiten.
— Unser optisches Formgefithl aber wird an den welligen Ziigen
unserer Bahnkurven sicherlich kein Missfallen finden. Mendelssohn
schreibt ,den flammigten oder geschliingelten TLinien® sogar eine
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gewisse Anmut, eine Art htherer Schinheit zu: ,die Schonheit der
anscheinenden oder nachgeahmten Bewegungen“. TUnd wenn wir
hinsichtlich der formalen Schonheit von Kurven den Malsstab Hogarths
anlegen, der die Sinuslinie fiir die Schonheitslinie erklirte, so
diirften die Bahnkurven unseres Mobils als aesthetisch wirksam an
erster Stelle rangieren und ihrer Stetigkeit und reguliren Gliede-
halber vor den Ellipsenbahnen ebenso viel Vorzug geniessen, als
diese dem Kreise gegeniiber, den die Alten wohl fir die voll-
kommenste Linie erklirten, der aber trotz seiner unendlich vielen
Symmetrieachsen arm ist gegen diese, seiner unveriinderlichen Kriim-
mung halber. Die Anzahl der gesetzmiifsigz wiederholten Linien-
ziige und Schleifen und damit ein vermehrter oder verminderter
Grad von Schonheit hingt ab von der Grisse des Winkes @.

Es kann nun aber nicht unsere Absicht sein, auf die Unzahl
von Specialfillen einzugehen und fiir verschiedene Werte der Kon-
stanten A, B, O ete. noch weitere und dabei doch nebensichliche

Rechnungen und Bestimmungen auszufiithren.

Bs mag aber noch kurz darauf hingewiesen werden, dass (Fig. 9)

fiir @ = }: (Kurven a und @) oder fiir @ = 7z (Kurven b und )

]

unsere Bahnkurven geschlossene Formen annehmen, wie sie bekannt
sind als Sinusamplituden- und Cosinusamplitudenkurven. Von
solchen weiss man aber, dass sie (wie die Cartesischen Ovale und
event, die Cassinischen Kurven®)) zu den bicirkularen Kurven
gehtren, und dass sie im engsten Zusammenhange mit den
sphirischen Kegelschnitten (event. ihren -+ 450 Trajektorien)
stehen, die — stereographisch projiziert — im allgemeinen bicir-
kulare Kurven®*), im besonderen Cartesische Ovale mit drei reellen
(event. einem reellen und zwei imaginiren) Brennpunkten oder

#) Auch bei dem Newtonschen Kraftgesetz stehen diese in eigen-
tiimlicher Beziehung zu den Planetenbahnen. Cf. Oekinghaus in der
Wochenschrift fiir Astronomie, Meteorologie und Geographie. 1888.

*%) J. Finsterbusch, Beitrag zur synth. Geometrie ebener Kreissysteme
und damit im Zusammenhange stehender htherer Kurven. III, die Car-
tesischen Ovale und ihre konfokalen Biischel. §§ 76—78. (Werdauer
Realschulprogramm. 1892. No. 578.)
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Sinusamplituden- (event. Cosinusamplituden-) Kurven*) ergeben, je
nachdem zum Projektionscentrum ein Brennpunkt oder Mittelpunkt
des sphiirischen Kegelschnitts genommen wird. So wiirden also im
Specialfall unsere Bahnen die Form von Projectionen sphirischer
Kegelschnittkurven annehmen kénnen, in Cartesische Ovale und
in Cassinische Kurven, ja auch in Kurven 2. Grades, in Ellipsen
(Newtonsches Kraftgesetz) und in Kreise deformieren kénnen,

Das letztere geschieht fiir den Grenzfall k — 0 —;—; im
Fall 2 und 7, wenn y = #; im Falle 8, wenn « = f3), dann gehen

7 P p e LY { 5
bekammtlich sin amu und cos amu in sin-%- und cos —AP— selbst iiber;

in unseren Formeln wird dann r— const, und der Punkt bewegt
sich mit konstanter Geschwindigkeit im Kreise, auf welchen das

Ringgebiet zusammengeschrumpft ist,

#) G. Holzmiiller, Isogonale Verwandtschaften und conforme Ab-
bildungen. 1882. §§ 101—103.

Bemerkte Druckfehler.
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