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IV. Raumgitterzahlen.
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Tafel der Ranmeitterzahlen
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In vorstehender Tafel der Raumeitterzahlen (GZ) sind diejenigen Zahlen (NGZ),
die sich nicht in die Summe dreier QZ zerlegen lassen, besonders hervorgehoben.

[t 7 a® + b* 4 ¢ und p eine beliebige ganze Zahl, so ist

p! G4 = (ap)” (b p)* (cp)*

worans sich sofort der Satz ergibt:

. Satz. Eine G¥ mit p* multipliziert ist wieder eing GZ.

2 Satz Kine NGZ mit p* multipliziert ist wieder eine NGZ, = B. 7.2° 28,

3. Satz. Die NGZ sind Zahlen von der Form (3n-—1)p* wo n und p be-
iil'ili'_’-' Calze }",.'L||'!-IL r'-iHll. )

8, 821 beweist, dass (Bn 4 7) 2% keine _,,r.rinim-“' Form

15, dags jede gerade (uadratzahl durch 4 m, jede ungerade durch Sn -+ |
werden kann, Ist die Bumme dreier (uadreatzahlen ungerade . so kann sie nur dorch eine
nen Bpi-E 1 -=3q 14 B8r= | =8k 4 ¢
i tq + 8r+ 1 =8k 4

welehe die Form (30 + 7) nicht einschliessen n s f Iine wenig geanderte Be-

¥
¥
1
i




Darans folgt sofort der bekannte Satz, dass alle ganzen Zahlen sich in die
Snmme von 4 Quadratzahlen zerlegen lassen; denn betrachtet man die einer NGZ
voransgehende Zahl der Tabelle, so braucht man nur 1 zu addieren, um die Riehfig-
keit des Satzes einznsehen.™)

4. Satz. Zahlen. die anf mindestens 2 verschiedene Arten in die Summe

dreier Quadrate zerlegt werden konnen, stellen sich dar a) in der Form q" wWo q
gine beliehize ganze Zahl, ausgenommen die Potenzen von 2, da 20 stets eine
einfache GZ: b) in der Form (Su + 1)r, wo r jede beliebige Zahl sein kann, aus-

senommen die NGZ,

6. Satz. NGZ (8n Lhi=""NGEE
Die durch Probieren cefundenen Sitze 4 u. 5 kinnten nur dann bewiesen werden, Wenn es
selinge, das Problem der Streckenmultiplikation in die riumliche Geometrie zu fiher-
tragen. Dass dieses Problem aber im dreidimensionalen Ranm nicht allzemein gelist
werden kann, folgt ans dem Beispiel 3.5, wo die einzelnen Faktoren als Vektoren-
quadrate dargestellt werden kinnen, nicht aber ihr Produkt. Lipschitz hat gezeigt,
dass dieses Produkt ein Quaternion ist,**)

Die Regel fiir die Multiplikation von Quaternionen kann dem folgenden
Schema ) entnommen werden:

|. L5 S {
i | {5 Eq
L £ 1 2
{ i i |

Der Wert des Produktes 0.8, ist in der Horizontalreihe enthalten, die links

e und in der Vertikelveihe, die oben e, enthiilt. Danach ergibt sich

(] ~=9am 0] !. a 2;) ] _JI_ } 8, - 8y 9p
d: h, (1 -89 (11 =1y = L8541 RS
Alle Zahlen lassen sich in einer der folgenden Formen darstellen
gn, 8n 4+ 1, 8n+2 8n 4+ 8 8n+4, 8045 8n+ 6 20+ 7

Thre Quadrate sind daher von der Form
Bn,, 8n, + 1, 8o, + 4
Bildet man die Summe von 8 Quadratzahlen, so sind nur die Formen Sn, 8n + 1, 8n + 2, 8n 5,
v yon 4 Quadratzahlen bildet, kann

8n 44 Bn 45 8n 4 6 méglich nnd nur wenn man die Somi
anch die Form 81 4+ 7 auftreten,  Alle Zahlen von der Form Sn -+ 7 kinnen als Summen von 4 Gua-

der

dratzahlen hergestellt worden, von demen 8 ungerade Zahlen sind, wihrend die vierte yon
Form 4n + 2 ist.

an Formel
2np)®

##) Aus der von Schwering in Crelles Journal, Bd 115, 8, 301 angegehen

(m* + 0+ p*+ 0 = (m* 40" —p*—q°) + (2mp o 2nq) + 2mp I

folgt der Satz, dass das Quadrat jeder Zahl, ausgenommen die Potenzen von 2 (hei dencn p und g
cleich 0), sich in die Summe dreier Quadrate zerlegen lisst

%) Lipschitz, Untersuchungen iiber die Summen von Quadraten. Bonn. 1886, 5, bl

{1 E. Stody, Theorie der komplexen Grossen. o. 167. Encyclopaedie der meth. Wiss. LAy

Anf diese Arbeit bin ich in dankenswerter Weise von I Prof. Dr. Mehimke anfmerksam gemacht worden,




a8

Die Zahlentheorie hat die Anfgabe gelist, ein ganzzahliges Quaternion, dessen
Norm (hier 15) gegeben ist, in Primquaternionen zu zerlegen, Den dreigliedrigen
(Quaternionen (sagen wir Ternionen), die fiiv die Zweeke nnserer Anfeabe allein in
Betracht kommen, hat diese Theorie noeh keine besondere Aufmerksamkeit geschenkt.
Insbesondere ist die Frage zn lisen: Unter welchen Umstéinden ist das Produkt zweier
Ternionen wieder ein Ternion?

Da es gleichgiltiz ist, welche der 3 Einheiten e, e; oder e, verschwindet, so
setzen wir €y 0
Das Produkt zweier Ternionen ist
(X, e ¥+ g Z) Xy 8 ¥y =1~ B; &)
(X %e — Y1 ¥e — % %) F 6 X ¥, 1 ep (X, 2y -+ 2 Xa) - €5 (¥ Bg — ZyYe)

Das Produkt zweier Ternionen ist also wieder ein Ternion, wenn
Nyt %y Va 1]

Das Multiplikationsschema 1st

|:|'i‘-']|||,'|2

(1 4+e -+ 2a,)(1 28 le,) —_ - i s
d. h. RO (B TS| By LRl S0 [9.5.6
oder (LI 41 42 (1 - 2% J 4=) - (9% 1- 3= -} G7)

Dass das hier gewonnene Resultat nicht ceniigt, zeigt schon die Multiphkation
mit 2 [1.1.0], Sie kann mit der gefundenen Regel nur durchgefilhirt werden fiir
7 0. oder x, v,. Hs widerstrebt z. B.

1.1.0] . [4.2.1]
nnd doch wissen wir, dass ein Ternion der Form [6.4. 1] heranskommen muss. Am
Schlnss der foleenden ceometrischen Betrachtung wird gegeigt werden, wie das letzie
Ternion auns den beiden ersten abeeleitet werden kann.

Streckenmultiplikation im Raum.

Sind [x, v, 2] und [x. v, %] zwei Vektoren, [xyz] ein dritter Vektor, dessen
Tensor gleich dem Produkt der Tensoren der beiden ersten sein soll, so ist
()RS =y A7) X2 ¥+ 29
Vorerst mige angenommen werden, dass die 3 Vektoren mit dem Einheits-
vektor [1.0.0] in einer Ebene liegen, deren Gleichung

. ¥ %
=) X ¥y & v 2 Yia=u




. i ?‘.'I
dann ist cos [X, .y, -%] [1.0.0] y =
Vix yv,.* -+ z,°
) Vs i
der sin [X;.¥,.%] [1.0.0
Vit 4+, 7
Xy
CO8 [Xg .Y -2 |1 00 - b2
Viz,* + 7, iy
: Viy. 7
N [Xg - ¥a -2z [1 2020 '

Vix,* oyt 2

CO% | X - ¥ . & 0 R \
\::' | \ I .‘.‘.!

Und da bei der Streckenmultiplikation in der Ebene der letate Winkel gleich der

Summe der beiden ersten ist, o folet

X Xy X V.2 Al W Z:7)
Vx y 7" Vx v. i Lm® Vx4 7
oder mit Hilfe von Gleichung (1)
(8) x s Vi A e 7i2)

Die Wurzel wird rational, wenn

(4) ¥, py, und z, 7,
A : Z
Aug (2) folet (D) Z Lo
." 1 :
; T : = Zy
und somit x*-1¥y° -2 X ¥ 3
| ¥ Z : : : Sl g o
oder nach (1) ¥ e it Zo) (Xt = By Dz X
|
nnd mit Hilte von (3) i el o Sy bl SR at) + ey Loz
P (3 7 )t — XX, S e T i)
(Y1 Z,°)°p
(¥ Ze) pE xS B pX, X Xoh
worans der Wert tiir y folgt. Wir haben
I X =% % Fpiy 2 =5 Xt i Ya 1% %
(6) < ¥ .nx + x) (X ¥s + %2 ¥1)
Z 74 (PpPX 4 Xg) = + (X %y + %) Xy}

wo entweder nnr die oberen oder nor die nnteren Zeichen oelten, nnd sind jetzi

der Lage, die folgende Multiplikation ansznfiihren :
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11.+1.+8)
| 2 I"J.!::[[ : "
[112] [124] | [—9.+38.+6]%

dasg niimliche Resnltat, das wir durch Multiplikation der beiden Ternionen
G tenten) (o e ¥yt ezn)
erhalten.
Vermittelst der Streckenmnltiplikation kann jeder Vektor quadriert werden.
Mit Berficksichtizung der verschiedenen Vorzeichen erhiilt man nur die beiden weszent-
lich verschiedenen Resultate:

(x-le y-+ ez x* —y'—z"+ 2e, xy-- 20 x3
(x +e§y+ ez (x—ey—ez) x* 4 y* + z°
T e P T | a = Irj'. : f- 228 |.J . 2340
| [a® 4 b* 4-¢¥, 0. 0]
Man siehl anch unmittelbar, dass
(a® — b* — ¢ 4 4a*b* - 4ac? {a® 1 b* - c¥)®
Beispiel :
[2.9.1]7 [—1.8.4] 9% pnd [1.2,2]* [7 .4. 4] 9¢

Kine zweite Zerlegung fiir 81 liefert der Vektor 8 [2.2.1] = [6.6. 3).

Die erhaltenen Formeln bieten die Moglichkeit, aus sinem Vektor die Quadrat-
wurzel zn ziehen, Ist [a.b.¢] der gegebene Vektor, [x .y . z] die gesnehte Quadrat-
wurzel, s¢ hat man

X! — y — 2% 4
2Xy 1}
2xz = ¢
x4+ y* -+ z9)° a® - b* - c*
x*fyiz? =+ Va?l il p® 0% u. s. f.
Besonders einfach wird die Losung, wenn a*® 4 b* | ¢® = d° Dann ist
I._.!‘_E:{"_- + d
o2 1 i)
e 5 | d aj
1
2 5 (a £+ d)
= b*
¥ = )
ot

?.'.' s

) Ts ist sehr einfach die mechanische Resel abzoleiten, vermittelst welcher die boiden
verschiedenen Multiplikationsresultate erhalien werden, wenn man die beiden Vektoren unterein-
anderschreibt:

=Rl ]

b
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teispiel. (6.3, 2] |:'F L0, 0] gibt
l \ 13 \ 9 \ 2 I [[7.0.0]
Ssais ¥ Cops iV el Degdl Te a0 8]
Versncht man die Streckenmultiplikation in der Weise zn verallgemeinern,
dass [x.yig] .9 .%] =Fy-5] [1:0.0
i il |5 0 I o Ml b R

g0 erhilt man das folgende System yon Gleichungen

[, x* v &% (2 il g et b g ® e t)
L xx, -+ ¥y + 22 ElP+nitax
Il. xx, + ¥¥. £z, (%% + ¥o? + %%) X

das nur fir den Fall rationale Werte zu ergeben scheint, wenn, wie bisher, angenominen
worden. die beiden zu multiplizierenden Vektoven mit dem Einheitsvektor in giner

Ebene liegen.

Beispiel. a8 Haldng, A= |i LAnE]
s e S 126
X 2y % 24—
e I e 2l | =l
L ¥ 3
X L s

Multiplikation durch Koordinatentransformation.”)

Jedem Pankt mit ganzzahligen Koordinaten entspricht ein Punkt des kubischen
Raumeitters mit einer Wiirfelkante gleich der Einheit. Andere kubische Raumgitter
findet man dureh Aufsuchen dreier Vektoren derselben Form, die aufeinander

senkrecht stehen: (a.b.c] [b.¢.a] [c.a.b]
also durch Aunflisune der Gleichung

.'|]| 1_1!'_' — oG [}
pines Keeels, Die Axen des Koordinatensystems sind Mantellinien. Die Selinitte mit
Ebenen parallel einer Axenebene sind Hyperbeln, deren reelle Axe in die Halbiernngs-

linie des Winkels zweier Koordinatenaxen fillt; anf dieser liegen die ersten Gitfer-

*) Soll ¢in Gitter in ein anderes verwandelt werden, dessen Grundspat durch die Vektoren
[a, by €], [@s by cal, [8; by ¢q] bestimmt ist und sind die Koordinaten eines belichigen Punktes im neuén
System %, y, z, so ist der #u ilm gehivige Vektor
x [ by.c]i4-¥ [y b sl = [85 15 Gl

und wenn X, Y, % die Hoordinaten des nimlichen Punktes im alten Gitter, so folgt

]‘.\; =8, X+ 8, ¥ 4 ayE
SN = x4 by ¥ 4 by
lz =

= 0 X FCy Y + CyE




punkte; es sind aber noch weitere vorhanden, wie die nidhere Untersnchung zelgt,

Man erhilt fiir

i I P ]|
{ — g ARG 2
— h.b 'i-!. 1= 4 5|
(3.4 i}, [12. 6.4}, [20.5.4]

[10.10. 5], [30.6.5]
24 . 8.8], [42.7.6] w s L.

(19512 6] [16. 106

Die absoluten Multiplikatoren sind demnach
9.2.1], [6.8.2], [12.4.3], [20.5.:4], [15. 10, 6], [42.7.6]
und deren Vielfache. Allremein
mn(m-+p.mp @+ p).mnp
Teder beliebize Vektor kanm mit einem absoluten Multiplikator [a.b. c] nach

folrendem Schema multipliziert werden:

- dd [ [T el x[a.b.¢]+4y[b.c.a] + z[c.a.b]
Der Punkt [x.y.z] im neuen Gitter hat die Koordinaten
X ax -+ byt ez
i bx + ey - az
7 ¢ex - ay -+ bz

Der Spat des neuen Gitters hat den Inhalt

abe
bea | = (a4 b® 4 ¢
cab
Wi ab-t+be+ac =190
Unter der ndmlichen Bedingung ist also
) (x2y? Logf)(af o bE 4 ef) fax +by e tbx+4 ey azn)’
(cx ay -+ hz)

Betrachtet man nochmals die allgemeine Form des absoluten Multiplikators

und bemerkt, dass

nn-pP4pim4pd-4nip =0 +np+ Py
WOTAILS X 8y 8y ay X Ay f, & X
¥ h,.hy by Y by b, by X
A e & & ey | 6, Gy &
X — Y . p, p—
A, Ay fy By 3, Oy 8y
Iy by b by by, by by
. Cg Cy Cy Cu €y i Og Cy

Ist dic Nemnerdeterminante gleich 1, so hat der Spat des menen (Fitters den niimlichen Inhalt
wie der des alten und die Anzahl der Gitterpmnkte ist in beiden Gittern gleich gross,
F. Sommerfeld. Geometrische Kristallographie. Leipzig 18906, S, 24 und =5,

%) Diege Formel wurde zuerst von Catalan auf anderem Wege gefanden, Atf Nuovi Lincei
5. 9 108: auf dic Arbeiten von Catalan bin ich in dankenswerter Weise von H. Prof. Dr. Wolfing

aufmerksam gpemacht worden.




go findet man den Satz:

Zahlen von der Form m* (0 - np

a* m* n* (n
m* p-in

b+

p?)? lassen sich in die Summe dreier Quadrate
P
[ic 1]:_:'

es ==

zerlegen ,
Schema (**) multipliziert werden kinnen.

35 7 g8 qon Y 1A%,

Es ist z. B. 7 = 6%+ 3% 4 2°

(37 323

Die Multiplikation der Vektoren ist

man S verschiedene Resultate:

[3.2.1].[6.8.2 =31[6.8.2] )
| ald
]
|
| =
nnd [ i [ e i e

oetl

(xe, +ye,

THEELIL

- 7 6;) (& el be, 4 ceg)

bye -+ 0cye g

g0 heisst das Multiplikationsthema
S o <
Y o= b X
Z (—ex

-J||_|:I'

die mit jeder beliebigen Summe dreier Quadrate (x* -} y* - %%

41y (6% + 3

aze; e

nach dem
Splehe Zahlen sind

152 162 18% 19% 21° n. s 1
aber a e R e 2
22 gaa | 11% | 9F

entschieden vorzuziehen; dabel erhilt

(3.2, 6] [2.6.3] = [Bgz=T1vE=H]
L [26:. N3]

[10 . 19 . 15]

a2 14 il

3. 2.6] +8([2.6.3] [67. 1719
L LB T e s

[ 6. 26, 0]

s 6, Tl 28]

- axe? - bxe &, | CX¢& 8

bzeye, |+ Czey

b N i Z) ey
— ey 8 Z) 8,
8y b z) 8;
(13 &
8, —
8, @
€y —b;

Anstatt die Glieder des Multiplikanden zu verdndern, konnte man sich anderer

Multiplikatoren bedienen:

3[6.3.2] -2 [3.-2.6] + [2. 6. 3] [es, e i
Man erhilt dabei aber keine nenen Resnltate: ebensoweniz bei der Ver-
tanschung : 3[6.8.2 42 {as B 3.2, 6] it s [
I Byt
f Ty 8 8, — & B8
Das Schema ist jetz AT :
g, 8, 8 — 8
8y €3 0y L3




T =

Es eibt 4% verschiedene Vektoren derselben Form [a.b.ec], welche den
Flichen eines Hexakisoktaeders entsprechen. Sucht man die Anzahl der wesentlich
verschiedenen Vektorentripel (dreier anfeinander senkrechten Vektoren), so ist zunichst
#i bemerken . dass ein diametral entgegengesetzies kein nenes Multiplikationsresultat
liefert, Die 24 iibrie bleibenden werden zu je dreien zusammengefasst. Der dualistisch
entsprechende Satz heisst: BEinem Hexakisoktaeder lassen sich 8 verschiedene Rhom-
boeder nmbeschreiben. Die Flichen der Kormen I\li =802 (2L :;), (1o . 10, 6) n. 8. f.
lassen sich zu je 6 als Wirfel zn-
sammenfassen; man kinnte sie Okta-
kishexaeder nennen. Der Pyramiden-
witrfel (2.2 . 1) ist ein Tetrakishexa-
eder (Fig. 30). (Die parallel ihrer
Symmetrieaxe schraffierfen Flichen
liegen in den Wiirfelflichen, Man
darf sie sielh nur nach dieser Axe ge-

brochen denken, um eine Vorstellong
vom Oktakishexaeder zn bekommen.)
Entgeoen der Multiplikation mit
absoluten Multiplikatoren ist eine solehe
mit anderen Vektoren, die Koordinaten-
transformation oder das Multiplikations-
e e schema, vom Multiplikanden abhiingig
e e R (relative Multiplikation). Als Beispiel
Fig. 30, diene die Multiplikation mit 2.

Hier scheint die Transformation mit

dem Spat [1.1.0], [1.1.0], [1.0.1] durchgefithrt werden zun konnen, denn es ist

[ 0] 1.1.0] [0 0.1 1.2.1]
[1.1.0] . [2:1.00 =2 [1.1.0] [1.1.0) = [L.5.0
[T00] . (2201 2 1.1.0] +21.L.0] 4 [1.0.1 [l

aber fiir die folgenden Multiplikationen mit [2.1.1] und [3.1.0] muss ein anderer

Spat gewiihlt, oder es miissen die Multiplikanden verdindert werden:

LS O] S]] [eln [1.1.0] + 2[1.0.1] =[2.2.¢2
N LT o SR BN S Ehaabh) i et ) 2.4 .0]

Die Multiplikation mit [3.2.1] ist anf keine Weise durchfithrbar, was mit der Tat-
sache in Kinklang stehf, dass 25 nicht in die Summe dreier Quadrate zerleet werden
kann. Dagegen erhilt man

A £ [1.1.0] +2[1.0.1) + [1.0.7] = [5.4.1]

Diese Multiplikation ist in der Ebene der Vektoren [1.1.0 und [1.0.1] ansgefiihrt:
denn 4[1.1.0] 4+ [1.0.1] [6.4._1]; der Spat ist auf einen Rhombus reduziert,
bei dem eine Seite doppelt zn nehmen ist,




wurde 8. 67 gefunden

(3) x X, X+ V(@ + 29 32+ 50)
T L 15 P i
5. 6B = l \ = < \ e \; = |
2 26 L
oibt mit [0.1.1] multipliziert nach Gleichung (3)
iy 0
. A e 1 - ]) =
\ (‘]ii l:?) (
Ynr Berechnung von y und z hat man
(1) x*—+ y® - =° 14
; A 4 /18 : 9
(2} ¥z, — ¥, 2 = 0hds ooy \ 5 Z \/ o6
3
¥ = = &
Somit ¥ TR it
Zur Veralleemeinernng der Methode sefzen wir
Lah sat b® — ¢ \ C I
a | / = e W
\ g \ 2(a 4+ b} a b
Bei der Multiplikation mit [0.1 . 1] wird
7 : a® - h*
LT ) .2 =+ Va hi=i=tp
\ Q(a-4b ]
‘ ; 2a— pt p*(2a—p)—2¢ VAL
\ 2 \ 2(2a p¥l \ 2a—p°
mit [0, 1. 1] multipliziert gibt x = + p
I ¥ ) C
¥y s Vp!(2a—p*) — 2¢
|
7 D Va
Beispiel: a = 15, ¢ 2 p 1 zibt
/39 /25 2 l |.. | | <y
: / - : A e | : e [y e 2
I \ 2 \ 5 1e] \ a9

Als ein Beispiel velativer Multiplikation kann aunch noch die Streckenmulti-
plikation anfgefasst werden. Aus den Formeln (6) S. 67 folgt

Sy [ . Xe s 0] 42, [2 - O - X

%Y. 2 X [0V e e

Da der Vektor [x,.y, .z sowohl senkrecht steht ant [y, .x, . 0] als auf [z, . 0. x,]
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so wird hier das kubisehe Raumgitter in ein Gitter von monokliner Struktur mif
einem senkrechten Prisma als Grundspat verwandelt, dessen Grundflichen Parallelos
sramme sind,

Bin eigenartigzes Beispiel absoluter Multiplikation bietet die Multiplikation
mit einem Vektor der Form

fa.b..0] wo a" - h° Vs
Fs ist
[x.¥.2].[a.b:0] x[a.b.0]+y[b.a.0] +z[0.0.¢]
d: h. (x*- 3>+ 279 (a2 4-Db? - (ax - byyE -+ (bx—ay)® + (@° 4 b7z
Hier wird das kubische Zahlengitter in ein anderes mit der Kante c Va® b*

verwandelt. Die Stellune der neuen Wiirfel kann keine andere sein, als die eben an-
genommene, bei welcher die Grundflichen in einer der Koordinatenebenen lieggen und
deren Seitenkanten parallel einer Axe laufen.

Bei einer schiefen Stellung der Grundiliche

e b ], [bic..a

Wi ab -+ be4ac (1]

ist der auf ihr senkrechte Vektor [c¢.a.Db]; dieser bestimmt mit den beiden vorigen
den Wiirfel, der bei der absoluten Multiplikation erster Art in Frage kommt. Wir
haben gesehen, dass auch die absolute Multiplikation zweiter Art eine kubische 1st,
haben also wwei verschiedene Arten der kubischen Multiplikation zu unterscheiden.
Die Streckenmultiplikation bietet ein Beispiel einer monoklinen (orthorhomboidischen)
Multiplikation, die fiir y, = z,, d. h. fiir den Fall, dass der eine Vektor in einer
Medianebene des Axensystems liegt, zur rhombischen wird.

Bei der Multiplikation mit (1.1 .0) handelt es sich um den Spat [1.1.0],
1.1.0], [1.0.1], bei welchem die beiden ersten Vektoren ein Quadrat bestimmen,
auf welchem der 3. schief steht; wie man leicht einsieht, ist aber eine einzige Symmetrie-
ehene vorhanden, so dass ein monoklines Prisma mit quadratischer Schiefendfliche
vorlieet: jedoch ist aunsserdem noch die Gleichheit simtlicher Kanten im Gegensatz
zum monoklinen Typus hervorzuheben. Bei der Multiplikation mit [2.1.0] handelt
es sich ebenfalls um ein Prisma mit quadratischer Schiefendfliche, dem jedoeh die
Symmetrieebene fehlf:

[Bailla0] s2ad2] 2. [2.1.0] -+ [1:2:0] 2 [0.1.2] [ 2.4]

Diese Art der Multiplikation moge die klinogquadratische heissen.

Zusammenfassung der Resultate dieses Abschnitts.

Die alrebraische Multiplikation zweier Vektoren ist gleichbedeutend mit einer
Verwandlung des kobischen Zahlengitters in ein anderes, dessen Grundspat entweder
nur von einem oder von beiden Vektoren abhiingie ist. TIm ersten Fall kann die
(absolute) Multiplikation mit jedem beliebigen anderen Velitor ansgefiihrt werden, im
zweiten (relative M.) nicht. Geniigen die Koorvdinaten eines Vektors [a.b.e¢] der
Bedingung ab 4+ be 4 ac 0, s0 kann er mit jedem beliebigen anderen multipliziert
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werden durch Verwandlung des Kkubischen Zahlengitters in ein anderes mit wiirfel-
firmizem Grundspat, dessen Kante Va® - b -} ¢ Ist fiir einen Vektor [a.b.0]
die Bedingung a* - bt — ¢ erfillt, so kann er mit jedem beliebigen anderen durch
Verwandlung des kubischen Zahlengitters in ein kubisches mit der Kante ¢ = V/a® 4 b’
multipliziert werden. Die Streckenmultiplikation im Raum ist ausfiihrbar, wenn die
zu multiplizierenden Vektoren mit einer Axe in einer Ebene liegen; sie ist oleichbe-
dentend mit einer Transformation in em Gitter von orthorhombischem oder orthorhom-
boidischem Grundspat. Andere Beispiele der relativen Multiplikation fiithren anf einen
klinogquadratischen Grundspat von monosymmetrischem oder asymmetrischem Typus.

Niaherungsvektoren, (I Anhang.)

Dureh die Untersnchungen von Jakobi (Alleemeine Theorie der kettenbruch-
ihnlichen Algorithmen, in welchen jede 7ahl aus 3 vorhergehenden abgeleitet wird.
Borehardt's Journ. fiir reine und angew. Math. 69.p. =9 g4) und Fiirstenau (Uber
Kettenbriiche hiherer Ordnnong. Programm Wieshaden 1874) ist es miglich geworden,
fiir jeden beliebig komplizierten Vektor eine kiirzeste Reihe von ihm sich immer mehr
niihernden Vektoren anzngeben. K. gommerfeld (Kettenbruchihnliche Entwicklungen
zur Beurteilung der Wahrscheinlichkeit des Auftretens pestimmter Flichenkombinationen
an Krystallen. Centralblatt tiir Mineralogie, Geologie und Paliiontologie. 1903, 8. 537)
hat die Methode dualistisch auf die krystallographischen Formen angewendef.

Die Form solcher Kettenbriiche ist die folgende:

I 1
¥
I
b,
i By T
y b,
a3
m e ay AR ¢
P : 1 p - : 1
bg i )y
2 ST 2 b,
g Ay 1+
8y 1 |
8 ; a; 1
h:-. : b.
8 a,
a, + By
b, - b, -
(1 — = 'I
iy ay

wilk m 1 . X o
Die Nihernngswerte und 5 orhilt man durch Vernachlissigung aller der-

saniren Koeffizenten a, und by (Teilnenner), deren Index k > i d. h. wenn man alles
JETLY Ja
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das vernachlissizt, was hinter der die Grissen a; und b; verbindenden Vertikalen steht.
Die Nidhernngswerte lanten somit

I, 11
a, b,
]II E'I?
m, ; , b A e+ b T I I ] P |
) s Bl e i =l e =
P4 iy i, M iy &
1, (8, 4, -+ by) a, -+ &, by 4 1. {a, b, + 1) a, h, b,
A : : ' . R
P 8 .Bs b, Ps a;, &g + by

Und es gelten die Bekursionsformeln :
m; = & Miy DiMi—e + Mi—g
nl 47 Mi—g - by nj_e -+ Nj_3
| P #i Pi-1-F bi Dice + Pi-s
Der Aleorithmus, nach welchem die Koeffizienten a; und b, berechnet werden,
goll an dem Beispiel des kleinsten Hexakisoktaeders bei gegebenem Inhalt gezeigt
werden. Es wurden (Programm des K. Gymn. Rottweil 15857
werte filr die Indizes zefunden

von mir als Nihernnes-

1555 5 ary . 37T 164 L s Bemy G f:8
=R ¥ i n, 8. f
S99 fna 309 - G4 (i G4+ 57 BT b7 8
548 . G4 o I 7T 2 I 8 \ I
2 = L 3 Ly =
I o i I
192 D2 892 : (4 64 64 : 57 b Moo

Die Hechnung kann nach dem folgenden Sehema ausgefiithet werden :

3| 1553 392 845 | 2 (Der nene Divisor wird
6 392 (i 37T | b in die Mitte westellt; er
1 G 57 g0 ist der Rest mit der Zahl
T b7 e T (10 rechts; der Rest mit der
1 5 7 I [0 Zahl links kommt rechts,
T 7 I ] links der alte Divisor.)

m, ] 1, 2
Do Py |
1M, 20 1L 13
] 6 L 5]
1M, 24 Ti, 155
Pa 6 P (s

Die weiteren Nihernngswerte werden durch die Rekursionsformeln bestimmt
(24 L0 98 43 — 171
.18 +0.18

7
T
P = 7. 640, 61 43 u. st
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Wie man sieht, passen an den Anfang die Niherungswerte

g L2t i 0
P g U
s 0 n-g 1
p e (}] p-2 ¥ (1]
m_g 0 I 0
- 1, Dus 1
Denn es ist I, oy my - by my = ey
(8. a, - by)ias -+ 8 - 1 a, (a, & b)) + by a, -+ M—j, M 1 st

o dass die Rekursionsformeln gleich von vornherein beniitzt werden kinnen.

KEs ist m, 3.14-2.0 1.0 3
n, 3.04 2.1 1.0 2
I 3.04+2.041.1 L BT
Betrachtet man m, n und p (wo m >>n > p) als die Koordinaten der Knd-

punkte eines Vektors, so stellen die Girossen my, n; und p; die Koordinaten von
Niherunesvektoren dar. Die Rekursionsformeln kinnen anfgetasst werden als Formeln
fiir die Transformation des kubischen wahleneitters in ein Gitter mit den Vektoren

[Miey o M-y . Pi], [Mi—g. Die. Pi o], Mg o Dy—w P

oder iy, ¥ie, vi_g und diese Formeln kinnen geschriehen werden

Yi L Vi—1 1 T T i 8

a.. b, und 1 sind die Koordinaten des Punktes [m; .mni. pi] im System vi—y, Vi-a
v. .. Vermittelst dieser Formeln kann bewiesen werden, dass

m; Mo Mo

mg Nj—3 N2 |

Pi Pi-1 Pi-z
d. h. dass der dureh 3 aufeinanderfolzende Nihernnesvektoren gebildete Trivector

:_.“"\||.|1I =iliask:

Bewels.

M Mi—; Mi—g M == 8 Mg bimiss My My e

Ny Do Nice I 10 | CE bini—e Ni—3 Ny

P Pi-1  Pi-z pi B D = bipi—e Pi=1 i
mi—s M-y Mi g Mi—y Mg M
1 Nily DN I Mz Tli—a
P Pi—1  Pi Pii Pi—2 DPi

Dureh wiederholte Anwendung dieser letzteren Beziehung erlifilt man schliesslich die

Determinante

my mMog M_j 1 0O 0
n 1l I () | 1]
P—1 P I 1R |
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Die letzte Determinante stellt den Grandspat des kubischen Zahlengitters dar.
Von ibhm auseehend, kann die Transformation in ein Gitter mif einem doreh den End-
vektor, den letzten und vorletzten Nihernngsvektor bestimmten Gruondspat durch eine
Anzahl besonders einfacher Schritte ansgefiihrt werden. Diese Schritte lassen sich
als eeometrische Snmmierungen der Vektoren davstellen. Fiir das angefiihrte Bei-
spiel sind es die folgenden:

(8.2 1] 3.(1.0.00+2.[0.1.0] + [0.0,1]
[23 .13 . 6] 6.[3.2.1] +56.[1.0.0 [0.1.0]
[24.18.6] = 1.[28.13.6] +0.[3.2.1] +[1.0.0]
171.98.48] = 7.[24.158.6] - 0.[28.18.6] --[8.2.1]
[194 . 106 . 49] 1. [171.93.43] 4 0.[24 .13 .6] 4 [253.13. 6]

[16563 . 848, 392]

=1

(194106 .49] + 1.[171.93 . 48] 4[24, 13. 6]

Bei diesen Transformationen éndert sich das Volumen des Grundspats, also
anch das zn Grund gelegte Punktgitter nicht. (Umgekehrt kann #hnlich wie ant
S. 28 bewiesen werden, dass alle Ebenengitter, welche ans ein und demselben Punkt-
sitter durch verschiedenartize Eintragung von Elenen erzengt werden kimnen, gleich
oTOSEe l;'r1-11n|1.-!:::'ei' hesitzen).

Die Anwendbarkeit der Kettenbruchmethode auf die Transformation eines
ebenen Gitters ist von F. Klein dargelegt worden (Vorlesungen iber Zahlentheorie,
(3ottineen 1896/97). Sommerfeld hat a. a. O, die fiir den Fall eines rdumlichen Gitters
notwendiz werdenden Verallgemeinernngen vorgenommen,

Ein sehr bemerkenswertes Beispiel ist noch das folpende: .Gesucht wird das-
jenioe Hexakisoktaeder, dessen cken anf der Oberfliche einer Kugel liegen.®

Sefzen wir den Radius der umbeschriebenen Kugel, also die Hilfte der vier-

zihliren Axe 1, so ist anch die lh‘b‘i?‘,.ﬁ.h“gc
h'V'3 i
h 4+ k-1
und ebenso die zweizdhlize
h V2 |
h -+ k
Aug der zweiten Gleichung folgt sofort
k
S R bl
h i
| =
nnd ans der ersten i | Vs
1
Somit hik:l = 1:(—1 4+ V2): (V3 — V2
durch Verwandlung der Warzeln in Kettenbriiche erhilt man
k ; . : - T
- = (1 R ) mit den Niherungswerten ., _, m. 8.1,
]] 2 5] 12
k | S og 8 I
[ ey B2 sk s H oY 4 | g 1
E T h ’ ) grar i 1 &0




; , k B 5 : : .
Die Werte == und L liefern die ansgezeichnete Nithernngsform
) 1 "

(1B 6 B)
Nach der Methode von Jakobi-Fiirstenan erhilt man die folgende Reihe von
Niherungsformen 3.1.1)
(9. 4..3)

(19.8.,86)

(82 .9 .7)
(280 . 116G . 89)
(3146 . 1303 . 1000)
Der letzten Form steht (9.4,

3) schon niher als (15.6.5), da 15:5 zwar gleich 3,
aber G:5 = 1,2, hingegen 4:3 1,333,
wir mit dieser die Form (15.6

(19 .8.6); vergleichen
) besielich ilwer Lisung der gestellten Aufgabe,

5]
)

Noch niher steht
so ist flir die erstere

h V'3

0,907 filr die letzte (,9993
i 1 k T |
h V2 5
dagreren | Tl (1,995 bezw. 1,0101.
4 1 - k

Erheblich schlechter ist in dieser Beziehung (9. 4 . 3), fiir welche man die Zahlen
0,974 und 0,977 erhilt.

Harmonische Vektoren.

(II. Anhang.)
sind 3

' +¥
(rittervek- I | ;
toren [a, b, ], [a,by], T TR s !
a, b,] in einer Ebene R i | R LB o
gegeben, zu denen der . B I i b e the ot e ]
vierte harmonische ge- fal SR e e O T
2 s ; . i ] : Y | i : } / ¥
fonden werden soll, so | i i ; L i
ist die Liosung Sehr ----#---cpe-—q-caqmo it !\ 7 i
einfach, wenn, wie in | i | | i )/ fiks s
o Lk = - i i i (e -|I 1 bzt v d =y
Fig, 31, einer der Yek- ° \ e ! st J
toren v, durch vek- s e et | | Eofi
- N | i / l
torielle Addition aus {1 [ 1 [N Y
den beiden anderen '|I (PR ]
; o : | X r,»‘ A 1 : 1
v, und vy abgeleitet | | 7 i { v
werden kann. st i o el Ny
k 5 1 e s s T 0 B G = 11|
Yy L T T T ! N II v/ : ! o e }
50 ist v, die eine Dia- e | f,f T it L
' . ", ¢ e i }
gonale des Parallelo- - il e
gramms mit den Seiten L e PRS |
by ¥y nod k. vy die

+X
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andere Diagonale gibt die Richtung des eesuchten Velbors an:

P g ¥g )

Die Entfernune des Punktes [a, by] vom Vektor v, 151

Und gin (v, v,)

Va® 4 b,* Va4 bt

das Doppelverhilinis von 4 Vektoren

sin (v, V) _ sin (Vy ¥,) n, by Al D hy a, b
¥y ¥a Vg Vi) = 2 [ .I. ' 3 S 4 = 1 LR 1 n ]
sin (vy ¥5) s (Vg V) ag by — agby a3 by — 8y Dy
[st dieses gleich — 1, so bilden die 4 Vektoren ein harmonisches Biisehel,
Die nimliche Bedingung lisst sieh fir jedes sehiefwinklice System anf folzende Ari
ableiten: Ist v, MV, - ks ¥y, B0 hat man
By = kB ke e
b, hy by ha Dy
WOTAlS ; a; by — 8, by
A - g ’
l 2. D dy by | ha 8y b, — g |:||
3 2 oder
: 8 b a; by A fy b a, by
Ky . : ’ Ll
3 a, b, — 8 b,
Ist ferner v, w, v, 4 1, vy so ergeben sich fiir, und p, fihnliche Ausdriicke. Nun

soll aber ein harmonisches Biischel entstehen, oder es soll

=y Ao Vg
K g

d. h. s — "2 warden,
I ey

Diese Bedingung ist mit der obigen identisch.

Die Vektoren der Fig. 31 stellen die Projektionen von 4 Punkten der Netz-
ebene (5.3 .1) in Fig. 14 dar. Es sind dies [2.35. 1}, [1.1.8];[1.1.2] und 3.7, &].
Ans der Betrachtnne der letzteren Figur erhellt, dass die zn diesen Punkten eehorigen,
in der Netzebene (5.3. 1) liegenden Vektoren oder Kanten ein harmonisches Biischel
bilden. wie ihre Projektionen auf die YZ-Ebene. Allgemein gilt: Das Doppelverhilt-
nis von 4 in einer Ebene liegenden Kanten ist gleich dem Doppeltverhiiltnis ihrer
Projektionen anf eine der Koordinatenebenen, also eine rationale Zahl. Dualistisch
folet der Sutz: Das Doppelverhilltnis von 4 durch eine Kante gehenden KFlichen
(Netzebenen) ist eleich dem Doppelverhilinis der Schnittlinien mit einer der Koor-
dinatenebenen. wird also linear durch die Indizes ansgedrviickt. Dies ist das (zauss-

Millersche Fesetz.™)

"} . Sommerfeldt, Geometrische |\.Ii.}v':'il”"'_"l'-llll'li". I-"i-l'f.i.'_', 1906, 5. 101,
¥ M. Viola, Grondzire der Kristallographie. Leipzig 1904. 5. 65, Licbisch, Gegmetrische

Krystallographie. Leipzig 1881. 8. 37 u.




andere Diagonale g

Die Entfen

Und

das Doppelverhilt

Ist dieses
Die nimliche Bef
ableiten: Ist v, :

Wordals

Ist ferner v,
soll aber ein ha

Diese 1

Die Veg
ebene (5.3 . 1)
Aus der Betrae
in der Netzebe
bilden, wie iln
nis von 4 in
Projektionen &
folet der S
(Netzebenen)
dinatenebener
Millersche G

*) B
=) M
Krystallogra phii

[E) R 2 B

¢ v, ist

- az b, a b,—a,

j.-i - ;l-: by By b, — Ay b,

oren ein harmonisches Biischel.
nklige System aunf folgende Art

hy 8,b, — &y 0
pder —= = ks B Aii 5k
X, a, b, — a, by

L}

| und v, dihnliche Ausdriieke. Nun

hs 50l

llektionen von 4 Punkten der Nefz-
B, 1.1.8}, [I.1.2] und[3.7.86]}
is die zn diesen Punkten gehiivigen,
: Kanten ein harmonisches Biischel
Allgemein eilt: Das Doppelverhilt-
eleich dem Doppeltverhiiltnis ihrer
io eine rationale Zahl. Dualistisch
el eine Kante gehenden Flichen
¢ Schnittlinien mit einer der Koor-
i ansgedriickt. Dies ist das Gauss-

je, Leipzig 1906, 5. 10L

Licipzig 1904, 8. Gd. Liebigeh, Geometrische










	Seite 35
	Seite 36
	Seite 37
	Seite 38
	Seite 39
	Seite 40
	Seite 41
	Seite 42
	Seite 43
	Seite 44
	Seite 45
	Seite 46
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49
	Seite 50
	Seite 51
	Seite 52
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]

