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Gittervektoren.

Fin Gittervektor entsteht, wenn man 2 Gitterponkte (Punkte mit canzzalilicen
Koordinaten) miteinander verbindet. Die Verbindungslinie ist mit aquidistanten Punkten
besetzt. Die Linge (Tensor) des Vektors ist der Abstand zweier benachbarter Punkte.

[n den foleenden Abschnitten soll sezeist werden. wie die Operationen mit
solchen Vektoren fiir einige Gebiete der Zahlentheorie mnd der Geometrie nutzbar
gemacht werden kinnen. Im ersten werden die Quadrate der Gittervektoren. Zahlen.
die in die Summe zweier Quadrate zerlegt werden konnen, untersucht. Der zweite

wirid

wie sich die Gittervektoren in geraden Linien und (Netz-)Ebenen anein-
anderreiben, d. h, wie sich die diophantischen Gleichungen ersten Grades aul eraphiscliem
Wege losen lassen. Im dritten Abschnitt wird untersucht, wie sich die Gittervektoren

einer und derselben Form um einen Gitterpunkt groppieren. Die in eine Netzebene

tallenden Vektoren liefern regelmiissice ebene Punktsysteme, Tm vierten endlich wird

versucht werden, die algebraische Multiplikation (Streckenmultiplikation) von Gitter-
vektoren im Raum auszufilhren, was fiir eine erosse Zahl von IYiillen auneh celinet,
Ein erster Anhang wird zeiven, wie fiir einen beliebizen Vektor Niherunos-

vektoren berechnet werden kinnen. ein zweiter handelt von harmonischen Velctoren,

I. Gitterzahlen.

Definition: Gitterzahlen (GZ) (Gittervektorquadratzalilen), sollen die Zahlen
heissen, welche in die Summe zweier Quadratzahlen (QZ) zerlegt werden kimnen. [st
en gleich Null, so geht die GZ in eine ()4 iiber.

eine der beiden (Jnadratzal

a 1 a b
[t 57 at ] 5 ]

]l il -II il

wo die Komponenten a und b ganze Zahlen sind, so sieht wan (Fie. 1). dass sich




GZ anf guadriertem Papier (im quadratischen Gitter] als ein Quadrvat mit der Seite

a* -+ b®) soll als

o [0, [a,b] so darstellem lisst, dass alle 4 Eck-
' B punkte des (Jnadrates mit Gitterpunkten des quadra-
ol tischen Netzes zusammenfallen.
__.r-""dl \."‘-, Die Seite dieses Quadrates i\
== Vektor angesehen, mit a4 + bi in die Rechnung ein-
Mol Y= gefithrt und mit
N i | V = [a b]
i e ! bezeichnet werden.

. Satz Durch Multiplikation
Fig. 1. man eing nenge G¥

Beweis. {a -+ b1) (& - b'i) = aa’ b b (ah’ -1 g
[ (e bi) (a I aa’ bb* 4 (ab’ f
V.V bR :!’if"i el ) e — t-,- aa’ < b —(ahs— 38
\ {2 —:Db1) (8! —ibH aa’ — 'hh! — b i
Von den 4 verschiedenen Resunltaten der Multiplikation stellen das
das 2, und 3, den Vekfor einer und derselben ¥ dar

Bel der "']llhjt'li]\!r[illll zweler Vektoren braucht also nur bei

das doppelte Vorzeichen der imagindren Komponente beriicksichtiet

man sich leic

it Tiberzeugt, erhiilt man aonch kein nenes Resultat, we

gweler G erhili

b1 b+ Bi

G b B Af Bi

b i Ar— B

‘bii A — Bi

. und 4., ebenso

einem derselben
zll werden: wie

nn man das Vor-

zeichen der reellen Komponente éindert oder die Komponenten vertanseht:

(h a1l | a b} a'h abi— (aa’ h b i

. Beispel:

2. Beispiel :

i (2 g L

- L d. h

-‘. Tat " v )

=G =

4 . ]§|]~.J|]||

TACs o o
o : d. h
e < LS., I : =

Kig. B.

B L1




. Anmerkung. Aus der bekannten Konstruktion kinnen die analytischen
Formeln abgeleitet werden: Sind g u. 4odie Winkel, welehe vou den YVektoren [a b
bezw, |a b'] mit der x-achse gebildet werden. so ist

b : b ;
1) te g Lo t E ¥
il il
i |.’I d
. a‘'b + ab’ l A
2) tg (o + 4) s
a8ac = bbh B |
Al ot bl e s
Ferner ist | g
i A I5 A Be= (a v I by e
aa' bbb - (a’b 4 ab)* :f"BJ
und daher ‘
A aa* — bhf i
B a'h - ah* f
[igr, 2
Al =-aa' + bbb’ e
B a‘h — alby
2, Anmerkung. Ist eine GZ (A® -+ B*) durch eine andere (a® L b®), so ist il

Yektor A + Bi durch a -+ bi oder a bi teilbar und nmeekelirt, Eine nicht dureh
eine andere teilbare GZ heisst Primgitterzahl (s. Satz 4), ein unteilbarer Vektor soll
Primvektor zenannt werden,

Beispiel: 11 -}- 21 ist nicht dureh 2 4 i, wohl aber durch 2 1 teilbar:
11 21 (11 21) (2 1) 1y 151
2 | 2—1) (2 +1) b
1 i1

Die graphische Lisung der Aufeabe, einen Vektor in Primvektoren zu zer-
egen, 5. am Schluss dieses Abschnitts.

2. satz. Wird eine GZ mit einer Zahl multipliziert, die keine GZ ist (Nicht-
gitterzahl NGZ), so entsteht eine NGZ.

Beweis. Im Vektor der NGZ [a’ |- b‘i] ist mindestens eine der beiden Kompo-
nenten irrational, worans sofort erhellt, dass bei der Multiplikation mit [a - bi] beide
Komponenten des Produkts irrational werden.

Beispiel: [3 + 2ij[V'2 + i V2 —9 4+i@B+2VY
il. L. @29 E+0n BVa—2)2+ B2V 39,

d. Satz.  Multiphziert man eine NGZ mit einer andern NGZY, so entsteht im
allgemeinen eine NGZ. Nur wenn NGZ — GZ . NGZ‘, so erhilt man dureh Multi
plikation mit NGZ' eine GZ.

Der Beweis folgt aus der Tatsache, dass durch Multiplikation zweier ver-
schiedener Irrationalzahlen im alleemeinen wieder eine Drrationalzahl entsteht.

Beispiel EVvz—1—i@+Vvy [Ve—i 6 - 3i




L, 50 151

Da die erste Klammer das Produkt aus [V'2 L i] 12 — ] darstel

3.5.8 6% - 8%
Man erhill also hier durch die Multiplikation zweier NGZ 15 und 3 eine G7. weil
eigentlich zwei GZ, 5 und 9, miteinander multipliziert worden sind.
Dass durch (Juadrieren einer NGZ eine GZ% entsteht, ist selbstverstindlicl.
So ist Ve Lil[Ve—il=38dh 3'=9
Und wenn man hier noch mit dem Vektor von 5 multipliziert, so is
23[9t 64 3i
oder wie oben 9.5 g8
4. Satz. Alle GZ lassen sich ans verhiltnismissie wenizen Grondzahlen dureh
Vervielfachung mit diesen selbst gewinnen. Es sind dies in erster Lini
Primzahlen, welche (37 sind:

I eniser

N ol U iy b S B S B B o R B = (= T o R e
d. h, die Primzahlen von der Form 4% = 1 and noch 2.
In zweiter Linie sind es die Quadrate der iibrizen Primzallen
e B B2 S I e 1 O I)
Die Primgitterzalilen sind also

o, L2069, 13, 17, 29. 87..41 49.58 61. 73 80, 07

simtliche Gitterzahlen von 1— 100 sind:

1 20 S BT 5 e T
) | | 2 | 4 Lite] 3 2
1 2 = g i e—
i 2 L g | ;111 B 75 5
ta P2 L. o2 37 i S | 74 7 )
9 3 L G2 L9 20 =
10 g7 1 5 1* S1 b
Idi=" = 15 —6 . B2 =19 |
16 | 19 T i 2 L i i
17 {= | 50 i |=524h 859 5 b
|k — . 32 3 ! 9() 3] 3
20 | ik 23 T2 a7 )
25 5t =4 g2 5. T 3 98 T T
26 ] I H 5 5 {1 10} f G2
3 =
[hre Anzahl von 1 bis n® ist fiir n ap : I_II o
nE—
tar n St By = -+ 1
el

*}y In der Zahlentheorie wird der Batz von Fermat hewiesen
| h I siecl

stets nnd zwar our auf eine einzige Weise in zwel Quadraten zerfillen lissi Diriehloet-

Dedekind, mthaorie, 2. Auflagpe, 8. 168,
**) Die angeschriebene Reihe ist identisch mit dey von Behefller fir die Normen (a =) ey
vollkommenen Primzahlen (Primvektoren) angegehenen,  Selieffler, Die unbestimmte Analviilk, =, G581




b. Baty.  Alle NGZ kinnen abeeleitet werden ans den Primzahlen von der
Form (4h L);
3, 7,011, 19,23, 81, 43, 47, 59. 8T 71. 79
Denn eine solehe gibt, ausgenommen die in Satz 3 besprochenen Fiille, mit einer be-
liehiren anderen Zahl multipliziert, wieder eine NGZ,
Die NGZ sind somit:

4, 7, 11, 16, 19, 21, 23, 27, 81, 33, 85, 39, 48, 47, b1, 55, 57, 59. 3, 67, 69, 7

2y o F, 83, 87, 91, 93. 95. 99
und ihre mit 2" multiplizierten Werte.

6. Satz Duorveh Muliiplikation zweier Primzahlen von der Form 4h 41
erhilt man Zahlen (DGZ), welche sich auf 2 verschiedene Arten in die Summe ZWeier
Cuadratzahlen zevlegen lassen.

Beweis. Wie in Satz | gezeigt worden, erhilt man durch Multiplikation zweier
Vektoren im allgemeinen 2 verschiedene Resultate :

g : [ A < Bi
a bl fa’ b’ o
A"+ B

[st aber eine der beiden (7 — 2, deren Vektor 1 -1 ist, so wird A B’
und A B und man erhiilt die beiden Vektoren A Bi und B -+ Ai, welche Seiten
des nidmlichen Quadrates darstellen (s. 1. Beispiel zu Satz 1) und allgemein ;

. . : A | Bi
(1 1) (a+ bi) a+b-+ifat+b) | )
| B:-L Ad

Will man also durch Multiplikation zweier Gitterzahlen eine DGY rawinnen,
s0 darf 2 nicht dabei sein; ebensowenig eine Zahl von der Form (4h — 1 Selbst-
verstindlich ist aber 2 DGZ oder (44 17" DGZ wieder sine DG,

Man erhilt die Reihe:

) 5 (0 1= = 3 95

2.5 o 0 s | a0

T | 7 g2 | (i3}
.17 i (3] b= 24 85
P L0 i bk G 100

5 it L0 b [1- - 2% 125
2.0.,13 | i3 1% -3 1 &0
b, 2H J ' | 2= 1 145
L3 13 1] 1255 1G9

e T =1l i it I | 170
B.aT 1= 4 8 13 £ | 85
2%.6 L) 10 14 a7 2

3| 13 [} 144 i 210 19]

0. d4D 15 1) ] a9 b




Die zwel verschiedenen Zerleeungen des Produktes zweler Primzahlen von der

Form b 4 1 in die Summe zweier Quadratzahlen kinnen mit Hilfe der quadreatisehen
Kormen aunseetfiihrt werden.® Mit der Vektormethode seht die Sache viel einfacher:
Ei4dEren=]>T"

B
. h. Bols N 5= Ji=
7. Satz Das Produkt von n wverschiedenen Primzahlen der Form (4 h [}

kann auf 2! verschiedene Arten in die Summe zweier Quadrate zerlect werden.
. - A
Beweis, st [a, 4 bl et bl — : A

so erhiilt man durch die Muoltiplikation mit [a; + by i] 4 verschiedene Resultate; diese

Bi
Bl

wiedernm mit |a, + b, i] multipliziert, zibt 8 n. s. f.

Beispiel: 5.13. 17

T D Dl e =

=
| 9 321
= 11 | e | |‘_]:'| :'|'|
| : dd 11

5 1 } 41 J
]-rl — 121
Und somit 1105 e o2 —rogs1l_ Hg=s 33= L# A &=

5. Satz  Die n-te Potenz einer Primzahl von der Form (4h 4 1) kann aul
n n 41 ; s ety : : v
oder - Arten in die Summe zweier Quadrate zerlect werden, je nachdem n

rerade oder ungerade ist.

Der Satz soll zonfichst filr die Potenzen von 5 bewiesen werden (3. Hie, &)

o (3

- o 5 k1 e s F

i 8 |l g i somit o 5= 12
|

(2 -1-1) 3 . somit 5% L
| B2 1) | 10 )
— 24 =
. = - 2\ |t 24
12 1 = D L |1} S0l a*
| i | 162 - 20
5]
’ - 38 L | 38® Ll
& 1 2 - 11i) somif b? 10 -1 Rp*
| 20 (2 i) | 30 a5
— 117 11 {13 4
: i LR 7 ;
B (— 7 4 241) B ‘ :
2 | £ . somit 5 SR 120°
29 (5 11 ‘ £y I
(RIN}
125 i :

Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 2. Aufl. 5. 168, Beispiel 2.




\llremein :

(& - bhiy#e [He Zahl (a2 4 h5*
a*-+b% (a4 biy® kann danach anf n
(a® 4 b%? (a - bij2n-4 verschiedene Arten in

[a hi]*= O o die Somme zweier

. ; Quadrate zerlegt
(a* -1- b*)P—21 (g - bi1)® werden, (a bt
(a* - h#e anf (n 4 1) Arten.
(& bij¥u1
(a b*) (a bi)=n-=1
[a - bi)f+1

fa*-- b4 (8 4 hi)

Auch an der Hand von Fienr 3 kann man sich davon tiberzeneen. dass
11111 ||'.'i ft'l'ill'l.'ll [1'2-i1'III\‘II £1n .\'\.':Ell.'l-"ll ‘\-i'|-.l"J]' |I::]]]-’.Illlj||, der aber noch I.‘g-i]u- K|-|'.
legune liefert.

I. Zusatz, Jede Primzahl von der Form (4h - 1) ist die Hypotenuse eines
rationalen rechtwinkligen Dreieeks, dessen Katheten durel Quadrieren des Vektors der
betreffenden Primzahl gefunden werden,

W h el b 4 12i
Belspiel : 321 ! ;
und =omit 13* 125 4 5*

Will man alle rationalen rechtwinklicen Dreiecke bestimmen, so miissen die

mit. 2° multiplizierten Werte, sowie die Potenzen der gsenannten Primzahlen und deren

Prodokte beriicksichtiet werden. Die rationalen reehtwinklicen Dreiecke sind:

i p= - 32

10° 8 = 6°

|5 1254~ B

17 b o

20° 12° -4 16

5] 15 - 9(} ¥ 24
DVE ] L. &)= |- A

2, Zunsatz. Jede DGZ ist die Hypotennse von mindestens 2 verschiedenen
rationalen rechtwinkligen Dreiecken, die man durch Multiplikation der Vektoren ihrver
Faktoren erhilt.

e Rethe |

25 LG == 20 =24
14 W = :- {8 14 | 1=
i 6= - 63 25 - G0® a2 T 39- + o e &1,

Fiir das erste Beispiel siehe 5%, das zweite folet duarch Verdopplung des ersten.




Die Zerleeune von 65° soll noch ansgefiihrt werden:

33 b
s B3 161
3 b b 1217

Der Abschnitt fiber Gitterzahlen soll mit der Losung folgender Aufgaben

oeschlossen werden :

Gitter mit n-mal so grosser Masche ein-

_Einem gnadratischen Gitter ei
zuzeichnen®.
Auflosune. Ireend 2 Vektoren [ab] und [ed bilden eine Masche wvon der

a G

Grisse |, 1 ad — be (in Fig. 4 ist die Masche 5). Werden die Richtungen
n i . ’
der beiden Vektoren als Achsen
L) Fi |-il|t':~' Nemen |~.|H-]':|:.I|:;IcfIrC_\'rC-
- , :
- /" tems aneesehen und sind x|
{ : y' Koordinaten eines Punktes
! ; : . - ! im nenen Gitter, so 1st
[x ¥l 4. bl %! | 1] ¥
; X ax' oy
; d, ]l.l iR ;
' / |y bx dy
| / ; d x Ly
= X
| H | || - 110G
aier
| f Aar—— oy
1 X o ‘.i
! / ’ : ad b
y i
1 F i i
| A S Nur wenu
g __,-"'. i i 4 ad b |
Py —____.-" -
AR S - d. h. wenn der Inhalt der neuen
o = . . 5 5
S Masche eleich dem der alten
= e i : ist, werden die simtlichen Eok-
punkte des alten Gitters auch
1

Fig. 4. solehe des nenen.®) Von einer
derarticen Verwandlung eines

Gitters soll im folgenden Kapitel die Rede sein
4o

Hier ist _—

Il

und da jede ganze Zahl anf unendlich viele verschiedene Arvten als 2-gliedrige
Determinante dareestellt werden kaun, so lisst anch unsere Aufgabe fil ein regebenes
n unendlich viele Lilsungen zn.

*y F. Klein, Vorlesungen iber Zahlentheorie. Gottingen 1806/47. 5.4




Die Aunfeabe wird aber zn einer 'In-hli]:nn[p”, wenn noech die weitere |-'.||'||.-|||[|_:

hinzukommt, dass die Masche des neuen Gitters wieder ein Quadrat sein misse., Jetzt
kann n nuor eine Gitterzahl sein. iy n 6 mit dem Vektor [21] ist die Lisung in
Fig. b ausgefihrt: ebenso fiir den Vektor [23] mit n 13,
y 1|." ] . . ) If-.'L .
| e A ey
\\ ™
\
\'.. =
\ X : L
P 13
\ : 4
| | :
"\._ T [ =3 o
.l. it i | o
\ ]
2 ; ~;:'1. e
3 1]
I

Anmerkung,
(Fitter mit dem Vektor
kann.

Die gemeinsamen Hekpunkte der beiden Gitter bilden e neues
1 .8], der durch Multiplikation der Velktoren [2.1] und [2.3

oawonnen werden

Der Bewels folet ans den Transformationstformeln. die jetzt lanten:

X ax by’

| ¥ Dt

il

¥

und die identisch sind mit den bei Satz 1 aofeestellten Rormeln fiie die Multiplikation

zweler Vektoren [a. bl [x*. ¥ XYl

e eintache

s0ll an dem Beispiel

!_f_-'_||_-|I'|‘!i:'('|:L' Konstrnkt 11l

21].[3 4] gezeigt werden

Paran= folet fiir

die Division

b v

i die Multiplikation zweier Vektoren

|'|-- th|




10

Aleemein: Sollen die Vektoren [a b] und
addiert man ¢.[a,b] - d.[b,a] oder a [¢,d] + b [d,c],

s ] miteinander multipliziert werden, so

womit die Multiplikation auf eine wiederholte
E .;_-c\"' A Addition zuriickgefithrt und die Ueberginstimmunng
’ e mit der analytischen Methode herbeigefithrt ist:
AN i a 4 bi] . [e 1 di afe 4-di] + bi[c + di

¢ [a 4 bil dilh I hil *)

\xl _ : Fiir ein beliebices n kann die Fordernng

[ “x\ ' estellt werden, dass die Masche des neaen
- 5 (ritters prisstmigliche Symmetrie anfweisen =olle,
\\' A Die Masche ist jetzt ein Bhomhbus, der nor zir

eine GZ zum Quadrat wird.
y 7um Beweis sollen 2 Hilfssatze aufoe-
A T | stallt werden:

\ a) Jede oerade Zahl kann als eine Determinante

: T / ' von der Form
i ‘,/"/ i : 2ab

¥ A U

i T 3 by Jede uneerade Xahl durch
_._.w"’f’_ b fE=yy a b

b &
Fio 6 darcestellt werden.
Der erste Satz iat selbstverstindlich,

&

Diese neue Methode der Multiplikation aweler Ko Zahlen kann mit Vorteil im

elementaren Unterricht verwendet wi i.  Hier wird man zuerst zeigen, dass die Multipl n mit i
eine Drel nm 90° bedentet, z. B, [2 + i]i 1 421, Dann ist leicht einzusehen, dass die Multi
plikation 9 -+ 4i] mit der vektoricllen Addition
g2 -1 412 41 ]
oder 23 (i1 1 [3 {i

mleichbedentend iat

Umeekehrt kann die Zerlegung einer komplexen Zahl (Gittervelktors) [a -+ bi] in I¥:

(Primvoktoren) vermittelst eines Kreises iiber dem zugehdvigen Vektor

raphisch ansgefithrt werden.

Lieot auf dem Halbk w [a, o] nur 1 Gat

den Winkel, d

2 Gitterpunkte, so sind die zug

terpunkt, 50 halbiert der zugehirige Velitor ¥a+ bi

der segelene Vel fa b] mit dem Einheitsvektor [L0] bildet. Enthdlt der Kreis

Vekioren Vielfache der gesuchien; wenn sie den vorhin ge

1 Va + bi nnd Via -+ bi)* dar,

pannten Winkel in 3 gleiche Teile tei
Verel. FFig 6 mit Fir. 3. Diese Betrachtung fikrt zur graphisehen Lisung der Gleichung

x1 .yt X by {}

Der renannte Kreis hat die Gleichung

x5 L e 11y —|
Auf ihm liegen die Punkte
201, 68l = F[21], [68 e 41 12111, [0.111, [43] L [12], |43
IHe beiden letzten Vektoren +~ 2§ und } + 81 sind clhenfalls in 2 111 e
wmid e Sats
% + Bi ein Faktor von a bi. s0 ist anch (« Biyi= f 4 wi ein solcher.
1 Beweis zctzt man [ o i) (e 1) A+ bi
. a Iri -x 1 :
[dann ist 11 =




iy den zweiten hat man

3 2= l
g% R e
7 j2 —3
|.| ._J:'
11 6% —5
Il a e 1] 24a |
238 |

1 2 (a ]3¢ a?
In Fie, 7 ist die

Masche eines Gitters

mit dem Inhalt n ¥ cezeichnet. Die ndm-

liche Fienr soll zeiren, dass n anch ein Bruch
sein kann (m . ). Denn im folgenden Abschnitt
wird bewlasen werden, dass eine Masche von i,
der Grisse n in n* kleine Maschen zerlegt wird,

wenn man durch die innerhalb und auf dem Umfang gelegenen Gitterpunkte Parallelen
I I

mit den Seiten zieht; jedes der so entstehenden kleinen Parallelosramme ist also — —
1l 1]

II. Graphische Losung der diophantischen
Gleichungen 1. Grades.”

Voriibung, b

|

Fine Gerade, deren ik
(xlelchung [ “\\\

mx ny=ce s L
ist in ein rechtwinklices ‘ i Rl
v 2 z a ) \
Koordinatensystem auf qua- S b
driertem  Papier (in  ein ' % 0\\'
quadratisches Gitter) einzo- | ] bl e

: : . : ~

zetehnen, wobel zunerst die l ‘~.,\' -
Achsenabschnitte berechnet i P T 5 T
werden. Sind m. n und ¢ s

ganze Zahlen, so zeiet sich, | " ;
wenn m und o relativ prim | ] tas : x=

5. 121, dass die Gerade — = Ll Ei il Sl L

Gitterpunkie enthilt, deren

Koordmaten die bei Aunf- Fi
rgang NXIIL (1892) der Zeitsehrift fir math, und nat. Untervieht habe ich unter
rscheint, Mein
i Nachschrift versehen worden, Nacl

disser Uberschrifr e

y Studie verdffentlicht, die hier in nea

el nnd verbes - Worm

Aufsatz ist von der Redaktion (5. Gimter) mit ciner umtangreiche
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