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Gittervektoren.

Fin Gittervektor entsteht, wenn man 2 Gitterponkte (Punkte mit canzzalilicen
Koordinaten) miteinander verbindet. Die Verbindungslinie ist mit aquidistanten Punkten
besetzt. Die Linge (Tensor) des Vektors ist der Abstand zweier benachbarter Punkte.

[n den foleenden Abschnitten soll sezeist werden. wie die Operationen mit
solchen Vektoren fiir einige Gebiete der Zahlentheorie mnd der Geometrie nutzbar
gemacht werden kinnen. Im ersten werden die Quadrate der Gittervektoren. Zahlen.
die in die Summe zweier Quadrate zerlegt werden konnen, untersucht. Der zweite

wirid

wie sich die Gittervektoren in geraden Linien und (Netz-)Ebenen anein-
anderreiben, d. h, wie sich die diophantischen Gleichungen ersten Grades aul eraphiscliem
Wege losen lassen. Im dritten Abschnitt wird untersucht, wie sich die Gittervektoren

einer und derselben Form um einen Gitterpunkt groppieren. Die in eine Netzebene

tallenden Vektoren liefern regelmiissice ebene Punktsysteme, Tm vierten endlich wird

versucht werden, die algebraische Multiplikation (Streckenmultiplikation) von Gitter-
vektoren im Raum auszufilhren, was fiir eine erosse Zahl von IYiillen auneh celinet,
Ein erster Anhang wird zeiven, wie fiir einen beliebizen Vektor Niherunos-

vektoren berechnet werden kinnen. ein zweiter handelt von harmonischen Velctoren,

I. Gitterzahlen.

Definition: Gitterzahlen (GZ) (Gittervektorquadratzalilen), sollen die Zahlen
heissen, welche in die Summe zweier Quadratzahlen (QZ) zerlegt werden kimnen. [st
en gleich Null, so geht die GZ in eine ()4 iiber.

eine der beiden (Jnadratzal

a 1 a b
[t 57 at ] 5 ]

]l il -II il

wo die Komponenten a und b ganze Zahlen sind, so sieht wan (Fie. 1). dass sich




GZ anf guadriertem Papier (im quadratischen Gitter] als ein Quadrvat mit der Seite

a* -+ b®) soll als

o [0, [a,b] so darstellem lisst, dass alle 4 Eck-
' B punkte des (Jnadrates mit Gitterpunkten des quadra-
ol tischen Netzes zusammenfallen.
__.r-""dl \."‘-, Die Seite dieses Quadrates i\
== Vektor angesehen, mit a4 + bi in die Rechnung ein-
Mol Y= gefithrt und mit
N i | V = [a b]
i e ! bezeichnet werden.

. Satz Durch Multiplikation
Fig. 1. man eing nenge G¥

Beweis. {a -+ b1) (& - b'i) = aa’ b b (ah’ -1 g
[ (e bi) (a I aa’ bb* 4 (ab’ f
V.V bR :!’if"i el ) e — t-,- aa’ < b —(ahs— 38
\ {2 —:Db1) (8! —ibH aa’ — 'hh! — b i
Von den 4 verschiedenen Resunltaten der Multiplikation stellen das
das 2, und 3, den Vekfor einer und derselben ¥ dar

Bel der "']llhjt'li]\!r[illll zweler Vektoren braucht also nur bei

das doppelte Vorzeichen der imagindren Komponente beriicksichtiet

man sich leic

it Tiberzeugt, erhiilt man aonch kein nenes Resultat, we

gweler G erhili

b1 b+ Bi

G b B Af Bi

b i Ar— B

‘bii A — Bi

. und 4., ebenso

einem derselben
zll werden: wie

nn man das Vor-

zeichen der reellen Komponente éindert oder die Komponenten vertanseht:

(h a1l | a b} a'h abi— (aa’ h b i

. Beispel:

2. Beispiel :
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. Anmerkung. Aus der bekannten Konstruktion kinnen die analytischen
Formeln abgeleitet werden: Sind g u. 4odie Winkel, welehe vou den YVektoren [a b
bezw, |a b'] mit der x-achse gebildet werden. so ist

b : b ;
1) te g Lo t E ¥
il il
i |.’I d
. a‘'b + ab’ l A
2) tg (o + 4) s
a8ac = bbh B |
Al ot bl e s
Ferner ist | g
i A I5 A Be= (a v I by e
aa' bbb - (a’b 4 ab)* :f"BJ
und daher ‘
A aa* — bhf i
B a'h - ah* f
[igr, 2
Al =-aa' + bbb’ e
B a‘h — alby
2, Anmerkung. Ist eine GZ (A® -+ B*) durch eine andere (a® L b®), so ist il

Yektor A + Bi durch a -+ bi oder a bi teilbar und nmeekelirt, Eine nicht dureh
eine andere teilbare GZ heisst Primgitterzahl (s. Satz 4), ein unteilbarer Vektor soll
Primvektor zenannt werden,

Beispiel: 11 -}- 21 ist nicht dureh 2 4 i, wohl aber durch 2 1 teilbar:
11 21 (11 21) (2 1) 1y 151
2 | 2—1) (2 +1) b
1 i1

Die graphische Lisung der Aufeabe, einen Vektor in Primvektoren zu zer-
egen, 5. am Schluss dieses Abschnitts.

2. satz. Wird eine GZ mit einer Zahl multipliziert, die keine GZ ist (Nicht-
gitterzahl NGZ), so entsteht eine NGZ.

Beweis. Im Vektor der NGZ [a’ |- b‘i] ist mindestens eine der beiden Kompo-
nenten irrational, worans sofort erhellt, dass bei der Multiplikation mit [a - bi] beide
Komponenten des Produkts irrational werden.

Beispiel: [3 + 2ij[V'2 + i V2 —9 4+i@B+2VY
il. L. @29 E+0n BVa—2)2+ B2V 39,

d. Satz.  Multiphziert man eine NGZ mit einer andern NGZY, so entsteht im
allgemeinen eine NGZ. Nur wenn NGZ — GZ . NGZ‘, so erhilt man dureh Multi
plikation mit NGZ' eine GZ.

Der Beweis folgt aus der Tatsache, dass durch Multiplikation zweier ver-
schiedener Irrationalzahlen im alleemeinen wieder eine Drrationalzahl entsteht.

Beispiel EVvz—1—i@+Vvy [Ve—i 6 - 3i




L, 50 151

Da die erste Klammer das Produkt aus [V'2 L i] 12 — ] darstel

3.5.8 6% - 8%
Man erhill also hier durch die Multiplikation zweier NGZ 15 und 3 eine G7. weil
eigentlich zwei GZ, 5 und 9, miteinander multipliziert worden sind.
Dass durch (Juadrieren einer NGZ eine GZ% entsteht, ist selbstverstindlicl.
So ist Ve Lil[Ve—il=38dh 3'=9
Und wenn man hier noch mit dem Vektor von 5 multipliziert, so is
23[9t 64 3i
oder wie oben 9.5 g8
4. Satz. Alle GZ lassen sich ans verhiltnismissie wenizen Grondzahlen dureh
Vervielfachung mit diesen selbst gewinnen. Es sind dies in erster Lini
Primzahlen, welche (37 sind:

I eniser

N ol U iy b S B S B B o R B = (= T o R e
d. h, die Primzahlen von der Form 4% = 1 and noch 2.
In zweiter Linie sind es die Quadrate der iibrizen Primzallen
e B B2 S I e 1 O I)
Die Primgitterzalilen sind also

o, L2069, 13, 17, 29. 87..41 49.58 61. 73 80, 07

simtliche Gitterzahlen von 1— 100 sind:

1 20 S BT 5 e T
) | | 2 | 4 Lite] 3 2
1 2 = g i e—
i 2 L g | ;111 B 75 5
ta P2 L. o2 37 i S | 74 7 )
9 3 L G2 L9 20 =
10 g7 1 5 1* S1 b
Idi=" = 15 —6 . B2 =19 |
16 | 19 T i 2 L i i
17 {= | 50 i |=524h 859 5 b
|k — . 32 3 ! 9() 3] 3
20 | ik 23 T2 a7 )
25 5t =4 g2 5. T 3 98 T T
26 ] I H 5 5 {1 10} f G2
3 =
[hre Anzahl von 1 bis n® ist fiir n ap : I_II o
nE—
tar n St By = -+ 1
el

*}y In der Zahlentheorie wird der Batz von Fermat hewiesen
| h I siecl

stets nnd zwar our auf eine einzige Weise in zwel Quadraten zerfillen lissi Diriehloet-

Dedekind, mthaorie, 2. Auflagpe, 8. 168,
**) Die angeschriebene Reihe ist identisch mit dey von Behefller fir die Normen (a =) ey
vollkommenen Primzahlen (Primvektoren) angegehenen,  Selieffler, Die unbestimmte Analviilk, =, G581




b. Baty.  Alle NGZ kinnen abeeleitet werden ans den Primzahlen von der
Form (4h L);
3, 7,011, 19,23, 81, 43, 47, 59. 8T 71. 79
Denn eine solehe gibt, ausgenommen die in Satz 3 besprochenen Fiille, mit einer be-
liehiren anderen Zahl multipliziert, wieder eine NGZ,
Die NGZ sind somit:

4, 7, 11, 16, 19, 21, 23, 27, 81, 33, 85, 39, 48, 47, b1, 55, 57, 59. 3, 67, 69, 7

2y o F, 83, 87, 91, 93. 95. 99
und ihre mit 2" multiplizierten Werte.

6. Satz Duorveh Muliiplikation zweier Primzahlen von der Form 4h 41
erhilt man Zahlen (DGZ), welche sich auf 2 verschiedene Arten in die Summe ZWeier
Cuadratzahlen zevlegen lassen.

Beweis. Wie in Satz | gezeigt worden, erhilt man durch Multiplikation zweier
Vektoren im allgemeinen 2 verschiedene Resultate :

g : [ A < Bi
a bl fa’ b’ o
A"+ B

[st aber eine der beiden (7 — 2, deren Vektor 1 -1 ist, so wird A B’
und A B und man erhiilt die beiden Vektoren A Bi und B -+ Ai, welche Seiten
des nidmlichen Quadrates darstellen (s. 1. Beispiel zu Satz 1) und allgemein ;

. . : A | Bi
(1 1) (a+ bi) a+b-+ifat+b) | )
| B:-L Ad

Will man also durch Multiplikation zweier Gitterzahlen eine DGY rawinnen,
s0 darf 2 nicht dabei sein; ebensowenig eine Zahl von der Form (4h — 1 Selbst-
verstindlich ist aber 2 DGZ oder (44 17" DGZ wieder sine DG,

Man erhilt die Reihe:

) 5 (0 1= = 3 95

2.5 o 0 s | a0

T | 7 g2 | (i3}
.17 i (3] b= 24 85
P L0 i bk G 100

5 it L0 b [1- - 2% 125
2.0.,13 | i3 1% -3 1 &0
b, 2H J ' | 2= 1 145
L3 13 1] 1255 1G9

e T =1l i it I | 170
B.aT 1= 4 8 13 £ | 85
2%.6 L) 10 14 a7 2

3| 13 [} 144 i 210 19]

0. d4D 15 1) ] a9 b




Die zwel verschiedenen Zerleeungen des Produktes zweler Primzahlen von der

Form b 4 1 in die Summe zweier Quadratzahlen kinnen mit Hilfe der quadreatisehen
Kormen aunseetfiihrt werden.® Mit der Vektormethode seht die Sache viel einfacher:
Ei4dEren=]>T"

B
. h. Bols N 5= Ji=
7. Satz Das Produkt von n wverschiedenen Primzahlen der Form (4 h [}

kann auf 2! verschiedene Arten in die Summe zweier Quadrate zerlect werden.
. - A
Beweis, st [a, 4 bl et bl — : A

so erhiilt man durch die Muoltiplikation mit [a; + by i] 4 verschiedene Resultate; diese

Bi
Bl

wiedernm mit |a, + b, i] multipliziert, zibt 8 n. s. f.

Beispiel: 5.13. 17

T D Dl e =

=
| 9 321
= 11 | e | |‘_]:'| :'|'|
| : dd 11

5 1 } 41 J
]-rl — 121
Und somit 1105 e o2 —rogs1l_ Hg=s 33= L# A &=

5. Satz  Die n-te Potenz einer Primzahl von der Form (4h 4 1) kann aul
n n 41 ; s ety : : v
oder - Arten in die Summe zweier Quadrate zerlect werden, je nachdem n

rerade oder ungerade ist.

Der Satz soll zonfichst filr die Potenzen von 5 bewiesen werden (3. Hie, &)

o (3

- o 5 k1 e s F

i 8 |l g i somit o 5= 12
|

(2 -1-1) 3 . somit 5% L
| B2 1) | 10 )
— 24 =
. = - 2\ |t 24
12 1 = D L |1} S0l a*
| i | 162 - 20
5]
’ - 38 L | 38® Ll
& 1 2 - 11i) somif b? 10 -1 Rp*
| 20 (2 i) | 30 a5
— 117 11 {13 4
: i LR 7 ;
B (— 7 4 241) B ‘ :
2 | £ . somit 5 SR 120°
29 (5 11 ‘ £y I
(RIN}
125 i :

Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 2. Aufl. 5. 168, Beispiel 2.




\llremein :

(& - bhiy#e [He Zahl (a2 4 h5*
a*-+b% (a4 biy® kann danach anf n
(a® 4 b%? (a - bij2n-4 verschiedene Arten in

[a hi]*= O o die Somme zweier

. ; Quadrate zerlegt
(a* -1- b*)P—21 (g - bi1)® werden, (a bt
(a* - h#e anf (n 4 1) Arten.
(& bij¥u1
(a b*) (a bi)=n-=1
[a - bi)f+1

fa*-- b4 (8 4 hi)

Auch an der Hand von Fienr 3 kann man sich davon tiberzeneen. dass
11111 ||'.'i ft'l'ill'l.'ll [1'2-i1'III\‘II £1n .\'\.':Ell.'l-"ll ‘\-i'|-.l"J]' |I::]]]-’.Illlj||, der aber noch I.‘g-i]u- K|-|'.
legune liefert.

I. Zusatz, Jede Primzahl von der Form (4h - 1) ist die Hypotenuse eines
rationalen rechtwinkligen Dreieeks, dessen Katheten durel Quadrieren des Vektors der
betreffenden Primzahl gefunden werden,

W h el b 4 12i
Belspiel : 321 ! ;
und =omit 13* 125 4 5*

Will man alle rationalen rechtwinklicen Dreiecke bestimmen, so miissen die

mit. 2° multiplizierten Werte, sowie die Potenzen der gsenannten Primzahlen und deren

Prodokte beriicksichtiet werden. Die rationalen reehtwinklicen Dreiecke sind:

i p= - 32

10° 8 = 6°

|5 1254~ B

17 b o

20° 12° -4 16

5] 15 - 9(} ¥ 24
DVE ] L. &)= |- A

2, Zunsatz. Jede DGZ ist die Hypotennse von mindestens 2 verschiedenen
rationalen rechtwinkligen Dreiecken, die man durch Multiplikation der Vektoren ihrver
Faktoren erhilt.

e Rethe |

25 LG == 20 =24
14 W = :- {8 14 | 1=
i 6= - 63 25 - G0® a2 T 39- + o e &1,

Fiir das erste Beispiel siehe 5%, das zweite folet duarch Verdopplung des ersten.




Die Zerleeune von 65° soll noch ansgefiihrt werden:

33 b
s B3 161
3 b b 1217

Der Abschnitt fiber Gitterzahlen soll mit der Losung folgender Aufgaben

oeschlossen werden :

Gitter mit n-mal so grosser Masche ein-

_Einem gnadratischen Gitter ei
zuzeichnen®.
Auflosune. Ireend 2 Vektoren [ab] und [ed bilden eine Masche wvon der

a G

Grisse |, 1 ad — be (in Fig. 4 ist die Masche 5). Werden die Richtungen
n i . ’
der beiden Vektoren als Achsen
L) Fi |-il|t':~' Nemen |~.|H-]':|:.I|:;IcfIrC_\'rC-
- , :
- /" tems aneesehen und sind x|
{ : y' Koordinaten eines Punktes
! ; : . - ! im nenen Gitter, so 1st
[x ¥l 4. bl %! | 1] ¥
; X ax' oy
; d, ]l.l iR ;
' / |y bx dy
| / ; d x Ly
= X
| H | || - 110G
aier
| f Aar—— oy
1 X o ‘.i
! / ’ : ad b
y i
1 F i i
| A S Nur wenu
g __,-"'. i i 4 ad b |
Py —____.-" -
AR S - d. h. wenn der Inhalt der neuen
o = . . 5 5
S Masche eleich dem der alten
= e i : ist, werden die simtlichen Eok-
punkte des alten Gitters auch
1

Fig. 4. solehe des nenen.®) Von einer
derarticen Verwandlung eines

Gitters soll im folgenden Kapitel die Rede sein
4o

Hier ist _—

Il

und da jede ganze Zahl anf unendlich viele verschiedene Arvten als 2-gliedrige
Determinante dareestellt werden kaun, so lisst anch unsere Aufgabe fil ein regebenes
n unendlich viele Lilsungen zn.

*y F. Klein, Vorlesungen iber Zahlentheorie. Gottingen 1806/47. 5.4




Die Aunfeabe wird aber zn einer 'In-hli]:nn[p”, wenn noech die weitere |-'.||'||.-|||[|_:

hinzukommt, dass die Masche des neuen Gitters wieder ein Quadrat sein misse., Jetzt
kann n nuor eine Gitterzahl sein. iy n 6 mit dem Vektor [21] ist die Lisung in
Fig. b ausgefihrt: ebenso fiir den Vektor [23] mit n 13,
y 1|." ] . . ) If-.'L .
| e A ey
\\ ™
\
\'.. =
\ X : L
P 13
\ : 4
| | :
"\._ T [ =3 o
.l. it i | o
\ ]
2 ; ~;:'1. e
3 1]
I

Anmerkung,
(Fitter mit dem Vektor
kann.

Die gemeinsamen Hekpunkte der beiden Gitter bilden e neues
1 .8], der durch Multiplikation der Velktoren [2.1] und [2.3

oawonnen werden

Der Bewels folet ans den Transformationstformeln. die jetzt lanten:

X ax by’

| ¥ Dt

il

¥

und die identisch sind mit den bei Satz 1 aofeestellten Rormeln fiie die Multiplikation

zweler Vektoren [a. bl [x*. ¥ XYl

e eintache

s0ll an dem Beispiel

!_f_-'_||_-|I'|‘!i:'('|:L' Konstrnkt 11l

21].[3 4] gezeigt werden

Paran= folet fiir

die Division

b v

i die Multiplikation zweier Vektoren

|'|-- th|
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Aleemein: Sollen die Vektoren [a b] und
addiert man ¢.[a,b] - d.[b,a] oder a [¢,d] + b [d,c],

s ] miteinander multipliziert werden, so

womit die Multiplikation auf eine wiederholte
E .;_-c\"' A Addition zuriickgefithrt und die Ueberginstimmunng
’ e mit der analytischen Methode herbeigefithrt ist:
AN i a 4 bi] . [e 1 di afe 4-di] + bi[c + di

¢ [a 4 bil dilh I hil *)

\xl _ : Fiir ein beliebices n kann die Fordernng

[ “x\ ' estellt werden, dass die Masche des neaen
- 5 (ritters prisstmigliche Symmetrie anfweisen =olle,
\\' A Die Masche ist jetzt ein Bhomhbus, der nor zir

eine GZ zum Quadrat wird.
y 7um Beweis sollen 2 Hilfssatze aufoe-
A T | stallt werden:

\ a) Jede oerade Zahl kann als eine Determinante

: T / ' von der Form
i ‘,/"/ i : 2ab

¥ A U

i T 3 by Jede uneerade Xahl durch
_._.w"’f’_ b fE=yy a b

b &
Fio 6 darcestellt werden.
Der erste Satz iat selbstverstindlich,

&

Diese neue Methode der Multiplikation aweler Ko Zahlen kann mit Vorteil im

elementaren Unterricht verwendet wi i.  Hier wird man zuerst zeigen, dass die Multipl n mit i
eine Drel nm 90° bedentet, z. B, [2 + i]i 1 421, Dann ist leicht einzusehen, dass die Multi
plikation 9 -+ 4i] mit der vektoricllen Addition
g2 -1 412 41 ]
oder 23 (i1 1 [3 {i

mleichbedentend iat

Umeekehrt kann die Zerlegung einer komplexen Zahl (Gittervelktors) [a -+ bi] in I¥:

(Primvoktoren) vermittelst eines Kreises iiber dem zugehdvigen Vektor

raphisch ansgefithrt werden.

Lieot auf dem Halbk w [a, o] nur 1 Gat

den Winkel, d

2 Gitterpunkte, so sind die zug

terpunkt, 50 halbiert der zugehirige Velitor ¥a+ bi

der segelene Vel fa b] mit dem Einheitsvektor [L0] bildet. Enthdlt der Kreis

Vekioren Vielfache der gesuchien; wenn sie den vorhin ge

1 Va + bi nnd Via -+ bi)* dar,

pannten Winkel in 3 gleiche Teile tei
Verel. FFig 6 mit Fir. 3. Diese Betrachtung fikrt zur graphisehen Lisung der Gleichung

x1 .yt X by {}

Der renannte Kreis hat die Gleichung

x5 L e 11y —|
Auf ihm liegen die Punkte
201, 68l = F[21], [68 e 41 12111, [0.111, [43] L [12], |43
IHe beiden letzten Vektoren +~ 2§ und } + 81 sind clhenfalls in 2 111 e
wmid e Sats
% + Bi ein Faktor von a bi. s0 ist anch (« Biyi= f 4 wi ein solcher.
1 Beweis zctzt man [ o i) (e 1) A+ bi
. a Iri -x 1 :
[dann ist 11 =




iy den zweiten hat man

3 2= l
g% R e
7 j2 —3
|.| ._J:'
11 6% —5
Il a e 1] 24a |
238 |

1 2 (a ]3¢ a?
In Fie, 7 ist die

Masche eines Gitters

mit dem Inhalt n ¥ cezeichnet. Die ndm-

liche Fienr soll zeiren, dass n anch ein Bruch
sein kann (m . ). Denn im folgenden Abschnitt
wird bewlasen werden, dass eine Masche von i,
der Grisse n in n* kleine Maschen zerlegt wird,

wenn man durch die innerhalb und auf dem Umfang gelegenen Gitterpunkte Parallelen
I I

mit den Seiten zieht; jedes der so entstehenden kleinen Parallelosramme ist also — —
1l 1]

II. Graphische Losung der diophantischen
Gleichungen 1. Grades.”

Voriibung, b

|

Fine Gerade, deren ik
(xlelchung [ “\\\

mx ny=ce s L
ist in ein rechtwinklices ‘ i Rl
v 2 z a ) \
Koordinatensystem auf qua- S b
driertem  Papier (in  ein ' % 0\\'
quadratisches Gitter) einzo- | ] bl e

: : . : ~

zetehnen, wobel zunerst die l ‘~.,\' -
Achsenabschnitte berechnet i P T 5 T
werden. Sind m. n und ¢ s

ganze Zahlen, so zeiet sich, | " ;
wenn m und o relativ prim | ] tas : x=

5. 121, dass die Gerade — = Ll Ei il Sl L

Gitterpunkie enthilt, deren

Koordmaten die bei Aunf- Fi
rgang NXIIL (1892) der Zeitsehrift fir math, und nat. Untervieht habe ich unter
rscheint, Mein
i Nachschrift versehen worden, Nacl

disser Uberschrifr e

y Studie verdffentlicht, die hier in nea

el nnd verbes - Worm

Aufsatz ist von der Redaktion (5. Gimter) mit ciner umtangreiche
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lisune der diophantisehen Gleichune gesuchten Wertpaare darstellen
. Beispiel (5. Fig. 8):
2% -+ 3) 25 (Heis, No. 3)

Die Achsenabschnitte sind

Auflosung

¥ 7|58 1
Wird irgend einer der gefundenen Punkte zwm Anfangspunkt des Koordinaten

g (zerade die Gleichung

systems cemacht, so hat
20 GRS s 0]

Die Gerade 2 x By 0 enthi#lt also Gitterpunkte in denselben Abstindeén wie die

(rerade 2 X 3y 95 nnd man hat alleemein:

wle m x Iy 0 enthiilt Gitterpunkte
00 im0 E; ]

in den ndmlichen Abstinden wie mx -+ ny ¢. Durch eine Versclhiebung gleich

und parallel dem Abstand zweier dieser Ponkte kommt die Puonktreihe mif sich selbst
ziir Deckane. Dieser Abstand (¥ 'm n?) heisst Vektor oder Parameter der Reile

kleiner er ist. desto dichter ist die Gerade mit Pnnkten besetzt.

arans er

[. Satz: Die Diehtigkeit der Punktreihe m x my ¢ st umgekelrt pro-
portional ithrem Vektor (V'm n*).

Zusatz. Die Gleichung m=x -} ny ¢ liefert ganzzahlige Werte fiir x und y
nur dann, wenn m und n teilerfremd sind

Beweis. Die Gleichung ist stets so zun redoziersn, m, n und ¢ kemnen

when, Sei nun a ein eemeinschaftlicher Divisor von m

cemeinsehaftlichen Faktm

und n, so dividiert man die Gleichune mit a ond erhilt
5
n;, X I 3§ -
Wi keine oanze Zahl sein kann: es ist also keine Aunflisune in ranzen Zahlen mighch.
[T. Satz: Ein Punkt der Reihe
m X ny -'
hat 2 eleiche Koordinaten, wenn ¢ ein Vielfaches von (m n) ist.

1o beriihren sollten, bleibe dch bei meiner De

ifune der Arbeiton, die sich mit der
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Beweis. Ist
so ist die Gleichune befriedict dureh

X p ound y poiimn Fig: 1. [5 .5
Zusatz, Ist ¢ 11

n, 50 gind die Koordinaten des Punktes x I
Kine diophantische

1 1. l\
Gleichung ist somit nur dann durch znsammenceliirice [rositive

Werte befriediet, wenn ¢ 1 1.

2,

|:|'].,\i|i|.-1.
liefert die Werte [1 .1

In nebenstehender Fienr

sind dargestellt die Ponkt-

rethen

i
| "
k
e o (! 1 o
J .l.
Y
der Ranm zwischen
X I:." [
i Oy L 2y 5

wird duoreh die  iibrieen

Reihen des Systems (2 .3)
in & gleichbreite Streifen
eineateilt,

[II, Satz: Der Punkt-

reilie

I X IL ¥ 4]

sind benachb:

!|i‘.' |:i'i:i||'!|. Fig, 4,
m X ¥ %3

Beweis. Da m und n relativ prim, so ist es immer moglich, sanzzahlice Werte
zu finden, welche die Gleichung

m X Iy 1
befriedicen. Dies tolet

Y1 9
und : zwel auf-

18t jedesmal

aus dem bekannten Lehrsatz: Sind

einanderfoleende Niaherungswerte eines Kettenbruchs. so

P Qudi Put1 Uu = 1.

Zwischen m x Ly O mnd mx +ny | kbnnen aber keine System-

punkte liegen, da ja x n. v eanzzahlice Werte sein miissen. (Der Abstand der Reil
mx 1% I vom Anfangspunkt [0, 0] ist - ). Es foleen in den nim

1 1 A [ .
lehen Abstinden die Reihen

Bravais: Bur les systémes des points

Probléme VI, nar, 11

tudes cristallographinues




mx -+ ny I
Il n— |1
m -} 1
darans folgt der
[V. Satz: Der Ranm zwischen
X ny Dund my +ny = m n

wird dnrch die iibricen Punktreihen des Systems (m.n) in m - n gleich breite
Streifen eingeteilt.

\us der bisherigen Betrachiong folet eine

Neue Losung der diophantischen Gleichung

mx 4 0y c.
Man sieht nach, wie oft m 4 n in e enthalten ist, z. B. pmal; der Rest seia
Die Gerade mx Iy v hat in Bezur anf den Punkt [o. o] die nidmliche Lage,
wie mxX |- ny ¢ in Bezug anf [p.p]. Darnach lisst sich die Gerade m x Yy ¢

leicht konstruieren.
3. Beispiel

hx 4+ 8y 29 (Heis No. 10,

Aunflisnne. 2913 9. Rest 3.

5x -|- 8y =3 ligfert den Punkt [1.1],

bx -8y o die Deckschiebung
Vo T ,-I \||||.'|' o el

03] 3]

2.2] 4 |1.1] 58
| . 3] ist ein Punkt der gegebenen
Reihe bx -- 8Bx = 29.

Weitere Punkte findet man
durch Addition und Subtraktion de
Deckselhiebung

B 8.5 (9.2

1.3] = [8. 5] T.9ln.8.1

; [is gibt also nur einen ein-

Fir. | zigen zur Reihe bx 5y 29

oelhiivizen Gitterpunkt im  ersten

(uadranten und damit nor eine Losung der gegebenen diophantischen Gleichune.

Die Aunfertigung einer Figur ist unnitiz, bel erisseren Zahlen in der ge-
sebenen (rleichung anch untonlich, wie das folgende Beispiel zeigt,

4, Beispiel. 13 x 24 y 2378 (Heis No. 7).
A uflisung 2373 87 G4, Rest 5

13x + 24y = b liefert das Wertpaar [7.4].




Beim Suchen nach Werten, welehe die Gleichune befriedieen , stellt man die
Vielfachen der einen Zahl neben die der andern und sieht nach, wo die Differenz
gleich dem Absolutelied wird. So ist Lier

3 24.4 91 <4 96 5.
Einer der sesnchten Punkte ist

7T.4] + [64.64] = 57.68]

und durch wiederholte Addition und Subtraktion der Deckschiebune (24. 15] erhilt
man die ibricen:

81 . 55], [105.. 42], [129.29]. [153 . 16, [T 8] 2005510

(33, 811, [9.94], [15 . LO7

V. Satz. Die Anzahl von Lisuneon der diophantischen Gleichume mx | n 5 v

: - i i ' - . 2
15t gleich den in enthaltenen Einheiten oder nm 1 erviisser.
m n

sewels: Der Abschnitt der Geraden mx L n ¥ ¢ Zwischen der x- und de
y-Achse betrio
£l ik e
, Sl : Vm® L n*
m = 1l m 1 .
- = s i el L .
Deér Abstand zweier benaclibarter Gitterpunkte V' m®* - n? jst : mal in dem
n 1

geniannten Absclmitt enthalten; dies ist auch die Anzahl der Liisungen in Beispiel 1,
in den andern Beispielen ist sie um 1 grosser; der Grund ist an der Hand der hei-
gogebenen Figuren leicht aufzufinden.

Eigenschaften der Netzebene.

Verbindet man in Figur 9 irgend einen Gitterpunkt [a.b] der Geraden

mx -+ ny L mit dem Anfanespunkt, so lieren in der Verlingernng dieser Ver-
bindongslinie die Punkte [2a.2bl, [8a.38b] w5 f auf den Parallelen m x ny 2
1 X 1y 3 n. s f. Diese Pankte relancen mit benachbarten zur Deckung durch

eing Verschiebung gleich und parallel dem Vektor des systems (m.n). Daraus folet,
dass die Quadratecken anf unendlich viele verschiedene Arten durch 2 Ziige von
Parallelen erzengt werdes

kimnen. Diese bilden Netze mit parallelogrammatischen
Mazchen, deren Inhalt stets oleich dem Inhalt des (nadrates, der Masche des zn
Grand gelegten quadratischen Netzes ist.

Zum Beweis suchen wir den Inhalt der durch die 3 Eckpunkte [o. o], [n.m],
[a.b] bestimmten Masche, wo [a.b] auf der Parallele m x ny I legt, und setzen

. : } | :
als bekannt voraus, dass der Abstand dieser Parallelen vom Nullpunkt e ; dies

“m* —+ n*
ist aber die Hihe des in Rede stelienden [’;et'.‘l|]|']r1'_!'l'nt|Jr||H, die man nur mit seiner

Grundlinie V'm? - n? zy multiplizieren brancht, um den Inhalt | zu bekommen




Fin zweiter Beweis folet ans der Betrachtung des Parallelogramms, das dmrch

die 3 Punkte [o. o], [n.m] und [1.1] bestimmt ist. Sein Inhalt ist

111 1

Nach Satz IV wird es aber durch die Parallelen des Systems (m.nj) in

11 ]
Lireite Streifen eingeteilf.
Aus dieser Betrachiung folet, dass man Maschen von jeder beliebizen Grisse

anf unendlich wviele Arten herstellen kann; unter diesen el

n (n eine ganze Zi

gs eipe solehe (Grundmasche) mit kiirzesten Vektorer als Seiten. Durch Probieren

erhiilt man fiir ¥ 3 1 ;
i B Hipe 1)
| ]

Die Grundmasche einer Gitterzahl ist ein Quadrat).
VI. Satz. Eine Masche von der Grisse n wird in n gleiche Teile zerlegt,
wenn man dureh die innerhalb ond anf dem Umfang liegenden Gitterpunlkie Parallelen

mit einer Seite zieht

Beweis. Die Para

lelen mit dem Vektor [x, .y

sinil V. X+ X3 L b T
Die durch den Punkt [x..¥y. '
¥ K- E Y Vi X X 3 1
= \ Die n I Gatterpunkte, durch welche die Parallelen
rezogen werden, liegen alle innerhalb der Masche, wenn

anf dem Vektor [x,.y.] keiner gich befindet, d. h. wenn
jr: x, nnd y, relativ prim sind. Zieht man anch noch die
| Parallelen mit dem Vektor [x, .¥,]. 80 wird die Masche i
Fir. 11, n* kleinere zerlegt, deren jede II.. der Masche des zn Grond
relegten quadratischen (itters ist. Selbstverstiindlich gelten
diese Betrachtungen nicht nur fiir das quadratische, sondern awch fiir jedes beliebige
andere (Fitter.
Wir wiederholen, wie man ein Gitter (Netz) in ein anderes mit der nfimlichen

e enthilt die

Masche verwandelt: Man verbindet irgend zwel Gitterpunkte mifeinand

Verbindungsstrecke Gitterpunkte, so wihlt man die Strecke zwischen 2 niichstliegenden

als erste Seite der nenen Masche. In einer der beiden benachbarten Parallelen kann
dann irgend ein Gitterpunkt als dritter Eckpunkt der Musche angenommen werden,
Bei einer solchen Verwandlune behilt die Masche (das Elementas

immer den nidmlichen Inbalt. Dies hat Bravais a. a. 0. auf 3 verschiedene Arten
hewiesen.

Kinen nenen Wee zum Beweis dieses Satzes hat I, Klein betreten.® 1 einem
Netz ist die Anzall der Gitterpunkte ebenso gross, wie die der Maschen. Denn jede
Masche hat 4 Eckpunkte und in jedem Gitterpunkt stossen 4 Maschen zusammen.
Da vor und nach dem Wechsel der verbindend

m Geraden die Gitterpunkte die gleichen

) B, Klein, Yorlesunezen iiber Xahlenthecrie, Gottingen 1296, 3, 7




sind, so ist auch die Anzahl der Maschen des nrspriilnglichen nnd des nenkonstruierten
Netzes gleieh, In beiden Fillen wird die KEbene in eine gleiche Anzahl unter sich
gleicher Teile zerlegt, folglich sind die Teilstiicke, d. h. die Maschen in beiden Fillen
gleich gross (s. auch E. Sommerfeld. Bemerkungen zu der Volumtheorie von Krystallen.
Gentralblatt filr Mineralooie stuttgart 1902, 3. 636.)

Aus diesem Satz folgt weiter: Je kleiner bei der Verwandlung die Grundlinie
der Masche augenommen w ird, desto grisser muss ihre Hihe sein, d. h. zwischen den
dichtesten Punktreihen liesen die breitesten Binder. TUnter den eleichen Maschen
oibt e8 immer eine solehe, deren Seiten die kiirzesten sind. Diese Masche heisse ich
sUrundmasche®. Tn meiner friiheren Arbeit habe ich sie ,Grandparallelogramm® ce-
nannt, mit welchem Namen Blasins Jetzt die Masche bezeichnet, wihrend Sohncke fiir
ilie Masche die von Klein beniifzte Bezeichnune »Elementarparallelogramm® voree-
schlagen Lat. Die 2 Seiten memer Grundmasehe sind die beiden kitrzesten Seiten des

Bravais'schen Hauptdrejecks (s, spiiter).

Diophantische Gleichungen mit 3 Unbekannten.

Schneidet man auf 3 anfeinander senkrechien Achsen O A OB =0¢C 1
ab, konstruiert iiber den Abschnitten als Kanten einen Wiirfel und filllt den Raum
mit kongruenten Wiirfeln ans. so hat man ein kubisches Raumgitter konstruiert. Jeder
Eckpunkt des Gitters hat 3 Koordinaten, die Vielfache der Kinheit, also canze Zahlen
sind. Es ist leicht zu zeiven, dass eine durch 3 Gitterpunkte gelegte Ebene unendlich
viele solcher Punkte enthiilt, die ein Nety mit parallelogrammatischer Masche bilden
terner dass die Gleichung einer solchen Netzebene auf die Form

h x k3 | ¢
rebracht werden kann, wo h, k und I ganze Zahlen sind. (Gesetz der rationalen
|H|f||'|-.\_: |

Wir eehen ans von der Gleichune einer durch O relacten Khene

Die Spur dieser Ebene hx 4+ ky (
in der X Y-Ebene ist befriedict dureh die Werte &k und I und deren Vieltache, isi
also eine Punktreihe: dasselbe oilt von den Spuren in den andern Koordinatenebenen.
Die Projektion des Netzes auf eine der Koordinatenebenen (YZ) ist nun leicht zu
zeichnen ;

b. Beispiel. 23X 4-by 4Tz 0
In den Keordinatencbenen erhiilt man zungichst die Punkte (5.3 .0], [7.0.3], [0.7.5

I3

Die zugehivigen Vektoren sind Deckschiebungen; doreh Aneinanderreilien (Addition
und Subtraktion) der Deckschiebuneen erhilt man weitere Punkte

Bravais, Ktades crist, pag. 1192,

Sohncke, Wieder '

manns Annalen der Physik, Bd. 16, §. 4589,
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Dass [1.2.1] and |B.1.2] die

Und so lisst cich das Netz rasch vel vollstindigen.

kleinsten Deckschiebungen sind, findet man durch die Uberlegung, dass die Liinge des

Vektors [h.k.1] gleich Ve - k®L 1% Sie bilden die Seiten der in der Figur ein-
rezeichneten Grundmasche, deren Kilrzere Diaronale, die Deckschiebung [4.1.1], mit
den beiden vorigen das Hanptdreieck bildet. Aus der in Fignr 12 abgebildeten
|’g....'|ul_;|_i||1| lisst sich das in der Ebene (3.5.7) lierende Netz zeichnen, wenn man
el konstroiert.

Dort ist auch

aus den berechneten Seiten (V/'6, V14, V18) zuerst das Hauptdrei
tm folzenden Abschnitt ist dies an einem andern Reispiel ausgefiihrt.
vozeirt, wie die Anflosung der Gleichung hx ky 1z o dem Kristallog

sowohl die Zonen (Kanten) in der Ebene (h. Kk 1), als die zur Zome [h, k.1] gehirigen

ihien

Ebenen liefert.

Anmerkone. In Fig. 12 erkennt man, dass die eanzzahlicen Lisungen

der Gleichung

anf der Sehnittgeraden der Ebenen 3 X By - T2 0 nnd # 1 erscheinen.
Bs sind dies [14.7], [9.4], [4.1], [1.2],]6.5] w. & 1.

Darans folgt eine
neue Losung der diophantischen Gleichung
m X ny W

Man konstroiert die Projektion des Netzes der Fhene




mx + 0y - cx
aut die Y Z-Ebene, so findet man die Lisungen in den Giitterpnnkten, bei welehen
7 — L. (Man kinnte ebensogut die Projektion des Netzes der Ebene mx - 1 ¥ 7
0 zeichnen und die Gitterpunkte anfsnchen, fiir welehe z _

Bel dem Beispiel 4

13x |- 245
waren wir noch auf ein allerdings sehr leichtes Raten angewiesen. Soll di
vollst tihrt werden, so miissen die in den Achsenebenen ce-
legenen Vekioren der Netzebene 15 x - 24 y BT 0 80 i

Libsung

graphisch duarchege

Z lange aneinandersereil

werden. bis ein Punkt mit z - 1 erscheint. Die Vektoren sind

0.5 24d] [6.0.:18], [24. 18.0]
.0.18] — [0,5.24] = [6.5. il
5. 0 18] .5, 11 [186.2
| 13] — 7. [l0.5 .2 6585, 1

durch wiederholte Addition der Deckschiebung [24.18.0] erhédlt man die weiteren

Lijsungen: [41,22.1]), [17.9.1}, [7.4.1] w. 5. £

Netzebene und Raumgitter,

Bravais leitet den Inhalt der Masche einer N bene fiir jedes schiefe Achsen-
system ab. Fir die Zwecke dieser Arbeit geniigt ein kurzer Beweis fiir ein senk-

rechtes Achsensystem.

Von den 3 Indices (h.k.1) sind jedenfa
Die Spur in der Ebene X Y ist

Is 2 relativ prim; es seien dies L n. k.

h & Ky 0]
eine Gerade, welche mit dquidistanten Punkten besetzt ist. Der erste isf [0, 0], der
zweite [K.h] u. s. f. Dieser Punktreihe ist benachbart die Parallele

Z I, hx + ky l

welche, wie oben gezeigt, durch ganzzahlive Werte von x und y befriediet wird. Der
I

Vh? | k¥

Der Abstand der Punkte [0.0] und [k .h] ist V'h? k* Die Grondlinie der zwischen

\bstand dieser zweiten in der X Y- Ebene liccenden Punktreihe von O ist

den beiden Pavallelen lies

n Masche ist V' h* - k*® ihr Inhalt somit oleich 1. Sie
151 +|i:' |'|'|I‘i-|'!\liu‘-i der 1~::.-.~~|'i|l' des I Ii"l' [",ill.'lll: -|J : |\] .Fil'_'_'rlllll.'ll NL'“J.L"":. [t
Winkel, welchen diese Ebene mit der X Y-Ebene bildet. so jsi

2 der

VR kLT

Der wesuchte Inhalt der Masche der Netzebene (. k 1} ist somif

ks




Der Satz lisst sich aosdriicken wie folot -

Die Dichtigkeit sowohl der Punktreihe [h. k1] als der Netzebene (L. k.1 ist
umgekehrt proportional der 1/h? k* + 17 %)

Der Ebene hx- Ly 1z i
ist. benachbart die Netzebene hx -+ ky -} 1z l

Der Abstand beider Ebenen ist

VhE -k 1
Daraus folgt der fiir die Kristallographie wichtize Satz: Je dichter eine Notz-
ebene mit Punkten besetzt 1st, um so grisser ist ihr Abstand von der nichsten
parallelen Netzebene,
Zwischen 2 Maschen benachbarter Netzebenen lisst sich ein aSpat (Parallel-
epiped) legen; durch Fortsetzen der Konstruktion erhilt man 3 Zige von je parallelen

dgmidistanten Ebenen, die sich in den Eckpunkten des kubischen Gitters sehneiden,

Damit ist das kunbische Raumgitter in ein spiitiges (parallelepipedisches) verwandelt,

Der Inhalt des Spats ist gleich 1, gleich dem des Wiirfels Grundspats),

Graphische Losung der diophantischen
Gleichungen ersten Grades mit 3 Unbekannten:
hx +ky 1z

Die Deckschiebungen der Netzebene erbilt man nach Beispiel 5 doreh Aud

_ lisung der Gleichune
. : ! Ko hx ky + 1z 0
P = Man suncht daon zuersi
die Punkte in der Spoar der

cerehenen Netzebene mit der-

i

lenigen Koordinatenebene, ant

Rt b et == welche man das Netz ver-

s mittelst der Decksehiebuneen
"-}_.__. - g )_ C|. N 4 i a s e o
= \\\ projzieren: will,
I e i \H. I. . &
f b T T o t. Beispiel.
A 3 X T I ! ?_,.r. :;T
i 4 4] e 5 i
; (Heig No. 13
814 Tk [n Beispiel 5 wurden fii
o e - O die Netzebene (3.5.7) die

.‘-\'\ &
>~ Decksehiebuneen
. i g [Lz2e0], [Be L] m [

Fig, 185, eefundern.

vetallkiirper, Programm des K Gymnazinms Hottweil 1887,
**1 L. Bohncke. Zeitschrift fir Krystallographie. 1887. S, 218,

Bravais. Fiodes crist, pag. 168.




X 0 gibt als Spur der Netzebene in der Y Z-Ebene 5y T G7. Diese
lietert die Gitterpunkte [O-.5. 6] nnd (0. 12 1

Aunseehend von diesen kann mit Hilte der Deckse

lebunzen das von der wre-
nannten Spur, sowie von der y und z-Achse gebildete Dreieck rasch mit den Pro-
jektionen der Gitterpunkte anf die Y Z-Ebene auseefii
dez Dreiecks fallenden FPunkte sind nicht alle Koordinaten positiv.

1 : 3 P ¥ R T
1 Weraern. i‘tll die ausserhalb

VI. Satz. Ihe Anzahl von Lidsungen der diophanfischen Gleichune

h x ky + 1= v

betriget mindestens Shkl

Beweis. Bei den in Betracht kommenden Lisungen der diophantisehen

Gleichung miissen alle Koordimaten positiv sein; dieg ist nur der Fall bei dem von dew
b

fillt. Die Projektion des in Rede stehenden Dreiecks auf die X ¥ -Ebene ist ein rechi-

3 Achsenebenen ansgeschnittenen Stick der Netzebene, das in den positiven Oktanten

LT ey L i - ] G 3
winklizes Dreieck mit den Katheten —— und i , dessen Inhalt
1y L8

2hk

jektion der Masche anl die XY -Ebene eleich

Nun wurde gezeirt, dass die Pro
| ist. Wenn man nachsieht, wie oft diese in der Projektion des Dreiecks enthalten

15t, so erhilt man

i

2hkl
Wie jedes Beispiel zeigt, ist sie aber grisser. iir Deispiel 6 ist T 2.3
an Kl

Die Anzahl der Lisungen ist 26, Nnr fiir eine unendlich grosse Netzebene, also fin

¢ — oo ist die Anzahl der in der Netzebene enthaltenen Gitterpunkte gleich des
Anzahl der Maschen.

Rechnung dorehfithren fiir

Am leichtesten lisst sich d
X - 3 % l'
hier ist die Projektion der Masche anf die X Y -Ebene das Quadrat vom Inhalt 1,
I'.

welches . mal im rvechtwinklig-gleichschenkligen Dreieck mit der Kathete ¢ ent-

: : | i . Vit BV s T
halten ist. Dde Anzahl der Gitterpunkte ist , weleche Zahl fiir ¢ 1

(3]
mit der ersten identisch ist, da sie nur nm Grissen ersten Grades von ihr abweicht
2s5an #i ilh':-l!l:, dass -il'|| ||i|'

Schlussbemerkung, Verfasser glanbt bew

diophantischen Gleichu 1 mit 3 Unbekannten in hervorragender Weise zu graphische

Behandlune eisnen. Sie war Sohncke nicht bekannt. der dies in einer freand-

lichen Zusehrift v. J. 1892 vollstindig anerkennt, withrend er die Loésung der
h

Gleichungen mit 2 Unbekannten frither selbst gefunden, aber nicht vertffentlicht hat




[1I. Anordnung der Massenpunkte in den Flichen
regularer Kristalle’),

Zwel Netzebenen (h, k, 1,) n. (h, k, 1 Zwel Vektoren [hy k, 1w [h, k, 1

Mh x4k y4+lz=10
(2) h; x k. ¥ 1,

haben den Velktor [hkl| cemeinsam |

=

. Y : 1
i in der Ebene (hk 1)

X k¥ 'z i

i\‘. |. I Il |:. E\l
Vel | 1 1 i 1 | 1 1
Welll 1l 1 i | 1| I k.

Gleichung (3) stellt die Verbindnnes- Gleichune (3) stellt die duoreli den

linte des Punktes [ k1l mit dem (-Pun

41 -Punki "'!'l'-"lll:: .\.I. Lz ne (hk 1 dar. wo

wo X, ¥ unid z die Indices einer durch | x, v und z die Indices ei in  diese

diesen Vektor :"'il"lu'l |".i|--|||- 1‘:-'-5-.!‘;|-=': Ebhene lie enden Vekiors b

by k und 1 sind die Projektionen des  und I sind dia Projekfionen der Masche

Vektors anf die Achsen., Die Linee des | der Netzehene auf dig Achsencbenen, De
Vektors ist Inhalt der Masche ist
VL k-1
Anmerkung. Im sehiefwinkligen System ist zn setzen
v h e | 2hk cos (hk)4+-2kl ecos (k1)-=21h ecos (1h)

[iebisch hat in seiner eeometrischen Krvstal

ographie das Dualitiitsprinzip

zwischen Vektoren (Kanten) und Netzebenen (Flichen durcheefithrt. Die oleiel

lantenden Formeln fiir den Winkel zweler Vektoren oder Flidchen s. E. Sommerfeld,

(reom. Krist, Leipzie

190G, S 16

Dureh Aufsuchen aller panzzahlicen Werte, welthe die Gleichune (37 befric dizen,

erhilt man zunichst die Indices aller in der Fliche hkl) liecenden Gittervektoren

Kanten, Zonen), aber auch alle durch den Gittervektor [h k1] hindorcheehender

Netzebenen.
\I.E.""“

Netzes auf eine Achsenebene selist werden kanu Die Methode soll noch :

Im voricren

hnitt worde '_"*.-:f_n-i:".: wie die tFleichung durch |'I'-=|'|\.'.-;| des

Al 1odere
den:

hx 3 7 (]

Fige. 14 stellt die Projektion der Netzebene (53 1) anf die ¥ 7.

L} i den |"\"'!i'|||I-'I5"|'l'l"'|.'*'il lherenden Puankte sind am |--:|-:_‘..--ie,-r| 21 he-
fimmen; 5o erhialt man mif
() sl s

T T Fi1 i reot ] e T ¥ i r =} Jot, | e ¥ g = ’ -
e ‘\"|!III--!II_:'_'.‘HP.-'-.|-_f' lieses Ponktes mit dem D-Punkt, des Vektor [0.1

1 151
eine Deckschiebung der Netzebene, d. L. dureh eine Verschiebune eleich nnd parallgl
mit dieser Strecke wird das Netz mit sich selbst zur Decknng gebracht, In der Fort
setzung liegen die Punkte [0.2.61. [0.53.97 n 8. L., welche in der Ficur nicht be-




zeichnet worden sind. Das einfache Hilfsmittel, die Vielfachen der vorkommenden
Vektoren nicht zn bezeichnen, bezweckt, die wichtigsten (dichtesten) Zonen deutlich
als solehe in die Erseheinung treten zn lassen.
b 0 liefert [1.0.5].
ISl — [0 58 § il L] V1 L e
So wird das Netz doreh Aneinanderreihen von Deckschicbungen (vektoriell:

Vvddition und Subtraktion) vervollstindiot. Die Verbindnneslinie eines jeden Netz-

7
' | '
L) =
L 1 B
13 % T
B LR 1524
Tk 'Ir'_ 3
i ¥ i 1 7i
TR £
¥ = 1 1
Jas .
T ¥
¥ o
Jk o A
Ll oy 4 1 g 1
S G i1 BT Tiooe i

punktes mit dem O-Punkt ist eine Deckschicbung der Netzebene und eine Zone der

Fliche (5.3.1). Die Liinge einer Deekschiebung [xy z] ist Vx*+ ¥ 2%, Ihe

es der beiden dichtesten Zonen

zwei kleinsten Werte dieser Wurzel liefern die |
oder die Seiten der Grondmasche; sie ist in unserem Fall ein Rhombus mit den

Seiten [1.2.11 und [1.1.2], nichstdemkommen die Diagonalzonen [0.1.53] ond [£.3.1

von denen die erstere als die dichtere von beiden die 3. Seite des Hauptdreiecks bildet,
Aus den berechneten Seitenliinegen kann dieses Dreieck in seiner wahren Gestalt ge-

geichnet und zuor Grondlare fiir die Herstellnne des Netzes beniitzt werden., Is soll

dies aber nicht fiir die Fliche (b.3.1) sondern fiir eine andere ausgefiibrt werden,

& hetrachtet werden wird.

deren Grundmasche im folgenden ebenfa

Fiee. 16 stellt das Netz der Fliche (Hh.4.8) dar. Die =eiten der Grand-
masche [1.2.1] und [2.1.2] wurden darch Projektion des Netzes auf die Y Z-Ebene

oewonnen; die 3. Seite des Hauptdreiecks ist [1.1.35]. Die Seiten dieses Dreiecks

sind V6, V9 V11. Auz diesen kann znerst ein Dreieck konstroiert und dann

kann die Ebene durch kongruente Dreiecke anseefilllt werden.
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drisches Gitter. Wie Bravais
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Wiirfelfliichen centriert. ein oktae-
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worans erhellt, dass h Ik | eine gerade Zahl sein muss,  Ist dies der Fall .
lege man durch dis nenen Pranlkte Ebenen parallel der Ebene X 3
der Ebene enen Panktreihen.

=i

Digse kommen 1t
die in der Mitte zwischen den

alten liegen, woraus hervorgeht, dass die neue Masche eleich der Hilfte der alten

o 1 S g e T

kubischen Raumeitter die

centriert, so hat einer dep

hk1) zom Schnitt naeh o

Werden im Wiirfelflichen parallel der X V-Ehene
die Koordinaten

!
In TR el 1 S S

nenen Punkte
e, :

Die Ebene (hk1) enthilt einen dieser Punkte, wenn

h -k
hm 4+ kn 1p = =0
Der Vektor der in der X Y-Ebene 1
gross, als im kubischen Gitter i

1en der Wiirfal

wenn also h K gerade ist,

rethe ist jetzt halb so
Masche,

erenden Punlkt-
ebenso der Tuhalt dep
eines  kubischen Ranmeitters eey-
(h k1) Punkte jeder Art. wenn sowohl I k als h I

Werden Rimtliche 6 Fliel
triert, so enthilt die Ebene

| Bravais, études erjat.

par, 150—181-
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und k41 gerade sind. Mindestens eine dieser Bedingungen ist jedenfalls erfiillt. Es
soll dies die erste sein. Dann kionnen zwei verschiedene Fille eintrefen

1. Fall h 4 1 ungerade; dann ist anch k -+ 1 ungerade.

2. Fall h 4 1 gerade, dann ist anch k - 1 gerade; denn die Indices miissen
jetzt alle ungerade sein, da andernfalls alle Indices gerade sein miissten, was augge-
schlossen ist. So beweist Bravais seinen Satz:

Im oktaedrisehen Gitterist der Inhalt der Masche einer Netzebene :': VhE Lk aE
wenn das Produkt hk1 gerade, er ist —\/ 1,7 _k 117, wenn dieses Produki un-
cerade ist™®).

Wir kinnen leicht feststellen, wie die nenen Punkte in jedem einzelnen [all
zi liegen kommen. Die Mitte der Grundmasche fiiy die Fliche (53 1) hat die Koordi-

1 ¢ v & . - .
naten: (), l, == (s. Fig. 14). Die Mitten der im 0-Punkt zusammenstossenden

] . 1 1 - 5 Fs s .
Seiten sind: ! =4 [ 5 und . 1. Awps den Gleichungen (1) folgt, dass in dieser

Flache keine Wiirfelcentren liegen, ans (2) dass im oktaedrischen Gitter die Seiten-
mitten und also anch die Mitte der Grundmasche mit Punkten besetzt sind. Auns der

HL‘lI'-‘JL‘ilTII]l:Lf von Fig, 15 folet, dass die Mitte der Grandmasche fiir die Netzebens

[ = r 2 1 1 1 s : . y
(0.4.3) die Koordinaten 1 —-, 1 -, —- besitzt, dass hier also im dodekaedrischen

GGitter ein neuer Punkt auftritt. Die Seitenmitten der Grundmasehe sind ' b 1

md 1, , 1. Nur die erstere (und ihre Gegenseite) wird im oktaedrischen Gitter
mif einem neuen Punkt besetzt und damit ist entsprechend der Bravais'schen Regel die
GGrundmasche halbiert.

Sohneke hat in seiner , Entwicklung einer Theorie der Krystallstruktur ge-
zeigt, dass man fiir die Raumgitterpunkte 24-Punkter setzen kann. Rin solcher
24-Punkter entsteht, wenn den Flichen eines Gyroeders Punkte zugeordnet werden in
derselben Weise, wie der Fliche (h k1) der Punkt [hk1] zngeordnet ist, d. h, so dass
der Vektor [h k1] senkrecht stelit anf der Ebene (hkl). (Zum Beweis nimmt man in
der Ebene (h k1) den beliebigen Pankt [x y z] an, fiir welechen also hx -+ ky —1z=10;
ans dieser Gleichung folgt aber, dass die beiden Vektoren [hk 1] nnd [x v z] anf-
einander senkrecht stehen. Es steht also [h k1] senkreeht anf jeder beliebigen in der
Ebene (hk1) gezogenen Geraden,) An Stelle des Sohncke’schen 24-Punkters setze ich
einen 48-Punkter, der sich aus 2 enantiomorphen 24-Punktern zusammensetzt und
dessen Fekpunkte den Flichen eines Hexakisoktaeders entsprechen. Dass dies znlissig
ist, folet ans Sohnekes |, Erweiterung der Theorie®*%), Man braucht bei Konstruktion
eines 24-Punktersystems nur 2 Konstruktionspunkte anzunehmen, die symmetrisch geren
eine Axenebene liegen und erhiilt 48-Punkter., Wie der 48-Punkter, so besitzt aucl
jedes dureh die Pole ( Berithrongspunkte der einbeschriebenen Kunegel) der Flichen
irgend einer der Formen des reguliiven Systems gebildete Vieleck lauter kongruente

*) Ein andercr Beweis findet sich in der krystallographischen Zeitschrift 41 Bd. 1906, S, 475:

E. v. Fedorow: Der einfachste Boweis des zur Bestimmung der Hauptstrukturarten dienender

**) Zeitschrift fir Krystallographie 1588, 14, 417,




oder symmetrische Ecken; um jede Ecke ist die Verteilung der ibrigen Eckpunkte
dieselbe wie um jede andere®). Wir erhalten also regelmissige Punktsysteme, wenn
jeder Punkt eines Ranmeitters durch ein derartiges Vieleck ersetzt wird, Tm oktae-

je

drischen und im dodekaedrizchen Gitter kiinnen die an Stelle der nen anftretenden
liichen bezw. Witrfelmitten) zu stellenden Vielecke

Gitterpunkte (Mitten der Wiirfel
repenstellung bekommen; z. B, bei

Tetraedern, so dass die oberen 321
Kanten der einen den unteren Kan-

ten der anderen parallel sind. Dann
erhilt man Punktsysteme, deren
Ficken auf Schraunbenlinien liegen.
Durch verschiedenartiove und wieder-
holte Wegnahme der Hilfte aller
Systempunkte konnen die von
Sohneke fir das reculire System
anfgestellten  Punktsysteme oder

wenigstens spezielle Fille derselben

abgeleitet werden, wie ich schon in
meimer ersten Arbeit HDie  reen-
liren Krystallkérper (Programm

des K. Gymnasiums Rottweil 1897

nachgewiesen habe. Jedenfalls oro-

diese Anschanung zur Ab-

leitung der regelmiissioen ehenen
Punktsysteme.

[Insere Methode, die in einer beliehicen Ebene (Fliche) hecenden Punkt-
fysteme aufzusnchen, ist die foleende: Nach dem oben beschriebenen Verfahren wird
zuniichst die Grundmasche konstrniert, Um die Eckpunkte derselben gruppieren sich
die Ecken eines n-punkters [h k l], wie die Vektoren (Zonen) mit den Indices h, k und 1
im Netz der Fliche,

Die 48 Eckpunkte des n-punkters [hk | bestimmen ebensovieleVektoren (Zonen)
der Form [hkll. Welche von diesen in einer gegebenen Ebene liepen. das zeigt

. Haag, Die den Vielfachen dos i

Vielecke, Foeitschrift fiir I\I'.-\.-\E.’l:]n-_-:':l!-l.i\' XLII, 1906. 8 170, Wenn man dis iclecke den Viel

Hachen in der Wajs: FAl

ruliiren Krystallsystems  dualistisch entsprechenden

dnet, dass die Eckpunkte der ersteren dio Pole der Flichen der letzteren

gind, 50 stimme ordinaten der Vieleeke mit den Indices der Vielflache iberein, Dies kann

wia fol 14 o

: Fliche (h k1) hat die Glei hung

der Hugel — 1 pasetzt. so hat der Pol die Entfernung Vh? + k1

- steht senkrecht aof (h11), fir einen leliel gen Munkt desselben ist also

1tk e

iaten des Pols sind, In Fig. 16 ist der dem Hexalis-

sl S —

dass b, k und 1 die Kaordi

ktaeder t3-Punkter (Hexakisoktagon), in Fir, 17 das dem Gyroeder entsprechende Vieleck,

der Sohnel

rgastellt,
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die 1In Fiz. 14 veranschaunlichte Methode der Projektion der: Netzebene auf eine der
Koordinatenebenen.

I. So erhilt man in der Wiirfel-
fliche (100) als Zonen einer Form
hkol;

o hk], [ohk]l, [ohk], [oh k] [ok ],
okh], [okh] [ok h]l

Diese 8§ Punkte bhilden ein halb-
rerelmiissices, gleichwinklizes Achteck
mif den Symetrieaxen Y und 7. e
Grundmasche in der Wikrfelfliche (1 000)
hat die Seiten [0 0 1] und [0 1 0], ist
also ein Quadrat. Damit ist das quna
dratische 8-Punkfsystem (la) gefunden.
Ans ihm ergeben sich doreh Ver-
schwinden der Hiilite aller System-

punkte das quadratische Vierpunkt-

system  erster (b), zweiter (e) und
dritter Art (d) und aus diesen wieder
das gonadratische Zweipunkisystem

% # ] . L 1 - 1]
s. Hig. 18. Das einfache quadratische Netz. das quadratische 1-Punktsystem |
einen bezonderen Fall aller vorhereehenden dar.

Im Netz der Wiirfelfliche treten nmr in der Mitte der quadratischen Grand-
masehe, nicht in den Seifen, nene Punkte auf und zwar beim oktaedrischen Gitter,
Um diese nenen Puonkte kinnen sich die n-Punkter und damit anch die n-Ecke ent-
weder parallel oder in Gegenstellung gruppiéren. Im ersten Fall ergeben sich centriert-
quadratische Punktsysteme, welche, abgesehen von der kristallographischen Orientierune,
identiseh sind mit den vorigen,

II. Im zweiten Fall erhilt man die gquadratischen abwechselnden Systeme.
Die 48-Punkter sollen dabei stets Parallelstellung behalten und nuor die ans ilmen ab-
eeleiteten (enantiomorphen) Hilft- und Viertelpnnkter Gegenstellung annehmen kionnen.
Iis ermeben sich: ein einziges abwechselndes Vierpunktsystem Ila, ein Zweipunkt-
system, bei dem die abwechselnden 2-Punkte symmetrisch sind, entpuppt sich bei
niherer Betrachtung (Zusammenlegen mehrerer Maschen) als Vierpunktsystem I e: ein
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zweites, bei welchem sie anfeinander senkrecht stehen. ist identiseh mit Ib, endlich
ein solches bei dem sie doreh eine Verschiehung gleich und parallel der halben Maschen-
seite in symmetrische Lage gebracht werden kimnen, ist das nene System IIb, Das
abwechselnde Einpunktsystem lisst sich als Zweipunktsystem Te auffassen. Wir haben
also in der Wiirfelfliche, wenn wir von der krystallographischen Orientierung absehen,

§ verschiedene Punktsysteme.
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I, In der Oktaederfliiche (11 1) liecen 6 verschiedene Zonen der Form [32 1
regelmissiges Zwilfeck*). Die Grundmasche besteht aus 2 gleichseiticen Dreiecken.
deren Seiten den Schnittlinien der Oktaederfliche mit den Axenebenen parallel laufen
und Symmetrieaxen fiir das Zwolfeck sind. Durch Versehwinden der Hiilfte aller System-

[11. a b

123,213, 8312, 391, 2581, 138 Die entsprechenden 12 Punkte bilden ein halh-
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) Die niimliche Figenschaft findet sich hei allen Vielecken yon der Form [l I .1}, die
den parallelkantigen Hexakisoktzedern dualistisch entsprechen, Je 6 Kanten dieser Vielecke liegen in

einor durch den Mittelpunkt wehenden anf einor dreizahliven Symmetrieachse senkrecht stehenden Ebane,

F. Hange a, o, 0. S 1oy




29

punkte werden auns dem Zwilfeck entweder gleichseitize oder gleichwinklize Sechs
ecke und aus beiden gleichseitize Dreiecke. Es ergeben sich demnach: das hexagonali
Zwilfpunktsystem (a), ein Sechspunkisystem erster (b), zwelter (¢) und dritter Art
und das hexagonale Dreipunkisystem (e).

[ITY. Tm Netz der Oktaederfliche treten neune Punkte auf fir ein oktacdrisches
Raumgitter und zwar so, dass sowohl die Seiten als die Mitte des Rhombuos (Grond
masche) zentriert werden. Befinden sich die neuen n-Ecke in Parallelstellung i
den vorigen, so entstehen keine nenen Systeme. Dagegen ergeben sich drei ab-
wechselnde Sechspunktsysteme, die den einfachen Sechspunktsystemen entsprechen a, b,
¢ und weiterhin drei abwechselnde Dreipunktsysteme, Das erste (d) zeigh symmetrische,
das zweite (e¢) parallele Gegenstellung der abwechselnden Dreiecke, Beim driften

kinnen die abwechselnden Dreiecke dureh Parallelverschiebung lings einer Axe i
symmetrische Lage sebracht werden.
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Fig. 21.

Bei den aus den letzten 3 Systemen ableitbaren Einpunktsystemen treten Un.
rleichheiten lings den verschiedenen Maschenseiten anf, weshalb sie nieht hicher ze
rechnet werden kinnen. Es folet dies aueh sehon darvaus, dass hier */, aller Systempunkfe
verschwinden miissten. Mit dem hexagonalen Einpunktsystem zihlen wir in d
Oktaederfliiche 12 Punktsysteme.

IV. Formen mit rechteckiger Grandmasche sind: (1.1.0), (h.k.o), 2.1, 1

(3.3.2), (d.1.1), (4.3.3) (8.3.3), (b.2.1), (10.6.3). Wie bei den folrenden mi

rhombischer Grondmasche finden sich bei ibmen mindestens einmal 2 Vektoren der
selben Form z. B. in der Fliche (10. 6. 3);

8.2.6] and [3.6:. 2].




Dig Ecken des zugehiivicen n-Punktes bilden ein Rechteck (Vierpunkt), dessen
f I )

Seiten parallel den Seiten der Grundmasche, im angegebenen Beispiel
[0.1.2) und [3.4. 2]

Danach ergeben sich das rechteckire Vier (2) und Zweipunktsystem ().

regeniiberliegende Seiten oder die Mitte der Grundmasche

Y. und VI. Zwei g

£
kimnen sowohl im oktaedris
Nur abwechselnde Zweipnnkte liefern weitere Systeme, da im allre-

¥
1
|

:hen als im dodekaedrischen Gitter mit nenen Punkten

besetzt seg

meinen rechteckice zentrierte Systeme mit rhombischen identiseh sind. Somil haben

Y. V1.

L] L] L ] L ] L]
g
: »
@ L] - L ]

wir noch ein rechteckiges abwechselndes Zwelpunktsystem (V), sowie ein recht.
abw. zentriertes Zweipunktsystem (VI Die Einpunktsysteme liefern nichts neues,
da sie als Zweipunkisysteme aufgefasst werden kinnen. Rechnen wir dazn noch das
rechteckige Maschennetz, so haben wir 5 verschiedene rechteckige Punktsysteme.

VIL. Formen mit rhombischer Grundmasche sind: (281 (3adn 1) (3.2 .9),
4.3.1), (6.5.3), (6.8.1), (21,7.5). Die Eckpunkte des Rhombus kinnen wie bei

No. b durch Vier- oder Zweipunkte ersetzt sein. s ergeben sich demnach das

'\. | i (1]
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rhombische Vier- (a) nnd Zweipunktsystem (b). Bei den zwei ersten der angefithrten
Formen mit rhombischer Masche wird im oktaedrischen Gitter nur die Mitte de
Masche mit einem nenen Punkte besetzt, die sich ergebenden zentrierten rhombischen
sind mit den rechteckigen Systemen identiseh, die abwechselnden Zwei- und in-
punktsysteme mit den zuletzt angefiihrten rhomhischen.

VII'. Beiden Formen (3.3.1), VII. i b
(5.3.1) (21.7.58) werden ‘im ot L
oktaedrischen Gitter ausser der
Mitte aunch die Seiten mit neuen X o
Punkten hesetzt, Wir erhalten i L . »
gin  abweehselndes  rhombisches S, ; : j
Zwei-und Einpunktsystem und somit, "8 : v u ot -;,"
wenn das rhombische Maschennetz X0 ZijE A :
dazngerechnet wird, im ganzen e ke O
b rhombische Systeme. i o :

VIIN. Die Hexakisoktaeder
haben im alleemeinen ungleichseitize
nnd uneleichwinklize Grundmaschen
(Rhomboide). Im Netz der Fliche findet sich gewthnlich nur eine einzige Zone der-
selben Form. Zwel Zonen derselben Form treten ant bei (15.3.1) und (5.4, 3). Bei

der letzteren sind es die Zonen [6.1.7] und [5.7.1] (s. Fig. 15). Die 4 in die Fliche
(5.4 .8) fallenden Kckpunkte des 48 Punkters [7.5.1] bilden ein Rechteck oder einen
Vierpunkt, der an Stelle der Eckpunkte der Grundmasche treten und dessen Lage
ceren die Seiten der Grundmasche aus der Figur des vollstiindigen Maschennetzes fin
die hetreffende Fliche abgelesen werden kann (s. Fig. 15). KEs tritt nun hier der
Fall ein, dass der an Stelle des Eckpnnktes einer Masche tretende n-Punkt hihere
Symmetrie besitzt, als die Masche selbst. Das sich ergebende rhomboidische 4 Punkt-
system muss als Kombination zweier 2 Punkisysteme betrachtet werden; es verbleibi
somit in dieser Abteilung nur das rhomboidische 2 Punktsystem (a); das 4 Punkisysten
(b) soll aber zuondchst noch mitgerechnet werden,

VITIE Tm dodekaedrischen und VIIT- b
im oktaedrischen Gitter kinnen ent-

welder 2 wegeniiberliegende Seiten, > ¥ i
oder die Mitte oder alle 4 Seiten

(mit der Mitte der Grundmasche)

mit nenen Punkten besetzt sein. e : . -
Der erste Fall liefert kein einziges Fi :

kommen

newes System, Tm zweiten
nur die abwechselnden 2Punkte in Betracht; die abw. 1Punkte kiunen als 2 Punkt
system VIIIa znsammengefasst werden Wir haben also nur ein  zenfrertes ab-

wechselndes 2 Punkisystem (i, 27).




VIIY™. Tm dritten Fall (Fig. 28) erhalten wir das rhomboidische abwechszelnde
2-Punktsystem (zweiter Art) und das rhomboidische abw, | Ponktsystem. Wir zihlen

6 verschiedene rhomboidische Punktsysteme,

Zusammenfassung der Resultate.

Wir haben im ganzen 36 verschiedene Punktsysteme cefunden. Die 8 qua-
in 2 Abteilongen, die 12 hexaronalen ebenfalls, die & recht-
eckigen in 3, die 5 rhombischen in 2, die 6 rhomboidischen in 3 Abteilungen. In
jeder der 12 Abteilungen sind Systeme zusammengestellt, die alle ans dem ersten (a)

dratischen zerfallen

durch Verschwinden der Hilfte oder des vierten Teils aller Systempunkte abgeleitef
werden kinnen, Jedes der anfgestellten Systeme kann noch mit Systemen gleicher

Art Kombimiert werden. So kinnen z. B. bei jedem System die Fekpunkte der Grond-
masche hinzutreten, weil das einfache Maschennetz einen besonderen I"all eines jeden
Systems darstellt. In der zu Anfang erwihnten Arbeit habe ich angenommen, dass
schon die 45-Pankter und nicht erst die aug ihnen abgeleiteten Halft- nnd Viertel-
fliicher im oktaedrischen und rhombendodekaedrischen Gitter Gegenstellung annehmen
Aus dieser Annalme ergeben sich 6 weitere oysteme, die jetzt noeh
angefithrt werden sollen, In der Winfelfliche das abwechselnde Achtpunktsystem, in
he das abwechselnde [2-Punktsystem, 2 abwechselnde rechteckioe (Fie,

kiinnen.

der Oktaederfliic
29 a nnd b) nnd 2 abwechselnde rhombische ?'\"I\,'_x;1|:]“|- e und d,
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Derartige Punktsysteme kimnen in Kristallfiichen vorhanden sein; wenn aunch,

wie leicht einzusehen, die Verteilung der Massénpunkte um die einzelnen derselben
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verschieden ist, so gibt es immer noch unendlich viele Punkte, die Mascheneckpunkte
bei denen diese Forderung erfiillt ist. Das nimliche gilt fiir die abwechselnden
hexagonalen III', rhombischen VII! und rhomboidischen Systeme VIIT! und VIITY,
Werden diese (11) ausgeschieden, so verbleiben, wenn auch noch das rhomboidische
4-Puanktsystem VIITb eliminiert wird,

die 24 regelmissigen Punktsysteme.

In einer musterhaften planimetrischen Untersnchung*) beschreibt Sohncke alle
regelmiissigen ebenen Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnung. Nach seiner Er-
klirung heisst ein Punktsystem regelmiissiz, ,wenn die von allen seinen Punkten
ansgehenden Linienbiindel iibereinstimmen indem sie entweder séimtlich kongruent,
oder teils kongruent, teils symmetrisch sind.* (Zum Zweck der Unterscheidung lkon-
gruenter und symmetrischer Linienbiindel wird festgesetzt, dass die Figuren nur in der
libene beweglich sein sollen.) Alle von S. gefundenen Systeme kénnen bei den von
mir aufgestellten untergebracht werden. Inshesondere ist sein System

I mit dessen Unterabteilungen ident. mit IIlb

11 & = - - I1l ¢
FI]% et : . : + Ile
N 8 5 5 5 Ib
V ist ident. mit . . . . A R T
VI g W M AT S e T S H
L (R i o b Ve L S : la
VHI . . . PR e S 14 I
T, i 2 O e el S R L [
L - : SRR R R S LY,
3 ] E : el e e = e e R
e Lo e VT OB RO,
XI[b - i e e T B

Xle | sind spegielle Fille des Systems VILD, fir welche die Ver-

XId | bindungslinien der 2-Punkie in die Richtung einer Diogonale
Xle des Rhombus fallen.
o I ] 1 116 e < S
p g LIRS RN R e T e S |

Die von Sohncke nicht angefiihrten Systeme Iec, Id, Ie, IIb stellen besondere
Fiille seiner Systeme X, VI, XIb, XTII dar, fir welche aus der rhombischen oder
rechteckigen Grundmasche ein Quadrat geworden ist. Aus der vorstehenden Ver-
cleichung folgt, dass die sémflichen regelmiissicen Punktsysteme schon von Sohncke
wefunden worden sind. Am Schluss seiner Abhandlung behilt er sich vor, alle iiber-
haupt moglichen regelmiissizen Systeme des Raumes aufzufinden. Erst wenn dies
gelungen ist, wird es aunch nitig sein, eine Klassifikation derselben (und implicite auch

) Borchardt’s Journal fur reine und angew. Mathematik, Jahrg 1874, 8, 47. B. 77.




der ehenen Systeme) nach dem griosseren oder geringeren Grade ihrer Symmetrie
then fiir die riumlichen Systeme gelist hatte®),

vorzunehmen.® Nachdem er die Auntf
ich, die ebenen Systeme darans abzuleiten. Und zwar
erstens, weil sein 24-Punkter nicht ausreicht nnd dafiiy ein 48-Punkter gesetzt werden

L1,

war es ihm aber mieht mieg

muses. zweitens, weil ihm die graphisehe Lisung der diophantischen Gleichungen ersten

Grades mit 3 Unbekannten nicht bekannt war, wie er mir in einer freundlichen Zu-

selivift miteeteilt hat.

Die regelmiissizen Punktsysteme sind die folgenden:

| Ia das quadratische S-Punkisystem (Sohnckes System VII)

2 EhiE - I - erster Art (3. 1V)

3. 6 o - 5 zweiter Art (X spez. Tall)

; [d ; I i fratter s s iVl 5

b, [e ) 2 : (XLh spez. Fall)

(Xla

7 [Fa " abwechselnde 4-Punktsystem (V

8 Iy = : 2 . (XIIL spez. Fall)

9. Illa . hexagzonale 12-Punktsystem (V1)

11 ] B 6 a (Il
E2 R B il - b . 8. . AIX)

13: TIle 7 3 o (L1

] 1 6 # | . (Xla spez. Fall)
5] IVa ., rechieckige | S (X

16, IVh & . 9 E (XIh

17 APy 5 1 iy (XIa spez. Fall)

18. V : 3 abwechselnde 2-Punktsystem (XI11)

| &1F Vi . x * zentrierte 2-Punktsystem (X111

20, VIla' ,, rhombische L-Punktsvstem (VI)

PR ST ; 2 Z (Xle—d sind spez. Fille von VIIh)
22 Yile - 1 o (Xla spez. Fally

92 Villa ,, rhomboidische 2 - (XI)

21 SR 1 1 B 1 TR N | ] (Xla)

Wie den Punkien einer Netzebene (1-Punktsystem) die zn einer Zone gehirigen
Flichen dualistisch entsprechen, so stellen die den 1-Punkt vertretenden Punkigruppen
| |

das dualistische Gerenstiieck der Vizinalflichen dar

Krystallstraktur von Dr. L. Solncke. Leipzig 1878,

cutwicklung eciner Theoric der
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IV. Raumgitterzahlen.
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Tafel der Ranmeitterzahlen
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In vorstehender Tafel der Raumeitterzahlen (GZ) sind diejenigen Zahlen (NGZ),
die sich nicht in die Summe dreier QZ zerlegen lassen, besonders hervorgehoben.

[t 7 a® + b* 4 ¢ und p eine beliebige ganze Zahl, so ist

p! G4 = (ap)” (b p)* (cp)*

worans sich sofort der Satz ergibt:

. Satz. Eine G¥ mit p* multipliziert ist wieder eing GZ.

2 Satz Kine NGZ mit p* multipliziert ist wieder eine NGZ, = B. 7.2° 28,

3. Satz. Die NGZ sind Zahlen von der Form (3n-—1)p* wo n und p be-
iil'ili'_’-' Calze }",.'L||'!-IL r'-iHll. )

8, 821 beweist, dass (Bn 4 7) 2% keine _,,r.rinim-“' Form

15, dags jede gerade (uadratzahl durch 4 m, jede ungerade durch Sn -+ |
werden kann, Ist die Bumme dreier (uadreatzahlen ungerade . so kann sie nur dorch eine
nen Bpi-E 1 -=3q 14 B8r= | =8k 4 ¢
i tq + 8r+ 1 =8k 4

welehe die Form (30 + 7) nicht einschliessen n s f Iine wenig geanderte Be-

¥
¥
1
i




Darans folgt sofort der bekannte Satz, dass alle ganzen Zahlen sich in die
Snmme von 4 Quadratzahlen zerlegen lassen; denn betrachtet man die einer NGZ
voransgehende Zahl der Tabelle, so braucht man nur 1 zu addieren, um die Riehfig-
keit des Satzes einznsehen.™)

4. Satz. Zahlen. die anf mindestens 2 verschiedene Arten in die Summe

dreier Quadrate zerlegt werden konnen, stellen sich dar a) in der Form q" wWo q
gine beliehize ganze Zahl, ausgenommen die Potenzen von 2, da 20 stets eine
einfache GZ: b) in der Form (Su + 1)r, wo r jede beliebige Zahl sein kann, aus-

senommen die NGZ,

6. Satz. NGZ (8n Lhi=""NGEE
Die durch Probieren cefundenen Sitze 4 u. 5 kinnten nur dann bewiesen werden, Wenn es
selinge, das Problem der Streckenmultiplikation in die riumliche Geometrie zu fiher-
tragen. Dass dieses Problem aber im dreidimensionalen Ranm nicht allzemein gelist
werden kann, folgt ans dem Beispiel 3.5, wo die einzelnen Faktoren als Vektoren-
quadrate dargestellt werden kinnen, nicht aber ihr Produkt. Lipschitz hat gezeigt,
dass dieses Produkt ein Quaternion ist,**)

Die Regel fiir die Multiplikation von Quaternionen kann dem folgenden
Schema ) entnommen werden:

|. L5 S {
i | {5 Eq
L £ 1 2
{ i i |

Der Wert des Produktes 0.8, ist in der Horizontalreihe enthalten, die links

e und in der Vertikelveihe, die oben e, enthiilt. Danach ergibt sich

(] ~=9am 0] !. a 2;) ] _JI_ } 8, - 8y 9p
d: h, (1 -89 (11 =1y = L8541 RS
Alle Zahlen lassen sich in einer der folgenden Formen darstellen
gn, 8n 4+ 1, 8n+2 8n 4+ 8 8n+4, 8045 8n+ 6 20+ 7

Thre Quadrate sind daher von der Form
Bn,, 8n, + 1, 8o, + 4
Bildet man die Summe von 8 Quadratzahlen, so sind nur die Formen Sn, 8n + 1, 8n + 2, 8n 5,
v yon 4 Quadratzahlen bildet, kann

8n 44 Bn 45 8n 4 6 méglich nnd nur wenn man die Somi
anch die Form 81 4+ 7 auftreten,  Alle Zahlen von der Form Sn -+ 7 kinnen als Summen von 4 Gua-

der

dratzahlen hergestellt worden, von demen 8 ungerade Zahlen sind, wihrend die vierte yon
Form 4n + 2 ist.

an Formel
2np)®

##) Aus der von Schwering in Crelles Journal, Bd 115, 8, 301 angegehen

(m* + 0+ p*+ 0 = (m* 40" —p*—q°) + (2mp o 2nq) + 2mp I

folgt der Satz, dass das Quadrat jeder Zahl, ausgenommen die Potenzen von 2 (hei dencn p und g
cleich 0), sich in die Summe dreier Quadrate zerlegen lisst

%) Lipschitz, Untersuchungen iiber die Summen von Quadraten. Bonn. 1886, 5, bl

{1 E. Stody, Theorie der komplexen Grossen. o. 167. Encyclopaedie der meth. Wiss. LAy

Anf diese Arbeit bin ich in dankenswerter Weise von I Prof. Dr. Mehimke anfmerksam gemacht worden,
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Die Zahlentheorie hat die Anfgabe gelist, ein ganzzahliges Quaternion, dessen
Norm (hier 15) gegeben ist, in Primquaternionen zu zerlegen, Den dreigliedrigen
(Quaternionen (sagen wir Ternionen), die fiiv die Zweeke nnserer Anfeabe allein in
Betracht kommen, hat diese Theorie noeh keine besondere Aufmerksamkeit geschenkt.
Insbesondere ist die Frage zn lisen: Unter welchen Umstéinden ist das Produkt zweier
Ternionen wieder ein Ternion?

Da es gleichgiltiz ist, welche der 3 Einheiten e, e; oder e, verschwindet, so
setzen wir €y 0
Das Produkt zweier Ternionen ist
(X, e ¥+ g Z) Xy 8 ¥y =1~ B; &)
(X %e — Y1 ¥e — % %) F 6 X ¥, 1 ep (X, 2y -+ 2 Xa) - €5 (¥ Bg — ZyYe)

Das Produkt zweier Ternionen ist also wieder ein Ternion, wenn
Nyt %y Va 1]

Das Multiplikationsschema 1st

|:|'i‘-']|||,'|2

(1 4+e -+ 2a,)(1 28 le,) —_ - i s
d. h. RO (B TS| By LRl S0 [9.5.6
oder (LI 41 42 (1 - 2% J 4=) - (9% 1- 3= -} G7)

Dass das hier gewonnene Resultat nicht ceniigt, zeigt schon die Multiphkation
mit 2 [1.1.0], Sie kann mit der gefundenen Regel nur durchgefilhirt werden fiir
7 0. oder x, v,. Hs widerstrebt z. B.

1.1.0] . [4.2.1]
nnd doch wissen wir, dass ein Ternion der Form [6.4. 1] heranskommen muss. Am
Schlnss der foleenden ceometrischen Betrachtung wird gegeigt werden, wie das letzie
Ternion auns den beiden ersten abeeleitet werden kann.

Streckenmultiplikation im Raum.

Sind [x, v, 2] und [x. v, %] zwei Vektoren, [xyz] ein dritter Vektor, dessen
Tensor gleich dem Produkt der Tensoren der beiden ersten sein soll, so ist
()RS =y A7) X2 ¥+ 29
Vorerst mige angenommen werden, dass die 3 Vektoren mit dem Einheits-
vektor [1.0.0] in einer Ebene liegen, deren Gleichung

. ¥ %
=) X ¥y & v 2 Yia=u




. i ?‘.'I
dann ist cos [X, .y, -%] [1.0.0] y =
Vix yv,.* -+ z,°
) Vs i
der sin [X;.¥,.%] [1.0.0
Vit 4+, 7
Xy
CO8 [Xg .Y -2 |1 00 - b2
Viz,* + 7, iy
: Viy. 7
N [Xg - ¥a -2z [1 2020 '

Vix,* oyt 2

CO% | X - ¥ . & 0 R \
\::' | \ I .‘.‘.!

Und da bei der Streckenmultiplikation in der Ebene der letate Winkel gleich der

Summe der beiden ersten ist, o folet

X Xy X V.2 Al W Z:7)
Vx y 7" Vx v. i Lm® Vx4 7
oder mit Hilfe von Gleichung (1)
(8) x s Vi A e 7i2)

Die Wurzel wird rational, wenn

(4) ¥, py, und z, 7,
A : Z
Aug (2) folet (D) Z Lo
." 1 :
; T : = Zy
und somit x*-1¥y° -2 X ¥ 3
| ¥ Z : : : Sl g o
oder nach (1) ¥ e it Zo) (Xt = By Dz X
|
nnd mit Hilte von (3) i el o Sy bl SR at) + ey Loz
P (3 7 )t — XX, S e T i)
(Y1 Z,°)°p
(¥ Ze) pE xS B pX, X Xoh
worans der Wert tiir y folgt. Wir haben
I X =% % Fpiy 2 =5 Xt i Ya 1% %
(6) < ¥ .nx + x) (X ¥s + %2 ¥1)
Z 74 (PpPX 4 Xg) = + (X %y + %) Xy}

wo entweder nnr die oberen oder nor die nnteren Zeichen oelten, nnd sind jetzi

der Lage, die folgende Multiplikation ansznfiihren :




— 40 —

11.+1.+8)
| 2 I"J.!::[[ : "
[112] [124] | [—9.+38.+6]%

dasg niimliche Resnltat, das wir durch Multiplikation der beiden Ternionen
G tenten) (o e ¥yt ezn)
erhalten.
Vermittelst der Streckenmnltiplikation kann jeder Vektor quadriert werden.
Mit Berficksichtizung der verschiedenen Vorzeichen erhiilt man nur die beiden weszent-
lich verschiedenen Resultate:

(x-le y-+ ez x* —y'—z"+ 2e, xy-- 20 x3
(x +e§y+ ez (x—ey—ez) x* 4 y* + z°
T e P T | a = Irj'. : f- 228 |.J . 2340
| [a® 4 b* 4-¢¥, 0. 0]
Man siehl anch unmittelbar, dass
(a® — b* — ¢ 4 4a*b* - 4ac? {a® 1 b* - c¥)®
Beispiel :
[2.9.1]7 [—1.8.4] 9% pnd [1.2,2]* [7 .4. 4] 9¢

Kine zweite Zerlegung fiir 81 liefert der Vektor 8 [2.2.1] = [6.6. 3).

Die erhaltenen Formeln bieten die Moglichkeit, aus sinem Vektor die Quadrat-
wurzel zn ziehen, Ist [a.b.¢] der gegebene Vektor, [x .y . z] die gesnehte Quadrat-
wurzel, s¢ hat man

X! — y — 2% 4
2Xy 1}
2xz = ¢
x4+ y* -+ z9)° a® - b* - c*
x*fyiz? =+ Va?l il p® 0% u. s. f.
Besonders einfach wird die Losung, wenn a*® 4 b* | ¢® = d° Dann ist
I._.!‘_E:{"_- + d
o2 1 i)
e 5 | d aj
1
2 5 (a £+ d)
= b*
¥ = )
ot

?.'.' s

) Ts ist sehr einfach die mechanische Resel abzoleiten, vermittelst welcher die boiden
verschiedenen Multiplikationsresultate erhalien werden, wenn man die beiden Vektoren unterein-
anderschreibt:

=Rl ]

b
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teispiel. (6.3, 2] |:'F L0, 0] gibt
l \ 13 \ 9 \ 2 I [[7.0.0]
Ssais ¥ Cops iV el Degdl Te a0 8]
Versncht man die Streckenmultiplikation in der Weise zn verallgemeinern,
dass [x.yig] .9 .%] =Fy-5] [1:0.0
i il |5 0 I o Ml b R

g0 erhilt man das folgende System yon Gleichungen

[, x* v &% (2 il g et b g ® e t)
L xx, -+ ¥y + 22 ElP+nitax
Il. xx, + ¥¥. £z, (%% + ¥o? + %%) X

das nur fir den Fall rationale Werte zu ergeben scheint, wenn, wie bisher, angenominen
worden. die beiden zu multiplizierenden Vektoven mit dem Einheitsvektor in giner

Ebene liegen.

Beispiel. a8 Haldng, A= |i LAnE]
s e S 126
X 2y % 24—
e I e 2l | =l
L ¥ 3
X L s

Multiplikation durch Koordinatentransformation.”)

Jedem Pankt mit ganzzahligen Koordinaten entspricht ein Punkt des kubischen
Raumeitters mit einer Wiirfelkante gleich der Einheit. Andere kubische Raumgitter
findet man dureh Aufsuchen dreier Vektoren derselben Form, die aufeinander

senkrecht stehen: (a.b.c] [b.¢.a] [c.a.b]
also durch Aunflisune der Gleichung

.'|]| 1_1!'_' — oG [}
pines Keeels, Die Axen des Koordinatensystems sind Mantellinien. Die Selinitte mit
Ebenen parallel einer Axenebene sind Hyperbeln, deren reelle Axe in die Halbiernngs-

linie des Winkels zweier Koordinatenaxen fillt; anf dieser liegen die ersten Gitfer-

*) Soll ¢in Gitter in ein anderes verwandelt werden, dessen Grundspat durch die Vektoren
[a, by €], [@s by cal, [8; by ¢q] bestimmt ist und sind die Koordinaten eines belichigen Punktes im neuén
System %, y, z, so ist der #u ilm gehivige Vektor
x [ by.c]i4-¥ [y b sl = [85 15 Gl

und wenn X, Y, % die Hoordinaten des nimlichen Punktes im alten Gitter, so folgt

]‘.\; =8, X+ 8, ¥ 4 ayE
SN = x4 by ¥ 4 by
lz =

= 0 X FCy Y + CyE




punkte; es sind aber noch weitere vorhanden, wie die nidhere Untersnchung zelgt,

Man erhilt fiir

i I P ]|
{ — g ARG 2
— h.b 'i-!. 1= 4 5|
(3.4 i}, [12. 6.4}, [20.5.4]

[10.10. 5], [30.6.5]
24 . 8.8], [42.7.6] w s L.

(19512 6] [16. 106

Die absoluten Multiplikatoren sind demnach
9.2.1], [6.8.2], [12.4.3], [20.5.:4], [15. 10, 6], [42.7.6]
und deren Vielfache. Allremein
mn(m-+p.mp @+ p).mnp
Teder beliebize Vektor kanm mit einem absoluten Multiplikator [a.b. c] nach

folrendem Schema multipliziert werden:

- dd [ [T el x[a.b.¢]+4y[b.c.a] + z[c.a.b]
Der Punkt [x.y.z] im neuen Gitter hat die Koordinaten
X ax -+ byt ez
i bx + ey - az
7 ¢ex - ay -+ bz

Der Spat des neuen Gitters hat den Inhalt

abe
bea | = (a4 b® 4 ¢
cab
Wi ab-t+be+ac =190
Unter der ndmlichen Bedingung ist also
) (x2y? Logf)(af o bE 4 ef) fax +by e tbx+4 ey azn)’
(cx ay -+ hz)

Betrachtet man nochmals die allgemeine Form des absoluten Multiplikators

und bemerkt, dass

nn-pP4pim4pd-4nip =0 +np+ Py
WOTAILS X 8y 8y ay X Ay f, & X
¥ h,.hy by Y by b, by X
A e & & ey | 6, Gy &
X — Y . p, p—
A, Ay fy By 3, Oy 8y
Iy by b by by, by by
. Cg Cy Cy Cu €y i Og Cy

Ist dic Nemnerdeterminante gleich 1, so hat der Spat des menen (Fitters den niimlichen Inhalt
wie der des alten und die Anzahl der Gitterpmnkte ist in beiden Gittern gleich gross,
F. Sommerfeld. Geometrische Kristallographie. Leipzig 18906, S, 24 und =5,

%) Diege Formel wurde zuerst von Catalan auf anderem Wege gefanden, Atf Nuovi Lincei
5. 9 108: auf dic Arbeiten von Catalan bin ich in dankenswerter Weise von H. Prof. Dr. Wolfing

aufmerksam gpemacht worden.




go findet man den Satz:

Zahlen von der Form m* (0 - np

a* m* n* (n
m* p-in

b+

p?)? lassen sich in die Summe dreier Quadrate
P
[ic 1]:_:'

es ==

zerlegen ,
Schema (**) multipliziert werden kinnen.

35 7 g8 qon Y 1A%,

Es ist z. B. 7 = 6%+ 3% 4 2°

(37 323

Die Multiplikation der Vektoren ist

man S verschiedene Resultate:

[3.2.1].[6.8.2 =31[6.8.2] )
| ald
]
|
| =
nnd [ i [ e i e

oetl

(xe, +ye,

THEELIL

- 7 6;) (& el be, 4 ceg)

bye -+ 0cye g

g0 heisst das Multiplikationsthema
S o <
Y o= b X
Z (—ex

-J||_|:I'

die mit jeder beliebigen Summe dreier Quadrate (x* -} y* - %%

41y (6% + 3

aze; e

nach dem
Splehe Zahlen sind

152 162 18% 19% 21° n. s 1
aber a e R e 2
22 gaa | 11% | 9F

entschieden vorzuziehen; dabel erhilt

(3.2, 6] [2.6.3] = [Bgz=T1vE=H]
L [26:. N3]

[10 . 19 . 15]

a2 14 il

3. 2.6] +8([2.6.3] [67. 1719
L LB T e s

[ 6. 26, 0]

s 6, Tl 28]

- axe? - bxe &, | CX¢& 8

bzeye, |+ Czey

b N i Z) ey
— ey 8 Z) 8,
8y b z) 8;
(13 &
8, —
8, @
€y —b;

Anstatt die Glieder des Multiplikanden zu verdndern, konnte man sich anderer

Multiplikatoren bedienen:

3[6.3.2] -2 [3.-2.6] + [2. 6. 3] [es, e i
Man erhilt dabei aber keine nenen Resnltate: ebensoweniz bei der Ver-
tanschung : 3[6.8.2 42 {as B 3.2, 6] it s [
I Byt
f Ty 8 8, — & B8
Das Schema ist jetz AT :
g, 8, 8 — 8
8y €3 0y L3




T =

Es eibt 4% verschiedene Vektoren derselben Form [a.b.ec], welche den
Flichen eines Hexakisoktaeders entsprechen. Sucht man die Anzahl der wesentlich
verschiedenen Vektorentripel (dreier anfeinander senkrechten Vektoren), so ist zunichst
#i bemerken . dass ein diametral entgegengesetzies kein nenes Multiplikationsresultat
liefert, Die 24 iibrie bleibenden werden zu je dreien zusammengefasst. Der dualistisch
entsprechende Satz heisst: BEinem Hexakisoktaeder lassen sich 8 verschiedene Rhom-
boeder nmbeschreiben. Die Flichen der Kormen I\li =802 (2L :;), (1o . 10, 6) n. 8. f.
lassen sich zu je 6 als Wirfel zn-
sammenfassen; man kinnte sie Okta-
kishexaeder nennen. Der Pyramiden-
witrfel (2.2 . 1) ist ein Tetrakishexa-
eder (Fig. 30). (Die parallel ihrer
Symmetrieaxe schraffierfen Flichen
liegen in den Wiirfelflichen, Man
darf sie sielh nur nach dieser Axe ge-

brochen denken, um eine Vorstellong
vom Oktakishexaeder zn bekommen.)
Entgeoen der Multiplikation mit
absoluten Multiplikatoren ist eine solehe
mit anderen Vektoren, die Koordinaten-
transformation oder das Multiplikations-
e e schema, vom Multiplikanden abhiingig
e e R (relative Multiplikation). Als Beispiel
Fig. 30, diene die Multiplikation mit 2.

Hier scheint die Transformation mit

dem Spat [1.1.0], [1.1.0], [1.0.1] durchgefithrt werden zun konnen, denn es ist

[ 0] 1.1.0] [0 0.1 1.2.1]
[1.1.0] . [2:1.00 =2 [1.1.0] [1.1.0) = [L.5.0
[T00] . (2201 2 1.1.0] +21.L.0] 4 [1.0.1 [l

aber fiir die folgenden Multiplikationen mit [2.1.1] und [3.1.0] muss ein anderer

Spat gewiihlt, oder es miissen die Multiplikanden verdindert werden:

LS O] S]] [eln [1.1.0] + 2[1.0.1] =[2.2.¢2
N LT o SR BN S Ehaabh) i et ) 2.4 .0]

Die Multiplikation mit [3.2.1] ist anf keine Weise durchfithrbar, was mit der Tat-
sache in Kinklang stehf, dass 25 nicht in die Summe dreier Quadrate zerleet werden
kann. Dagegen erhilt man

A £ [1.1.0] +2[1.0.1) + [1.0.7] = [5.4.1]

Diese Multiplikation ist in der Ebene der Vektoren [1.1.0 und [1.0.1] ansgefiihrt:
denn 4[1.1.0] 4+ [1.0.1] [6.4._1]; der Spat ist auf einen Rhombus reduziert,
bei dem eine Seite doppelt zn nehmen ist,




wurde 8. 67 gefunden

(3) x X, X+ V(@ + 29 32+ 50)
T L 15 P i
5. 6B = l \ = < \ e \; = |
2 26 L
oibt mit [0.1.1] multipliziert nach Gleichung (3)
iy 0
. A e 1 - ]) =
\ (‘]ii l:?) (
Ynr Berechnung von y und z hat man
(1) x*—+ y® - =° 14
; A 4 /18 : 9
(2} ¥z, — ¥, 2 = 0hds ooy \ 5 Z \/ o6
3
¥ = = &
Somit ¥ TR it
Zur Veralleemeinernng der Methode sefzen wir
Lah sat b® — ¢ \ C I
a | / = e W
\ g \ 2(a 4+ b} a b
Bei der Multiplikation mit [0.1 . 1] wird
7 : a® - h*
LT ) .2 =+ Va hi=i=tp
\ Q(a-4b ]
‘ ; 2a— pt p*(2a—p)—2¢ VAL
\ 2 \ 2(2a p¥l \ 2a—p°
mit [0, 1. 1] multipliziert gibt x = + p
I ¥ ) C
¥y s Vp!(2a—p*) — 2¢
|
7 D Va
Beispiel: a = 15, ¢ 2 p 1 zibt
/39 /25 2 l |.. | | <y
: / - : A e | : e [y e 2
I \ 2 \ 5 1e] \ a9

Als ein Beispiel velativer Multiplikation kann aunch noch die Streckenmulti-
plikation anfgefasst werden. Aus den Formeln (6) S. 67 folgt

Sy [ . Xe s 0] 42, [2 - O - X

%Y. 2 X [0V e e

Da der Vektor [x,.y, .z sowohl senkrecht steht ant [y, .x, . 0] als auf [z, . 0. x,]
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so wird hier das kubisehe Raumgitter in ein Gitter von monokliner Struktur mif
einem senkrechten Prisma als Grundspat verwandelt, dessen Grundflichen Parallelos
sramme sind,

Bin eigenartigzes Beispiel absoluter Multiplikation bietet die Multiplikation
mit einem Vektor der Form

fa.b..0] wo a" - h° Vs
Fs ist
[x.¥.2].[a.b:0] x[a.b.0]+y[b.a.0] +z[0.0.¢]
d: h. (x*- 3>+ 279 (a2 4-Db? - (ax - byyE -+ (bx—ay)® + (@° 4 b7z
Hier wird das kubische Zahlengitter in ein anderes mit der Kante c Va® b*

verwandelt. Die Stellune der neuen Wiirfel kann keine andere sein, als die eben an-
genommene, bei welcher die Grundflichen in einer der Koordinatenebenen lieggen und
deren Seitenkanten parallel einer Axe laufen.

Bei einer schiefen Stellung der Grundiliche

e b ], [bic..a

Wi ab -+ be4ac (1]

ist der auf ihr senkrechte Vektor [c¢.a.Db]; dieser bestimmt mit den beiden vorigen
den Wiirfel, der bei der absoluten Multiplikation erster Art in Frage kommt. Wir
haben gesehen, dass auch die absolute Multiplikation zweiter Art eine kubische 1st,
haben also wwei verschiedene Arten der kubischen Multiplikation zu unterscheiden.
Die Streckenmultiplikation bietet ein Beispiel einer monoklinen (orthorhomboidischen)
Multiplikation, die fiir y, = z,, d. h. fiir den Fall, dass der eine Vektor in einer
Medianebene des Axensystems liegt, zur rhombischen wird.

Bei der Multiplikation mit (1.1 .0) handelt es sich um den Spat [1.1.0],
1.1.0], [1.0.1], bei welchem die beiden ersten Vektoren ein Quadrat bestimmen,
auf welchem der 3. schief steht; wie man leicht einsieht, ist aber eine einzige Symmetrie-
ehene vorhanden, so dass ein monoklines Prisma mit quadratischer Schiefendfliche
vorlieet: jedoch ist aunsserdem noch die Gleichheit simtlicher Kanten im Gegensatz
zum monoklinen Typus hervorzuheben. Bei der Multiplikation mit [2.1.0] handelt
es sich ebenfalls um ein Prisma mit quadratischer Schiefendfliche, dem jedoeh die
Symmetrieebene fehlf:

[Bailla0] s2ad2] 2. [2.1.0] -+ [1:2:0] 2 [0.1.2] [ 2.4]

Diese Art der Multiplikation moge die klinogquadratische heissen.

Zusammenfassung der Resultate dieses Abschnitts.

Die alrebraische Multiplikation zweier Vektoren ist gleichbedeutend mit einer
Verwandlung des kobischen Zahlengitters in ein anderes, dessen Grundspat entweder
nur von einem oder von beiden Vektoren abhiingie ist. TIm ersten Fall kann die
(absolute) Multiplikation mit jedem beliebigen anderen Velitor ansgefiihrt werden, im
zweiten (relative M.) nicht. Geniigen die Koorvdinaten eines Vektors [a.b.e¢] der
Bedingung ab 4+ be 4 ac 0, s0 kann er mit jedem beliebigen anderen multipliziert
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werden durch Verwandlung des Kkubischen Zahlengitters in ein anderes mit wiirfel-
firmizem Grundspat, dessen Kante Va® - b -} ¢ Ist fiir einen Vektor [a.b.0]
die Bedingung a* - bt — ¢ erfillt, so kann er mit jedem beliebigen anderen durch
Verwandlung des kubischen Zahlengitters in ein kubisches mit der Kante ¢ = V/a® 4 b’
multipliziert werden. Die Streckenmultiplikation im Raum ist ausfiihrbar, wenn die
zu multiplizierenden Vektoren mit einer Axe in einer Ebene liegen; sie ist oleichbe-
dentend mit einer Transformation in em Gitter von orthorhombischem oder orthorhom-
boidischem Grundspat. Andere Beispiele der relativen Multiplikation fiithren anf einen
klinogquadratischen Grundspat von monosymmetrischem oder asymmetrischem Typus.

Niaherungsvektoren, (I Anhang.)

Dureh die Untersnchungen von Jakobi (Alleemeine Theorie der kettenbruch-
ihnlichen Algorithmen, in welchen jede 7ahl aus 3 vorhergehenden abgeleitet wird.
Borehardt's Journ. fiir reine und angew. Math. 69.p. =9 g4) und Fiirstenau (Uber
Kettenbriiche hiherer Ordnnong. Programm Wieshaden 1874) ist es miglich geworden,
fiir jeden beliebig komplizierten Vektor eine kiirzeste Reihe von ihm sich immer mehr
niihernden Vektoren anzngeben. K. gommerfeld (Kettenbruchihnliche Entwicklungen
zur Beurteilung der Wahrscheinlichkeit des Auftretens pestimmter Flichenkombinationen
an Krystallen. Centralblatt tiir Mineralogie, Geologie und Paliiontologie. 1903, 8. 537)
hat die Methode dualistisch auf die krystallographischen Formen angewendef.

Die Form solcher Kettenbriiche ist die folgende:

I 1
¥
I
b,
i By T
y b,
a3
m e ay AR ¢
P : 1 p - : 1
bg i )y
2 ST 2 b,
g Ay 1+
8y 1 |
8 ; a; 1
h:-. : b.
8 a,
a, + By
b, - b, -
(1 — = 'I
iy ay

wilk m 1 . X o
Die Nihernngswerte und 5 orhilt man durch Vernachlissigung aller der-

saniren Koeffizenten a, und by (Teilnenner), deren Index k > i d. h. wenn man alles
JETLY Ja
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das vernachlissizt, was hinter der die Grissen a; und b; verbindenden Vertikalen steht.
Die Nidhernngswerte lanten somit

I, 11
a, b,
]II E'I?
m, ; , b A e+ b T I I ] P |
) s Bl e i =l e =
P4 iy i, M iy &
1, (8, 4, -+ by) a, -+ &, by 4 1. {a, b, + 1) a, h, b,
A : : ' . R
P 8 .Bs b, Ps a;, &g + by

Und es gelten die Bekursionsformeln :
m; = & Miy DiMi—e + Mi—g
nl 47 Mi—g - by nj_e -+ Nj_3
| P #i Pi-1-F bi Dice + Pi-s
Der Aleorithmus, nach welchem die Koeffizienten a; und b, berechnet werden,
goll an dem Beispiel des kleinsten Hexakisoktaeders bei gegebenem Inhalt gezeigt
werden. Es wurden (Programm des K. Gymn. Rottweil 15857
werte filr die Indizes zefunden

von mir als Nihernnes-

1555 5 ary . 37T 164 L s Bemy G f:8
=R ¥ i n, 8. f
S99 fna 309 - G4 (i G4+ 57 BT b7 8
548 . G4 o I 7T 2 I 8 \ I
2 = L 3 Ly =
I o i I
192 D2 892 : (4 64 64 : 57 b Moo

Die Hechnung kann nach dem folgenden Sehema ausgefiithet werden :

3| 1553 392 845 | 2 (Der nene Divisor wird
6 392 (i 37T | b in die Mitte westellt; er
1 G 57 g0 ist der Rest mit der Zahl
T b7 e T (10 rechts; der Rest mit der
1 5 7 I [0 Zahl links kommt rechts,
T 7 I ] links der alte Divisor.)

m, ] 1, 2
Do Py |
1M, 20 1L 13
] 6 L 5]
1M, 24 Ti, 155
Pa 6 P (s

Die weiteren Nihernngswerte werden durch die Rekursionsformeln bestimmt
(24 L0 98 43 — 171
.18 +0.18

7
T
P = 7. 640, 61 43 u. st
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Wie man sieht, passen an den Anfang die Niherungswerte

g L2t i 0
P g U
s 0 n-g 1
p e (}] p-2 ¥ (1]
m_g 0 I 0
- 1, Dus 1
Denn es ist I, oy my - by my = ey
(8. a, - by)ias -+ 8 - 1 a, (a, & b)) + by a, -+ M—j, M 1 st

o dass die Rekursionsformeln gleich von vornherein beniitzt werden kinnen.

KEs ist m, 3.14-2.0 1.0 3
n, 3.04 2.1 1.0 2
I 3.04+2.041.1 L BT
Betrachtet man m, n und p (wo m >>n > p) als die Koordinaten der Knd-

punkte eines Vektors, so stellen die Girossen my, n; und p; die Koordinaten von
Niherunesvektoren dar. Die Rekursionsformeln kinnen anfgetasst werden als Formeln
fiir die Transformation des kubischen wahleneitters in ein Gitter mit den Vektoren

[Miey o M-y . Pi], [Mi—g. Die. Pi o], Mg o Dy—w P

oder iy, ¥ie, vi_g und diese Formeln kinnen geschriehen werden

Yi L Vi—1 1 T T i 8

a.. b, und 1 sind die Koordinaten des Punktes [m; .mni. pi] im System vi—y, Vi-a
v. .. Vermittelst dieser Formeln kann bewiesen werden, dass

m; Mo Mo

mg Nj—3 N2 |

Pi Pi-1 Pi-z
d. h. dass der dureh 3 aufeinanderfolzende Nihernnesvektoren gebildete Trivector

:_.“"\||.|1I =iliask:

Bewels.

M Mi—; Mi—g M == 8 Mg bimiss My My e

Ny Do Nice I 10 | CE bini—e Ni—3 Ny

P Pi-1  Pi-z pi B D = bipi—e Pi=1 i
mi—s M-y Mi g Mi—y Mg M
1 Nily DN I Mz Tli—a
P Pi—1  Pi Pii Pi—2 DPi

Dureh wiederholte Anwendung dieser letzteren Beziehung erlifilt man schliesslich die

Determinante

my mMog M_j 1 0O 0
n 1l I () | 1]
P—1 P I 1R |
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Die letzte Determinante stellt den Grandspat des kubischen Zahlengitters dar.
Von ibhm auseehend, kann die Transformation in ein Gitter mif einem doreh den End-
vektor, den letzten und vorletzten Nihernngsvektor bestimmten Gruondspat durch eine
Anzahl besonders einfacher Schritte ansgefiihrt werden. Diese Schritte lassen sich
als eeometrische Snmmierungen der Vektoren davstellen. Fiir das angefiihrte Bei-
spiel sind es die folgenden:

(8.2 1] 3.(1.0.00+2.[0.1.0] + [0.0,1]
[23 .13 . 6] 6.[3.2.1] +56.[1.0.0 [0.1.0]
[24.18.6] = 1.[28.13.6] +0.[3.2.1] +[1.0.0]
171.98.48] = 7.[24.158.6] - 0.[28.18.6] --[8.2.1]
[194 . 106 . 49] 1. [171.93.43] 4 0.[24 .13 .6] 4 [253.13. 6]

[16563 . 848, 392]

=1

(194106 .49] + 1.[171.93 . 48] 4[24, 13. 6]

Bei diesen Transformationen éndert sich das Volumen des Grundspats, also
anch das zn Grund gelegte Punktgitter nicht. (Umgekehrt kann #hnlich wie ant
S. 28 bewiesen werden, dass alle Ebenengitter, welche ans ein und demselben Punkt-
sitter durch verschiedenartize Eintragung von Elenen erzengt werden kimnen, gleich
oTOSEe l;'r1-11n|1.-!:::'ei' hesitzen).

Die Anwendbarkeit der Kettenbruchmethode auf die Transformation eines
ebenen Gitters ist von F. Klein dargelegt worden (Vorlesungen iber Zahlentheorie,
(3ottineen 1896/97). Sommerfeld hat a. a. O, die fiir den Fall eines rdumlichen Gitters
notwendiz werdenden Verallgemeinernngen vorgenommen,

Ein sehr bemerkenswertes Beispiel ist noch das folpende: .Gesucht wird das-
jenioe Hexakisoktaeder, dessen cken anf der Oberfliche einer Kugel liegen.®

Sefzen wir den Radius der umbeschriebenen Kugel, also die Hilfte der vier-

zihliren Axe 1, so ist anch die lh‘b‘i?‘,.ﬁ.h“gc
h'V'3 i
h 4+ k-1
und ebenso die zweizdhlize
h V2 |
h -+ k
Aug der zweiten Gleichung folgt sofort
k
S R bl
h i
| =
nnd ans der ersten i | Vs
1
Somit hik:l = 1:(—1 4+ V2): (V3 — V2
durch Verwandlung der Warzeln in Kettenbriiche erhilt man
k ; . : - T
- = (1 R ) mit den Niherungswerten ., _, m. 8.1,
]] 2 5] 12
k | S og 8 I
[ ey B2 sk s H oY 4 | g 1
E T h ’ ) grar i 1 &0




; , k B 5 : : .
Die Werte == und L liefern die ansgezeichnete Nithernngsform
) 1 "

(1B 6 B)
Nach der Methode von Jakobi-Fiirstenan erhilt man die folgende Reihe von
Niherungsformen 3.1.1)
(9. 4..3)

(19.8.,86)

(82 .9 .7)
(280 . 116G . 89)
(3146 . 1303 . 1000)
Der letzten Form steht (9.4,

3) schon niher als (15.6.5), da 15:5 zwar gleich 3,
aber G:5 = 1,2, hingegen 4:3 1,333,
wir mit dieser die Form (15.6

(19 .8.6); vergleichen
) besielich ilwer Lisung der gestellten Aufgabe,

5]
)

Noch niher steht
so ist flir die erstere

h V'3

0,907 filr die letzte (,9993
i 1 k T |
h V2 5
dagreren | Tl (1,995 bezw. 1,0101.
4 1 - k

Erheblich schlechter ist in dieser Beziehung (9. 4 . 3), fiir welche man die Zahlen
0,974 und 0,977 erhilt.

Harmonische Vektoren.

(II. Anhang.)
sind 3

' +¥
(rittervek- I | ;
toren [a, b, ], [a,by], T TR s !
a, b,] in einer Ebene R i | R LB o
gegeben, zu denen der . B I i b e the ot e ]
vierte harmonische ge- fal SR e e O T
2 s ; . i ] : Y | i : } / ¥
fonden werden soll, so | i i ; L i
ist die Liosung Sehr ----#---cpe-—q-caqmo it !\ 7 i
einfach, wenn, wie in | i | | i )/ fiks s
o Lk = - i i i (e -|I 1 bzt v d =y
Fig, 31, einer der Yek- ° \ e ! st J
toren v, durch vek- s e et | | Eofi
- N | i / l
torielle Addition aus {1 [ 1 [N Y
den beiden anderen '|I (PR ]
; o : | X r,»‘ A 1 : 1
v, und vy abgeleitet | | 7 i { v
werden kann. st i o el Ny
k 5 1 e s s T 0 B G = 11|
Yy L T T T ! N II v/ : ! o e }
50 ist v, die eine Dia- e | f,f T it L
' . ", ¢ e i }
gonale des Parallelo- - il e
gramms mit den Seiten L e PRS |
by ¥y nod k. vy die

+X
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andere Diagonale gibt die Richtung des eesuchten Velbors an:

P g ¥g )

Die Entfernune des Punktes [a, by] vom Vektor v, 151

Und gin (v, v,)

Va® 4 b,* Va4 bt

das Doppelverhilinis von 4 Vektoren

sin (v, V) _ sin (Vy ¥,) n, by Al D hy a, b
¥y ¥a Vg Vi) = 2 [ .I. ' 3 S 4 = 1 LR 1 n ]
sin (vy ¥5) s (Vg V) ag by — agby a3 by — 8y Dy
[st dieses gleich — 1, so bilden die 4 Vektoren ein harmonisches Biisehel,
Die nimliche Bedingung lisst sieh fir jedes sehiefwinklice System anf folzende Ari
ableiten: Ist v, MV, - ks ¥y, B0 hat man
By = kB ke e
b, hy by ha Dy
WOTAlS ; a; by — 8, by
A - g ’
l 2. D dy by | ha 8y b, — g |:||
3 2 oder
: 8 b a; by A fy b a, by
Ky . : ’ Ll
3 a, b, — 8 b,
Ist ferner v, w, v, 4 1, vy so ergeben sich fiir, und p, fihnliche Ausdriicke. Nun

soll aber ein harmonisches Biischel entstehen, oder es soll

=y Ao Vg
K g

d. h. s — "2 warden,
I ey

Diese Bedingung ist mit der obigen identisch.

Die Vektoren der Fig. 31 stellen die Projektionen von 4 Punkten der Netz-
ebene (5.3 .1) in Fig. 14 dar. Es sind dies [2.35. 1}, [1.1.8];[1.1.2] und 3.7, &].
Ans der Betrachtnne der letzteren Figur erhellt, dass die zn diesen Punkten eehorigen,
in der Netzebene (5.3. 1) liegenden Vektoren oder Kanten ein harmonisches Biischel
bilden. wie ihre Projektionen auf die YZ-Ebene. Allgemein gilt: Das Doppelverhilt-
nis von 4 in einer Ebene liegenden Kanten ist gleich dem Doppeltverhiiltnis ihrer
Projektionen anf eine der Koordinatenebenen, also eine rationale Zahl. Dualistisch
folet der Sutz: Das Doppelverhilltnis von 4 durch eine Kante gehenden KFlichen
(Netzebenen) ist eleich dem Doppelverhilinis der Schnittlinien mit einer der Koor-
dinatenebenen. wird also linear durch die Indizes ansgedrviickt. Dies ist das (zauss-

Millersche Fesetz.™)

"} . Sommerfeldt, Geometrische |\.Ii.}v':'il”"'_"l'-llll'li". I-"i-l'f.i.'_', 1906, 5. 101,
¥ M. Viola, Grondzire der Kristallographie. Leipzig 1904. 5. 65, Licbisch, Gegmetrische

Krystallographie. Leipzig 1881. 8. 37 u.
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