Das verallgemeinerte

MALFATTISCHE PROBLEM

nehst

finf demselben dquivalenten Aufgaben.'

Eis handelt gich hier um folgende sechs Aufgaben :

1. Auf einer reellen Ebene oder Kugel sind drei Kreise a b o gegeben, die keinem
Biizchel angehdren. Drei kein Biischel bildende Kreise u’ v'w' sind so zu zeichnen,
dass die Kreise eines jeden der 4 Tripel v’ v'w', u'be, v ea, wab sich paarweise
beriihren.

2. Auf einer Geraden oder Kreislinie, die auf einer reellen Ebene oder Kugel
lieot, sind drei kohfirente Punkireihen ab ¢ gegeben, die keinem Biizschel ;LI!_'_'.'I'lll.'il'l-Il.
Drei damit kohirente, kein Biischel bildende Punktreihen u' v" w' sind so herzustellen,
dass die Punktreihen eines jeden der 4 Tripel u' v/ w', u'b ¢, v’ ¢ a, w'a b sich paarweize
beriihren.

3. Auf einer reellen Ebene oder Kugel sind drei kohirente Punktfelder a b e ge-
oehen, die keinem Biischel angehoren. Drei damit kohirente. kein Biischel bildende
Punktfelder u' v’ w' sind so herzustellen, dass die Punktfelder eines jeden der 4 Tripel
wv'w, u'he, viea, w ab sich paarweise berithren.

4. Auf einer reellen Ebene oder Kugel sind dret kein Biigchel bildende Kreise
ab e und drei sich paarweise berithrende Kreise uv w gegeben, die gleichfalls keinem
Jitschel angehdren. Ein ab e inverses Kreistripel x v z ist g0 zu zeichnen, dass die

Kreise eines jeden der 3 Tripel x v w, y wu, zuv sich paarweise heriihren.?

' Ausfiilirliche his 1883 reichende Litteraturangaben iiber den Gegenstand lefert SAcns in der
Beilage znm Jahresberichte (1884-85) des Realgymnasinms Durlach.  Seitdem gind diesheziigliche Ab
handlungen noch von Naroxgczxy im Jahresherichie (1884-85) des Gymnasiums Stanislawow, von
. NeEusmany im Bericlite iibher die Verbandlungen der Kgl. Sichs. Gesellschaft der Wiszengrchaften,
Math.-Phys. €l., Bd. 41, und von C. Davips im Archiv f. Math. u. Phys., Jahrgang 1505, erschienen.

® Digse Aufrabe ist ein besonderer Fall der folgenden: |, Zu n(n= 2) gegebenen Kreisen K, Ky Ky .. K,
von denen jeder wwei ihm als Nachbarn zugeorduete beriihet, ohne mit ihnen ein Biischel zm bilden,
n Kreise X, Xy X3 0. X0 8021 geichnen, daszs die Kreise eines jeden der Tripel K, K; X, IK; Ky X KKy Xe
ver Ko Ky Xy, Ko K, X, sich paarweise beriithven und die Kreise der Paare X, X,, X; Xp, X3 X0 .e b, SR, G
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5. Auf einer Geraden oder Kreislinie, die auf einer reellen Ebene oder Kugel
liegt, sind drei kohdrente kein Biischel bildende Punktreihen abe und drei
kohiirente =zich paarweise beriihrende Punktreihen uvw gegeben, die gleichfalls
keinem Biischel angehtren. Ein zu ab ¢ projektives und mit uv w kohirentes Punkt-
reihentripel x y z ist so herzustellen, dass die Punktreihen eines jeden der 3 Tripel

XV W, ywu, zuv sich paarweise berithren.

6. Auf einer reellen Ebene oder Kugel sind drei kohéirente kein Biischel
bildende Punktfelder ab e und drei kohérente sich paarweise beriihrende Punktfelder
uvw gegeben, die g]pi.;;hj'u]]s keinem Biischel angehiéiren. in zu ab ¢ inverses und
mit u v w kohirentes I‘nn]-;tt'q-]tii“]'l]']ilq'] x vz 1zt so herzustellen, dass die Punktfelder
eines jeden der 3 Tripel x v w, y wu, zuv sich paarweise beriihren.

7. Anmerkung. Diese 6 Aufzaben sind, wie gezeigt werden wird, im folzenden
Sinne #quivalent. Jede Liosung irgend einer von ihnen liefert stets eine Liosung
jeder der fiinf iibrigen, wenn bei 1 und 4 auch imaginire Kreise, bei 2 und 5 auch
imaginire projektive Bezichungen und bei 3 und 6 nur reelle Kreisverwandtschaften
zurelaszen werden. Zunichst werden die Aufeaben 1 und 4 unter Vermeidung des
Imaginiren geltst. Durch das dabei eingeschlagene Verfahren gelangt man, ohne
jemals auf Imaginires zu stossen, sicher, ohne auf Abwege zu geraten, zu allen
reellen Lisungen. Dadurch wird auch einem Mangel abgeholfen, der der heriihmten
Stemer’schen Lidsung des veralleemeinerten Malfattischen Problems anhaftet, Folgd
man nimlich Steiners Anweisungen, so weiss man withrend des Konstruierens off
nicht, ob der eingeschlagene, sich vielfach verzweigende Weg zu einer reellen oder
imaginiren Lisung, und ob er, was noch schlimmer ist, {iberhaupt zum Ziele fiihrt.
Thatsiichlich liefert die Steiner’'sche Konstruktion nebst den richtigen auch viele
falsche Lésungen. Die zweite Hilfte der Arbeit enthilt die allzemeine, auch fiir
imaginire Gebilde geltende Losung der 6 obigen Aufgaben. Die dazu nétigen Siifze

werden analytisch (durch Rechnung mit Doppelverhiltnissen) bewiezen. Gleichwohl

ist die Konstruktion rein geometrisch; dieselbe kommt niamlich auf die Aufstellung
von 7 projekiiven Punktreihen und auf die Bestimmung der Doppelpunkte der von
der ersten und siebenten Reihe gebildeten Involution hinaus. Diese alloemeine
Lisung wird hier unter anderm aus dem Grunde geliefert, um an einem geeigneten
Beispiele zu zeigen, dass sich bei Konstruktionzanfeaben auch die imagindren Liisungen
verhiiltnismissig leicht durch wirkliches Zieichnen herstellen lassen,

Nn X, sich beziiglich unter den gegebenen Winkeln o, oy o) ... 00, %y schneiden.” Die Lisung der so ver-
allzemeinerten Anfeabe bietet im wesentlichen keine grisseren Schwierigkeiten als die der obigen dar.
In dem Falle, dass keines der n Kreistripel ein Biischel bildet, hat die Aufgabe, wenn der gegebene
Kranz aus 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10...n Kreisen besteht, beziiglich 128, 512, 2048, 5192, 327658, 131072,
524 988, 2097 162 ... 2%n+! Thsungen. Bei recllen Winkeln oo 2, ... 2q sind diese Lisungen siimtlich
reell, wenn die Anzahl der Ausseren Berithrungen bei dem Kranze cine ungerade ist.




Hilfssatze.

s die Kreise der Paare v w,
Wi, UV, XV, YW, zU, xXw, vu, zv sich beziiglich in durchweg von einander ver-

8. Sind 6 reelle Kreize nvw x vz 30 gelegen, d:

schiedenen Punkten zByxXppot beriihren und sind rsf digjenigen Potenzkreise
von vz, zX, Xy, die uv w beziielich rechtwinkliz schneiden, so wird 1. entweder
bei keinem oder bei zweien der Wiirfe «fdp, Bypro, voxt das erste Punktepaar
durch das letzle getrennt und sind 2. die Kreise rst durchweg reell und bilden
3. ein Biischel.

Beweis. (Fig. 1). 1. Die Punkte jedes der drei Paare z g, Ao, pt liegen offenbar
entweder beide innerhalb oder beide ausserhalb des durch « [y gehenden Kreises
(5. auch Fig. 12). Yon den 6 Punkten pX, op, v= befinden sich mithin stets eine
gerade Anzahl sowohl innerhalb als auch ausserhalb des Kreises « (v, Daraus ergiebt
sich sofort die Behauptung 1. 2. Beriihren sich drei reelle Kreise paarweise, so liegen
stels zwei beliebige dieser IKreise auf derselben Seite des dritten, d. h. es befinden
gich, abgesehen von den 2 hetreffenden Berithrungspunkten, alle Punkte derselben
entweder innerhalb oder ausserhalb des dritten. Auf der nimlichen Seite von u lingen
demnach die Kreise jedes der 3 Paare z v, v w, w y. Mithin liegen die 4 Kreise z v w y
und damit auch die 2 Kreise zy aul derselben Seite des sie beriithrenden Kreises u.
Daraus folgt, dass r reell ist. [Verwandelt man durch eine geeignete Inversion die
aus den Kreisen v z u bestehende Figur derart, dass 1

zu einer Geraden wird, so muss
dann u eine gemeinschaftliche dussere Tangente der Kreise v und z sein und als
solche von einem reellen Potenzkreise r von yz rechtwinklig getroffen werden.]
Ebenso zeigt man, dass auch die Potenzkreise s und t reell sind. 3. Beriihren sich
drei reelle Kreise paarweise, so ist bei jeder Lage derselben die Anzahl der dusseren
Jerithrungen eine ungerade. Darnach ist bei jedem der 4 Punkttripel 1. exp, 2. g,

ungerade. Aus 9.3

3. vpt, 4 wpy die Anzahl der dabei vorkommenden iusseren Berithrungen eine

1., 2., 3. folgl, dass an den 9 Berithrungspunkten a¢fy=zphaopr die
dusseren Beriithrungen in ungerader Anzahl vorkommen. Daraus und aus 4. ergiebt
sich, dass die Anzahl der dusseren Beriihrungen bei den 6 Punkien zpglopt eine
rarade ist. Mithin bilden rst ein Kreisbiischel. Es gilt nidmlich, wie leichl zu sehen,
folgendes Kriterium: ,Sind x y z drei beliebige reelle Kreise einer Ebene oder Kugel,
r st reelle Potenzkreise von y z, z x, x y und u v w drei reelle Kreise, die beziiglich y z,
zx, x y beriithren und rst rechtwinkliz schneiden, so gehdren die Potenzkreise einem
Biischel an oder nicht, je nachdem unter den 6 vorkommenden Berithrungen die
Anzahl der fdusseren eine gerade oder ungerade ist®.

9. Folgerung. (Fig. 6). Sind 7 reelle Kreise uvw x'y' z'x" so gelegen, dass
sich 'die Kreise der Paare vw, wu, uv, v, y'w, 2'u, x'w, yu, z'v, v, ¥ w
beziiglich in den Punkten e py = X ' p" o' ©' 2" p" beriihren und dass ausserdem entweder
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bei keinem oder bei zweien der Wiife afAp', fyp'a, yax't des erste Punktepaar
& das letzte trennt, so wird dann und nur dann das Punktepaar v« durch das Punkte-

i

ReEBg paar #»'#" nicht getrennt.

10. Sind bei 6 reellen Kreisen abex yz die Kreise defrst beziiglich reelle
} Potenzkreise der Paare be, ca, ab, vz, zx, xy, gehtren ausserdem sowohl def
3 als auch rst je einem Kreishiizchel an, und lassen sich drei Inversionen so angeben,
] dass durch sie die Kreistripel bed, cae, abf der Reihe nach in die Tripel yzr,

zx 8, Xyl fibercehen, so giebt es dann und nur dann eine vierte Inversion, die das
_ ganze Tripel ab e nebst seinen Polenzlkreisen def auf einmal in das Tripel xyz
| nebst dessen Potenzkreisen rs i tiberfithrt, Dann ist also abedef /A xyzrst.

Der Beweis ist leicht zu fiihren.

11, Ist f ein reeller Potenzkreis zweier reellen sich nicht beriithrenden Kreise

| ab und sind J.J, AD, BE so angeordnete Schnittpunktepaare von fa b mit einem
heliebigen reellen zu fa b orthogonalen Kreise m, dass A B und D E zwei Paare

konjugierter Pole von f sind, so haben die 4 Winfe AEBJ, BD A J, DB E.J,

EADJ einen und denselben Wert ¢ und die 4 Wiarfe AEBJ, BD A J,

s DBEJ, EAD.J gleichfalls einen und denselben dem fritheren enigegengesetzt
gleichen Wert e. Andere nach demselben Kombinationsgesetze gebildete Wiirfe
ausser den 8 obigen giebt ez hier nicht. Variiert der Orthogonalkreis m, so bleiben
die Werte der neuen entsprechenden Wiirfe unveriindert. In diesem Sinne giebt es
zu zwel Kreisen a b und einem Potenzkreise f derselben zwei und nur zwei Wurl-
werte e und — &, Dieselben sind reell und von o oder oo oder 1 oder — 1 verschieden.
Schneiden sich die Kreizse a und b in reellen Punkfen, so findet bei keinem der

8 Wiirfe eine Trennung der aus den jedesmaligen 2 erzten und 2 letzten Punkten

gebildeten Paare statt, — Haben aber die Kreise a und b keinen reellen Punkt
: cemein, 5o {ritt diese Trennung ein oder nicht, je nachdem der betreffende Wurfwert
e positiv. oder negativ ist.
i Beweis. (Fig. 2, 3, 4, ). Als bekannt darf hier das Bestehen der 3 Punkt-
':. involutionen 1. AD.BE. JJ, 2. AB.DE.J*J% 5. A E.BD.J J angenommen
g werden. Aus diesen Involutionen ergeben sich die projektiven Beziehungen A KB J A
‘fi BIXAJARDBE ABEADT md AEBS RBDATADERJ A EATLI
o Nun ist nach Mopwe (ABBJ).(AJB J).(AJ B E)=1. Da aber wegen der 2.
[ : Involution (A JB.J") = —1 isf, so ist, falls (A EB.J) =& gesetzt wird, (ABB .J) = —=.
o Tritt. an Stelle von m ein anderer Orthogonalkreis m, mit den analog bezeichneten
. Schnittpunkten J, J),, A, D,, B, E,, so sind die Punkiepaare A A,, BB, DD,,

| h )

J Jy J° 0,0 offenbar konjugierte Pole eines der beiden Potenzkreise von m und m,.
Es ist daher A, B, D, E, J,J,, A ABDEJJ. Die Werte der |~r]|_-'.i||'|-¢-]|1-||r]r‘;1
neuen Wiirfe stimmen mithin mit denen der friiheren iiberein. — Hs ist (A B B J)2

(ADBE)=(AEBJ).BDAJN.ADBE)=(AEBJ).(AJBD)(ADBE) =1




(nach Mipius), oder (AEBJ)* =(AEBD), oder e = + V(A EBD). Da die 4
Punkte A B D E auf einem reellen Kreise (m) liegen, selbst reell und stets von
einander verschieden sind und die Punktepaare A B und D B sich nicht trennen.
50 ist (A E B D) stets reell, von o oder co oder 1 verschieden und positiv. Mithin

ist e reell und von o oder co oder + 1 stets verschieden. — Aus (A EB [)i=cgt
(AEBJ)j=¢ (AEBJ)=—clolgt (ABED)=1 -5 (A BHEJ)=1—¢ (ABRJ)
=k Schneiden sich die Kreise a und b in reellen Punkten. so wird A B durch
BD nicht getrennt. Dann ist also (ABED) und auch 1 —e? positiv, oder e?2=1,
oder sowohl 1—=z als auch 1+4¢ und damit sowohl (A BE J) als auch (A B B .J)
positiv. Dann trennt also A E weder B J noch B .J. Haben dagegen a und b
keinen reellen Punkt gemein, so wird A E durch B D getrennt. Dann ist alo (A B | D)
und auch 1 —e? negativ, oder 2 =1 oder entweder 1 e oder 1 --¢ und entweder

|,",. f: [: ,]l e'-lla'r 1_'\ H |': ’J |Jl';{'1l|i\' |t|l-| |i|-l' C||]lil'|'i‘ '||1\'|'|'[ |u|:-|-'11"|'. |];1||E| trennt alzo
A E von den zwei Paaren BJ und B .J das eine, nicht aber das andere.

12. (Zusatz.) Beriihren sich 2 reelle Kreise a und b und ist f derjenige
Potenzkreis derselben, der nicht in einen Nullkreis ausartet, <o soll A E R .J nur
dann ein zu a b f gehtriger Wurf heissen, wenn seine 4 Punkte siimtlich von einander
verschieden sind. Es sind dann A EBJ stets 4 harmonische Punkie. s0 dass
e= (A BB J)=—1 ist.

13. Sind uvwxytabt 9 derartige reelle Kreise, dass die Paare v w. w u.

uv, Xv, yw, Xw, yu sich beziiglich in den Punkten « § v « A p o berithren, t und f
Potenzkreizse von x y und a b sind und t den Kreis w rechtwinklie schneidet, und
sind AEBJ und AEB J' zwei zu ab f gehirica Wiicfe (S. 11 und 192). so0 =ind
die Kreistripel x yt und abf invers, falls ausserdem noch der Wurf % fAp entweder
zu AEBJ oder A EBJ' projektiv ist, und ist umeekehrt «fipg entweder zu
AEBJ oder AEBJ projektiv, falls ausserdem noch die Kreistripel x v t und
abf invers sind.

Beweis. (Fig. 2 und 7). Simtliche Kreise mogen auf einer Kugel liegen.!

Digjenigen Winkel, unter denen die Radien dieser Kreise vom Kugelzentrum aus
erscheinen, migen der Reihe nach eleichfalls u v w x y ete. heissen. Der entsprechende
.Ili‘.lll-j”l\."l |.|"J|' 'Iii' "‘l']liil'i?"l'lll' ll"'|1||".l||' l|P'|' !\:1‘"5-‘*" b4 _\. |-|i1l 'lil‘.";l' [{l'l'i‘l‘ l|]|'| 1 i” 'i||'||
Punktepaaren A, D By Ep ound J,WJ," schneiden méige, sei e, Die Punkte seien
dabei g0 angeordnet, dass A, B, und D, B, Paare konjugierter Pole des Kreises {
sind. Bilden die nach den Punkten p und X gehenden Radien des Kreises w den
Winkel (p w2) mit einander, so ist nach bekannten Formeln der ephiirischen

' Wird die Figur in einer Ebene angenommen, so wird der Beweis noeh einfacher. Die IT ani-
2xW 2vyw : : 2xw Yyw !

' IV 4R BT T¥ A E B, IR
W y+w +w vT+w

dabei x, y, w Radien sind (Fig. 7). Aus der wobl ohne weiteres verstindlichen Figur 8§ zeht der Satz

beinahe ohne jegliche Rechnung hervor,

J'I;-.'!.' Hauptformel lantet dann : oA weln
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Triconometrie sin® L+ (pw i) = — = — =2 ode

= 4 : SIn* W »m:\ -|—~.\:~m|\ +w)

* 1

Kb i sinxsinw  sin y am W SN (e-Xx—y)sin g (e — x| ; .

I sint s (p ) = g l_ g : £y f\tm ist aber
=-LII.|\ '.\I «uu.\—' ur Bl X . SHL V.
selx—y=B,D,, xety—z=A B, x=1+D, A), £y=3 (E, B
iy [ . e Bl Ty = e ) FrE S

Folglich ist S0 t(e+x—y) sing(e—x-+y) _ sing (D, B,) sing(4,F

gin X sin y sin + (A, D,) .~"m'_: (£, B
—(A, E, B, D,). Dieses Doppelverhiltnis ist aber (nach 11, Beweiz) gleich (A, E, B, J,)?
sin x sinw siny sin w it

~ (A, B, B, J,)?

(A B B, J.N% Mithin ist 1L sin*2 ()= —— s G .
(A, E, B, J,)% Mithin i (e = =7 e

gsin x sin w sin y sin w i s
— e : I |-'|E'.|k.l|_:il
sin (x -+ w)  sin (y +w)
tripeln x v w, vuw, uy w an und beriicksichtigt man, dass die Kreispaare v x, v u,
. " . i sin X sip W Sin v o&in w
u v gich berithren, 8o erhdlt man I sin? 5 (p o) = — e }
: - sin (x4 w) =i (v 4 w)
sin v 8in W Sinu sinaw o sinusin w  siny Sin w
. . - T R = e
sin(v 4 w)  sin(u--w) a sin(u--w)  sin(y-w).

"2 Wendet man die Formel I bei den Kreis-

IV, sin? & («f)

1y g (e} R
Ave IT bis: V! folot {aBap)t = ?Wff?“ﬁ'fﬁ"j‘fp’ _ (A, E, B, J,)*
sin® L (B A) sin* &+ (po)

- (A, B, B, J,)% Esist also entweder VL. («fAp)=(A, E, B, J,) oder VIL. o)
— (A, B, B, J,). Wird nun ferner VIIL. 2B 2p 7\ A 1: BJ \umuagi_-r.ut..ﬂ. g0 ist
entweder X. AEBJI A A, E, B, J, oder XLAEBJ X A, B B, J,". Gilt X, so0
folgt aus dieser P mp s tivitiit |||:=l den Involutionen AD.BE.JJ, AB.D E.J®.J%*

und A, D,.B, B,.J, J,, A, B,.D, B, .J,2.J,’8 die Bezichung ADBREJJ X
A, D, B, B, J, J,". Von diesen Punkten liegen die 6 ersten und 6 letaten beziiglich
auf zwei Kreisen m und m,. Setzt man zwei Punktfelder dadurch in direkt inverse
Beziehung zu einander, dass man den Punkten A D B die Punkte A, D, B, zuordnet,
so entsprechen sich m und m, und jene 6 Punkte von m entsprechen der Reihe
nach jenen 6 Punkten von m,. Diejenigen Kreise, die m in den Punktepaaren A D,
B E. JJ° rechtwinklig schneiden, missen offenbar denjenigen Kreisen entsprechen,
die durch die entsprechenden Punktepaare A, D, D, E,, J, J,’ gehen und zu dem
entsprechenden Kreise m, rechtwinklig sind. Es miissen also die Kreistripel ab{ und
x y t invers sein. Gilt nicht X, sondern XI, so ist der Beweis der nidmliche, nur
hat man J,° mit J, zu vertauschen. — Wird umgekehrt nicht VIII vorausgesetzt,
sondern a b £ 75 x y t angenommen, so wird damit gleichzeitig entweder A E B J X
A, E,B,J, oder AEBJ XA, E, B, J," als geltend angenommen. Hieraus und
aus VI und VII folgt sofort, dass « B p entweder zu A E BJ oder zu AEEBJ

pri L_Lt_-'k1 v ist.

14. Beriihren sich zwei feste Kreise und werden beide von einem verinderlichen
nicht zu demselben Biischel gehdrigen Kreise beriihrt, so geschieht dies in zwei
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projektiven Punktreihen, welche den Berithrungspunkt der festen Kreise zu einem
zweilachen Doppelpunkte haben,

Dieser Satz ist alleemein bekannt.

16. I. Die Aufgabe 4 ist fiir den Fall zu losen, dass von den 9 Kreisen
ausgerdem noch vorausgesetzt, respektive verlangt wird, dass sie durchweg reell sind
und keine drei unter ihnen ein Biischel bilden.

I[I. Analysis. (Ifig. 1 und 10). Bei den Kreispaaren vw, wu, uv, v, X W, ¥ W,
yu, zu, zv seien afyxnplopt die Beriihrungspunkte und bei yz, zx, xy die
Kreise rst diejenigen Potenzkreise, welche u, v, w beziiglich rechfwinklie sehneiden.
e Punkte afy#piont gind durchweg reell und liegen nach 8§ so, dass entweder
bei keinem oder bei zweien der Wiirfe «fXp, By po, vazt dag jedesmahge erste
Punktepaar das zweite trennt. Gleichfalls nach 8 sind ferner die Potenzkreise rst
reell und gehdren einem Biischel an. Nach Voraussetzung ist hier x yz 7% abe.
Entsprechen nun bei der dadurch festeelegten Kreisverwandischaft den Kreisen rst
die Kreise def, ist also xyzrst /X abedef, so sind def reelle ein Biischel bil-
dende Potenzkreise von b e, ca, ab. Werden die Kreise der 3 Biischel bed: cae;
abt von je einem beliebizen Kreise orthogonal beziiglich (s. Fig. 10) in den Punkte-
paaren B, K, C, F,, GG'; C, F,, A, D,, HH': A, D,, B, H,, JJ" geschnitten und
werden die Punkte so angeordnet, dass B, C,, B, F,; C, A,, F,D;; A, By, Dy Eg
bei den Kreizen d; e; f beztiglich Paare konjugierter Pole sind, so ist nach 13 ent-
weder afhp 7N Ay B, By J oder afip /X Ay B, By J. Hierseizfip /X A; E; By J
und analog fypo /A B, B, G, G und yext /N O, D, A, H. Wi

gebenen Liagenbeziehung der Punkte bei den Wiirfen gl af, apfy, t#y e, die durch

s der oben ange-

Inversion unzerstorbar ist, trennt auvch entweder bei keinem oder beir zweien der
Wirfe A; B, B, J; B, F,C, G; C, D, A, H das erste Punktepaar das letate. (Fiir
den Fall #fdp 7 A, E, B, J ist das Resultat das nimliche.) Denkt man sich auf v
einen beliebicen reellen Punkt =" und 4 Kreizse x"y 2’ x" so gezeichnet (Fig. 9), dass
sie die Kreispaare vw, wu, uv, vw beziiglich in derartizgen Punkten »'g', X'a’, p'7, »"g"
beriithren, dass «fXp’ 7N afidp, Bywo A Bypa, yer't 7N yent, so sind die
Punkte "' o’ p'v'«" " und damit auch die Kreise x'y" 2" x" durchweg reell. Aus den 6
letzten Projektivititen folgt a4 p' 7N Ay By By J, Byp'a A B, F, G, G, rax't A C,D, A H.

f i
Der Kreis x" ist im allgemeinen von x* verschieden. Denkt man sich aber x’ und
damit auch y' 2’ x" beweglich, so fillt zuweilen x" auf x". So tritt dies ein, wenn
x' mit x identisch ist, indem dann v auf y und z' auf z fillt. In diesem Falle liefern
aber die Kreise x'y' 2’ eine Lidsung der Aufgabe. Sollen also die Kreise x"y' 2" x"
eine Lisung liefern, so miissen die Kreise x'x" und damit auch die Punkte =’ %"
auf einander fallen. Unsere Aufgabe ist alzo gelost, wenn sich die Abhiingigkeit der
von =" und »" erzeugten Punktreihen bestimmen und jeder Doppelpunkt derselben

2
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konstruieren Iii.:.c1. _\':u-h 14ist »' 7N g, M AN, p AT, Wegen « BApt R A By By d,
Bype &~ B F GG *( ax' v 7N O, D, A, H ist ausserdem g' 7N X, o A p; ¥ A #
Dabei ]Llhl n llll'-ﬂ' ||[|- qare |r|'n.i('k15".'1~1' Rethen C{lrfl. [.’i Ta Yok lli."r.ughl'l] AR ]._:'u]'![u_-]—
punkten. Mithin ist =’ ,f'{ =i S Tl T N o8l [Bs =ind also die von =’
und »" erzengten Reihen projektiv. Liisst man «' nach « gelangen, so ergiebt sich
unter Beriicksichticung der 6 letzten Projektivititen, dass dann »” auf ¥y fillt,
(telangt umgekehrt % nach ¥, so fillt »” auf « Die von 2’ und =" beschriebenen
projektiven Punktreihen bilden daher eine Involution, bei der «vy ein Paar kon-
iugierter Punkte und % ein Doppelpunkt ist. — Es sei hier noch auf den Umstand hin-
cewiesen, dass, wie gezeigt wurde, simtliche bei dieser Analysis benutzten Punkte und
Kreise reell gein miissen, wenn die Lisung reell sein soll.

[1I. Konstruktion. (Fig. 9 und 10). Sielle zu den Kreispaaren be, ca, ab drei
reelle, einem Biischel angehorice Potenzkreise d e f her (Fig. 10), zeichne drei reelle
Kreise so, dass sie die Kreise der drei Biischel bed, cae, a IJ f recht wiu'ldig in den
Punktepaaren B, E,, C, F,, GG'; C,F,, A;D,, HH’; A; Dy, By E,, JJ' beziiglich
schneiden, wihle dabei die Bezeichnung der Schnittpunkte dvmtt_ dass B, C,, E, F,;
Oy AG; FyBar As By Dy I5, beziiglich Paare konjugierter Pole der Kreise d, e, ' sind,
und dass mnunl- M unlu.mlu bei keinem oder bei zweien der 3 Winfe Ay By By J,

B, F, C, G, C,D,A;H das erste Punktepaar durch das lllf.[l‘ getrennt ‘.\llel leee
dure || & Binen Ell |'! !rllll 1 reellen die Kreise vw rec i'li“llljxl]','] in % und f-' schnewdenden
[Kreis |,|'L“ ). bestimme auf dem Kreise w einen Punkt X der Projektivitit e g A’ p’ /A
A, B, B, J gemiiss, lege durch B und ¥ einen u in o rechtwinklig schneidenden
Krois, !n.»..lzmm- auf u einen Punkt p' der Beziehung fyp'e 7x B, IF; 0, G ent-

sprechend, lege durch y und p' einen v in ' rechtwinklig schneidenden Kreis,
bestimme auf w einen Punkt »" so, dass yaz"z' /A U D, A, H, stelle einen Schniti-
punkt % des Kreises v mit derjenigen dazu gehirigen Polare her, die den Schnitt-
punkt der 2 Geraden v« und %' »* zum Pole hat, zeichne zu » fiinf Punkte g Aop=
in derselben Weise, wie zu % die Punkte g’ X'e p't hergestellt wurden, und lege

i
3 AL

durch die Punktepaare % p, Ao, pt drei Kreise x, y, 2, welche die Kreise axp, pAg
¢ 17 beatiglich rechtwinklig schneiden. Die Kreise x, y, z sind die \'i-J'lungh*n.

IV Baweis. Die'Punkte A, A, B, B, €y 0, D, D, By B, F, F, GGIHH.J Jilp!
¢" sind nach Kons '1r1llcl]u:1 1|LII'I'h\‘-’l’f.£ reell. Da «f % ,a' ~ Ay B, J,

Ko pie'n'y

Baopie 2 Bl G & paxr C, D, g0 kommt den Punkten der Wiirfe
Pl | 1 1

«BXp, Brp o, Tex"t dieselbe Limu-!l Ime-n-[mn unzerstirbare Lagenbeziehung zu,

wie denen der ihnen entsprechenden Wirfe A, K, B, J, B, F, €, G, G, D, A, H. lis
trennt also entweder bei keinem oder bei zweien dieser Wiirfe das erste Punktepaar
das letzte. Mithin wird nach 9 das Punktepaar ¢« durch das Punktepaar »' 2" auf
dem Kreise v nicht getrennt. Der Schnittpunkt der Geraden yo und #' «" liegt
demnach stets ausserhalb des Kreises v. Die Polare dieses Schnittpunkies riicksicht-
lich v trifft darum die Kreislinie v stets in reellen Punkten. Der Punkt =z ist mithin
reell. Daraus ergiebt sich sofort, dass auch die Punkte g2 opt und die Kreise x y 2
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durchweg reell sind. — Da der Kreis zzp sowohl von x als auch von v in dem-
solben Punkte # rechtwinklie geschnitten wird, so beriihren sich die Kreise x und v
|'F

in % Hbenso zeirt man, dass die Kreise der Paare xw, y w, yu, zu, zv sich beziig

e
lich in p, 2, g, s © berithren. — Diejenigen Potenzkreise r, s, t von yz, zx, XY,
die u, v, w beziiglich rechtwinkliz schneiden, sind nach 8 reell und hilden ein
Biischel (Fig. 1). — Denkt man sich den Punkt »* auf dem Kreise v beweglich, so
entstehen dann der Konstruktion nach folgende projektive Punktreihen: =" 7% p' 73 A
N o AW AT N« Hieraus ergiebt sich sofort, dass dann » und #' eine Invo-
lution erzeugen, die e zu einem Paar konjugierter Punkte hat. Mithin ist der
Punkt » nichts anderes als ecin in gebriuchlicher Art konstruierter Doppelpunkt
dieser Involution. Lisst man also %" nach = gelangen, so gelangt =" ebenfalls nach =.
Dabei sind »” und #" nicht nur als konjugierte Punkte dieser Involution, sondern auch
als entsprechende Punkte bei den obigen, diese Involution hervorbringenden projek-

fiven Reihen ¥ A ¢ A ¥ A & A I 75 T /X »' anzusehen. Setzt man also
W=z, s0o wird p’=p, M= =0, W= =1 »' == Mithin entsteht dann

7N O, D, A, H. Da ausserdem nach
 F, C, G,soist nach 13 yzr /A bed,

aus yaur't 7N 0, D, A, H die Bezichung v a»
Konstruktion afip 7~ A, B, B, J, Bypo /R |
mxs 75 cae, xyt 7 abf. Da endlich, wie oben gezeiglt wurde, die Potenzkreise
rst und def ausserdem noch je ein Biischel bilden, o sind nach 10 die Kreistripel

s

xyzund abe einander kreisverwandt. Da endlich die Punkte «fy»Aipps durchweg
von einander werschieden sind, so bildet keines der Tripel xvw, ywu, zuv, uvw
ein Kreisbiischel.

V. Determination. Aus Analysis und Beweis geht hervor, dass man auf die
bei der Konstruktion befolgte Weise stets eine reelle Lisung erhilt und ausserdem
jede reelle Lisung ausnahmslos erhalten kann. Es eriibrigt daher nur noch, die An-
zahl und Art der reellen Lisungen festzusetzen. Die I. Tabelle enthilt hierzu die
Resultate aller in Betracht kommenden 34 Fille.

VI. Brliuterungen zur L. Tabelle, y (oder '), unter ab stehend, giebt an, dass
die Kreise ab keine reellen Schnittpunkte besitzen und durch ¢ nicht getrennt (oder
le Punkte

gemein haben, ohne sich jedoch rechtwinklig zu schneiden, und R oder O, dass die

getrennt) werden, ferner €, dass ab zwel von eimnander verschiedene ree

Kreise orthogonal sind oder sich berithren. Gleichzeitig goll ¥ oder ' oder C oder R
oder 1 (im Falle O) den absoluten Werth wvon (A, B, By J) = 1:[.'\;-, Hq By Da)
bedeuten. Dann ist (nach 11, Beweis) 1 < y<"o0, 1l <<y << oo, 0 C<1, jedoch
C nicht gleich 1:¢72. Von & o, A, B, B soll Analoges gelten. Die unter be, ca, ab
stehenden Wurfwerte sind als unter sich gleich oder ungleich anzuschen, je nachdem
sie mit demselben Buchstaben oder mit verschiedenen Buchstaben bezeichnet sind.
N al_:‘_'il‘lﬂ die Gesamtanzahl der reellen von einander verschiedenen |.,r"1r<tl:|.=_','l'l1. und n
die Anzahl der verschiedenen Losungsgruppen an. Eine sogenannte mehrfache
Lisung wird hier nur als eine gezihlt. Zwei Lésungen sollen als derselben Gruppe oder
als zwel verschiedenen “1'LI[|1|1'1|. angehin o hezeichnet \\'i'l'clt'll_. jt nachdem die ganze
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aus uvw und den Kreisen xyz der einen Lisung bestehende Figur derjenigen
invers oder nicht invers ist, die sich aus denzelben Kreizen uvw und aus den
Kreisen x'y'2' der andern Lidsung zusammensetzt. Die Zahlen 2, 4, 6, 12 geben an,

wie viele Lisungen jede der daneben angegebenen Gruppen enthilt.

VII. Kurze Ableitung der wichtigeren in der I Tabelle an-
gepebenen Resultate.

Ne. 1: ABC. Da je 2 der 3 Kreize a be zwei reelle von einander verschiedene
Punkte gemein haben, so gehiren zu jedem der Kreizspaare be, ca, ab zwei reelle
Potenzkreise d d,, ee,, ff,. Diese lassen sich bekanntlich in 4 Tripel def, de, f,
ef, d,, fd, e, so anordnen, dass jedes Tripel ein Biischel bildet. Zu abf gehiren
(nach 11, Beweis) zwei Wiirfe A, I, B, J und A, E, B, J'" oder zwei Wurfwerte
- C und (. Ebenso gehiiren je 2 Wurfwerfe + A und — A und - B und B
zu bed und cae. Wendet man bei den Konstruktionen irgend eine der 8 Kombi-
nationen 4+ A + B + € an, so erhiilt man (nach 11 und 9) stets eine hyperbolische yvon
x" und %" gebildete Invelution, also 8.2 oder 16 reelle Lidsungen. Ebenso gehiren zu
de f, ef,d,, {d,e, je 16 reelle Lésungen. Damit sind alle mdglichen Arten beim
Konstruieren erschiptt. Es giebt also hichstens 64 reelle Lidsungen. Es giebt aber auch
nicht weniger Liosungen. Zunichst sind ndamlich 2 Liésungen, die irgend eine der 32
von = und #' erzeueten Involutionen liefert, stets von emander verschieden, weil die
Doppelpunkte der jedesmaligen Involution, die der Konstruktion nach niemals ausarten
kann, stets von einander verschieden sind. Nach 11, Beweis, ist 02 = (A; E; B, D). Wird
C, *=(A; B, B, D,) gezetzt, bedeutet also €, riicksichtlich abf, dasselbe wie C in Bezug
auf'a b f, go ist wegen der Identitit (A, By B, Dy) + (A By B, Dy)=1, G2+ C2=1.
Da ausserdem nach Annahme C* nicht gleich _l 186, so0 15t {'L stets von O verschieden.
Ebenso ist bei analoger Bedeutung A, von A und B; von B verschieden. Mithin sind
keine 2 unter den bei der Konstruktion verwendeten 32 Wurfkombinationen -+ A | B
FC, +A+B, +C,+-B4+C + A, +C+H A, 4B, durchweg gleich. Somit kénnen
auch die Punkte zp Ao pt und die dazu gehorigen Kreise x y z, die zu irgend zweien
dieser Kombinationen gehiren, nicht durchwee iitbereinstimmen. Die oben angefithrien
64 Losungen sind mithin durchweg von einander verschieden: N =64, Jede dieser
Lisungen geht durch Inversion um den durch « vy gehenden Orthogonalkreis t von
uvw wieder in eine Losung iiber. Zwel auf diese Art inverse Liosungen liefert jede
der obigen 32 Involutionen. Dass dem so ist, geht schon daraus hervor, dass die
Doppelpunkte ==z, der betreffenden Involution durch das Paar konjugierter Punkie
By harmonisch getrennt werden und somil konjugierte Pole won t sind.  Zawei
Lisungen einer anderen Art kinnen aber niemals kreisverwandt sein. Denn dann
miissten auch die 2 zu den Lésungen gehirigen Wurfkombinationen, die, wie gezeigt
wurde, stets von einander verschieden sind, in einander iibergehen, was sich widerspricht.
Hier giebl ez also 64 reelle Lidsungen, und dieselben bilden 32 zweigliedrige Gruppen.

Nr. 2: ABy. Das Kreispaar ab besitzt keine reellen Schnittpunkte und daher
nur einen reellen Potenzkreis . Zur Konstruktion sind mithin nur 2 Potenzkreistripel



— a8

def und d, e, f brauchbar. Von den zwei verfiicharen Wurfwerten 4 v und —¢ kann
nur der eine, nimlich — ¥ verwendet werden. Wihlte man niamlich 4 v = (A, E, B, .I,
so miisste nach 11 A, By durch By .J und damit auch «§ durch ¥ p' getrennt werden.
Da auszerdem A und B stets zu Wiirfen gehdren, bei denen eine derartige Trennung
nicht stattfindet, so misste nach 9 die von ' und %" gebildete Invelution e‘*lli]ﬂisvh
sein, also keine reellen Doppelpunkte haben., Zu reellen Lidsungen fithren demnach
nur die 8 Kombinationen -+ A-FB—vy, - A, + B, — 1. N=8.2=16.

Ne. 3: 28 0. Die Kreispaare b e und ca enthalten nur je einen reellen Potenz-
kreis d und e. Verwendbar ist nur ein reelles Potenzkreistripel d e f. Zu reellen Liosungen
fithren nur die 4 Kombinationen % pi & —|— A e e el No—di,2 =8

Ni. 4: zpy. Die Kreispaare be, ca, ab haben nur je einen reellen Potenz-
kreis d, e, f. Die Kreise def bilden ein Biischel, weil keiner der 3 Kreise a b ¢ die
beiden iibrigen trennt. Verwendbar sind nur die 4 Kombinationen x—f—7

By b = Bty et B N=d 2 =8

Nr. 6: a8+, Vorhanden sind im eganzen nur 3 reelle Potenzkreise d ef,. Diese
i g 1

]
hilden aber kein Biizchel, da die Kreise ab durch den Kreis ¢ getrennt werden. Hs
existierlt kein verwendbares Potenzkreistripel. N = 0.

Nr. 9: A A C. Die Bestimmung von N ist wie bei Nr. 1 vorzunehmen. Da B = A,
g0 ist be 7N ac¢ und nach 10 abe /A bae (I). Gehen die Kreise x y z einer Lisung
xyz7xabe (II) durch die Inversion uvw 7K vuw in die Kreise y, x, z, lber, 15t
also uvwxyz/ZAvuwy, x,z (l), so ist 2z, =2z und x, y, z wieder eine Lésung,
Da nimlich (s. Fig. 1) die Berithrungspunkte pt des Kreises z mit den Kreisen u v
sich bei dieser Inverzsion wechselweise entsprechen, so ist 7z sein eigenes inverses
Spiegelbild: z, = z. Ferner ist x, y, 278 yx2z (nach III) X bac¢ (nach II) 7X abe
(nach I). Mithin ist x, y, z 7% ab ¢. Da ausserdem aus III folgt, dass die Kreise x, y, z
der Reithe nach die ]{_rd-i_—;]umrl' v w, wiu, uv berithren, so hilden die Kreize X, ¥ %
eine Lisung. Diese ist mit x v z identisch, wenn x y z durch eine der 8 Kombinationen
4+ AF+A+LC —A—ALCHA —A +C,;,—A —A, 4+ C zustande gekommen
ist. Da namlich durch die Inversion uv w /5 vuw jede dieser 8 Kombinationen i
sich selbst iibergeht, so miissen x yz und x; y, z Lisungen sein, die aus einer und
derselben Involution hervorgehen. Wiiren diese Ldsungen von einander verschieden,
sn miissten sie ausserdem noech (s. Nr. 1) durch die um den [1'!'111[1;;j1:l1:1]k['t‘f~4 L vor-
genommene Inversion in einander {ibergehen. Die Inversion uv w 78 v uw ist offenbar
gleichzeitiz diejenige um w,, den nicht ausartenden Potenzkreis von u und v. HEs
schneidet nun w, den Kreis t rechtwinklig. Lige nun =, der Bertihrungskreis von x
und v, ausserhalb t, so miisste demselben bei der Inversion um t ein innerer Punkt
von t entsprechen, withrend ithm bei der Inversion um w, ein idusserer Punkt von t,
nimlich g zugeordnet wiire. Sowohl diese Annahme, als auch die, wenn man = im
Inneren von t sein liesse, fithrt auf einen Widerspruch. Bei jenen 8 Kombinationen
ist also x; y, z mit x y z identisch. In diesem Falle istalsouvw x y 2w, 78 vuw y x 2. w,.
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Mithin ist dann der Potenzkreis von u v, namlich w,, gleichzeitig Potenzkreis von x y.
Bei jeder der 12 Kombinationen 4+ A —A+C, + A, — A +C +A+A A4
ist dagegen die Lésung x, v,z stets von xyz verschieden und aus der letzten
durch Inversion um t nicht zu erhalten, da durch die Inversion um w, diese Kom-
binationen in andere iibergehen, nitmlich beziiglich in — A 4+ A + €, — A, 4 A, 4 C,
+ A, + A+ C. Hier giebt es also 64 Losungen, die 8 zweigliedrigen und 12 vier-
gliedrigen Gruppen angehiren.

Nr. 10: AAy. N wie bei Nr. 2. Ableitung einer Lisung x;y,z aus einer
Losung xy#z, durch die Inversion uv w 7A vuw, wie bei Nr. 8. Die Lisung x,y,z

ist mit x y z identisch bei jeder der 4 Kombinationen 4+ A4 A —v, —A—A —v,
+A 4+ A—1 —A; —A, —71 und von xyz verschieden bei jeder der 2 Kom-

binationen +A — A —7v, + A, —A, —1. Hier giebt es 4 zweigliedrige und 2 vier-
ghedrige Gruppen.

Nr. 11: 22 C. N wie bei Nr. 3. Durch die Inversion uvw 75 vuw geht hier
wie bei Nr. 9 jede Lisung xy z in eine Lisung x, v, z {iber. Zwei Lisungen derart
xy & und x; v,z sind hier stets idenfisch, da jede der 4 hier verwendbaren Kom-
binationen —a —a + C, + 2+« 4+ C durch uv w /A vuw in sich selbst tibergeht.
Hier giebt es 8 reelle Lijsungen, die 4 zweigliedrigen Gruppen angehdren.

Nr. 16: A A A N lidsst sich wie bei Nr. 1 bestimmen. Nicht nur durch u v w /A v uw,
sondern auch durch uv w7 v wu geht jede Lisung xyz wieder in eine Libsung
%, v:% und x,y. 7z, iiber. Wegen A=B=0C ist niimlich nicht nur abe7X bacg,
sondern auch abe7A bea7s cab, Werden nun zu einer Lisung xyz7Kabe drei
Kreise x;y,%, so bestimmi, dass uvwxyz /AN vVWUy, 2%, 50 15t Xy, 5 /N2XYy
Aecab/ANabe Da die Kreise x, Yy % ausserdem der Reihe nach die Kreispaare v w,

wu, uv berithren, so ist x,y,2, eine Liosung. — Jede Losung geht bei den 2 Kom-
binationen — A — A — A, + A4+ A4 A sowohl durchuvw A vuw als auch durch
uv w7 vwu in sich selbst fiber, dagegren bei den 6 Kombinationen — A — A A,
L AL A—A, Ay—A A, A+ A HA zwar durch die erste, nicht aber
durch die zweite Inverzion, und bei den 2 Kombinationen -+ A -+ A, — A, weder
durch die erste noch durch die zweite. Da ausserdem die Inversionen uv w /5 v wu,
uvw /A vuw, und die um den Orthogonalkreis t eyklisech sind, und zwar beziiglich
mit. den Cykluszahlen 3, 2, 2, so giebt es hier 64 Lésungen, die 2 zweigliedrigen,
6 sechsgliedrigen und 2 zwilfgliedrigen Gruppen angehdren. — Sind u, v, w, die
beziiglich zu u v w orthogonalen Potenzkreise von v w, wu, uv, so sind bei einer
Liisung einer zweigliedrigen Gruppe dieselben gleichzeitig Potenzkreise von y z, z x, x v,
p=tundxyzrst Nyzxstr/A yxzsrt Bei einer Losung
einer sechs- oder zwolfgliedrigen Gruppe stimmen dagegen die Potenzkreise u, v, w,

50 dass Uy =T, Vij= 5, W

und rst nur in einem oder keinem Kreise iiberein.

Nr. 17: 2z 2o (5 Nr. 4 und Nr. 16). Eine zu — o — o — 2 gehirige Libsung geht

sowohl durch uv w 7 vuw als auch durch uv w 7X v wu in sich selbst iiber, und
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eine aus 4« -4« —a hervorgehende zwar durch die erste, nicht aber durch die
zweite Inversion. Hier giebt es 8 Liosungen, die einer zweigliedrigen und einer sechs-
gliedrigen Gruppe angehdren,

Nr. 18: RRC. Hier ist (B,F,C, E,)=+. Mithin ist auch (B,C F, E,) =
Hier ist also A=A, (= I. 2). Obwohl hier wie bei Nr. 1 vier reelle Potenzkreis-

tripel verwendbar sind, so giebt es doch nur 16 brauchbare Kombinationen, nimlich
L i 1 — I l 1 3 ! 3 M
-+ Ve i Ve LB A V= } Virias Ui, Es ist also, wenn man keine der Lidsungen

doppelt zihlen will, N=16.2 =32, Durch die Inversion uv w /A vuw geht jede
5 2 i 1 1 q ___l._ ___l 3 A vt ;. 1
der 8 Kombinationen — Ve e V| m e A Ve - Ve -+ G, — Vi o e Bl
1 ; { | : AL
- 1._/1 -k Ve b 1n sich selbst tiber, dagegen keine der 4 Kombinationen

- I/J -} '.;/. + 0, — I/; - % ] t- C,. Hier giebt es demnach 8 zweigliedrige und
4 viergliedrige Gruppen.

Nr. 20: R R R. Zulissig sind nur die 8§ Kombinationen: FI - ll { II
Samit ist, wenn man jede Lidsung nicht als eine vierfache, sondern als eine einfache

: b, ol : : i T =il e 1 (e
gelten lisst, N=8 .2 = 16. Die 2 Kombinationen — Vi VA s V) cF Vi s Va - Ve
1

liefern 2 zweigliedrige und die 2 Kombinationen - ] = iV ] — "_/1 —Va e - II
o2 &c--i'|1.<g]i--gi|'i§_-ju- Gruppen,

Nr. 21: ABO. Bei den sich berithrenden Kreisen ab ist nur ein Potenzkreis f
verwendbar. Wiirde niimlich bei der Konstruktion der in einen Nullkreis ausgeartete
Potenzkreis f; von ab benutzi werden, so wiirde entweder A auf B oder p auf « fallen,
oder es miisste entweder u vy w oder x v w ein Kreishiischel sein, was hier ausgeschlossen
ist. Mithin giebt ez nur 2 brauchbare Potenzkreistripel. Da ferner bei a b f aus dem-
selben Grunde nur ein Wurfwert, nimlich — 1 (S. 12), benutzt werden darf, so sind nur
die 8 Kombinationen + A + B — 1, 4+ A, + B, — 1 zuliissig. Mithin ist N=8.2 = 186.

Nr. 84: 000, Vorhanden ist nur ein brauchbares Wurtwertiripel 1 —1—1,
das sowohl durch uv w /A vuw als auch durch uv w7 v wu in sich selbst iiber-
geht, Hier giebt es demnach eine zweigliedrige Gruppe.

16. I. Das verallgemeinerte Malfattische Problem 1 ist fiie den Fall zu lisen,
dass von den 6 Kreisen abeu’ v w' ausserdem noch vorausgesetzt, respektive verlangt
wird, dass sie durchweg reell sind, dass keine 3 unter ihnen ein Biischel bilden und
die Kreise a b o keinen gemeinschattlichen Punkt haben.

II. Analysis Ist w'v'w' eine Ldsung und sind uvw drei beliebiz angenommene
feste, reelle, sich paarweise beriihrende Kreize, die kein Biischel bilden, so ist stets
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nach 10 o' v w 7R uvw. Gehen die Kreise abe durch diese Inversion u' v w'
Auvw in die Kreise x yz {iber, ist also w'v'w' abe7ZRuvw xyz so ist damit
diese Aufgabe auf die vorhergehende 15 zuriickgefiihet, wobei jeder reellen Lisung
von 16 stets eine derartige reelle Lisung von 15 entspricht, bei der die Kreise

abe keinen gemeinschaftlichen Punkt haben.

[II. Konstruktion. Zeichne drei beliebige sich paarweise beriihrende reelle
Kreise uvw, die kein Biischel bilden, stelle zu abe uv w eine reelle Libsung xyz der
.-\1!!}_',_':1“1' 15 her; so dass also 3._\.'56?\:'.1!“'. und zeichne dazu 3 Kreise v v'w' so,
dass abe v W 7K xyz uvw. Die Kreise v’ v'w’ bilden eine Liizung.

IV. Beweis, Dieser ergiebt sich direkt aus abe w' v w' 7% x yzuvw. Auch
hier sei noch daraul hingewiesen, dass umgekehrt jede derartize recle I_-:'i_um]s; von 15,
bei der die Kreise ab e keinen gemeinschafilichen Punkt haben, eine reelle Lisung
von 16 liefert.

V. Determination. Auf diese Weise kann man offenbar jene gewlinschie reelle
Lisung erhalten. Ungeachtet der aus Analysis und Beweis hervorgehenden Aquiva-
lenz der Aufgaben 15 und 16 haben dennoch beide nicht immer gleichviel reelle
Losungen. Nur die Gruppenanzahlen sind stets beziiglich gleich, Die 2. Tabelle
enthilt nach Art der ersten die charakteristischen Zahlen. Nr. 29 ist hier auszu-

FI_‘EII'IIIL'H.

VI. Kurze Ableitung der wichtigeren in der II. Tabelle angegebenen
Resultate. Ne. 1 : ABC. Wird bei der vorhergehenden Aufgabe (15) aus jeder der
32 zweigliedrigen Gruppen (156 VII Nr. 1) nur je eine Lisung xy z herausgegriffen
und diese nur durch je eine Inversion xyz75abe in eine Losung v v w' der vor-
liegenden Aufgabe (16) tibergefiihrt, so erhiilt man aus den 32 nicht inversen oder
sunabhiingigen® Lisungen x y z 32 unabhiingige Lésungen v v' w'. Durch Inversion
um den Orthogonalkreis m von abe geht aus jeder Lisung o' v'w’ eine neue reelle
Lisung u”" v" w” der vorliegenden Aufgabe hervor. Aufl diese Weise, wird behauptet,
erhidlt man 64 von einander verschiedene !_;I"J.-i.l“]gl"ll, Die 32 Ll'i;aunge_a]l et
sind niimlich zuniichst unter sich nicht invers, also sicherlich von einander ver-
schieden.  Keine von ihnen ist ferner identisch mit irgend einer der 32 Lisungen
w viwh  Denn sie ist zu 31 derselben nicht einmal invers und nur zu einer invers,
ohne jedoch mit ihr {ibereinzustimmen. Denn wiren diese beiden identisch, ginge
also v’ v'w' durch die Inversion um m in sich selbst iiber, so miisste m gleichzeitig
Orthogonalkreis von u' v’ w’ sein und die 6 Kreise a b e u’ v’ w' durchweg rechtwinklig
in Punkten schneiden, die gleichzeitig Berlihrungspunkte der Kreispaare av’, a w’,
bw!, bw, ew, ev', v'w', wu, u'v" wiren. Bei der entsprechenden Losung x y z
von 15 missten mithin die Berithrungspunkte xploptafy (s. Fig. 9) auf dem
Kreise t liegen. Wie unschwer zu sehen, miissten dann » und g auf «, A und o
auf § und p und © auf ¢ fallen, oder es miisste jedes der 3 Kreistripel x v w, ¥ W u,
zuw ein Biischel bilden, was hier nicht der Fall ist (156 IV). Ausser diesen 64 ver-



schiedenen reellen Losungen u' v w' und u’ v w” giebt es keine ferneren reellen
Lizungen mehr. Eine etwaige lernere Lilsung 1, v; w, migste nimlich zunichst einer
der 32 Lisungen u' v’ w' kreisverwandt sein, weil sich im entgegengesetzten Falle als
Folgerung ergeben wiirde, dass die Aufgabe 15 mehr als 32 Lisungsgruppen ent-
hielte, was (15 VII Nr. 1) ausgeschlossen ist. Wiire ferner u, v, w, zu u’ v’ w" invers
und doch von derjenigen Lisung u" v" w" verschieden, die durch Inversion um m
aus w' v'w’' hervorgeht, so miisste abe ' v'w' A abeu' v w' /A abeu, v; w; oder
abe auf zwel verschiedene Arten sich zelbst kreisverwandt sein, Dies konnte aber
bekanntlich nur dann vorkommen, wenn einer der kein Biischel bildenden Kreise
abe die heiden {ibrigen rechliwinklic schnitte, was hier nach Voraussetzung nicht
der all ist. Hier giebt es mithin genau 64 verschiedene reelle Lisungen und 32
zwelgliedrige Gruppen.

Nr. 17: « @ «. Nach der ersten Tabelle giebt es beim Falle Nr, 17 der vorigen Auf-
gahe (Ib) eine zwei- und eine sechsgliedrige Gruppe. Es seien nun x vz und x' v 2’
gwel beziiglich diesen Gruppen angehirige Lisungen dieser Aufeabe (15) und o' v’ w'
und u’ v" w" zwel aus ihnen durch Inversion hervorgegangene Liosungen der vor-
bildenden
Potenzkreise rst von yz, zx, xy (vergl 6 und 15 VII Nr. 16) gleichzeitie Potenz-

liegenden Aufeabe (16). Bei der Lidizung: Xy z sind die reellen ein Biische

kreise von v w, wu, uv und schneiden den jedesmaligen dritten Kreiz des Tripels
xy z und des Tripels uv w beziiglich rechtwinkligz. Wegen xyvzuvwrst/abe
'Ilf‘iI '\'l."l| I'1I :ill-i Al |!I l|i-' ]'tll.t'l'l.'-’.|-\.l'-'i*it' !|.=' f von hl', ca, a || #’I!'ii'h?’.t'-li'i::_{' }lili \_-“_;‘
w'u, u' v’ Potenzkreise und zu dem jedesmaligen dritten Kreise bei abe wie bei
u v'w' beziiglich orthogonal, Mithin geht die Losung u' v'w' durch jede der 3 um
i, e, f vorgenommenen inversen Spiegelungen in sich selbst iiber. Da ausserdem nur
die Inversion um den Orthogonalkreis m aus w' v'w' eine neue Lisune liefert,
so giebt es hier nur eine zweigliedrige Gruppe. Bei der Lisung x'y'#
|I

izt dagegen
nur einer der reellen Potenzkreise gleichzeitiz Potenzkreis von v w oder wu oder
uv (vergl. 15 VII Nr. 16). Es sei dies der Kreis r. Dieser schneidet ausserdem
sowohl x als auch u rechtwinklie, Dann ist auch bei der Losung u” v" w" unter den
Potenzkreisen d, e, f von be, ¢a, ab nur d gleichzeitie auch Potenzkreis von v w, und
ig. Mithin geht u"v'u” durch in-
verse spiegelung um d oin sich selbst und durch Inversion um e und f in je eine

nur d schneidet sowohl a als auch u rechtwink

nene Lidsunge ber. Diese zwei letzten Inversionen wm f und e oder die Inversionen
abe A bhac und aboe Aeba kinnen durch die |'_L'|§|i.'-|'l||- [nversion bac 7 w]);i,
deren Uy klusanzahl 3 ist, ersetzt werden. Da ferner noeh durch inverse sSplegelung
um m je eine neue Lisung entsteht, so gehirt u"v'w" einer sechsgliedrigen
Grappe an. Hier giebl es demnach 8 wverschiedene reelle Léisuneen, die einer zwei-
und einer sechsgliedrigen Gruppe angehiiren.

Ne. 20: R R H. In diesem Halle ist die Anzahl der La ungen der '\'ul'l]-'gf_'i'm{l'n
Aufgabe (16) viermal prosser als die der vorhergehenden (15). Der Grund dafiic ist
1[:']' |I"rl:':".'lln|l". “:'I ||i|'|' _il"lil‘l' i\llJ l]l'.' 'il|'i|-|‘|4 ;lill' I_];l' |5|f§-.||-]|. |':||||ilr'_'|'|1 i'|'|'|]l\‘.'j||LL]i:__:

3
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schneidet, so gehi dieses Tripel durch 10 inverse Spicgelungen in sich selbst tiber,
niimlich durch die um jeden der gepebenen Kreise ab e, um jeden ihrer 6 Potenz-
kreise de fd e f" und wm den Orthogonalkreis m von ab e Das Kreistripel uwv w
ist dagegen nur bei 4 Keeisen, ndmlich bei u, v, w

s W by sein eigenes inverses Spiegel-
bild. Da somit die Anzahl der inversen Spiegelungen, durch die eine Lisung in
andere Lisungen iibergefiibvt werden kann, hei ab e grisser alz bel u v w ist, so ist
es erkliclich, dass die vorliegende ,\l:l';_{;tlm.'- (16G) mehr I.n"l.-aur{u'g-u alz die vorherechende

(15) zulisst. Die obigen Spiegelungen sind zum Teil von einander abhiingie, Will

man sie ihrem ffekte nach richiie beurteilen, so muss man sie durch gleichwertige
| unter sich unabhiingige Inversionen ersetzen. Als solehe kinnen bei der vorher-
eehenden  Aufeabe (15): 1. die eyklische Inversion uvw /A vwu, 2. die inverse

i Spiegelung uvw /A vuw und 3. die um t und bei der vorliegenden Aufeabe (16):
: . die |l\'|i|i_--|-|u- Inversion abe /A abe, 2. die inverse H!an-_n_-ju-]L1r|_-,; d, 3. die um m,
B 4, die um a und 5. die um d' dienen. Wiren hei der wvorliegenden Aufeabe (16)
s .l die Spiegelungen 4 und b nicht vorhanden, so miissten wegen der Ubereinstimmung
& in der Anzahl und Art der neuwe Lisungen liefernden Inversionen, wie soehen hei

] Nr. 1T gezeigh wurde, die beiden Aufgaben gleichviel Lisungen haben, also je 16.
| Diese 16 Lisungen bei ab e werden aber durch die Inversion 4 verdoppelt, und die

‘ 32 dann vorhandenen durch die Spiegelung b abermals verdoppelt, so dass im ganzen
-2 v - 9 & ; . R
il (i4 verschiedene reelle Lisungen resultieren. Dass dem so ist, lehet {ibricens auch

direkt die Anschauung, falls man sich ndimlich, was hier stets zuliissie ist, abe als
te Kreise einer Kugel {als Aquator und zwei einander rechtwinklie schneidende

Meridiane eines Globus) denkt.

IT. Anmerkung. Auns der zaweiten Tabelle, bei der die tibrigen 30 Resultate
in entsprechender Weise ohme Schwierigkeit abgeleitet werden kiénnen, ergiebt sich

folgende Gedichinisregel.  Bei der (oben genau formulierten) Steiner'schen Ver-
allgemeinerung des Malfattischen Problems (16) ist die Anzahl der von einander
verschiedenen reellen Lidsungen in jedem der 33 moglichen Fille 25 mal erisser als
die Anzahl der verschiedenen reellen Losungen bei dem jedesmal entsprechenden Falle

des  Apollonischen '

iy T e i

1Lll|~'.|_Itlli.-|Il'll|'l|l'li|--1 WeENL £ 1“1' K;I]|| i:—l_ llil' :1|Lu‘i|=}|[. ‘\\'ii' ‘\il-jv
unter den 3 Kreispaaren, die sich aus den gegebenen 3 Kreisen bilden lassen, von
einander petrennte, reelle, eemeinschaftliche Punkte haben. Dabei ist jedoch wie
beim Malfattischen Problem (16) auch beim Apollonischen eine Liésung nicht mit-
znzihlen, wenn bei ihr der konstruierte Kreis mit zwei der secshenen
Biischel bildet.

[Kreise ein

1 5. .\I11Il"l']illll‘;.'- Bei  der nicht veralloemeinerten  Malfattischen Aufeabe,
;i bei der die drei gegebenen Kreise entweder in drei Gerade auearten oder doch
| emen Punkt gemein haben, kann, wenn alles Ubrige wie bei 16 ist, die unter 16
i angegebene Lisungsweise beibehalten werden, Die Anzahl der Lisungen schrumpfi

dann bei jedem der 7 moglichen Fille auf die Hilfte zosammen, und zwar aus dem
Grunde, weil hier der Orthogonalkreis m der gegebenen Gebilde ab e entweder in



die unendlich entfernte Gerade der Ebene oder in einen Nullkreis ausartet, und
somit zur inversen Spiegelung der Lisungen untauglich wird. Diese T Fille sind in

der dritten ‘Tabelle niher chara

Erklarungen, Hilfssiatze und Hilfsaufgaben.

19. Die Formen e,. x; ¥, Cop Xy ¥e — Crg X5 ¥ +6y1 %o ¥ und a, X, By Xg
werden unten mit ¢ (x y), beziiglich mit (xa) bezeichnet.

90, Die Bezichung zweier projektiven Punktreihen ist, durch 3 Paare eni-
sprechender Punkte ihrer Triger eindeutig bestimmt,

21. Projektive Punktreihen sollen kohiirent heissen, wenn sie einen gemeinsamen

Triger haben und dieser eine Gerade oder ein Kreis ist.

22. Bei ¢ (x y) =0 sind e, ¢, = (e ¢) und ¢y €3, — €5 Gy = (€ G,y) In-

varianten,
28. Bei ciixy) =10 15t (¢ c)*: I (e, ¢,) eine absolute Invariante. Dieselbe =oll
mit cos? (X v) bezeichnet werden.
24 Sind bei zwei kohdrenten Punktreihen e (xy) = 0 A B CD 4 derartige
Punkte, dass ¢ (AB) = c¢(B({) = ¢ (CD) =0, so izt das |h-]~[n'h'l'|'i|ii|lI|i~ (A CDB)
— 4 cos® (xy). [Dies ist die geometrische Bedeutune der abzoluten Invariante

(eicl=ilorics) ]
25, Zwei kohirente Punktreihen c¢ (x v) = (0 haben zusammentallende  oder
getrennte Doppelpunkte, je nachdem ecos? (x y) gleich oder nicht rleich Hins ist,

und umeekehrt. Im ersten Falle .beriithren sich® dieselben, im letzten schneiden
sie sich®., Der ,Schnittwinkel® (xy) derselben ist dabei derjenmge, der in trigono-
metrischer Hinsicht durch die Gleichung cos® (x y) = (¢ ¢)? : 4 (¢, ¢;) defimert ist.

96. Ist bei zwei kohirenten Punkireihen ¢ (x y) = 0 die Invariante cos® (xy)=0
an bilden die Punkfrethen eine [nvolution, und L1|1I'_'.""f-'-t'h!'1. Die Rethen ..._rl'|1IH'i=l*'l!
sich dann rechtwinklig®,

97. Sind AD. B CF 3 Paare konjugierter Punkte einer Involution AD.BE . CF
so st (AT (BD) ME) = (A B (BF) (CD), und umgekehrt, Dies folgt aus
(ARBD) = (DCEA).

28. Ist bei zwel kohiirenten Punktreihen ¢ (xy)=0 die Invariante cos*(xy) = co
oder ist dieselbe unbestimmt, so geht ¢ (xy) in ein Produkt von der Form (xa) (y b}
oder (x a)(xa) iiber, und umgekehrt. Die Reihen sind dann ,ausgeartet®.

20, Ist bei zwei kohiirenten Punkireihen c (xv) =0 der Beziehung (xa):(xz)

— iy by (v B) gleichwertig, so ist (e c) = (a ) 4 (b ), (G Gq) = (za) (B 1), L cos®(xy)

= |1:'| B) = (ba)] = : (= a) (ph), s0 dass cos (x y) = [(ap)-| (bz)]: 21 'L.}r. a). b r||: ) meselat

\'\'l‘l_'ill‘l\ L{i'lll'll_
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30. Schneiden sich 2 kohdrente Punktreihen x y in den Punkten C und F' unter
dem Winkel y, so ldsst sich ihre projektive Bezichung stets auf die Form (O x F y
— e?17 bringen.

31. Schneiden sich 2 kohérente Punktreihen x v in den Punkten O und F ortho-
eonal, 50 1st ithre i_l]'u_]'leli\'l' Beziehung (Cx F Y=l

32, Berithren s=ich 2 kohiirente Punktreihen Xy in dem Punkte C und haben
P und @ zu entsprechenden Punkten, so ist (PQ)(xC)(yO) —(PC)(QC)(xy) =0,
und umgekehrt.

23, Drei oder mehrere kohédrente Punktreihen . bilden ein Biischel®, wenn sie
gich simtlich in denselben zwei Punkten schneiden oder in einem und demselben
Punkte beriihren.

34. Zwei Paare kohirenter Punktreihen ¢ (x y)=0 und d(uvy)=20 sind dann
und nur dann projektiv [e(xv) und d(uv) durch lineare Substitution in einander
iiberfithrbar], wenn sie m ihren absoluten Invarianten cos®(x y) und cos*(u v) tiber-
einstimmen. Dies folgt aus 20 und 24, (Vergl. 28 und 381.)

35, Beie(xy)=0 und a(yz)=01ist S(xyz)=0¢1, Ags~|-Css8,;—C g8 5 — C3y gy
eine =simultane Invariante,

36. Sind bei drei kohéirenten Punktreihen x y z die Beziehungen ¢ (x y) =0 und
a(yz)=0 den Bezichungen (xa):(xz)=(yb):(yfl={(zc):(z7) gleichwertig, so ist
o (X Y EB) = ¢y Agg | Cog Ay — Cyg Apy Gy By —=1p h) [I;I 1) - (c 'II!.

37. Sind a(yz) =0, b(zx)=0, e(xy)=0 linear won einander abhiingige
Gleichungen, so sind S%(zxy):4(b,by) (e eq), S¥xyz):4(e;ey)laa,), Syex):
4(a,a;) (bybs), (bbjfee):25(zxy), (ce)(aa):25(xyz), (aa) ||: b):25(yzx) ab-

solute simultane Invarianten. Dies folgt aus 22 und
88. Bind a(yz)=0, b(zx) =0, c(xy) =10 linear von einander abhingige
Gleichungen, s0 bestehen zwischen ihren abzoluten Invarianten die Beziehungen:

cos?(yz)=(aa)®: 4(a;a,) = S¥(zxy): 4(b, by )(e;cy) =[(bb)(aa): 28 (yvzx)]. [(cc)(aa) :25(xyz)]
cos®(zx)=(bb)?:d(b, b, ) = 53(xyz): 4(c,c, {a,a,) = |(|-:-]|'|1]J| 25 (zxy )] [Caa)(bly): ‘“‘11\ %x)]
= [(aa)(ce): 25(xyz)]. [(bb)(ce) : 25 (zxy)]

cos¥(xy)=/(cc)?: 4(c,c; ) = S¥yzx):4(a;a,)(b, b,
Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus 29 und 36, wenn man statt der obizen
3 abhiingigen Gleichungen ihnen gleichwertice von der Form (xa): (x2) = (vb): (v )

= |zc):(Z7) selzt.

39. Definition. Bei(xa):(xa)=(yb):(yf)=(zc):(zy) = (ud): (uf) sollen die
-l"\:flrhil'l'll;.ﬂil.:ll'l'.L‘,:-l'hHiH\\'il‘ll\.l‘]I:lill'i'lﬂlil"'ih'il']tlillu‘i"llt"l'l.-=\ll" iap) ! '||:c:]:;:'1-}|:.'.'.|.|l'rul"Jlnr‘
cos (xz) = [(ay) - (ca)]: 2V (za) V' (yc),cos(xu) = [(a8) - (da)]: 2V (za) V (Ed),
cos (yz) = [(by) -} (e f)): 2V (Eb) V (ye),cos(yu) = [(b3) - (dp)): 2V B V Ed),
cos(zw) = [(c8)+ (dy)|: 21 /-"; ¢) V(5 dy, bei denen jede der Quadratwurzeln ans

(ea), (Bh), (ye) (Bd) zwar zweideutig, jedoch an verschiedenen Stellen stets in dem-
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galben Sinne zu nehmen ist, bestimmt sein. Die analoge Definition soll auch bei
mehr als 4 kohfirenten Punktreihen selten. Dieselbe steht mit 25 und 29 in keinem
Widerspruch.

{0. Alle bei (xa):(xef=(yb):(yBl=(zc):(zy)=(ud):(ud)=... vorkom-
menden absoluten Invarianten lassen sich durch die nach 39 delinierten Kosinus
der Schnittwinkel eindeutiz darstellen. So zind cos® (x v), co3 (X y).cos(yz). cos(zx),
€05 (X ¥) cos (y2):cos (zX), cos (X y).cos (y z):cos(zu) cos(ux) lauter Invarianten. Diese
4 Beispiele diirften zur Erliuterung der Bildungsweize der Invarianten aus den Kosinus
ausreichen. Die in 38 vorkommenden Invarianten lauten hiernach (b b)(ee): 2 5 (z x v)
= 005 (2 X) ¢o8 (X y) : cos(yz) (ce) (aa) : 25 (xyz) = cos (xy) cos (yz):cos (2x),
(aa)(bb): 25 (yzx) = cos (vz)cos(zx): cos(xy). Beweis: Nach 3% ist cos (xy) cos (yz) .
(a ) (be) [(by)4(cp)] [(cex) 4 (at)
Charakter der linken Seite geht unmittelbar aus ithrer Form hervor. Ebenza verhill es

o= (Ex)

;8 (&) (B b)Yy e). Der mvariante

sich bei jedem der drei iibrigen Beispiele. Nach 29 und 36 ist endlich (bb) (ec):

25 (zxy) = [(ez) 4 (ay)] - [(af) + (bea)] : 2 (za) [(by) 4 (c{)

= 08 (ZX] cos [Ty )
¢os [y z).

L. Geniiecen bet 3 kohirenten Punktreihen (x a): (x 2) (yb):(yBl=(zec):(z7)
die Winkel A,
= [(ca) 4 (ay)]: 2V (ye) Vi(za), cos O =[(aB) = (ba): 2V (za) V(B D), die im Sinne
von 39 zu nehmen sind, so geniigt auch jedes der drei Tripel 1) A, B ++ = C 4=,
NAL=T B O —|— T3 A —+ =, |§—|— w, O diesen Gleichungen im Sinne der Definition 39,

Ausserdem kann dabei ein beliebiges Vielfaches von 2w zu jedem der Winkel addiert

, 0 den Gleichungen cos A [(by) +(cBy:2V (Bb) V (ye), cos B

oder davon subfrahiert werden. Dapepen izt keines der 4 Tripel 1) A 4 =, B, (,
2)ABm0 3) ABCHm 4) A4m B4 n O+ n ein Tripel von beil x vz vor-
kommenden Schnittwinkeln im Sinne der Definition 39. Dies folet unmittelbar aus 39.

42, Ist (ye)(za) - (vz)a=0 und (xfB) (z8) + (xz) b = 0, so ist BY gemiss
COs:(YZ) = a2 a2 ] ocos (zx) =2 h:21h2 | ]_I'n--l.\'l‘.'I: ||3‘:|-JF".'|"._{-|}I|:

2% a® 1 b2 so dass sich fiir die Kosinus folerende 4 ‘I\-r"l'[!'H‘i[I"] ergeben:

Cos (XV) 1 (ef)?:2ab | —1 (eg)?:2ab | 14(xf):2ab | 14 (zp):2ab

cos (yz) -1 1 | -1

cOs [(Z2X) -I | 1 —*- 1 1
Liisst man das erste Wertetvipel gelten, so ist cos? § (xy) = zp)®-4ab,

Beweis: Aus den 2 gegebenen Gleichungen folgt z, 1z, = [y, (2, 2, —a) — vy, %, ?]:

[¥qcee® Yol(z, o, +a) =Ix,(B;Bs —b)—=x,B8,% :|x, Pa?—xa (B, P + b}]. Hieraus,

aus 29 und 39 ergiebt sich die Behauptung.

43. Durch 5 von eimander getrennte Punkte 2 3y sind die projektiven Beziehungen
dreier kohdirenten Reihen x vz, die sich paarweise beziiglich in diesen Punkten be-
rithren, eindeutiz bestimmt : 2 (B} (v &) (2 ) (2B) (re)(vz) =0, 2 (y=2)(zp)(x[)

(Fr)lapllzx) =0, 2 (i) xy) (1) —Fe(By)(xv)=0. Sind dabei '8y so0
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bestimmte (4. harmonische) Punkte, dass (yxpa) ==y p) = @7 mi) = —1,180
gelten gleichzeitig die projektiven Beziehungen x (2'By) 7\ y (# By 7Nz(=py) Be-
weis, Da sich die Punktreihen xy z paarweise in gy beziiglich beriihren sollen, so

haben ihre projektiven Beziehungen nach 32 die Form 1) (yz)(za) —yz) & = 0,
2) (zB) (xf)—(zx)b =0, 3) (x7)(yy) —(yx)c=0. Firy=2z wird nach 1) y=z==
und nach 2) und 3) (2p) (xp) — (2x)b =10, (x1) (a7 (x2)ec=0. Durch Elimination

von x aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich (y)*b —+ (zp)*c = (2) (By) (¥ ).
Ebenso ist (zf)2e-(By)ta= (1) (r«) (=f) und (By)*a-|(ya)*b=(ya) (= EA N E
Hieraus folgt a=(«28)(y2):2(By), b=Fr)(2p):2 (1), c=r*)(BY): 2 (e 3).

44. Berithren sich drei kohiivente Punktreihen x y z paarweise in 3 von cinander
verschiedenen Punkten « B+, so sind die Wertetripel ihrer Schnittwinkelkosinus im

Sinne der Definition 39 die foleenden: 19 -1--1--1, 2) 1 1 1, 5) 1-+1—1,
4) —1—1--1. Beweis. Die projektiven Beziehungen der Reihen xy z sind die
in 43 angegebenen. Die in 42 vorkommenden Grossen a und b haben die Werte
a=—(2B)(ya):2(By) und b= (By)(xp): 2(y=). Nach 42 ist somit hier, wenn
man zunichst nur das erste Wertetripel beriicksichtigt, cos (xy) = cos (y 2) — 08 (ZX)
— 1 B T

48, Wird bei b kohidrenten Punktreihen txy zu die Reithe t von jeder der !
iibricen beziiglich in den Punkten «f§y# beriihrt, so ist das Doppelverhiltnis (z(y8)
— (n8 (xy) cos I (zu) : cos 1 (v Z) cos ' {ux). falls, was hier nach 42 im Sinne der
Definition 38 statthaft ist, cos (x1) = cos (y t) = cos (z2t)= cos (ul)=+ 1 gesetat wird.

Beweis. Die projektiven Beziehungen der Reihen txyzu sind nach 32: (xo)(te)
+(xt)a=0, (yP P+ yt)b=0, (zy)(ty)4(zt)c=0, (ud)(ts) = tyd =i0.

1

T = a 1 m g g1l - @

Nach 42 ist (zf)?=—4ab cos? 5(xy), (y&)* = ded cos?y(zx), (fy)*=—4be
a1 = G-t B3 e QE oy e

cos? §(yz), (Ba)=— 4da cos?5(ux). Mithinist (2By8)*=(2p)* (ye) = (py)"(22)

a 1

g 1 g 1 9
= g05* FIX ¥} g05* 7 (ZM) i cos =gy Z) eos S ux).

i6. Sind bei 5 kohédrenten Punktreihen txy zu, bei denen £ von den 4 iibrigen
Reihen beziiglich in den Punkten « B3 berithrt wird, die Reihen tzu und damit
die Punkie v 5 fest und die Reihen x y derart verinderlich, dass, wenn n,p, q 3 be-
licbige feste Zahlen sind, cos® (x y) = n, cos? (v z) = p, cos?(ux) = g, so beschreihen
die beweglichen Beriihrungspunkte o zwei kohiirente sich in den festen Punkten Y8
schneidende Reihen. Sollen die 4 Punkte « 3y 8 stets durchweg von einander ver-
schieden sein, so ist dabei die projektive Beziehung dieser von « § erzeugten Reihen
I. 16deutiz, wenn keine der Zahlen n, p, q gleich co oder gleich 1 oder gleich O ist;
Il. 4deutig, wenn die Reihen jedes der Paare y z und ux sich berithren (p=q = 1)
und die Reihen x y zich weder berithren noch n|'lhu;:|1]|';[| noch unter einem Winkel

schneiden, dessen Kosinus unendlich gross ist; IIL. 2deutig, wenn die Reihen jedes

der Paare vz und ux sich berithren (p=q=1) und die Reihen xy sich recht-
winklie schneiden (n = 0), und IV. eindeutig, wenn die Reihen jedes der Paare xy, yz,
zu, ux sich beriihren (n= p = cos® (zu)=q= 1). — Beweis. Wird auch hier, wie bei
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45, cos(xt) — ¢os (y b) = cos (z2t) = cos (u l_I:—; | angenommetl, so 18t nach 42 cos (zu)

A . . Yix . o : - Ve

eindentig bestimmt. Fiir cos (zu) =r ist nach 45 (218 = V' (1 4+ n)(l +4 q):
- ; 3 : i

V(L =& p) (1 —-r). Aus dieser Formel ergiebt sich alles, was behauptet wurde, wenn
man noch dabei beriicksichtiet, dass bei 4 von einander verschiedenen Punkten =z B

¢ &
das JJu|:||u-h'|-|'||ii|1n]:a' keinem der Werthe 0, 1, oo gleich sein darf,

47. Bertihren sich bei 4 kohiirenten Punkireihen uv wx die Rethen der Paare
vw, wu, uv, v, xw beziglich in den von einander verschiedenen Punkten
o fy#np, so besteht die Involution «*. B«.yp. st dabei die Reithe x und nur diese
veriinderlich, so erzeugen ihre veriinderlichen Berithrungspunkte = p zwel kohiirente,
sich in dem festen Punkte « beriihrende Punktreihen., Besteht umgekehrt bei 5 Punkien
ez fpy#p die Involution «?.3=.vp, so =sind durch dieselben 4 derartice kohiirente
Punktreihen uv w x eindeutig bestimmt, dass sich die Reihen der Paare v w, wu,
uv, vx, xw beziiglich in zfy=%p berithren. Beweis. Nach 43 ist 2(Bv) (v o).
(woee) — |';.l';'l (el (vw) =W, il Eil: %) (v o) (wWoet) f e p) (=) (vua) =10 [Mese
gwel projektiven Beziehungen sind identisch, da sie zwischen denszelben 2 Reihen

v und w bestehen. Hs ist also (By) (zp) () =I(p=) (2f§) (te). Mithin bestehi
nach 27 die Involution «®

gt e und beschreiben nach 32 p % zwei kohiirente sich
in @ berithrende Reihen,

48. Sind AD, BE, CF 3 Paare beliebiger Punkte eines Trigers, die jedoch
keine Invoelution bilden und unter denen kein Punkt eines Paares mil einem Punlkte
der beiden iibrizen Paare identisch ist; so sind dadurch dreei kohiirente Punktreihen
xyz, die sich paarweise begziiglich in diesen Punktepaaren schneiden, eindeutig
bestimmt. Die Punktreihen x y z sind ferner von emander verschieden und keine
gwel unter ihnen arten aus (28). — Beweis. Die Punkte ABCD EF seien zu-
nichst durchwee von emander verschieden. Ber den 3 Involutionen BE.CF . xt.
CF.AD . yt, AD.BE.zt sind die 3 Punkfreithen x y z unter sich projektiv, weil
gie einer 4. Reihe t projektiv sind. Dabei zind die 3 Involutionen und die 3 kohii-
renten Reihen x y z verschieden und nicht ausgeartet (28). Bestimmt man 6 Punlkte
A'B DY E B derart, dass sie den 3 Involutionen BE.CR, AD'.DA’, CF.AD.
BE .EB, AD.BE.CF.F{C' geniigen, 20 ist t (ADBECFEF) X x(DA'EBF(Q)
AYDAEBFC R z(DAEBFC'). Dabei ist stets D’ von D, E' von E und
" von I verschieden. Dadurch sind die projektiven Beziechungen der Reihen x y #

festgelegt, aus denen ausserdem noch hervorgeht, dass die Reihen der Paare y z,
z %X, x v sich beziiglich in den Punkten A D, B E, (

) B schneiden. s lassen zich also

auf die vewiinschte Art 3 kohiirente Punkbrethen aufstellen. Dies ist ferner nur auf

eine Art I|h"+;5|iu'h, Wire es nimlich noch auf eine andere Weise zu erreichen. o dass
etwa an Stelle der obigen Punkte A’ B'C'1¥ E' F* andere Punkte A" B" " D" E' B triiten,
wire also x (D" A"EBFRFO) ARy (DARE'B"RC) A 2(DAEBMO", so miigsten zu-

niichst D" von D, E' von B und B von B verschieden sein, weil sonst die 8 Reihen x Y Z
identizch wiren. Ferner wiire dann A"D'EF A~ ADCFEF X DARC und A"D"BE
SRADBE®DAEREB. Esbestimden demnach die Involutionen CF. A D" . D A" und




N
BE.AD . DA" Diese 2 Involutionen miissten aber wegen der Ubereinstimmung in 2
von einander verschiedenen Paaren konjugierter Punkte eine einzige bilden. Mithin be-
stiinde danp die Involution BE . CF. A D", D A" und, wenn man cyklisch weiter geht,
CF.AD.BE".EB" und AD.BE.CF'.FC". Ein Vergleich der 3 letzten In-
volutionen mit den 2 analogen fritheren lehret, dass dann A" = A', B' = B, ¢ = [,
D=1y HE'=F8 K= F sein miisste. Der Bewels fitr die noch idibricen Fille

[ C=F,IL. B=E C=F, Illl. A=D, B=E, ¢ =T ist im wesentlichen ebenso zu
fithren. wobei noch der Hilfssatz anzuwenden izt: . Berithren sich zwei kohiirente

Punktreihen G A B 7 G C D, so besteht die Involution G 2. A D . B C, und umgekehrt.*

490, Drei von einander verschiedene kohdrente Punktreihen x y z, die nicht einen
und denselben Punkt sdmtlich gemein haben und von denen keine zwel ausarten,
gind durch ihre Schnittpunkte A D, B E, O eindeutiz bestimmt. Beweis. Zu-
nfichst darf kein Punkt eines der deei Paare A D, BE, CF mit einem der 2 iibrigen
iibereingtimmen. Denn wiire etwa A mit B identisch, so hiitten die Reihen der
Paare vz und zx einen gemeinschafilichen Punkt und damit auch die des
panzen Tripels x vz, was ausgeschlossen ist.  Sind ferner A" B C" D" E'F" 6 bei
diesen Reihen so bestimmte Punkte, dass x (D"A"EBR Q) A vy (DA B B'F C)
~z(DABBR Q) so miissten die Involutionen BE.CF.AD". DA", CF.,AD,
BE".EB, AD.BE.,CF",F (" bestehen (3. 48). Dann kinnten aber die Punkte-
paare A D, BE, CF keine Involution bilden, wetl in diesem Falle die 3 wvorher-
gehenden Involutionen identisch wiren, und somit wegen D'=D, K'=E, F'=F
die Reihen x y z identisch sein miissten, was hier nicht der Fall ist. Ihe Schnitt-
punkte A D, BE, CF haben mithin dieselbe Lage zu einander, wie die gleich- -
bezeichneten Punkte in 48. Die Reihen xyz sind folglich nach 48 durch ihre
.‘-‘-.-!1|Li||||uu|;|u' sindeutie bestimmi,

A0. Schneiden sich (26) drei kohfirente Punktreihen x y z, ohne durchweg einen
eomeinsamen Punkt zu haben, |J:i;'ll'\".|'i-=l' m den I'ul]l;lul[-n:u'--u AD BE CF, sosind
ihre projektiven Bezichungen: (Ay Dz) =(CA)(BD)(ED) (FA): (AB) (DC) (D F) (A E),
(BzEx)=(AB)(CENFE)DB):(BC)(EA)(ED) (BF), (Cx Fy)=(BC)(AR)(DE) (EC):
(0 AY (R B) (R E) (CD).

eweis, Nach 49 und 48 sind die fraglichen Beziehungen durch die 3 In-
volutionen BE.CF.xt, CF.A |'}'.‘ PRl B R & F.,Ef.l. geceben. Aus der ersten
Involution folgt (F B) (Cx) (Et) 4 (C E) (B x) (F §) 0 und aus der zweiten
(DO (A y) (Bt 4 (AF) (G w1 (Dt = 0(27). Durch Elimimnation von t ergiebt sich hieraus
FB)(Cx) (DO (Ay) (BEE)--(CE)(Bx)(AF) (Cy)(FD)+ (FB) (Cx) (AF) (Cy) (ED)=0.
Beriicksichtiet man ausserdem die ldentitiiten (A y)(C ) = (CA) (F y) - (A F) (T y),
Bx)(CF) = (CB)(Fx)-(BF)(Cx) und (D C)(EF)-- (D E)(F )4 (D) (CE) =0,
so erhidlt man (Cx) (Fy) (CA) (D C){EF)(F B)= (Cy) (Fx)(CB)(CE)(AF)(DF) oder
die dritte Gleichung der Behauptung. Durch cyklische Vertauschung ergeben sich

hieraus die 2 noch fehlenden Beziehungen.



al. Anmerkung. Berithren sich (25) in 50 di bl emnmem  oder

ierung der Formel

(B O): (A B) (O A)

B Hoast (ve): (v A (2 A)

x B (A 3 C) (A B)

A b (BCOARP 1y

A 2 (B (A B)(CA),

) 2(AB): (G AVB Q)
(Vergl,

T A I T CBD)CECARY S (B ) A (] 5 Ohne Widéerspruch mit | 11l
kann man &y 20 wihlen, dass [V, e\*= e (BDY{CE)Y A )Y (D CYWIE AR BY,

noch (A By (B C) (D E) DGy A B) (HER) (B Dy (CA)(E ) (E AYB CYEF D)
K. Aus den Gleichungen IV —VII wird mithin K: (D C)(EA) (' B) | ell@t+E+1
K (B Dy (A R) il TR (P BY (O AY (D E) l ol B el
E-(CENARBYED R4 Y AR (E Y | ; ol =1
K:(AF)(BG)(DE)=1-)eit s 0K (BAYBO) (FD)=14e1lat -
K:(BD)(CA)(EF) =1 ¢ 7). Hieraus folgl
. (C'ABD) i =] (1 | =
20 A BG H) ' al i |1 ol l,
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3. BCAF) =[l4eilt—2+®:[1 | eil—T « By,
4 FDEA) =[1Jeil—=TB—1]:[1 A pilzt8—7)),
h. DEFB)=[1-Lell—kty—a] . [1 J-elETr—2),
6. (EFDC) = [l Leirte—0: (14 elltta—f
7. (ACDE)= [l eitE+v): 1 fell=oriry),
8. (BAEF)=[l}ei®+rta].[1-|Lell—ftTrTa]
9. (CBED)=[1+4eittati): [l 4 ellrTeth
10. (ABDF) =1 [1eile—E=1)],
11. (BCED) =1 i(—§ et | 5.1_.3':1--'.’- %)
12. (CAFPE) || _l:_‘,il Y—a—B 1 gt -a—f)),
Nach Mogius ist (ADEB)=(ACEB) (ADECQ)=[1—(AECB)] [l —(AEDE)
— I*'i B—yta)_ i(—f- -I,__+.-n-.l . |.~i'='-"|".3'|":' _ ai(—utE4) 14 ol (B J”L

ail—le=—F—¥}

5]

14 e j""l"-"l"~"]_ Es 1st also

13. (ABED) cos + (« B 1) cos s (= - B— ) : sin @ sin §,
14 (AEBD) — cos 4 (—a--B-4 1) cos + (& — B -} ) : sin « sin B,
16. (BCFE) 0SS EB+71-+ &) 0os T l'I: - — ) sin fsiny,
16. (BFCE) = cos 3 (—f-+1+«) cos(f—v ) «):sinfsiny,

- e 4 1 f} L.y Y e a1 e @111
17. (CADF)= —cos s (v+2-+f) cos (y+2—B):smysina,
1

18. (CADF) = cos 5 (—y-+a-f) cos v (y—a-B):sinysina?

| |
3. Anmerkung. Die letzten Formeln 1—18 gelten auch fiir die Fille: 1. A =D,
. A=D und B=E, Ill. A=D, B=E und C = F. Dabei sind die Winkel «, §, v

als durch die Gleichungen IV—VII bestimmt anzusehen,

Hd. Die nach 52, 1 IV definierten Winkel o, , v, unter denen sich drei kohiirente,
nicht durch einen Punkt gehende Punktreihen x y z paarweise schneiden, sind gleich-
zeitig Schnittwinkel (y z), (z x), (x y) im Sinne von 30. — Beweis. Werden zuniichst
nur die 2 Gleichungen (AyDz)=(CA)(BD)(ED)(FA):(AB)(DC)(DF) (A K)

xip=¢e?% (BzEx)=(AB)(CE) (FE)(DB):(BC)(EA)(ED) (BF)=2:q
- o 21F gy Grunde gelegl, so erhiilt man daraus im Sinne von 39 cos (x y)
it —p) 2 —a) [(ABED) —(AEBD)] —(x-}p) o)l : 4V up . Vg, cos (yz)
Lp): 2 Vxp, cos (zx)=(A-4-0): 24 %a. Mithin ist cos (xy):cos(yz)cos (2x)
—1 Aio—1
S B - =R |

- — 1. Selzt man 52 gemiss w:p =g 1%

)

[(ABED) —(AEBD)]. %
=

-

Ao @ '-’E-", (ABED)—{AEEBD) = — Ii'lt:'\l, e -1 = ) cos __I: (e~ B )

! Die Formeln Ziff. 1—18 sind gleichzeitiz die Grondformeln der sphiirischen Trigonometrie, wenn
o, .o die Winkel nnd A, B, C die Eckpunkte eines sphiirischen Dreiecks und D, E, F die seines Gegoen-

drefiecks sind.
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4 cos 5 (—a+pf471) cos5 (2 —p4 7)) : sina sinf, so erhilt man cos (xy)
cos [V 2) cos (ZX) COSY ¢ COS & COS . Ehenso ist cos(vz) : cos(zx) cos(x ¥
COS o @ COS P CO5 Y und eosizx) : cos(xv) cos Y Z) 05 _‘i + COS ¥ GOS8 2. Aus

diesen 3 Gleichungen folgt sofort die Behauptung.

¥

5d. Zwei Tripel kohiirenter nicht ausgearteter Punktreihen xy 2z und 'y ', bei
denen weder die Reihen x vz noch die Reihen x'y"# einen gemeinsamen Schnitt-
punkt haben, sind dann und nur dann zu einander projektiv, wenn sie in ihren
samtlichen Invarianten iibereinstimmen, Beweis. Wegen dieser Ubereinstimmung
in den Invarianten lassen sich bei den Heihen die Schnittwinkel im Sinne von 39 o
wihlen, dass (y z)=(y &), (zx)=(z'x"), (xy) =(x"y"). Bei pesigneter Anordnung
der betreffenden Schnittpunkte ADBE CHF und A'D'B'E' C' F* kinnen aber nach 54

diese Winkel durch die im Sinne von 52 definierten Winkel oy

]

und e [y erselzl
werden, Mithin ist dann e =a', =§, =7 Nach 52 ist der Wert jedes Wurfes,
der sich sowohl aus ABCDEF als auch aus A'B' C' D' E' F* hilden lisst, eine ein-
deutige Funktion von « 3y, beziiglich von &' p'y. Mithin ist jeder Wurf bei
ABCDEF dem entsprechenden Wurf bei A'B' C'D"E'F' projektiv, da «fy und
o' By’ heziiglich rleich sind. Somit sind die ganzen Konfizurationen ABCDEF
und A'B' C'D'E'F und infolgedessen nach 49 auch die Tripel x vz und x"y'#

projektiv.

HB. Haben drei kohiirente Punktreihen xy z einen gemeinschaftlichen Schnitt-
punkt, =0 lassen sich ihre E'l'“‘.i"kii" en Beziehungen stets auf die Form (xa):(x &)
=(yb):(y& =(zc):(z%) bringen. Der gemeinschaftliche Schnittpunkt ist dabei

(xa)=(.

H7. Sind bei drei kohéirenten Punkfreihen mit gemeinschaftlichem Schnittpunkte
(xa):(x8) = (yb):(y &) =(zc):(z8) die paarweisen Schnittpunkte A D, BD, CD,

so ist (A B C D) dem Doppelverhiltnizsse [(a &), (b &), (c8), -:}:_'-] rleich. - Beweis.
Fiir x = Y= O wird aus (xa):(x8)= (y by g) die Gleichung (Ca) (b)) '= ().
Fbenso ist (Ab=(Aet) =0 und (B e) (B a) = 0. Hieraus ergiebt sich
(ABCD)=(AB)(CD):(BC)(DA) = [(ad)—(b8)]:[(cd) — (bd)] = [(ad), (b8),

(c &), cal.

58. Bei drei kohirenten Punktreihen, die einen gemeinschaftlichen Schnittpunkt
haben, lassen sich die Schnittwinkel « [y je zweier der Reihen so wihlen, dass sie

I. der Definition 39 geniigen, 2. 2} 3|y ==, mod 2% und 3. das Doppelverhiltnis
der Sehnittpunkte A BCD der Reihen eine eindeutige Funktion dieser Winkel wird.

Beweis. Bel (xa):(x8)=(yb):(y &) =(zc):(z8) setze man ol V' (5¢c):
l"‘[?..«h]. pid I }1E:|l'.|»/|3+'l.t'i7 l I[EalrJ:V‘[E:H. Dabei sind, so0 wird ausser-

dem festgesetzt, die Vorzeichen der Quadratwurzeln aus (&a), (8bh), (8c) zwar an sich
beliebig, aber {iberall iibereinstimmend zu nehmen., Aus diesen Gleichungen folgd

- (aB)]:2 M (Bc) l’|€:|_|.

=~ = c A = r "~
cos o = [(bh&) 4 (cd)]: 2V (8D) V(5 c), cos 3 [(e &) -
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Obwohl diese hier oeechene Definition der fritherenn 35 m
a1 dennoch | identisch. sie 1st niimlich eneer als die letzter

A L N m. mod 2 © und nae

(bg)] :|(c8) [(b3) e F—(b&)]:](ba)] e

(el 1) e et gin v sin o e ! Psiny:sin o,

trethen x vz und x® v 2" in allen 1hren

At Stimmen zwel '|'|:|--'|

1211 reineln-

LELH] des |i|||_| ||| -| v 1r A

Invarianten iiberein, und haben
1 ) i

omrga ; ; . - I 1: } LR IS b2
schaftlichen Schnittpunkt (in dem sich aber keime 2 dieser Relthen bertithren), =0 haben
1

] o bhestimmi

- Tripels x' v' ' einen gemeinschaltli

ik e | josloy Q@ -
ZWEeEl ||"i'|"'| Fipeitn |.'!|II-'|I l|:II'|: LI HITIE VoIl 0 '||"

werden. dass sie entweder beziiglich gleich oder doch heziiclich enteceensezebz
eloich sind. Im ersten Falle smd die zwer aber im
swelten Art sollen svmmetrische heissen Beweis. Sind 25y im
ierte Schnittwinkel von x y 7, so dass also ollx=4F47 1, s0

weeon der Uberemstimmunge in simtlichen Inva

o gls i Sinne von 39 delinierte

8 und 40 pleichz

Hitten nun x'v' 2" keinen gemeinschaftlichen Schmttponlt,

ene Schni

et mach B2 so anzeordnet werden, dass

A, BYES GF durchwesx von emander verschie

v v’ =0 kinnten dies
(A'EY (B'CH (XED (DO (A" DY) (B H) wiire: Nach 27 be-

Mithin miissten die Reithen 2" v 2" identizch

stiinde dann die Involution A'D'. B"'E". ('

sein; was hier nicht der Fall ist. Die Reihen x"y'2° ha

1 . I o
VI (Larun  emen e

SAMEH S5 .‘|||-||!.||||!\'. [y | . Bel beiden '|'|i|:| In kinnen mithin nach 5

jektiven Beziehungen auf die Form gebracht werden (xa):(x8)= (v b):(y d)=(zc):

frd) und (x"a' ) (x589 (3 Doyl o) (z' e Yz 87, Weeen

ar [Thereins iIIII‘I'.I’I:i

- simthichen Imvarianten folet aus 40, dass entweder (a8): (b &):(ed) (&l &Na

"i| -’:Il;.h'l '-':"l ||||||' '!|!| I:|-"|:|||'j':|_l"’-_\'l P . Tz e '!;||ii'| |.'-ilill:l iil:
(25"} (b'a%) (e'&f)
Simne von b8 die Sehnittwinkel 2" 5% von x'v'z" so definiert werden., dass im
e | !
1. I"iI“" o | l'.:"lir. .|"-|'I | |;,"|-'|:[ '.".-.l-'l ot ey g A II||'|
ebenzo B 3 und oy * wird, und dass 1m zweiten el G ey (6h)
| | i

" | 'l.-lll | Zl |;.-JI | 2 12 1 ;||-|| 4 o |i|||:| |-h|'|.|_-|| Ij I'J' |_|~||{ -‘- '

wird: Nach 5B ist-aber stets (A BO D) e ¥ siny:sineg und (A" B O DY alP

P AYB O DY, nieht aber 1m zweiten,

[ 0 B = 1 ) B |||I ersben

LI D erhiilt man hieraus den Sioussats der cbenen Triconometrie @ (A 3G I3
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well 3 =10 ete. ausgeschlossen ist, indem bel x yz keine Berithrungen vor-
kommen.

0. Ist (xa):(xa)=(vh): (v =(zc):[zy)=[(ub)A IIi"‘:'|'-|'-"."|f- (uy)p
— [[% ) (wa)z]: [(vy)p (ve) %] (W a)® {w g | wWoaj® [ I'.if*.ll. 80
hildet, wie auch die Zahlen w2, X, p gowiihlt werden mégen, bei den kohidrenten Punkt-

reithen x v zuvw jedes der 4 Tripel vyvz, vex, wxy; uvw je ein Biischel (33).

Sollen umeekehrt bei 6 kohiirenten Punktreihen xyzuvw die Tripel uyz, vex,

w x v jo emnem Bischel angehiiven und die Reihen wv w einen gemeinschaftlichen

9.
[«

Schnittpunkt haben, so lassen sich die projektiven Beziehungen der 6 Reihen auf

Form bringen, so dass dann auch die Rethen u v w ein Blischel bilden. Der

leicht zu fiihren.
Bei zwel kohiventen Punktreihen soll eine dritte Reihe eine Potenzreihe
heissen, wenn sie mil ihnen ein Bischel bildet und ihren Schnittwinkel halbiert.
2. Ist (ma): (xe) (vh):(xvE) ||n"|'|:1 (aa) (whj:l I|)|--]:||'~'~':.|:L (cea)

(wi): ¥ iabil, so ist w cine Potenzreihe von xv. Ist umegekehrt bei zwer kohi-

trethen (xa): (x ) (v B): (v B) eine Reihe w Potenzreihe, so lisst sich

ithre projektive Beziehung zu x und v auf die obige Form bringen. Darnach giebt es

2 kohiirenten Punkirveilien zwer und nur zwei Potenzreihen. Diese schneiden sich

rechiwinkliz. Beweis. Aus (xa):(xz)=(yb): (yB)=|[(wa):¥ (za)—(wh):¥ (fb)]:

[(wee) s b (za olgt nach 29: 4 cos?(xw)=[(ap) 4 (hea)]: b (ea)V (Bh)

2. =onid {xw) A b T b | 2. oder cos(x ¥) = Cos 20X W).
Ebenso 12t co (2%} - cos 2 (v w.

63. Anmerkung. Berithren sich die Reihen x v, so artet die eine Potenzreihe
i1 threor Beziehune =0 x und N (2R,

G4 Ist (xa)r (x &)= (wby: (v R) (Zie) =z [(wh): ¥ (Bb) —(uec): (vl
!.'II'-I: V(B h) (ay): Kiyel]l = |-.-.|1:i (rre) (wal):] 1',-:,|||';||'\"|'1'| (ycl—(vax):
Fiiza)l=[(wa): V{za (wb): ¥ (Bb): [(we):V (2za)— (wB): V(B b)) und ist bei
ieder der Quadratwurzeln aus (za), (fb), (v ¢) das Vorzeichen zwar beliebig, aber iibarall

ibereinstimmend gewihlt, so sind w, v, w bel vz, zx, xv bes lich Potenzkreise und

bilden ein Biischel. Dabei halbieren diese Potenzreihen die im Sinne*von 39 definierten
schnittwinkel von  x v % Sind umgekehrt ber drei kohiirenten Punkfreihen (x a):
(xe)=(vDh):(vp) =(zec):(zy) u und v Potenzreihen von yz und zx und hat eine
fernere kohiirente Reihe w mit x v beide Schnittpunkte und mit uv einen Schnibt-
punkt gemein, so besteht zwischen den 6 Reihen xyzuvw die ebige Beziehung
und st folglich w diejenige Potenzreihe von xy, die mit uv ein’ Biischel bildet
Der Bewels ereiebl sich unmitielbar aus G2, 60 und 39,

(5. Werden zwei kohiivente Punktreihen xy von einer ferneren kohiirenten
Punkireihe t orthogonal eeschnitten, so wird jede Reihe z des durch x v hestimmtben

sischels von t rechtwinklie eetrolfen. Bewels. i projektiven Beziehungen won
Biischel | k1 troft I Die projekt Beziehun,
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! txyz sind offenbar von der Form: (td):(t8) =(xa):(xa)=(yb):(yp)=[(za)=

(zb)A]: [(z2) % — (2 p) A]. Dabei ist nach 26, 20 und 23 (a &) 4 (d &) = (h §) 4 (d ) = 0.
Ferner ist nach 23: 4 cos?(zt)=|[(a8)x —(b8) A} (dea)x—(d[)A]: N, also gleich
Null, da der Zihler verschwindet. Nach 26 schneidet mithin t die Reihe z rechtwinklig,

AR

W

e Y

66. Sind x v zwei beliebige kohiirente Reihen mit den Doppelpunkten P @), ist
w die eine ihrer beiden Potenzreihen, die ihren Schnittwinkel y halbierl, und trifft
eine fernere kohiirente Reihe t die Reihen xy und somit auch w beziiglich in den
Punkten A D, B E, JJ rechtwinklig, so ist hei einer gewissen Anordnung der Punkte

=" r 5
SN S RS

i (AEBJ)=(BDAND=MBE.J)=(EADJ) = — cos 1; und (A EB.JY

—(BDAJ)=DBEJ)=(EAD.J) = cos | v. Beweis, Nach 61 ist (x w) = (wy)
| o '.:' v und nach 26 und 25 (x ) = (y t) = (w t) = 1 7. Mit Hilfe der Formeln Ziff. 1 —18
:l von 52 lassen sich die Werle aller Wiirfe, die sich aus ADBEJJ P(Q bilden

laszsen, bei einer bestimmiten dort angegebenen Anordnung der Punkte eindeutio

berechnen. Darnach haben die obigen Wiirfe jene Werte. (Einfacher wird der Beweis,
2 : 1 g o e 4 2 . d . it

wenn die Form y, iy =wyefliw, =x, "' x, = at, :t, zuGrunde gelegt wird.)

| G7. Definition. Zwei oder mehrere reell dhnliche oder reell kreisverwandte
5 Punktfelder sollen kohérent heissen, wenn sie auf einer recllen Ebene oder Kugel so
' aufeinander liegen, dass sie in ithren kleinsten Teilen gleichwendie sind.

B8, Die I:r‘xil'lllln;_‘: zweler kohidrenten Punktfelder Xy 15t durch ¢(xy)=0

I_;_'w_-.'_rl--hé'H | 143y,

69. Alles iiber kohiirente Punktreihen unter 20—66 Gesagte gilt im wesentlichen
auch von kohdrenten Punktfeldern. Dies folgt aus 68. Zwischen beiden besteht nur
der Unterschied, dass bei kohdrenten Punktfeldern nur reelle Punkte und reelle Be-
ziehungen (67) vorkommen, wiihrend bei kohiirenten Punktreihen (21) auch imaginiire
Punkte und imaginire projektive Beziehungen zuzulassen sind.

L

70. Aufgabe. Bei zwei involutorischen Punktfeldern, von denen zwei Paare
konjugierter Punkte A A, und B B, gegeben sind, die Doppelpunkte G H zu bestimmen.
Analysis. Aus (ABA,G)=(A, B, A Q) folgt (A B A, G) = (A G A, B,), oder G liegt
auf einem Potenzkreise der 2 durch AA B und A A B, gehenden Kreise.
Konstruktion. Zeichne zu den 2 Kreispaaren A A, B, AA B, und BB, A, BB, A,
bezliglich digjenigen Potenzkreise A A, X und BB, Y, welche die von den Kreis-
bogen ABA,, AB, A, beziglich BAB,, BA, B, gebildeten Winkel halbieren.
Diese zwei Potenzkreise schneiden sich in den  verlangten Punkten G und H.
1. Anmerkung. Die so erhaltenen Punkte G und H sind stets reell. Da nimlich die
I Kreishogen A A, B und A A, B, riicksichtlich des Potenzkreizes A A, X inverse
| Spiegelbilder sind, so werden die Punkte B und B, durch die Kreislinie A A, X
von einander getrennt, so dass diese jeden durch B und B, gehenden Kreig in reellen
Punkten schneidet. 2. Anmerkung. Die gegebene Konstruktion versast nur dann,

wenn die Punktepaare A A, und BB, auf einem Kreise oder auf einer Geraden
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liegen und sich nicht trennen. Wie dann zu konstruieren ist, darf als bekannt voraus-
gesetzt werden.

1. Aufgabe. Bei zwei kohiirenten Punktfeldern, von denen 8 Paare entsprechender
Punkte A A,, B B, und C C, gegeben sind, die Schnittpunkte derselben G und H zu
bestimmen. Analysis. Aus (GAHA,)=(GBHB,)=(GCHC,) = el *(Vergl. 30)
folgt (HA, G A)=(GBHB,)=(GCHC,). Mithin ist G H das den 2 Involutionen
AB . A Bund AC, A, C gemeinsame Paare konjugierter Punkte. — Konstruk-
tion. Bestimme (nach 70) die Punktepaare M N, P Q, G H so, dass sie beziiglich die
Doppelpunkte der 3 Involutionen AB,.A, B.M? N2 AC, .A,C.P2.Q? und
MN.PQ.G*.H* werden. — Anmerkung. Auch hier sind die Doppelpunkte G
und H stets reell.

72, Zu 2 kohirenten Punktfeldern x (G H A) 7 y (G HB) die beiden Potenz-
felder (61, 62) w(GHZ) und w' (G HZ") zu bestimmen. Analysis. Nach 30 ist
(GAHB)=e*! *und nach 61 (GAHZ) — (G ZHB) = ei* Mithin ist (G AHZ)
= (HB G Z). Z lisst sich mithin als Doppelpunkt der Involution A B. G H finden. —
Konstruktion. Bestimme bei GH. A B die Doppelpunkte Z und Z'. Durch x (G H A)
AYGHB)Aw(GHZ) X w (GHZ') sind die Potenzfelder w und w' bestimmi,

— Anmerkung. Ist G=H, so ist (AGBZ)= —1 und Z'= G (vergl. 28).
13. Zu zwei kohiirenten Punktfeldern x und y ein zu beiden orthogonales
Punktfeld z herzustellen. — Lis ung. Bestimme 5 Punkte ABCDE g0, dass

x(ACD) A y(BDE), und setze y (BDE) 7% z (D B A).

74, I. Die Aufgabe 5 ist filr den Fall zu losen, dass von den 9 kohirenten
Punktreihen abcuv w x y z ausserdem noch vorausgesetat, respektive verlangt wird,
dass keine drei unter ihnen ein Biizchel bilden und die Reihen a, b, ¢ keinen gemein-
samen Punkt haben,

II. Analysis. Die Reihen der Paare vw, wu, uv, xv, yw, zu, x w, YU, 2V
mbgen sich beziiglich in den Punkten «fy%Apgos beriihren und die der Paare
be, ca, ab sich unter den nach 39 definierten Winkeln A, B. C schneiden. Da x y %
A abe, so sind A, B, C nach 556 (Umkehrung) und 40 oleichzeitic Schnittwinkel in
demselben Sinne bei xyz. Da die Reihe w von den Reihen x v uv beziglich in
den stets von emmander verschiedenen Punkten p A 8« berithrt wird, und sich ausser-
dem auch x und v und ebenso u und y berithren, so ist nach 45 und 46, II—IV

o I B T . ,/
(pAfa)=V cos?; (xy)=V cos*LC. Hier kann stets V cos? L

[ = — cos C resetzt
werden, da man, falls bei der Wurzelausziehung  das [u;urrili\'u Vorzeichen zu
nehmen wiire, C - 2w sfatt C eintreten lassen kann, ohne gegen die Definition 39
zu verstossen. Hs ist also (pAfa)=—coss Coder(zAfp) — 2 cos®~ (. Nach
Misius ist aber (22 Bp) (zpfy) (zyBA)=1. Mithinist (Byai)=2 (Byap)cos? C.
Da bei jedem der 2 Tripel v wu und v wx die Reihen sich paarweise berithren, =o
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besteht nach 47 die Involutione®, ¢ p. B 2. Nach 27 ist also (ep) (y%) (Be) = (= x).(y«) (Be)

1r |
| oder (e 8) (v=): (Fy) (%) (o) (o B): (Bry) (=) oder (epyx) (Brzp) Lo Mit-
I E hin 18t (f 1 & A) 2 cos? b =) leost— A
= uni (@ ool (e pe) 2 pog | B. b (epra)® (Pred)® (yapp)
7 ) . 1 ; 1 -1y - o 10
1 = 0s A cos B cos® Codor (s By ey (Byreed) (o | ik ) oo L0 .|I'
| ] 1 ] | gl | I I
1I COS 5 (. Hier kann links das Minuszeichen weeeelassen werden, indem es dadarel
g beriicksichtiet werden kann, dass man etwa A 44w statt A sefzf, was wiederum
g der Definition 39 nieht zuwiderliuft. Man erhiilt dann:
L, (B ®) (e 3ip) T V9 lgns ] I3 oS L S o - i1
o By ox T P 2 grt 8§ 5 : Al
) 3 X 5] 1 ' S Ty
2 By ) (Beva) 1 V32 co O cos —-A: cos = B,
1 ] ] L} { i 1
[ 1 3 s
i g ) e e | 5k 0 _\ [H4] I [&18)
d 1] 1] 1 1 1

Darnach lassen sich mittels der 3 bekamnnten Punkte o[+ die unbek

Berithrunoes i:i||||-':|' A LpadT und dann nach 13 die |.;||.i| ktiven Bezit -'|-|I|'_--.| der
| Reithen u v w x y z bestimmen.
. b
| - * . . + s y
] [II. Konstruktion, Bestimme die Schnit + Y G 1 on: b-c, g:a, 8b
: nach 39 (unter Beriicksichticune wvon 46 [I—IV), den obizen Beziehungen [1—3
i

lichen Berithrung punite o« % g,

die Punkte =2 pp ot und mit Hilte der bezi

oziehungen der Reihentripel x WU,z
seziehungen der Rethenlopel < v ow, v, 2V

S . LT 1 h 43 die |-|':|_.i-'!\I;"|';I

Auf diese Art pelanet man zum Resultat durch Rechnune. Wie eine Lidsunge durch

Zeichnune zu erhalten ist, folgd SEELer unier 6 I,

| |"| ach |"\||I‘.':I'Ii|-.1.|||:- PRy ) L&A D ey BDISE () e .
‘j i | | L i |yl | i
! ¢}, Nach 27 besteht mithin die Involation =2, 8=, fp.  oo0mil
| k
1 1 . ) 1 T e B = B 1 iha e 1y
dureh diese 5 Punkte «§ P I kohiirente Punktreihen u v w x

I eindeutic derart bestimmt, dass die Reihen der Paare vw, wu, uv, vx, xw, sich

heztielich in e ) bertihren. Dabei sind nach 43 die neuen Reihen uvy w mib den

il cerohenen eleich bezeichneten identizch. In gleicher Weizse sind, w s 2 und 3
!I durch die Punkte fyaia und yafpz je 4 k rente Punktreithen v wu v

und wu vz emndeutic bestimimt, Mithin stelien auch die Heithen xv z mittels der

iver Beziehune, Damit izt gezeiet, dass durch die

Rethen u v w unter sich in

Punkie = B A LEaT s1ch zii U v w kohirente Rethen x v 2 so0 bestimmt sind,

dass die Reihen der Paare xv, vy w, zu, xw, vu, zv sich berithren. Da die Punkte

durchwee von emander verschieden 'i!llr.. g0 hildel kemes der ':.!I|"'|

ERYRALPO
| |y

nur noch zu zeigen, dass die

uvw, xvw, vwu, zuv ein Biischel. Mithin eriibri
| Pripel xyz und abe projekiity sind. Sind (xy), (v2z), (zx) die noch unbekannten

en  konstruierten BReithen xv ez so kinnen diezelben nach

f‘“'.-|,||iF|'\\-||||t|-| |.|-i (|

46 und 46 II—IV so0 vorausgesetzt werden, dass (g A8 a) V' oeosfop(xw); (Spy i)

3 (} i i ]
bocosl(y ), (Tray) I cos2lizx), cosfuv) Cos (v W) oS8 (W) cos (xv)
co3 (v w co3 (72 u) cas (x w) cos. v 1) cos (%l L tDaidann her

:u'-in-lzl der .|£;.-| Ny W, XYW uwy die ."i'||||:i':.'.i-||_n | 11 .|'|| H i!|| Sinne von
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39 definiert sind, so sind damit nach 42 auch die Schnittwinkel (x y), (v z), (zx) in
demselben Sinne (nach 389) definiert. Nach 40 ergeben sich mithin aus cos (x y),
cos (y 2), eos (z x) simtliche Invarianfen von xy z. Aus den obigen Bezichungen 1—3

folegt ferner (g X g oe) — 08 [ C, (o p TR cns ; A, (txe ) = co0s i B.
Mithin ist cos (y z) cos A, cos (zx) = cos B. cos (xy) cos . Da sich nach 40

ausserdem auch simtliche Invavianten von abe durch coz A, cos B, cos O aus-
driicken lassen, so stimmen die zwei Tripel x y z und a b e in simtlichen Invarianten
iiberein und sind nach 59 und /5 projektiv.

V. Determinaiion, Nach Analysis und Beweis liefert jedes Winkeltripel A B C,
das der Definition 39 unter Beriicksichticung von 46 II—IV geniigt, ein bestimmtes
Punkfsextupel z A pp ot und damit je eine und nur je eine Losung der Aufgabe. Ist
nun ABC ein derartiges Winkeltripel, so liefert auch jedes Tripel von der Form
FA-F2ma, +B-f2nn, +C2pn wenn m, n, p ganze Zahlen sind, je eine
Liosung. Unter diesen ergeben die Kombinationen A -2z B4 2x C1+2=x; A, B,
cr2n; A, B3w0; Al-2x B, C; A B4+-2x 04-2n; AL 2% B, 01 2%;
A+2x B-}12x € im allgemeinen, wenn nicht A, B, C singulive Werte haben,
verschiedens .'“\'i-_*c1ll|n'| % A ppaort und damit verschiedene Liosungen. Die iibrigen Kom-
binationen liefern entweder dieselben Wurfwerte (afy =), (fya«)) etc., oder diesen
entgegengesetzt gleiche Werte, Auf diese Art erhiilt man also 8.2 = 16 verschiedene
Lisungen, Nach 41 sind ferner auch A, l;-:-TZ. Ct+m; A ; 7, B, [f—g- w: Al
B - m, C hierher gehirige Winkeltripel, Jedes derselben liefert wieder in gleicher Weaise
Je 16 neue verschiedene Liisungen. Mithin lidsst die obige Aufgabe, da andere hierher
;_-;n-la:'il-ig'c- Winkelkombinationen nicht vorhanden sind, im ganzen, wenn die Reihen a, b, ¢
nicht singuliirer Natur sind, 64 verschiedene Lidsuneen zu, Sollen nun kohéirente Reihen
nur dann als reell gelten, wenn sowohl ihre Triger als auch ihre projektiven Beziehungen
reell sind, o ist hier nach 42 eine Lisung dann und nur dann reell, wenn die Punkte
xi'j N, X ppat reelle Punkte eines einzigen (reellen) ri'r;'lgu-r;: sind. Dies ist nach 1—3
der Fall, wenn die Punkte «fy und die Zahlen i cos + A cos : B:cos C,icosiB.
(08 ]I : cos :. A, 1 cos : (} cos ’I A cos ’I B lilll't'l]\"-'i':-.-f reell sind., Das Nihere dariiber
giebt die VI, Tabelle (vergl, X. Tabelle), in der unterhalb v, i, k beziiglich die Anzahlen
der reellen und der rein und komplex imaginiren Lisungen stehen,

5. Anmerkung. Wird die Aufeabe 74 dahin abgeiindert, dass die Reihen a, b, ¢
einen gemeinschaftlichen Schnittpunkt haben sollen, so ist die Anzahl der Liosungen
bei der auf diese Art vereinfachten Aufgabe im allgemeinen nur halb so gross. Ist
nilmlich a’b’ ¢’ ein zu a b ¢ symmetrisches (69), jedoch nicht projektives Reihentripel,

so kénnen nach b9 A, B, C und A, — B, —C als zu diesen Tripeln gehdrige Schnitt-
winkel gelten. Wird dann wie bei der Aufgabe 74 konstruiert, so erhiilt man stets,
mar man A, B, U ader A, 3, — C zu Grunde legen, nach 74 II 1—3 stets die

niimlichen Punkte A pg o1, und dies, wie bei 74, im Ganzen (64 mal. Das durch eines
dieser 64 Punkisextupel bestimmbte Rethentripel xy z ist nach 59 entweder zu abe
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oder zu a'b'¢' projektiv, bildet also eine entweder zu ab e oder zu a'ly e’ gehdrige
Lisung. Da die Tripel ab ¢ und a’' b’ ¢" gleichwertig sind, so miissen bei abe so viel
Liosungen wie bei a’'ly ¢’ im allgemeinen vorhanden sein. Von den obigen 64 Tripeln

gehiiren mithin 32 zu abe und 32 zu a'b' e als Lisungen.

T6. 1. Das der Aufgabe T4 entsprechende Problem iiber kohiirente Punktfelder
izt zu losen (vergl. B7—69).

[I. Lidsung. Nach 69 izt die alloemeine Lisung der Aufeabe 74 gleichzeitie
eine vollstiindige Lisung der vorliegenden.

[II. Konstruktion. Stelle zu den PFelderpaaren be, ca, ab beziiglich drei
ein Biischel bildende Potenzfelder d, e, f (72, 64) und drei mit a b e kohiirente Punkt-
felder derart her, dass diese die Felder der |!L'L-f Biigsehel bed, cae, abf beziiglich in
15'|I|LIII|~.!1'|:1.:l||i|r B, C I, GG'—C, A, . HH! g Dy, By Iy, J.J" ortho-
gonal schne |l|| m (748, T1). Bestimme zu einem Eu liehig angenommenen reellen Punkie ="

o " derarf, dass afrw AN an ol Ay Ky Byl ,F\Ilu'. P ir‘-':c.f. N BA -.af'I',
J,'_ F.C G A 7"IL -.1'. vyoe i 7N ypite C,D, A, H 7
D

i 5 |t|||\ ep

| vex' t, zu der Involution

te.#' %" die Doppelpunkte » und %,, zu % 5 Punkte pAopr, die von % so ab-

hiingen, wie g2’ ¢'p'7" von #, und endlich nach 43 (Ende) 38 Tripel kohirenter

:h in |_||_-||

der xvw, ywu, zuv, bei denen sich die Felder paarweise beziiglic

Punkten pAa, vt berihven. Dann sind uvw gleichzeitiz die gegebenen

und = v z die ;;‘|-rlle'|ili-1| Punktfelder.

IV. Anmerkuneg. Diese Konstruktion ist, wie aus 64. 65, 66 |1\'DL'#'I, auch
I, IV) hervorgeht, nur eine nihere Anfilhrung von 74 III. Ein Beweis fir ihre
Richtigkeit ist mithin nicht mehr erforderlich.

V. Determination. Die Gesamtanzahl der Lésungen ':~ 1Ii|-=~'|-]hq- wie bei Td.
Dabei ist ]“f]l' Lisung reell, weil die konstruierten Gebilde d e | T I I,J B By
Co A K, Dy, A, B, D E; GG'HH J J' (78,72, 71, 70) »' g’ X.a' | t' ?.” % (T0)pAopt und
infolgedessen auch nach 48 die Reihen x y z reell sind. Die IX. Tabelle giebt unter
der Voraussetzung, dass a,b,c¢ keinen gemeinsamen Punkt haben, die Anzahlen

der Lidsungen fiir die einzelnen Fille an

7. 1 Die Aufgabe 4 ist fir den Fall zu Iosen, dass von den Kreisen
abe uyw xyz ausserdem noch vorausgesetat, respektive verlangt wird, dass keine
drei unter ihnen ein Biischel bilden und die Kreise a, b, ¢ keinen gemeinschaftlichen
sehnittpunld

1aben.

Il Losung. Die gegebenen Kreise abeuy w seien zuniichst durchweg reell.
Sind bei reellen Kreisen (oder Geraden) einer Ebene oder Kugel K, K, K, . . . die
Punktepaare PQ, P, Q, P, Q ... beziiglich reelle konjugierte Pole, so beschreiben,
wenn @ veriinderlich ist, die Punkte P, P, P, ... je ein dem von Q) erzeugten Felde
kreisverwandtes und in den kleinsten Teilen ungleichwendig dhnliches Punktfeld. Die



so von P, P, P, ... erzeugten Felder sind mithin unter sich kres verwandt und in

den kleinsten Teilen gleichwendig dhnlich, also kohirent (67). Bei 3 Kreisen K, K, K,
dieser Art seien A BC die Mittelpunkte r, ry ry die Radien und m, m, my die Cen-
tralen (Fig. 11). Die Schnittwinkel bei je zweien dieser Kreise sollen durch die
(tleichungen cos (K, K,) = (m,2—r,?—r %) :2r, 1y, cos (K3 K;)=(my*—r,*—r7):
2 ry1y, 00s (K, K,) = (my2—r,2 —r3%):2r 1, definiert sein, Ausserdem wird hier

noch feslgesetzt, dass jeder der Radien als positiv oder als negativ, jedoch an wver-
schiedenen Stellen der Rechnung stets in demselben Sinne zu nehmen ist. (Dadurch
wird den 4 Ahnlichkeitsaxen der Kreise K, K;IK; je ein Sehnittwinkelfripel zuge-
ordnet.) Wird das Kreistripel K, K, K, durch ireend eine Inversion in ein anderes
K, K, K, verwandelt, so ist, wenn die obige Definition auch hier festgehalten wird,
bekanntlich cos? (K, K,) = cos? (K," K,", cos? (K, K,)= cos®(K;'K,"), cos*(K, K,)

- cosf (K |' H_.'In. COS I|\__. K « ) COS (K 3 I< 1) eos | I< ]' K :,.rp cos (K _,' I< _='] Cos | I< 4 K ).
cos (K"K, Alle bei K, K, K, vorkommenden absoluten Invarianten lassen zich
mithin durch die auf obige Art definierten Kosinus der Schnittwinkel eindeutiz dar-
stellen). (Verel. 40.) Bekannt ist ferner, dass die auf obige und die gebriduchliche Art
bestimmten Schnittwinkel tibereinstimmen, wenn die Kreise reelle Punkte gemein
haben. Bei den Kreisen K, K, seien BA, und A B, beziiglich konjugierte Pole.
Sind DEF die Spiegelbilder der Punkte A BC riicksichtlich ircend einer reellen
Geraden (8. Fig, 11), so ist unter Benutzung Gaussischer Koordinaten (B—0C) (K— )

m, % (C—A)(F—D)=m, % (A—B)(D—E)=m,% (E—F)-(F—D) LD —RE)=0,
oder m,?: (B—C) 4+ m,?: (C— A) -} my?: (A—B) =0 oder 1. m,? (A—B) (C- A)

Lm,2(B—C)(A—B)-4m,* (C—A)(B—C)=10. Ferner ist (Fig, 11) (A—A, ) : (A—B)

(ry2:myg):m, =r?:m,?% oder A, = [m;? A —nr,? (A—B)]:m,* Ebenso ist B,
;2B 4-r,2(A—B)]:m,2 Setzt man bei den Kreisen K, K, fiir den obigen
verinderlichen Punkt Q nach einander 0o, A, B, so erhilt man fiic P, die Punkte

A,co, A, und fiir P, die Punkte B, B,,co. Die projektive Beziehung der von P, P,
erzeugten kohdrenten Punktfelder xy ist durch diese drei Paare entsprechender
Punkte x (Aco A,) /A v (BB, co) nach 69 und 20 pindeutie bestimmt. Dieselbe ist

demnach xy —B, x— A y+AB; | BA, —AB=0, oder 2. my*xy [m,*B
41?2 (A—B)] x— [m 2 A r 8 (A —B)] v [m;*A B (A B)(r,2A r,* B)|
— 0. Ebenso ist 3. m;* yz—[m,? 0} r;* B—-C)] y—[m,*B—r,*(B—C0)]z

+[m,2 BC+ B—C)(r,*B—r*C)] =0, 4 my?zx—[m,*A41,*(U A E—
M, 20 —r ¥ (0—A)] x4 (m,*CA-(C—A) @, C—r2 A)| = 0.

Bildet man bei diesen 8 kohirenten Punktfeldern xy z, die aus den Kreisen
K, K, K, hervorgegangen sind und deren projektive Beziehungen symbolisch
a(yz)=Db(zx) = c(xy)=0 (vergl 19) sein miigen, nach 22, 23, a7 die Invarianten,

so erhiilt man a,, — 4y, = (Te* 41,2 —m,;®) (B—C), byy — by =(ry*4-1,*—m,*).
(C— A), 3 — Gy = (321, — my?) (A B), a;; 2y —ay5a5, mdip
(B—C)% by byy — bys by, rg?ry? (C—A)Y ‘o4 0y Ci2 Gy ab'(A — B},

byy Cys—F Dys €1y —byq Gy —byy 0y = —1,2 [m,? (A—B) (B—C)+my*(C A).
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(B—C) 4+ (r3? 4-ry?) (A —B) (C— A)], oder wegen der Relation 1) : b,, 05
by ey —bygeyy —bg e = —1? (r2+1r2 —m, %) (A—B) (C—A), cos? (y2z)
= (8,5 — 8y;)" : 4 (8, 83y — 850 85) = (mM,? — 137 — 1,924 ke,

= (M, —rg* — o, HF o ¥ d cosd (Xy) = my¥— ¥ — 10 4 r s
Setzt man hier, was mit den 3 letzten Gleichungen vertriiglich ist, cos (y z)
= (my* —rgd —r M) v 2, ry, o0 (2X) =(Mmy?—7Ts? — 1Y 21,1, @08, (XY
=my?—r*—ry%): 21, vy, und betrachtet auch hier die Radien bald als positiv und

bald als negativ, so erhilt man hieraus cos (zx) cos (x y): cos (v z) = (b,, —b,,) -
(€12 —€gy) 1 2(byy 4y -+ byy €y, — by ;5 — by, ¢4y ). Werden andererseits die Schnitt-
winkel der Reihen xyz nach 39 definiert, so erhilt man fir die Quadrate ihrer
Kosinus und fiir cos (z x) cos (x v)icos (v z) dieselben Werte (vergl. 85, 40). Mithin sind
diese Definitionen von (xy), (yz)(zx) mit denen in 39 und den obigen von (I, K,
(K, Ky), (K, K,) identisch. Das Analoge gilt offenbar auch von mehr als 3 Kreisen
und den daraus hervorgehenden kohiirenten Reihen. Man hat daher den Safz: .Hs

lassen sich n reellen Kreisen oder Geraden einer Ebene oder Kugel n kohirente

Punktfelder derart eindeutie zuordnen, dass die auf obige Art definierten Schnittwinlkel
(zweier |'J"lif'|=i,'.f"'li Kreise) ,'_"]1'i|'h£rili;_" Schnitfwinkel der thnen |*r|I.-'|u'|>f.'hi.'1]|il~|1 Punlt-
felder im Sinne von 39 sind“. Diese fiir reelle Kreise geltenden Resuliate bleiben

auch fiir imaginidre Kreise bestehen, wenn folgende Definitionen! aufeestellt werden :
1. Ein imaginir

Punkt einer reellen Ebene oder Kugel ist ein Paar reeller mit
einander nicht vertauschbarer Punkie. Von diesen moge der eine als Nord- und der
andere als Stidpol des imaginiren Punktes bezeichnet werden. Zwei imacinire

Punkte sind konjugiert, wenn der Nordpol des einen der Siidpol des anderen ist und
umgekehrt. Ein imagindirer Punkt artet in einen reellen aus, wenn sein Nordpunlkt
auf seinen Siidpunkt fillt. Eine (imaginiire oder reelle) Gerade einer reellen Ebene ist
der r['l‘iif__:t"r' aller tiiml;_{'ilﬂir't-r] und reellen) Punkte., deren Nord- und H[iqlpn]u- Wil
ungleichwendig dhnliche Punktfelder bilden. Zwei Gerade sind konjugiert imaginiir,
wenn der konjugierte Punkt irgend eines Punktes der einen stets ein Punkt der
anderen ist,

Gine Gerade ist reell, wenn sie mit der ihr konjugierten identisch isf

3. Hin Hinug'iu:'ir'n-r oder reeller) Kreis einer reellen Ebene oder I\;||;5[-! st der '|"|'}ilr_1'f-|'
ler (imaginiiren und reellen) Punkie, deren Nord- und Siidpole zwei kreisverwandte,
in ihren kleinsten Teilen ungleichwendig dhnliche Punktfelder bilden. Fawei Kreise

sind konjugiert imagindr, wenn der konjugierte Punkt ireend eines Punkies des einen
A R 3 ol =

a

Kreises stets ein Punkt des anderen ist. Ein Kreis ist reell, wenn er mit dem ihm
konjugierten Kreise identisch ist. (Derselbe ist dann auch im gehriuchlichen Sinne
ein reeller Kreis, bei dem jeder Peripheriepunkt einen reellen Punkt und jedes Paar
konjugierter Pole zwei imaginire Punkie desselben darstellt, Ist bei n durchwee oder

! Diese Darstellungsweise des Imaginiren, die durch Spezialisicrung aus der v. Srauprschen
(Beitriige zur Geometrie der Lage, 1856) hervorgeht, hat zuerst LAGUERRE (Nouw. Anwm. . Math.,
1870} gegeben, Der Verfasser ist unabhiingiz von Laguerrz, ohne dessen Arbeiten zu lennen, zu
der ndmlichen Methode, das Imaginiire zu veranschaunlichen, gelangt,
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zum Teil imagindren oder durchweg reellen Geraden oder Kreisen dieser Art
!{I K, K i - L) ein beweglicher, allen cemeinsamer Siidpol, so erzeugen die dazu ge-
horigen Nordpole P, P, P,... kohdrente Punktfelder.) 4. Die Schnittwinkel der letz-

teren Punktfelder sollen gleichzeitiz als Schnittwinkel der betreffenden Kreise gelten,!

Damit  ist nicht nur die obige, sondern jede Aufpabe iiber reelle oder

imaginire Gerade und Kreize, die aul einer reellen Ebene oder Kugel liegen, in eine
ihr aquivalente Aufea

e liber kohirente Punktfelder im wesentlichen umgewandelt.

Anmerkung. Arten die obigen Kreise K, K, K, (Fig. 11) in 8 ein Dreieck
bildende reelle Gerade aus (Fig. 14), so haben die ihnen idquivalenten kohirenten
Punktfelder einen gemeinschaftlichen (unendlich weit entfernten) Schnittpunkt und
mit dem Dreiecke tibereinstimmende Winkel, Die projektiven Beziehungen der Reihen
(Ps—A)(y—A)— (P, —A) 2—A)=0, (P, —B) (z—B)— (P, —B) (x—B) =0,
(P, ) (x=—C) (P C) (y — C) = 0, aug denen sich diese Behauptung ergiebi,
sind leicht abzuleiien,

[MI. Determination. Bine nihere Untersuchunge iiber die Realitit der Liisungen

fiir den Fall, in dem die gegebenen Kreise durchweg oder zum Teil imaginir sind,
darf, weil sie zu wenig Interesse hietet, unterbleiben. Die Anzahl der Liosungen ist
dann im alleemeinen 64. Sind die gegebenen Kreize stimtlich reell, so ist eine Lisung
dann und nur dann reell, wenn der Wert jedes der Wiirfe z Byx, Byal, vaBp
(74 11 1, 2, 3) rein imaginidr ist.  In ausfiithelichster Weise eieht dariiber die X. Tabelle
1| ”:I .\I1|I4".!I]l1:4.<. ”i*'r-‘l‘!llr' i~'|- \\'il‘ Iil'r- \'HI'F||‘|'|[,'_'|1|'||'|'|:|r']'| i'il]u‘i'l'iq'l]ll'f:. _\1|-,~.|I|‘¢|r-]|1 ,-.||~]||
tiir cos r: (b c), cos [(be)-- ], cos (b e) -2 7], cos [(be)—-3x] kurz beziiglich
eins, zwei, drei, vier, wobei die Ziffer eine rdmische, eine fett oder klein gedruckte
arabische 1st, je nachdem der betreffende Kosinus reell, rein oder komplex imaginir
ist. Fir cos l (be), cos (ca) und cos(ab) steht in einer Vertikale je eine Eins,
wenn (be), (ca) und (ab) irgend ein belishiges, aber dann festgehaltones nach 30
bestimmtes Winkeltripel ist, das dann gleichzeitic zu ciner der 4 Ahnlichkeitsaxen
von abc gehirt. Dieses Tripel ist jedoch, soweit es moglich ist, ausserdem noch so

itl].-:_g'i‘.wll1']!|. El:l.—n" l]il' |1E'1r'l‘”|1'llﬁll‘il |{I1.-'llllt_--' simthich reell ,-c;ur_ ]':i|].- ],r",:.'n“::' 15t als
reell, als rein oder komplex imaginir beziiglich durch jene Zifferzeichen einschliessende

voll ausgezogene, gestrichelle oder punkfierte Linien gekennzeichnet. Zwischen je

zwei inversen Losungen fehlt jedoch die betreffende Linie. Komplexe Lsungen sind
durch horizontale Striche hervorgehoben. Unterhalb n, N, S stehen die Anzahlen
der reellen, rein und komplex imaginiiren Grruppen und Lidsungen und die Gesami-
anzahlen der Lisungen. Die Reihen unterhalb v, 5, © gehiiren nicht hierher. Die
Nummern 36—46 der X. Tabelle sowie die XI. Tabelle sind als Anhang anzu-
sehen, Dabei bedeutet ¢ oder € den Schnittwinkel der Kreise ab, wenn einer der

! Die Definition 4 sollte als Lehrsats ausgesprochen werden, Im Falle reeller Kreise ist fiir den
hetreffenden Satz oben der Beweis geliefert worden. Fiir imaginiire Kreise kann lhier wegen Raum-

mangels nichts Ausfithrlicheres sehracht werden,
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Kreise oder wenn beide punktformig ausarten. In der XI. Tabelle sind diejenigen
Liisungen charakterisierf, bei denen eines oder zwei der Tripel x y w, vy zu, zuv ein
Biischel bilden, was nur dann vorkommen kann, wenn bei den Kreisen abe eine
oder zwei Berithrungen vorkommen.

T8, Lisst man bei dem nach 16 formulierten wveralleemeinerten Malfattischen
Problem die Bedingung fallen, dass die vorkommenden Kreise reell sind, hvz[i_}:lh'!l
reell sein sollen, so kann dasselbe auch dann als Umkehrung der lelzten Aufeabe 77
genau in der unter 16, II—IV angegebenen Weise behandelt werden, Die Anzahlen
der reellen, rein und komplex imaginiiren Lésungen und die aller Losungen enthélt
die X. Tabelle unterhalb v und s (unterhalb 1 stehen die Anzahlen aller Lisungen
des nicht verallgemeinerten Malfattischen Problems). Das Analoge gilt von den in
1'|!1!-EIT!'I'F]I‘I]II!']‘ Weise formulierten Aufeaben 2 (s, Tabelle IV und V) und 3 (5. Tahelle
VI und VII).

0. Die Aufgabe 4 ist fiir den Fall zu lisen, dass weder x v w noch y wu,
wohl aber das Tripel zuv ein Biischel hilden soll.

Lidsung, Die Bezeichnungsweise sei im alleemeinen die frithere. Fiir 2z sei

€ gesetat, der durch «fy gehende Kreis t mége den Kreis £ in ¢ schneiden (Fig. 12).

Nach 43 ist 2 (Ap) (o) (ys) —(gd) (Bo)(uy) =20 und 2 (4B (uy) €y
(y9) By) (ul) = 0. Mithin ist nach 42 cos? 5 (v =— (@2 (AB (PB):
(sd) (Ba) (x4) (By) Da nach 47 und 27 (By)(Pa)(sr) = (Ba)(pX) (y =) ist, so ist
auch cos? £ (y8) = (ay)*(bB)(B): (Ba)?(yd) (yx) oder L cos? 5 (y§) = cos?5 (be)
cos 2 _I. A — (Beyo)®(yefd) Ebenso ist II. cos® Z (x ) cos l (a )
— cos?; B = —(afByx)? (yBad). Wie oben (74 II) ist auch hier 2 cos® (xy)
2 pos ? '1 (ab) =2¢c0s¥;- C=—(ByaX)(@By») und (Byal) =—(Bayoc). Daher
ist III. 2cos? 'I C=(Bayd) (zfyx) und IV. cos?+ A . cos?+ B:4 cos? : G

= (vapd)(ypad) Die Formeln I-—IV geben nicht nur die Werte der Wiirfe v a5 &,

Byald oByx sondern auch den Weg zur Konstruktion und die Determination an.

Dies soll hier nur kurz angedeutet werden. Ein Doppelpunkt der projektiven Reihen

[} r ' i 1 o 1 1 1 - . .
(rafd) (yfazd”) cos? 5 A cos® , B : 4 cos® . U liefert den Punkt ¢ und einer der
e f F £ " g 1 .
Reihen (a2fy2) (2Byx")=—cos*zB:(yfad) den Punki = ete. Die Anzahl der

Lisungen ist nach diesen Formeln I—IV und nach 55 und 41 im allgemeinen 32,
Bei gegebenen reellen Kreisen ist eine Liosung dann und nur dann reell, wenn (v « )
recll und Iii'd‘.-"!' der Wurfwerte (Zpya) und |["i g d) rein i|l]-‘_!_:_!;illii1' ist, also dann, wenn
jeder der 4 Ausdriicke cos? L {, cos? L A, cos? l B und cost : C — ¢'||.«'*'; A cos? 1 B
reell und posiliv ist. Bei reellen Winkeln A, B, C tritt. dies stets ein, wenn die
Ungleichung cos® l, A cos?® ', B < cos? 1 C besteht.

80. Die Aufgabe 4 ist fiir den Fall zu lésen, dass sowohl y wu als auch zu v,
nicht aber x v w ein Biischel bilden soll.

Léisung. (Fig. 12.) Fiir y und z sei n und £ gesetzl und der durch « v gehende
Kreis t mige die Kreise y und  in ¥ und ¢ schneiden. Die sonstige Bezeichnungs-



weise mige die frithere sein. Wie bei 79 ist hier L. cos2+B = — (« Br=)(yBad)

L] =

und Il cos®*3C=—(ayfp)? (Byay). Nach 74 IList HL (xBy=) = — (xyBp) Mit-
hin ist LY. f'u.k;!—l,- O : cos? —J.;- 3 (Byay)(zpyd) Nach 52, Ziffer 1G, ist (v¥p &)

oS 5 [— (t L) - (tn) - (T cos £ [(LE) — () - (p )] :sin (t L) sin (t ) D
die IKreise v und § rechtwinklig schneidet, so ist (t8) = (t ) - T. Mithin ist

V. Bdr0)=0@Barx) (v2pd) =cos?y mE) =cos®5 A, Aus IV und V ergeben
sich ¥ und ¢, dann aus Il und [ g und % Die Anzahl der Lisungen ist nach
I—V im alleemeinen 16. Dabei ist eine Losung bei reellen gegebenen Gebilden dann
und nur dann reell, wenn (« [y %) rein imaginiir und sowohl (32v3%) als auch (yedd)

8l. Die Aufgabe 4 ist fiir den Fall zu losen, dass jedes der Tripel x v w,
¥ywu, zuv ein Biischel bilden soll.

Liosung. (Fig, 12), Fir xyz sei £4{ geselzt und der zweite Schaittpunkt von
t und & mit p bezeichnet. Wie bei 80 ist auch hier I (Bdyy) 1'u.-"5--:l! A,
11, l';'_; atd) = cos?5 B, I (xyfyg) = costyC., Setzt man (B vy) = - cos®y A,
(roa ;a'r cos? B, (ay' B9 cos? 5 (0, so ist, wenn man ¥’ als vaviabel ansieht,
il /\ Il sy ‘Offenbar st % ein Doppelpunkt der kohiiventen Reiheny' 7% %"
Hier il-'hl es 8 Lisungen.

Zusatz Sind umgekehrt die Kreise 9, { gegeben und u,v,w gesucht, so

werden die Kreise £v,C von ihrem Orthogonalkreise t in den Punkten «fy oy d
geschnitten, aus denen sich sofort die Kreise u, v, w ergeben.

82, Anmerkung. Damit sind die \Liluahn-n 1—6 im wesentlichen volls 1.md1u ge-
lost. Jede derselben hat im allgemeinen 32 --16.3 4 8.3 -0 — 104 oder 64 -1-32. 3
-|- 16, 8 - 8 = 216 Losungen, je nachdem die Gebilde a, b, ¢ einen oder keinen Punkt
gemein haben,

83. Schlussbemerkung. Litsst man bei den Aufgaben 1—6 die Bedingung, dass
u, v, w kein Biischel bilden, fallen, so kann dann entweder mindestens eines oder keines
der 3 Gebilde x,y,z (oder a, b, c¢) zugleich mit dem Treipel uv w einem Biischel
angehdren. Im ersten Falle kommt die Aufeabe aufl das Taktionsproblem des
Apollonius hinaus. Im zweiten Falle schneide, falls speciell die Aufgabe 4 ins Auge
gefasst wird, ein durch den gemeinschaftlichen Berithrungspunkt 8 von uv w beliebig
orthogonal zu diesen Kreisen gelegter Kreis t dieselben ausserdem noch in «fy.
Dann ist (Fig. 13) nach 43 2 (8)) (yo)(ua) —(s8)(ka)(yu)=0, 2(dz)(zu)(up)
— (&) (7p) (zu) = Ound nach 42 cos ‘ (yz)=rcos? ' (be)=cos? 1 A= (op)?(L8).(t8):

(8) (18) (Ao)(pet). Nach 47 bestehen die 3 Involutionen £%.ax.fp, 82.8p.7
i

)

*

I

- =
-

)

*.yo.aA Mithin ist nach 27 (pt) (2 8)(f8) = (2B) (&) (z8) und (A g)(y &) (o

=
Y

o1 S
L2

= (v o) (A B) (g B). Es ist also (g R (pnd)d(ss)

o7

= (e f) (ye)cos? < A:(x8)2(BB)4

-
= . : ; 2 45l B e - =
Ebenso ist (tx)¥:(x8)% (T8} - (By) (=p) cos? B: (B8)2 (v8)(=8) und (p A)*

1
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(A3)2 (p 8)2 = (v @) (By)cos? L C: (7 3)2 (28) (B8). Setat man cos®; A —a, cos?5B=D,
ru_c.-‘"_.l‘ e, (@fB)(ra)(By):(x8)(p8)ys) o, Li(z8)(By)=2¢& 1:(B8)(yea)=mn
1:(y &) (=f) =g so hat man (gp)?:(nd)? (cd)®=eak (tz)?:(x€)*(z8)*=ebny,
(p2)2:(A8)2(p8)t=ecl Auz den Identititen (sp): (pr8)(38) = py:(p3)8,

a1 (9 8) By, (Tp): (p8) (2 8) = | 2 (L B) Gy T, 1 (T8) 8y ete. folgt (o p): (&) (o 8) - (T x):
(#8)(z8) -+ (gh): (A E8) (28) (tp):(p8)(x8) + (px):(x8)(p8) -+ (ai): (A3)(a8)
Wegen der obigen Involutionen ist aber nach 27 (zp): (p8) (= 8) (e B): (= &) (&),
(p%):(=8)(p8) (By):(BBY(yE) (aX):(AE)(cE) (yo): (&) (x8) Dieserhalb

und weeen der Identitiit L.j-;Hsf.-'?]--'—q-,'11|i;r3|--| (@ p) (y2) =0 ist (zp):(pc)(vd)

B8)(o8) -

(aX):(A8)(e8)=0 und somit auch (sp):(p&)(cs) - (zx):

|
&) = 0. Bildet man nun e®(a*
£ E), so erhilt man dafiic nach der obigen Gleichung wegen der

Lg--r).

e [P Rl | 2 e ) . E o
(o E2 L by et 2abémn

[dentitiit |:1 ! 111-;— Gt :_‘ill:ll." - fcl'" r# 2 L"—'[.'L' __.llj.i i

-2abiy

(p—1q ' Ir) Hl-z- (-—1] Bigi3 Null. |"n];_','|i|'}| ist I, a® .
2hent—2calE—0. Wegen der Identitiit («2) ) (7)) (B2) (y &) (7 &) (2d)=0
ist, forner 1:E-1:m-1:L=0 oder IL. 54 LE--En=0. Sind die Winkel A, B, C
heliebie, so besteht =zwischen a, b, ¢ keinerlel Beziehung, Die Wurzeln der
(#leichungen T und 1l lassen sich daher nur durch Auflésung einer biguadratischen
Gleichung bestimmen, die sich im alleemeinen auf qll.‘hll'.‘tfi-'t'Jlf' Gileichungen  nicht
|
dessen Wert Wurzel einer nicht reduzierbaren Gleichung 4. Grades ist, ldsst sich
mithin im alleemeinen mit Zirkel und Lineal allein nicht konstruieren. Somit lisst
sich auch von diesem . besonderen® Falle des Malfattischen Problems und den &

diesem Falle dquivalenten Aufgaben im allgemeinen keine Lisung mit Hille der

redugieren lisst. Nun ist E:9 = (B8) (y2):(=8)(3v) (v B8 Der Wurf vy 8,
1

Postulate allein herstellen.

i
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