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DAS VERALLGEMEINERTE

MALFATTISCHE PROBLEM.

Einleitung.

Die zn lisende Aunfeabe lantet: .Auf einer reellen Ebene oder Kugel sind
3 Kreigse abe gerehen, die keinen Punkt sdmtlich gemein haben. Drei Kreise xy o
sindd 80 zn zeichnen, dass die Kreise eines jeden der 3 Tripel ayz, bzx,
cxy cinander paarweise beriiiren. Dabei sollen keine 3 unter den 6 Kreisen
abexyz ein Bisehel bilden.® Die Lisung soll eine vollstindige sein, bestehend
aus Analysis, Konstruktion, Beweis und einer erschipfenden Determination. Ausserdem
sollen nicht nur simtliche reellen, sondern auch simtliche imaginiiren Lisungen
letztere ersetzt dureh reelle Substrate eeliefert werden, ond zwar unter Vorans

getzung nicht nonr reeller, sondern aueh imaginiirer gegebener Kreise. Nebenbei

wird noeh nnter dem Striche die Konstrokfion wund eine kurze Determination zn
den 2 Aunfeaben gebracht, die sieh von der obigen dadurch unterscheiden, dass
hei der einen die Kreise ayz und nur diese, nnd bei der anderen die Kreise bz x
und exy ond nue diese je ein Biigehel bilden sollen. Zur YVerwendung gelangen
daber 1 wesenthehen nur Séitze liber Kreisverwandtschatten.

Diese Abbandlung kann alg Fortsetzung der 1897 als Beilage zu den Schul
nachrichten dieser Anstalt erschienenen gelten: heide Arbeiten sind jedoeh von ein

ander unabldinzie, und die darin gelieferten Lisungen von einander verschicden.

. Absehnitt.

Die von Steiner gestellte Anfeabe ® lantet, abgeschen von unwesenthehen
Abiindernmgen : . Drei heliehige Kreise abe, die in einerlei Ebene liegen, sind der
Grisse und Lage nach gegeben: man soll drei andere Kreise x y#z beséhreiben,

die emander beriihren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise beriibrt,

jedoch so, dass aneh jeder der drei gegebenen Kreise zwel von den zun suchenden

IKreisen beriilirt,

Crellez Journal, Bd. |




Diese Anfgabe zerfillt in mehvere wesentlich von einander verschiedene Auf-

waben. Yon den 6 Kreisen abex vz Kionnen nfimlich 1, keine drei ein Biischel
bilden, 2. etwa die Kreise ayz einem Biischel angehiren und sonst Keine drei,
S, gowohl die Kreise hzx als auch die Kreise exy je ein Biisehel bilden und sonst
keine drei®, 4. die Kreise der 3 Tripel ayg, hzx, exy je einem Bischel angehiren,
H. die Kreise xyz ein Biischel hilden und sonzt keine drei. Hierher gehiict ansser-
dem noch eine Groppe leieht zun lisender Aunfgaben, bei denen mindestens einer der
drei gesuchten Kreise x Y E alle drei gegebenen Kreise abe berithrt,  Steiner hat
nur 2u der ersten dieser Aunfeaben die Konstruktion geliefert, Auf die zweite Anf
gabe weist Steiner nur nehenbei hin, indem er ihre Losungen als Lspezielle Fille®
hezeichnet. Die Anfeaben 3 und 4 waren Steiner Jedenfalls hekannt, Die fiinfte
At

Verfasser (P'rogr. des Bischifl. Gymn. Strassburg 1897) nachgewiesen hat, mit Hiilfe

ihe diirfte Steiner  ithersehen haben.  Dieselbe lésst sielh niimlich, wie der

von Zirkel und Linecal allein iiberhanpt nicht lisen, so dass ilre Lisungen keines-
wegs als Lspezielle Fiille® der zur ersten Aufeabe gehiiricen hezeichnet werden

kimuen.

Die Steinersche Konstruktion (I).

l. ,Man suche die drei finsseren .-‘_.||11|i:'||i-.x-i:.-'|'t|at|iIc* A, B O welehe zon den
drei gesebenen Kreisen a, b, e, paarweise genommen, gehiren, und konstruiere die
zu diesen Almlichkeitspunkten gehoricen Potenzkreise d,e, £, und welehe Kreise
sich in einem bestimmten Punkt D selmeiden werden, ®

2. Hicrauf besehreibe man die drei Kreize s Mo ey YOI denen der erste
die drei Kreise a, e, f, der zweite die drei Kreise b, £, und der dritte die drei
I\]"'i-“l' |'~||.l-' -'“'|'|.:|I|'|.

3. LLFerner besehreibe man einen Kreiz, dessen Peripherie by By 5, dureh den
Berithrongzpunkt B, der Kreise a und i, geht, und welcher die Kreise p,, . he
vithrt, jedoeh so, dass er den Kreis g, weleher von dem kleineren (¢) der beiden

Kreise b, e abliingiz ist, einschliesgend beriilirt :¥

Lowbo ist endlich derjenige Kreis v, welehen man so beschreibt, dass er die
Kreise a, ¢ und den Kreis (b, B, 5,) beriihet, ciner der drei gesuchten Kreize.*

~IDie beiden :|'|-|'|.:l'll 5.'.'4':-'III‘|||1']J Kreise %z findet man antl dihnliche Weize
Z. B der Kreis # kann aus der vorstehenden Konstruktion unmittelbar cefunden
werden, wenn man  statt des Kreises v oeinen Kreis 2 beschreibt, welelier die
Kreise a, b und den Kreis by B, B, ) beriihet. Es ist zn bemerken, dass die beiden

Kreise v uni z den Hillfskreeis (b, 13, 3;) in einem und demselben Punkt b, heriihren,*

(1T II|'-|-|i':!|--|il'].|-' Malfattisehe Aufeabe diber das ebene Deeicel: hat in dilindicher Weise
wrl, Yol

Binder (Programm des wiirttemh. Seminars Schiinthal 1865) in mehrere Aufenlen 2ol

auch Sachs (Programm des Realgymnasimus Durlach 18856



7n dieser Konstruktion ist folgendes zu bemerken :

7u 1. Steiner will damit offenbar saren, man solle zu be,ea,ab drei ein
Biisehel hildende Potenzkreize d, e, ! bestimmen. Dabei ist, wenn die lmagindiren
Lisunewen ausser Betracht zn lassen und nore die reellen herzustellen sind, von
reellen Kreisen d, e, I auszugehen.

vu 2. Jeder der Kreise g, ., kann im allgemeinen anl” 8 verschiedene
Arten erhalten werden. Dies giebt 8. 8.8 oder 512 Kombinationen. Wie aug den
Schlusshemerkungen  Steiners zn dem  Problem  iiber das geradlinige Dreieck
Lervoreelit, weiss er wohl, dass nicht alle diese Kombinationen zom Ziele fiiliren
gr sact qu-:inrh mehts darither. wie die brauchbaren von den unbrauchbaren zn
sondern =ind, Thatsiichlich smd von den 512 Kombinationen nur (i .-‘.'\\'.'i"\'.'til'lllllf'll.
wobei 8 mal je 8 zn denselben 2 Lisungen gehiren.

Zu 3. Hier giebt es 4 Kreise (b, I, B;). Von diesen ist nur einer brauchbar.
Steiners Bemerkung, der Kreis (b, B, 8,) solle den Kreis , einschliessend beriihren,

reicht im alleemeinen, wenn es sich nicht um die spezielle, von ihm gezeichnete
Fizur handelt, offenbar zur Entscheidung dieser Frage nicht aus,
Zu 4. K=

Falle sind unr 2 derselben zu einer Libsung verwendbar,

sieht 8 Kreise v, die die Kreise a, e, (b, B, 5,) beriihren. Im giinstizsten

Stenmers |',|,‘I[:||!.|||'1|||l:', dass y einer der 3 ecesuchten Kreise sei, isi mithin,
streng genommen, im allzemeinen unrichtig. Der Kreis y ist nur dann einer der
verlangten, wenn die Auswahl 1. der Kreise p,, s, jty, 2. die des Kreises (h, B, B,)

und 3. die von v selbst riehtie getroffen wurde. Verfilirt man beim Konstruieren

strene nach Steiners Angaben, so ist die Walrseheinliehkeit, zun einer richfigen

Lisung #n gelangen, mur -, also gering.

Die Steinersche Konstruktion enthilt demnach eine Liicke, und zwar insofern,

1] o
r_:,|||I I".u". eLe,

als hei il die Angaben dariiber fehlen, welehe unter den Kreisen pu,, p

g0 ciner Lisung brauchbar sind® Diese Liicke lisst sieh auf foleende Art ansfillen.

Bezeichmet man bei 3 orissten Kogelkreisen abe oder bei 3 reellen Kreisen
abe ciner Ebene mit einem imagindren Orthogonalkreise die Seiten derselben mil
alal b b et so licgen die 8 Kreise x, die die Kreise abe heriibren, der Reihe
nach ant den Seiten o' b'e’a"hlel a bhel a'h el a'b" e’ 2"l e, o h" e, a" b e’ der
Kreise abe. Jeder unter diesen 8 Beriibrmngskreisen x ist mithin durch die Angabe
der Seiten von abe, an denen er licgen soll, eindentiz bestimmt., So gehirt zu den
Soiten a’b' ¢’ ein und nur ein Berithrongskreis x. Dadureh ist ferner bel 5 grissten
Kugelkreisen dasjenize der &8 sphiivischen Dreiecke und bei 3 reellen auf ciner
Ebene liegenden Kreisen mit imaginirem Orthogonalkreise dasjenige der 8 Bogen-

dreiceke, in dem der zu a’b' ¢’ (oder zu einer anderen Seitenkombination) gehirige

dodem anf 3 Gerade beschrinkten Malfattisehen Probleme liat bereits Binder in sEle

ahon ancefithrten Abhandlung dicsem Uhelstande abzuhelfen cesneht




erithrungskreis x liegt, in eindentiger Weise definiert, und infolgedessen anch das

zn he,ea,ab nnd zn diesem Kreise x gehorige Tripel vou Potenzkreizen nnd endlich
aneh noch die zn letateren gehorige Ahulichkeitsaxe von abe. Dabei ist noch zu
bemerken, dass zu den Seiten a'b'e” nnd a"bh"e" (ete.) nor ein Tripel von Poteng-
kreisen und nur eine Ahnlichkeitsaxe cehort,

In iibnlicher Weise lassen sich bei 3 reellen Kreisen abe einer Ebene oder
Kuzel mit einem reellen Orthogonalkreise t durch Bezeichnung der Seiten der
Ikreise abe die 8 (reellen oder imaciniiven) DBeriilbruneskreise s nnd die dazn
sehirizen Potenzkreise und Almlichkeitzaxen von abe eindentie im voraus angehen,
Dabei miissen jedoch die Seiten der Kreise abe anders definiert werden, Jede der
Kreislinien ab e wird doreh den Orthozonalkreis t i zwel Dogen zerlest, Dreel dieser
Biieren liegen anf der einen Seite von ¢ (alle etwa innerhall t). Bei diesen Biwen
hezeichne man die Seiten helichig mit a’a”, D", e ¢”. Die Seiten der 3 anf der anderen
Seite von t legenden Bigen sind dann entgegengesetzt zn bezeichnen, also mit

B'D, et e Durchliutt man dann etwa die Kreislinie a im Sinne des Ulrzeigers

nnd hat anfiinelich die Seite a’ gur Linken, so liegt diese Seite a’, sobald man den
davorliegenden Selmittpunkt von a mit t iberschritten hat, znr Reeliten, Durel irgend
cine Seitenkombination, etwa duareh a'h'e’, sind dann +'1|I||t'||r1_:' hestimmt 1, -|r1'_irui.-'«""
Kreis x, der die Kreise abe an diesen Seiten a’ b e’ beriihet, 2. die zn x gehirigen

Diivige Almlichkeitsaxe von abe. Man

Potenzkreize von abe ud 3.-die zn x ]
bezeichne zn dem Zwecke die Scelnittpunktepaare A D, BE, C T des Kreises t mil

den Kreisen a, bye so, dass einem Figiirehen die Punkte A, B, C nach vorn zn nnd

die Ponkte 1N E'F 1m Riicken ersehemen, wenn  es sich nach emander aul dden
Kreslinien a, by ¢ so aofstellt, dass es die mit a’, v, ¢’ hezeichneten Seiten jedesmal
g linken Hand hat. Die zo a’ b e” and zo x sehiivizen Potenzkreise haben dann
dic Sehnittpunkte der Geraden der Paare BILCE, ferner CDVAF ol AE, B D
beziiglich an Mittelpuukten, wud die zn a' b e’ ol z2un x echiriee Almliehkeitsaxe

von abe ist die Pagealsehe Gerade des Seehsecks AFPBDCE.

Konstruktion (II).

L. Bestimme zn a be den Gmagindiren oder reellen) Orethoconallkreis t bezeiehne
in der oben angegebenen Weise die Seiten der geeebenen Kreise a, b, e mit a"a”
bl e"e” (8 Kombinationen), hestimme die zn a’l' o' gehiivicen Potenzkreise o, e, {
und bezeichine aneh bei diesen die Seiten derselben, und awar wmit d°d? e o 171
(8 Kombinationen).

W v ol 3 5] - e ~ P F g -
F"‘-“['|||l'|||i' die 3 |\I'\‘I-l' II'I' :'.__..:l:_. Ykl I!'.'I:II'II 1|l.'|' erste a o'l i 1|L'|' iwelte

WA und der dreitte e’ d"e” heriiliet (eindentige Operationen).

&y

cichne diejenigen zn t rechtwinkligen 3 Kreise o, v, w, die  heziielich

von den Kreisen g, s e ant entgegengesetzten  Seiten beriihet werden.




i

Bezeiehne dabei die seiten der Kreise u, v, w, auf denen die Kreise o, py e beziiglich

]i:-_:'|-||, mit o' vSow'. nmd die cnteerengesetzien mit u”, ¥, w", Von den Kremsen d, e, 1,
die denselben Bedingungen weniigen, ist hier abzusehen (eindeuntige Operationen).

1. Die 3 Kreise x, v,z, die heziiglich die Kreise e’ w'y", e'a'n"w’, a' b v u
herithren, hilden ecine Losune (ecimidentige H|u-|'.-||i|-m-||-.

Aus dieser Konstrokfion ersicht wman sofort, dass dic Aufzabe im allzemeinen
s.8.:1:1.1 (G4 Lisunzen hat.®

Der Steinerschen Konstruktion (13, sowie anch der obigen abgeinderten (11

haftet noeh der Mangel an, dass dureh sie in vielen Fillen nicht alle reellen Lisungen

erhalten werden konnen, falls zumesehen wird, dass bei Zwischenkonstroktionen
komplex imaginire Kreise auszuschliessen sind. Dass dem so ist, soll einfach dureh
den Hinweis anf’ die Fiewren 1, 2, 3, 4, T bewiesen werden.  Bei allen diesen

Fieuren sind einige der’ von Steiner  mit 4, ety bezeichneten Kreise  komplex
imagingr, ohwolil dic dazu echivige aus den Kreisen x vz hestehiende Lisung reell
st Tm jeden Zweifel hierbei ansznscehliessen, sind bei den Figuren 1 nnd 2 die
wichtigsten Elemente nicht nor dureh Zeichnong, sondern aneh durch Rechoung
festeelest, sodass  jedermann  die Lisung anf ihre Richtigkeit hin leicht priifen
1 i

anf einer Geraden.  Die Radien sind a hi=2r 0 i (0 f D X a6

kann, Bei der F oen dig Mittelpunkte A, 13, O, der gleichen Kreise abe

¥ B 2705 n b v TO: w .53 pe=90: die von p, und p, sind
komplex imaginiir. Die Koordinaten, vom Punkte I ans gerechnet, sind A 420
I3 180 Hlir: I J60: I 20 | ] 90: H 210 ) 270 -
n—240: B=140: v =90;5—=252; e —0; E=106; G X =61/21; HY 901721 ;
JZ = 60121, Bei Fie. 2 is8t, von O aus gerechnet, a 2bs I3 ek S (=] s

n, wenn die Kred
shene Art die

mit u® ™, bW, et e (B Kowbinationen) wmd zeichoe ga e

seben sined.

Aufeabe (2), Die Kreise s yz 2imd herzustel

Konstruktion, 1. aunf die o

Kreise o, b, o,

leren Orthogonalkreis t sel

el 1 % not e ]
ilen Potenzkreis o (eindentis). Seine Seiten e

awoidentiz), 2. Zeichne IKreize |t

die o™ d" wnd ef uf @ beziiglich beeithren (eindentizg). 3.0 Lege durch den Berabrongspunkt 13,
von bound . cinen 2u ¢ rechiwinkligen Kreis v, der den Keeis o, berithet (gweidentie), 4, Xeichne
len Kreeis w, der dewm von ooy gebilideten Biischel angehict oml den Kre
5. Die

liefon relirig ceorduet, 2 Ldsunsen x Y% el vul 'l g der Aufeabe: Dicse hat (3.2, 1,2.1.2): 2

1, heriihret (cindentig

A Kreigpaare x x' vy, w2, welehe die Kreise hev w,ewn x, bovx bheziiglich herithre:

32 LOsungen
Aunfeabe (31 he Kreise x vz sind herzustellen, wie
1. Zeichne den Orthoesonalkre

0 YOon 4, v, W it

1 odie Kreise av w geeehen sind,

konstruktion, avw und bezeichne auf die oben

8 Kombinationen), 2 Konstroiers

--|'__'|"!>|-|.|' Art diec S

den Kreis ¢, der af v w” Dberiibret (cindentig).

e den Berithrungspunkt 15, von a
Litiet  (ecindenti Die Seiten

n' " (2 Kombinationen), 4. Derjeniee Kreis z, der

und p, den Kreis o, der dem von v w hestimmten Biischel m

diesers Kreises selen ist einoer

A woesuchten Kreise (eindentig). Der sweite gesuchte Kreis v bervithet dis

il Kreise a ow, ol

gwar 1noin demselben Punkte wie w Der dritte gesuchte Kreis x beriihet die 4 Kreise v w y z
cindentic), e Aufeabe hat 8, 2 16 Lisungen
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J
|

o~
=36 B — T0.56: I L 16, 0ek 5 I 1565 H == hd- ] M= 42
% 5 To 5 B [ GO it Bilasen 12 g 126G: & 7322 Die Kreige e, und i

i T i |l | it
st hier kKomplex  imaginir,  wiilirend py reell ast. Bei der Figur 7 owerden  di
:'\'_:l'lll'llt'!r ]‘Ll't'i.m' ahce |Illli i|ll' ['!'Ihll:illlil”‘\l"'j.“ I vl I'i'|1l'||| III|I| I||'i|l.-1']|||'|| ]‘;I'1'i:-l'
siimtlich berithrt,  Die Herstellung von 12 unter den 64 Lisungen ist hier von
verbliiffender Einfachheit, So st der zu { rechtwinkelice durel ¢ und B sehende
Kreis x einer der gesuchien. Derselbe gehirt 2 Lisungen an. Hier sind die Kreise
po und g orveell, wihrend p, komplex imagindic ist,

Frei von dem angefithrten Ubelstande ist die

Konstruktion (III).

I. Wic bei der Konstruktion (I1. (S, Fig. 4.)
2. Yeichne zu o' ¢ ", forner zu b7 amd zn " de? die Ahnlichkeitsaxen
Dieselben wmizen das Dreieck A, By O bilden (eindentige Uperationen).

S sehlage nm die Punkte A, B, €, drei zn t rechtwinkelize Kreise i, t, ty und
hestimme zn ded in Begng aol diese Kreisce t, t, t; der Reihe nach die inversen
Kreise oy w il bezeichne die Seiten derselben, die ber diesen Inversionen den
seiten ' e 1 d" " £ entsprechen, mit o' v w' o v w" (cindeutige Operationen).
b, Wie hei der Konstruoktion (11
Lo Anmerkung, Dhese Konstruktion Lisst uns dann i Stich, wenn die zo
a et W Ed" und e d'e” gehdrigen Nimlichkeitsaxen aunf einander fallen, indem
dann die  Punkte VB O und die Kreise tptt, unbestimmt werden.  In diesem
Falle Lisst sie sich leicht auf folgende Art abindern :

2. Stelle zu a’e f, Bfd” und zu ¢’ d¢” die 3 Tripel von Potenzkreisen

T,,T., T, heziizlich her.
o Zeichne, was hier olme inneren 1|\|'i+||'|'.~-|1|':|lr_'|| ||||'}_:|;iq-|| iwt. 3 Krege leliilas

vou denen t; den 2 Biischeln T, Ty, t, den Bischeln 15T, und t, den

Biischeln T, T, aneehirt. Alles ]”'|||'i_:~- wie her (T11)*

2o Ammerkung,  Aunch bei dieser Konstraktion (I11} kann es vorkommen,

dags manter den Kreisen tpiketls cinige imagindir werden, So st hei der Figw: 4 der

Kreis ty thatsiichlieh imaginir. Dieser Kreis ist aber rein und nicht komplex imagindir
mit emem reellen Centrwm By ). Derselbe kann dalier in alleemein hekannter Weise
dureh ecine reclle Kreislinie, die “I zum Centrum hat ond von ¢ halbiert wird, ver
treten werden. Der in Bezng auf t, inverse Kreis v des Kreises o ist somit auch
in diesem Falle reell und doreh reclle Operationen herstellbar.

d. Anmerkung, Nach dieser Kounstroktion (111D erhiilt man stels, nieen

die. Kreise tt, t; rveell oder imagindr sein, zo reellen Kreisen def aueh rveelle

Bet dem zuf 3 Gerade besehriinkten Probleme izt die abeeiinderte Konstruktion (111
;|”|'i.'| ;lll'l"‘l'!“ll';ll'.



Kreise nvw, Die Steimerschen Kreise pu by, deren Herstellung dibrigens mithsam

and  zeiteanbend st sind  somit ooter allen Dmstimden entheheliech und in vielen
IHillen sozar zweekwidriz,

ie Konstrukiion (I lisst noeh  wesentliche Vereinfachungen zu, Dabei

sind 2 Fiille zn unterseheiden, je nachdem der ( wihogonalkreis t der gegehenen recllen

L

Kreize alie reell oder imaginie ist.

Konstruktion (IV, A).

Die Kreise abhet sind reell.”
Fig, 3 und 4.)

L. Stelle zn den Kreisen abe den Orvthogonalkreis £ (mit dem Centrum T
her. Ihe .‘-|-||||i|||:|l|||1||-||.l:||'r des=elben mit den Kreisen abe seien heziiglich A L),
BE, CI.

2 Zeielme bei dem Orthozonalkreise t zn den Punkien (B C1Sy: (G Dy, A K
\VE. BTN die Polaren. Die Schnittpunktepaare decselben mit dem Kreise § scien
G WL JAL

An I'-- HI byes (ee) lliq' l{ll'; 15 R A 'Lill-l. |||-I .-'.II--||':|I'|:. W llit' ]\.\I'l'iﬂl' L] Iy ¢ _:I"_'-'|ll'|: aimil,
Nach Annabme sind hier die Kreise n b e nebst ihrem Orthogo alkreise ¢ orecll.
Konstruktion (Fig 3 und 4.3 1. Dio Scehnittpunkte des Orthogonalkreises 6 von wl e

mit diesen 8 Kreisen seten g B ECT 2, Stelle beim Isreise £ 2u dem Punlcte B CEY dic

heecke B

Polare und deren Schoittpunkte G K mit ¢ her. 3 Zeichne wun dem S

Pasealsche Gerade @ ound | P dieser Geraden mit B E denjenigen
Paunkt Pfoder von P odor . Die Geeden CIY G P e

ren dlen Sreds b omm sweitenmal heziielich in den Punkton FSIKS 2 sehneiden b Stelle di

1 LA A R _|-rl|||||:

I ol B harmonizch getrennt wi

algche Gerade des Sechsecks F K

RO, deren Schoittpunkte § B mit dem Kreise toowd
P omit ¢ her, Die Verbindung
EF,GE und die von ¢ mit (B C Fe) sehneide zum zweitenmal den Kreis ¢ beg
Ponkten & wnd v 5 Zeichne zu den 3 Se 0 el GEL
gehen Geraden B G5 CF A% A T, Bestimme zn den Punkten Af 1S B 1S, B O, MY
& — BEATBYT = (CF.B 0 5 Punkte AM, LY MY, 8% T" go, dass die Involuti :
Af AT T EE LSS SY O FE M ML T bestehen. Die Geradden T AY L i B sl R b

i ihe niach die Kreise u,b,e, bye in den Punktepaaren of o' A3 pp', o o, =20 trefien

den sweiten Schnittpunkt = der Geraden eerade von ot

lich i
RICEL 11

ey, Bedl o die Pase

hierbei ist T daz Centrum von t). Diese Punkte lassen sich so anordnen, dass die Geraden

OB durch je einen Punkt gehen, 6. Lege dureh di

s hoen berithren, Diesi

irlich 3 Kreise x v o2, die besiiglich dic Kri

sinid bea

riel - A nswa deg Punktepaiares A= dic wesuehten Kreise Die Aufe:
82 Losungen.
Aufeabe (8. Die Kreizse x vz simd herzustellen, wenn die Kreise avw gegchen sinil
Nach Annahme sind hier die Kreise a v w nebst ihrem Orthozonalkreize toreell.
Konstruktion (Fig & und 4 1 DHe Sehnittpunkte von £ onit a, v, w =eien
& ound das Centroom von G sel TR
iy

3. Bestimme #n de

chne #u dem Sechzocke Az T D3y die Pasealsche Gern

1 Sehnittpunkte P von g mit A D denjenigen Punkt P/, der von P dureh A
| ¥

des Punktes (Be, v £ mit P sch e

und 1Y harmonisch getrennt wind. Die Verbindungsg




[t

o. Konstruiere zn den 3 Sechsecken A LMDHJ, BMEKEJG, CKLEGI
die Pazealschen Geraden, Die Eeken des von letzteren webildeten Dreiee

A, By, C

L5 selen
1
4. Stelle die zweiten Schnittpunkte des Kreises t mit den Geraden A, K-

|'-| i :'I M: Ayl H: HE 3 J lher. Dieselben seien =, Bie; & E

p Sy e
i o

2. Zeichne zo den 3 =echsecken O F ||'>_d AR e |H"-5, 5 |Ji'. EAs die
Pazealsehen Geraden, Dieselben migen das Dreieck A B (" Dilden,

b, stelle zu den Punkten (AL ATBY K (BE,B {9 B B 1)
(AD, ("An U (BEA'BY =584 (OF, B"C"Y="T' 6 Punkte I"LIM R" ST a5
her, dass die |'||||[{i|-|=.'|:||'v VI BE
LR MEME RARY. S-S T

TR"TLYS TN, TR, TS, TT migen die Kreise a, b, e, a, b,e hezielich in den

CE.AD BE,CF von den Punktepaaren K K"

“T" beziiglich harmoniseh  eetrennt werden. Die Geraden

Punkten o', 20, pp',pp'soa, vt sehueiden. Dabei sei, was lier miglich ist, die
Bezerchnung der Ponkte so wewiihlf, dass die Geraden B, CE, At ferner (D,
VF,pg and A E, BD,%s durch je einen Punkt gehen,

(. Lege dureh die Punktepaare Az, pp, = o heziiglich 3 Kreize X, ¥ %, die der

Reilie nach die Kreise b, e, a beriliren, Diese Kreise sind bei riehtizer Aunswall
der Punktepaare A T, b 2o die verlangten®
\nmerkungen. Bei der sanzen Zwischenkonstruktion ist nur ein eingigesmal

(bei der Herstellung des Kreises t) vom Zirkel Gebranch semacht worden: sonst

15t nur das Lineal zur Verwendu

gelangt, Diese Losung (IV, A) diirfte mithin

den Kreig ¢ in den Punkten @ und 2. Die Verbi ulnngsgerade von ([he, A 2) wd
und die von (D f Az) und (% sei . 4 Stelle an den Punkten 13 Beap), O '
k! (A |I_|| A i ALy p) 4 Punkte B" C" K™ RY 50 her, dass die Involiutionen g%, <2, B* B :
GON s AT DR RO len: T BT, TG TUIEE TR

gich so0 anordnen, dass die

| Mg .‘"~|'||.‘|;||i||||||-;!|- tliop |

RCICH o

Loet. Dhese Ponkte Ia
mil #3% A s 15 dureh j
i e w3 Rreise x vz, die der Reile na
sind die verlanetoen, IMe Anfe
thenden At
vinzigesmil der Zirkel und sonst our das Lineal

LB TR, el ferner g, Ao
¢h durch die Punktepaare & ¢
heriihren, 1

inen Munkt gehen,

ilie Kreise v, w, o

+ hat 16 Lisuniren

Ber dieser wie hei der vorherg w wurde bei der Ewischenkonstrultion oin

bk,

Diese Konstruktion Esst sieh unmittelbar aunch aut die folgende Aufzabe iibertrogen :
L einer

Chene gind 3 Kegolsehnitte a b e segeben, die siimtlich 2 wnd nor 2 Punkte P und (8]

remein hi

selselinitte x v 2 sind dorch die Punkte P ound Q@ so wu legen, dass die
Kegelselnitte eines jeden der vier Tripel x vz, 0 v 2, by %, exy cinander, ohne ein Biizehel zuo
bilden, paarweise berfihren®

Beigpiclsweise kimnen a b e x vz homothetisehe eloichsoitiee Hyperbeln sein.

Liisu
BT
BY unil
stimamt wirtlich wit der oben angecebenen  diberein, wenn fiberall

tet wird.

Sind  die Scehnittpunlkte: bei boe, o
SO I s lepe durch Pound @ denjen t, der A" und D" ferner

57 und endlich € and P 2u Paaren konjugierter Panlkte hat, Die iibris

esehen von P ound Q die Punki

v Konstrulk tion

Jecelsehnitt® statt  Kreig®




1] —

als em zecienetes |'w'r-|p||-| der _Konstruktionen mitiels Lineals omd emes testen
|{|-l-[,;;--." (=tenner, 1'r|'.~=;|,||||||1~i|1~ 1!.1I.'|-|'|\|-‘ |. |'=|1., =, 461 & :'III.-’.II'-L'|I1'1'\ BE1LL
Zu 1. Es kann A mit D, B mit E und € mit ' vertauselt werden. Dies

eicht 8 verschicdene Kombinationen. Hier kommt es aber, falls es sich um  ic

Herstellung aller miglichen Lisungen handelt, nur anf 4 Kombinationen an, indem
viermal je zwei der 8 Kombinationen (wie A D, BE, CF md DA, EB, FC
dieselhen Punkte GK, HL, JM liefern. Es findet mithin bei 1. eine vierfache
Vergwelzunge des Konstruktionsweges statt.

Zu 2. Es kann G mit K, H mit L und J mit M vertanscht werden. Jede der
8 mielichen Kombinationen liefert ein anderes Dreieck A, By €, Eg lindet somit
bei 2, eine achifache Verzweizung statt. Die durch die Punktepaare GK, HL, JM
senkrecht zu i welesten Kreise siml emem Bischel angehivige Potenzkreise d, e, |
der Kreispaare he, ca, ab.

Zu 3. Die 3 Punkdetripel (A L, D H), (LM, HJ), (DM, A J) (B M, B, (MK, TG,
EK. BG) und (C K, Fa), (KL, GID, (El, CH) liesen auf || einer (Pasealsehen

Geraden. Die Konstruoktion 1st hier linear: eimne \1']'L’.t‘.'1'i.:'lillll'_" findet hier nieht statt.

a4, Die Konstruktion ist aneh an dieser Stelle linear, sodass eine Yerzweizung
nicht stattfindet. Yor Kontrolle und etwaieer Abiinderung der Konstruktion, wie sie
guweilen erwiinseht ist, diene die Bemerkung, dags BC, CA AR, EF, FD, DE
hezliglich bei den Seehseeken vEFeK G, 2a FDILH, gDEEMI, CBCRGK,
BCAYHL, e ABaJM die Pascalschen Geraden sind. Die Geraden x5, 52,7 C gehen
dureh einen Punkt. Die dureh die Punktepaare « 8. § e ¢ C senkrecht zn t gelegien

[Kreise bilden ein Bischel wid sind mit den Steinerschen Kreisen (b, B, 5,

)

vi—={by Ba Bi), w b, BB, 8,0 identiseh. Die Punktepaare AD; BE und CF werden von

4 By 8
den Strahlenpaaven «8, B, C;: e, C; A, und v 5, A, B, beziiglich harmoniseh getrennt.

Yu b, Die Konstrulktion ist linear: cinge Verzweigung findet nicht statt. Yur
Kontrolle oder etwaizer Abiinderung der Konstruoktion dienen folgende Bemerkungen.
Statt der angefithrten Sechsecke kann man anch dic Sechsecke CEeFRE, AFCDCy,
BD&E A oder die Sechsecke yBCLeF, ey ASLD, faBe8E oder die Sechsecke

B EeC D, yalPCel, ap Y&z A s=etren. Es i

(Ex, BE), (B, G0, (B BR); (Fe, CB) (By, e
A, CIN, (Fg, G8), (De, Ad), (FE, Cv), (DL, Ay), (ra, C8) anf der Geraden C'A’

en nimlich die Punkie (EC, B,
auf der Geraden B €/, die Ponkte

und dic Punkte (DB, AE), (DB, Az), (Ef, Be), (D& A ), (158, Ba), (25, &¢) aul der
Geraden A'B. Die 8 Geradenguadrapel gy eC; B'O; B, G —yea; C6; CA"; O A
wfiiGe; AB'y AB —Ev: BEC; B € ¢ Ay R G B . e B DB

e; A'B': B G —CB; Fey BPCs A B —Ay; DG CA, B, C—Ba; Eg; A'BY

C, A, gehen dureh je einen Punkt.

Zu 6. Zur Kontrolle oder etwaizer Abiinderune der Konstruktion dienen
foleende Sitze. Stellt man zn den Geraden B O, C*A°, A1V in Berug auf die

Kreispaare be, ca, ab die Pole her, so liegen sie besiiglich aof den Geraden T L
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umd TTY, TM® und T'R", TEK" mnd T S". Die ‘JI'|||H_:|L'||;|||~.|'1'i.—=|- von AM DY, a, . von
B9 byt von CF A e t, von AT DY, Byt von BYCY, e tund von 7 A a, £ oehen beztizlich
dureh die Punktepaare =/, 24, pu', pe'oa,, 7. Die zo t rechtwinklicen Kreise mil
den .Hil1|.'|]|l|!|]i1l'l! A, “J_,"' cehen heziielich dureh die Punkie ')‘.I,";', ‘I"', in denen =icl
die gesuchten Kreise x, y, z paarweise berithren, wnd  sehuneiden  daselbst  die
Steinersehen Kreise n= (b, B, B, ), v=(hy B, B, ), w by B, B0 beziiglich rechtwinklic.
e Polaren der Punkte A'B 0 in Beznz auf die Kreise uvw schueiden besiielich
these Kreise in denselben Punkten o' i'y". Die Puonkte A’ 8, ferner B' e und € ¢
liegen auf je einer Geraden. Wie die Punkte %l ppot eine Lisung liefern, so
erhilt man auch aus den Punkten =" A’ ¢’ o' ©° eine zweite Livgung,  Die Verzweignng
ist ier eine zweifache.

Zn 7. Die Konstruktion ist eindentiz; eine Verzweignng findet nicht statt.

Nach den Punkfen 1. hig 7. der Konsgtruktion hat die Anfeabe im alleemeinen
LoB01.1.1.2.1 =64 Lisunezen.

Licgen die Kreise a, b, e auf ciner Koueel, so bedarl die Konstroktion (IV, A)
cmer  klemen Abiinderung. Man projiziere dann von cinem  der beiden Pole des
1

]‘\:I'l'tm-% i the ]\-I'l'i-.'u- ahe ak I‘h—\' |'.,!||'||1'_‘ il: |||'|' I |||_ 1'||f||'|' i'|| ili-.'.-:|-|' |':IJI'HI' 1|'|='

obige Konstruktion (IV, A) dureh und projiziere riickwiircts anf die Kogel

Ist t eine Gerade, so versagt die Konstruktion (IV, A) In diesem Falle fiihre
man die Konstroktion (IV, A) an irgend einer inversen Fieur von abet dorch, bei
der das nene § Keine Gerade ist. und atelle za der so erhaltenen ||:'i]|':\|i_'_-|'||' riick
witrts das mverse Gebilde her.

[st der Orthogonalkreis ¢ der reellen Kreise abe imaginir, so ist s zwar
nicht notwendig, jedoch zweekmissig, wwei Fiille zu anterseheiden, je nachdem ahe

erisste Kugelkreise sind oder nicht.

Konstruktion (IV, B).
abc sind reelle grosste Kugelkreise.
(Fig, B.)

1. Stelle zu den Kreisen a, b, e die Pole AD, BE, CF her. Die Punktequadenpel
BCEF,CAFD, ABDE liegen der Reilie nach anf 3 erdssten Kugelkreisen a” b ¢,
2. Halbiere auf den Kreizen a’, I, ¢ die Bocen B, C D, A E hegiiglich darel
die Punkte G, I,J und stelle die Kugeldurelhmesser GK, H L, JM her. Dabei ist es
gleichgiiltiz, welcher der beiden Bogen bei jedem der 3 Kreise cehilftet wird.

J. Bezeichne die zweiten Schnittpunkte der dureh CL G and B MG, dureh
AMH und FEH, dureh BKJ und DLJ, durech FHEK und BJX, dureh DJL
und C G L, doreh EGM und AHM gehenden Kreise heziiglich mit e, B, v, 8, &, L.

4. Zeichne die Polarkreise xx', vy, 22" zu den durch die Punktequadropel

BCye CAal, ABEE bexiiglich gehenden Kreisen, Die Polarkreise lassen sich so

anordnen, dass die Kreise x vz und die Kreise x"y'2" je eine Lisung hilden.



Anmerkong. Unter den Polarkreisen eines Kugelkreises k sollen hier i

Jenigen 2 Kreise K, ound k, verstanden werden, die duoreh die beiden Pole eines

bheweglichen, den Kreeis K beriithrenden, grissten Kugelkreizes erzenzt werden.®

Konstruktion (IV, C).
Die Kreise abe sind reell, liegen in einer Ebene und haben
emen imaginaren Orthogonalkreis.
(Fig. 5.)
1. Zeichne diejenige Kreislinie t', die von jedem der 3 Kreise a, D, c
halbiert wird

Pureh diese polare Umkehrong des Malfattisehen Problems selangt man zu folgenden

# interezsanten Aufgaben: .In einer Ebene schneiden zieh drei Strecken A L B I in einem

Punkte O derart, dags A0 . DO BO.EO C0O PO st Sechs Kreise m,. Ve We, Xo Ve Be #i1d

g0 zu zeichnen, dass dic Kreise eines joden der Panre v 2, We Xg, Uy Vo, ¥o Wae B g X ¥ einander

en b IKreise der ||’|.'i|:1' |I.'|\.'|i dureh i |".I|:11.I-'||.Ii||l
L B OA AR EFR.ED: I)E, oder
BCCADE EE 1D AR oder
3. EC, IPA AR BE QD DE eshen®

Lisungen (Fie. 6). 7o 1. 1. Lege, was hier miglich ist, der Reihe nach durch die
|‘I-'||\I--n|i|.'l.n||||3.~|-| BCEF CATFD ABDE 3 Kreise a. b, ¢ 2 B
(B0 CEL (D, A F) (A E B beziiglich Hei
paare derselben mit den dicsbeziiglichen Kreisen seien G K, H 1,0 M (8 Kombinationen). 5. Log
durch die Ponktetripel AUM, BIJK, CGL, DJ L, EGM FHK beziiglich G Kreise u' v w' x' v' @',
e Kreise der Paare (T4 e T R ol e 00 ) LR g schneiden einander ansgser in den Punkten
(10K LM nochin 6 nenen Punkten sy &z, 4 lich iat, durch diec Punlkbe-
quadrupel BCye, CAel, ABBe EFLE FDEy IDE e der Reilie nach 6 Kraige 1

|I_|-;-|- sind die vi I'|.'||.:'|| 11 |~L||'.--|-, - ||,I||'|":|\\ L

berithren, und dass ausserdem die ol

timme zn den Punkten

i den Kreisen i, b, ¢ die Polaven, Die ."il"llllil'.pll'lk‘-l'-

Yoo Wa' X o' ¥ 5 4

reclle Lizungen.

Zu 2 Um keme widllie nene Fieur entwerfen 2o omiizeen. =otze. was hier erlaubt gt bed

Gooound & fiir A und D, Demnach eelten hier die Punkte 2 BCAEEF und nnr diese als

bhekannt. 1. Lege dureh das Punktequadrupel BC EF einen Kreis o und bestimme  bei b #n

demy Punkte (B F, CE) die Polare, die a in den Punkten G und K sehneiden mige, 20 Lege der
Reilie pach doureh die |'||:||;‘,|-||"-|.|-': Belk, Cal Ex 7oK 4 Kreise vw’

3. Leoe durch

die Punkte B E einen Kreis B, der v (und gleichzeitis ¥') beriihrt. Diesger Kreiz schneidet den
Kreis w! inozwei Punkten = und 2% 4, Der doreh 282 cchende Kreis ¢ sehneidet die Kretse
viyt e anszer in den Punkten 22 & noch in 3 ferneren Pankten ¢ £5. 5, Lese dorch die Punkte
; "B Fiy, Exe der Reithe nach 6 Kreise i, vy W, X4 ¥ %e.  Diese sind die

ien, a G mit & vertacsehbar und & zweidentie ist

hicr als bekannt Af+ D el

A 3. B B

L. Zeichne die Kreise o' (ABE), a'(Dey), t(Br=L). 2 Lege durch AT cinen Kreis a, der o

indem Byel fir BCEI tritt (Fig 6.

(wid gleichzeitic x°) bheriihrt, Die r\c-lulliltaruilkln' von t ound a" seien e 3 Zeichne die Kreise
Vo (AT ok owep (A BrdY, g (I e &), (Thea) und I
]

; vilurch ey und §E 2 Kreise u, x,, die beziiglich
die Kreise y v berithren. 1He Kreise o, v, W, X ¥, 24 sind die verlangten. — 2 Lilsungen,

mit & vertauschbar ist
gum Malfattischen Problem,
nnd zwar die der ersten zu dem Problem in der Seite 1 gegebenen Fassung.

Die polaren Umkehrungen dieser 3 Aufgaben fithren riickwiirts

Aufeabe (2. Die Kreise x vz sind hergastellen, wenn die (recllent Kreise ub ¢ mit

dem imaginiren Orthogonall

Konstruktion (1

cige o rorehen sipd

und G, n feblt), 1, Zeichne die Kreislinie tf, die von jedem der
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Stelle 3 Wreise a' e’ her, die die Kreispaare be,ea.ab hegliglich recht-
winkliz sehneiden und simtlich die Kreislinie ¢ hallbieren, Die sehnitipunkiepaare
von b efsefa’, a' ' oseien begziiglich A D, B E, ¢ F.

5, Bestimme zu den Punkten (BE.CEL(CD. AFL (AE.BD heziielich  hei
den Kreizen a, b, ¢ die Polaren. Die sehnittpunktepaare  devselben mit den dies
heziglichen Kreisen seien (IS, H L, J M.

4. Lege durch die Punktetvipel A HM, BJEK, CG L DJL EG M I'HEK
hezitelich 6 Kreise nf v wix'y w. Ihe Kreise der Paare w'y', n'z’. vix, vz, w n'y'
sehneiden einander ansser in den Punkten G HJ K LM noeh in 6 nenen Punkten
9. Lege, was lier mielich ist, durch die Punktequadropel B Cye, C A2l
"DEy Dileza der Reihe nach 6 Kreise Ly Yo WY

o Xy .I‘.-l Ay

6. Konstruiere die beziglich den Biischeln u, x, Yo Yoo Wy &, angchiirizen Kreise
XXy ¥ ¥y, %2y, die der Reibe nacl die Kreise b, e, a0 beriihren, Bei sehiricer Anord

nnong der Kreise bilden die Kreise xyz eine und die Kreise x, v, 2, eine zweite

[Liisung

‘nmerkungen. Die G Puonkte GHJK LM licgen aunf einem  Kreise

Dasselbe =it von den 6 Punkten o 'J'I' ".'.:-;. Ihe Kreise af, h' e i |p|-f_ii|_-_"ii|'||

dureh die Punktequadrupel A D 23, B Fpe, CFyT wehen, beviihren der Reihe nach

die Kreispaare u' x', v' v, w'a' (IF \uch die Kreise der Paare u, v., ¥, Wo, W, %o,

N0 Yoo Yo 2oy % Uy berithren sich.  Die  Orthogonalkreise der 6 Kreistripel aw, z

hug Xg, € v, ¥os vy ¥os Dy 25, ¢y %, zehen beziielich dureh die Berithrungspunkte

£ A, B9 % der 6 Kreispaare az, hx, cv, ay, hz, ex, Sind Wy ¥y Wy digjenigen (e

Kreislinie t halbierenden  Kreise, die  begiielich die Kreispaare v, wy,

Wo oy Tl Vo
rechiwinkliz sehneiden, wnd u, v, W, diejenizen dic Kreislinie t hiilftenden und 2o
dem Kreise o I'.-"’-'},':T- orthogonalen Kreise, die bexziielicl diec Kreise u, v w g rechi

J Krcise nw b e halbiert wind, 2 Stelle § Kreise & b e her, die die Rreispaare e, ess b hegiielich

wmil gimtlich die Kreislinie t halbicren. Die Selin ¢

rechtwinkliz selinei ttpunkte von b of, of 5,8 I

seien beziiglich = 8, s G 1 (8 Kombinationen). 3. Fithee die #u 2, gehivige Konstruktion (= aben

Teutip L Konstroiere die heziie

ovvhwet die der Reihie

ilurch (x

lich den Bitscheln g, x,. v, Yo angehiirigon

Kreise x naeh dic Kreise bye,n beriiliren, Bei Aord g

hilidlen die Kreise L ] und %' ytgt 2 E.ll*-»llll_:|||_ - Die Aulrabe hat (85,4, 2 = g2 Losungoen,

IMe Kreise <y e s=ind  her My wenn dlie (recllen) Kreise av w omit

i o Rreise t

wnel G, v sind zu ersiinzen). 1. Yeichne die Kreis

Kongtruktion (I
]

linie ', die von Iil'-|l.'I| der 3 Kreise a vw halbiert wird Stoelle 3 Kreise a%rd hee, die die

Krgispaare vow, w i, a v besiiglich rechtwinklie selmeiden umd siimtlich die Kreislinie ¢ halliore

e Sehnittpunkie von re sa'% a'r scien besii

ich AN Be v U (8 Kombinationen). 3. Fitlire dic

Konstruktion (s oben) durch (2 Kombinationen), 4. ne die heg il

g 8, eehi
’

ren [reise x x5,

i ] Reilie nach die Kreise v, w, a
hitriger Anordnung hilden dic Kreise

Biigcheln m, X, Vo Yoo Wi Za iy

v &' 2 Lisungen. — Die Auf

berithren, |

mabo hat (8.2, 2): 2 [ |.i'"-lll:;_,-,1ln.
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winklig freffen, so geschieht letzteres in den Punkten ="'y’ (und in den diesen

diametral gegeniiber liegenden Punkten " 5" 4

Non soll noch die allgemeinste Konstruktion, die die hereits gelieferten als

besondere Iille umfasst, durchgefithrt werden. Die eehenen Kreise sollen dabei

als Deliebig, also nicht nur als reell, sondern auch als imaginiir voranseesetzt

werden,  Aunsserdem  sollen nieht vur die rveellen, sondern aunch die imacinirven
Lisnngen insgesamt gelictert werden.  Einige ErkBirongen iiber das lmaginiirve
miissen dieser Konstrukiion vorausgeschickt werden,

klirungen. Ein imagindrver Puonkt einer reellen Ebene oder Kungel ist
gin Paar reeller, mit ecinander nicht vertanschbarer Punkie. Yon diesen miee der
eine alg Nord- und der andere als Siidpol des imagindiren Ponktes hezeichnet
werden. Ist A der Nord- und B der Siidpunkt, so soll der imaginiire Punk {|\:| Lieissen,

Zwei Punkte sind konjugiert imaginide, wenn der Nordpol des einen der
siidpol des anderen ist, und nmgekehrt.

Unter dem unendlich entfernten imagindiren Nord- oder -“'i'lfl-Ki'l'i.\-‘!ll]]”\ll' a0l

Jeder imazindive Punkt verstanden werden, dessen Nord- beziiglich Stidpol unendlich
well entfernt ist.

Fin imaginiirer Punkt artet in einen reellen aus, wenn sein Nordpol aunf
seinen Sidpol zu liegen Kommi.

Fine (maginire oder reelle) Gerade einer vecllen Ebene ist der rlll'il]_"l'l' aller
imagindren und veellen Munkte, deven Nord- und Sidpole zwei aul einander liegende,
uneleichwendize, dilinliche oder kongruente Ponkifelder bilden (das Novd- and das
Siidteld),

Zovei Gerade sind Ronjngiert imaginiir, wenn der konjugicrte Punkt eines jeden
Munktes der einen stets ein Punkt der anderen ist.

Unter einer imaginiiren Nord- oder Sid-Kreisgeraden soll  jede imaginiive
Gerade verstanden werden, bei der jene Ahnlichkeit derart ansgeartet ist, dass

¢inem  bestimmten im  Endlichen

evelecenen Sid- oder Nordpole jeder Punkt der
Ehene als Nord- oder Sidpol entsprieht.

Fine Gerade ist reell, wenn =ic mit der thr konjuzierten identisch st

Ein (imaginirer oder reeller) Kreis ciner reellen Ebene oder Kuweel ist der
Triger aller (imaginidren nnd reellen) Ponkte, deren Nord- und Stidpole wwei auf
cinander liegende, i ihren kleinsten Teilen ungleichwendige, reell kreisverwamlte
(5 Punktfelder (das Nord- und Siidield) bilden.

Zowvel Kreise sind konjugiert imagindr, wenn der konjugierie Punkt eines jeden
Punktes des einen stets ein Punki des anderen ist.

Ein Kreis artet in einen Nullkreis auns, wenn jene Kreisverwandtsehaft derart
ansartet, dass ecinem bestimmten, mn Endlichen _'_"l'|t';'|'|||'|| Punkte des Norvdfeldes

jeder Punkt des =idfeldes, wnnd ferner einem zweiien bestimmten im Endlichen




s -

celegenen Punkie des Sidfeldes jeder Punkt des Nowdfeldes entspricht. Ein Null-
kreis zerfillt stets in eine imagindire Nord- nnd Siidkreisezerade.

Ein Kreis ist komplex imagindr, wenn er von dem ihm konjugierten Kreise
verschieden ist. Ein Kreis st reell oder rein imagindr, wenn er mit dem ilhm
konjugierten identisch ist und reelle oder keine reellen Punkte enthiilt. (Diese
Definition eines reellen Kreises ist insofern allmemeiner als die in der Elementar
seometrie zebrinchliche, dass sie anch die imaziniren Peripheriepunkte liefert.
Fin Ponkt dieser Art hat zum Nord- and Sidpole stets 2 Kkonjueierte Pole des
reellen Kreises im gebriiuchlichen Sinne.)

Zwel oder mehrere rveell iihnliche oder reell kreisverwandie Punkifelder sollen
kohiirent (7%) heissen, wenn sie anf einer reellen Ebene oder Kuzel so anf einander
lieren, dass sie in ihren kleinsten Teilen eleichwendiz sind.

Zwei koliirente Punkifelder haben stets zwei gemeingehaftliche entsprechende
Punkte: die Grund- oder Schoittpunkte der Felder. Diese Schnittpunkie sind
stets reell.

Zwel kohiirente Punkte beriihren sich, wenn ihre zwei Grundpunkte anf einander
fallen, sie schueiden sich, wenn ihre Grondpunkte von eimander verschieden sind,
und  ausserdem  im letzteren Palle dann rechtwinkliz (involutorisel), wenn die
Punkte des Nord- nnd Sidfeldes sich wechselseitie entsprechen (wenn sie eine
[nvolution hilden).

Zwei kohidirente Punktfelder arten aus, wenn ihre Kreisverwandtsehaft wie bei

einem Nullkreise ansartet,

[hrei oder mehrere kohliirente Punktfelder bilden ein DBiisehel, wenn sie sieh
siimtlich in  denselben zwei Punkfen sehneiden  oder in einem nnd  demselben

Ponkte berithren

Konstruktion (V).

abo sind heliebige, reelle oder imagindre Kreise einer reellen Ebene
oder Kugelflache.®

1. Stelle zu 3 heliehizen reellen Punkten g g der Ebene oder Kugel,

= Aufgabe (= Die Kreise x v 2 sind herzustellen, wenn die Kreigse o b e geroben sind

Die Kreise ube sind belichir, reell oder imacinir,

Konstruktion 1. Stelle zu den Kreisen n b e in bekannter Weise die ilmen entsprechienden
|1||']|;||'-'|:|'rl: I'III:=\|'|I'|<'.I'I' u b }II'!' Lk I:'\."'|-“.||||.I' -:l;|-- |1|':||||';'n||,'||l‘.|':|| i -.!_|-|' ]'.x'll‘l--l' |.|||' I||||| -||-.|'
"*'|'|||;i|||IIIII|\|I' wf, BE,CF dieses Feldes ¢ mit ube (8 Kombinationen Bestimame die Ponkte

3G B E, By By ans GL K2 BF.CLE (2 Kombinationen): B, E. BKEA B B EGe: BAEABF. B
f, fe aus pe . BE.B, I und gaKF ANealil (2 Kombinationen); &, yEUXVYWZIUL X
prasy'pals and yBOCPREAsBEGE: EEFGCAREFBE: I X BCrse AT X EFER;

F




i)

die als Siidpole von Peripheriepunkten der Kreise abe ecelten sollen, die dazn
gehorigen Nowdpole Ny N, Ny (bei a), 0,0, Oy (bei b) und P, P, P, (bei ¢) her.

testimme die Punkte A, B, C) D, ete. folzenden Bedinguneen zemiiss

VY Cwl AVYTFoay; WEBASAWEEes; UAX 20 UX; @ pe. U, X, (zweidentig
AT | ‘\;_\“ll\ "-'."I"I VY ;"'K_i")::‘\ Y o WEZARBEWE 6. Aus den Punkten
BECE 1t 7w Hi=at sich anf die oben ang

Iyie Anfealwe hat

GRapry beme Art alles iibrige heratellen,

Aufgabe (B). Die Kreize x v sind herznstellen, wenn die Kreige a2 vw eecchon =il
¢ Kreise av w sind beliehig, reell oder imagindir.

Konstruktion 1. Stelle 2o den Kreisen aov w die ihnen entspreehenden koliirenten
Punktfelder itpunkic A I, § L des Drthogonalfeldes © vor
timme die Punkte 3. A, D, Ay 1) ans A, DL AL TR
A Dy Dy A DLEAD A Dyt e ans e A DA Dy imd &3, e v 5 (2 Kombinationen):
DVIYWIV Yo af ans VY A A VYD WEARE A WEDew: VA YL +£. VY
v el VX, (2 Kombinationen): gof Y YANAcE VY vt WEARAREWZ B Aus den
Punkton: A ey ? o' 3 ' % p ergieht sich leichs alles iibri

16 Lisungen,
Bei den 2 Aufeaben: Ko 3

tags  die I'Lll'i-\l' eines -||'|||'|| |||-: 4

|I:'|. 2. |'x|'*-|i|:|||.|' l|i|' .“;I'h

a v w it diesen Feldern (8 Kombhimationen), B

. — e Aufrabe hat (8.2,2):92

I"_|‘|'|||'||I"| “.T!'é.‘l'll H! III' |||'|'i I‘;|'|':_‘1|' XVE S50 21 ?:"il'l“ll'll,
“i'l||-'| XV EAYE, hzx.ex ¥y inander EHIiII'“'I'i.—-I' beriihren =

wobei die Kreise entweder ) von einem und nur von einem, oder 3) von sweien und nur von

eweien der 3 letzten Tripel je ein Bitschel hilden sollen®, hat dic

vilredmal so vi

als die Aufeabe (=), wud die letzie dreeimal =0 viele, als die Auf v (). Dlemnach hat die At

3 =400 und die Aufeabe (2) 16,3 b5 Lisungen. Diese Zahlen stimmen mit den

i ,'||||-
viom Voerfa

d Gerade beselhriinkten Problemn

saer in seiner Programmarbeit (1897) aof andere Art gefundenen iberein, Bei dem aud

ssen hiernach die () nud (8) entsprechenden Anfeahen i

der Aufe

13

il (87 45 hexlielich 24 Lisung

zulassen, 1

sind Sachs ond Binder in

ihren oben erwiilinten Abhandlone

wit demselben Resuli : Fiir die Anfaabe (v') ziebt
Steiner die Anzahl 48, Binder die Anzabl 30 bis 40 und Sache die Anzahl 32 an. Die Angabien

Steiners, Binders mod des Verfassers widersprechen sich nieht, indem von Steiner und

vomn Yer
faszer alle Losungen, migen selben reell oder imagindir sein, gesiblt worden, wiilirend es

Binder nur mit reellen Losongen zu thun hat, Unvereinbar ist aber damit die von Sachs eefundene
Fahl
Zahl ihrer Natur nach
durch 8 ohne Rest teilbar st Sachs hat diese Zahl 52 als Rest erhalten, indem er von der von
thin gefundenen Gesamtanzahl 125 die Anzahlen der Losungen anderer Art abzog. Dabiei sind ilm
aber 2 Fehler unterlanfen. Er hat den Minwend 128 and den Subtrabend nnrichtie bestimmt
Deide sind zn ki

Zahl 320 die alle Lizungen, die recllen wie die fmaeinds

1, angeben soll, Dass i

nicht die richtize sein kann, geht schon daraus hervor, dasa dio rielilig

Der Verfasser findet {fir die Lisunzen der versehiedenen Untorauntraben, in die dag voer

cueinerte  Malfattische Problem: Zu 3 Kreisen abe 3 Kreise x vz 80 herzustellen, dass

T eines jeden der 3 Tripel ay e bux exy wniler  paarweise  berfibren®  zeefills,
folgonde Anzallen: 1. N (0 Bedis RSN a ) aat 3. N (e x 824 W iiex 3 a2
O N(bzx, oxs 165 6. N fex ¥, 6y T.Nfayvz bzx b BN (ays bexexy &
SoN () =B2: 1. N(axyz Nibxyz S5 A2 N(ex yz —8: 13 N (y iz 16 ;
14, Ni(# —x 165 dh. Nifx—u 165 16 Ny ==z bixyx St N e = ey 81
15 Nifx =y axye) =8 10 Ny =zecxyzi= 8 20 N(z=x axyz)=58; 21 N{x =y —2)=8

den 6 Kredsen a b e x Y E keine 3 ein Biizchael
en die Kreise a vz und nor di

Ez bhedentet das Zeichen (00 bei 1., dass anter

Bilden, (av 2l bei 2. dass von diesen 6 Kre dnmem Biischel
1

angehtiren, (b2 g exy hej 3 dass anter den 6 Kroisen die Kreeigse bz x awl CXy nnd  nour
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=

)
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2L W0 Ol D s Dy BBy Bs By B 380 NyNgN
Ny N N, G By 78 0,0, 0,0, Fy (Doppelpunkte koldirenter Munktefelder

L. By E,.CyF,. A2 D2 G, F,. A, D, . B2 E2: Ay Dy . By By C% F2 (Doppel

7~ PP, P, A

punkte bei Involutionen) ;*

. Bt CE. G2 K. CDLCAK, H2: LYy AR, BD.J2. M2 (Doppelpunkie hei
[nvolutionen

i L AHMA Iy /A DLJA D BIJKEB E, /K EMGBE E : CGLC, F; 7
FRIC,F, (Grundpunkte kobirenter Felder); ##

IL B E G K Gay G0 A D, JTef Wees ALy B E, Moy, TE

b L BOyeUX /N EFCBUX: CAxCVY /X EDéyVY: ABEEWZ X
[YE zxW Z (Schnittpunkte kolidirenter Felder); ##

B L ORS B
e. U, X;.0% (Doppelpunkt einer Involution) ;#
V. BCGyelUX X AcyfUX:; UAafVY 7K ppaiyViI; ABBWE X

"__\:1:' |JII|I|!l'|EIIJI|t{1[' einer Involution) : ®

iligge jo ein Bilschel bilden, (axyz) bei 10, dass die 4 Kreise ax vz und nur diese cinem

Biisehel

w1 bel 18, dass die Kreise vound zoauf cinander fallen, und dass sonstiee

Singala vorkommen. (v % X Vg bei 16., dass die Kreizse vounid 2 von einander

mieht verschieden sind, ond dass ausserdem noch die Kreis bhxyz cin B wel bilden, und

. Die Anzahlen bei 1.—7, gind oben

bei 22, dass die Krejse x v ant einander li

eoht aus des Vertassers Procrammarheit (18971 Seite 39

hestimmd worden, Dass N (x vz

rvor. Dic Ableitung der

il 414, e Anzahlen vernresacht keinerled Sehwierie kit

Hicrnach hat oz ver caeinerte Malfattisehe Problem o) 272 Lilsungen, bhei denen die

a mesnchten Kreise von ein F verachicden sind. 81 96 Lisuneen. bed denen 2 und nur 2 ior

A wesnehten Ki fallen, und o) 8 Ldsongen, boi denen die 3 gesnchten RKreise
il"-l.'l'li'-l'l '-:'III. ;ll":| st mlso ::T'.\ ].|.|2-:||I:'\'||_ It,‘Lll"'-|| 1l ;|'r| i '\\il' ||i||5"\ ||i|- |_||-.|.||_~_’|"|| tder zweiten
Arvt doppelt, und die dee deitben Art seehsfach werihlt, indem die aof cinander liegeniden 15 reis:

2 hextiglich 6 Permutationen sulazsen, 86 erhilt man als Gesamtanzahl der Lisuneon 27

]
86— ol2=2!
Bei dem anf 3 Gernde beschriinkien Malfaitisclhion Probleme sieht es in dem ersten Sinne 184
il i letasten 206 = 2% Lisongen. Dabei wird im ersten Falle die unendlich entfernte Gornde

als Losung nicht mitgezihlt, wohbl aber im letgten, und swar vierfaeh, fodem fm ersten Falli
Ninyze bhexexy 0 wnd imletzten Niavz, bz x,exy b wesetet wird,

Sachs hat die Fille 8., &, 13, 14., 15, iiberachen.

Aunfgabe, Bei zwei involutorischen Punktfeldern, i denen swei Paare |d'|-,i||'_'.i"|'|"='
Punkte A .\.I umd BB, eorehen sind, die |'||J|ir\.'|||l||||\|\' (v H o#u bestimmen,
Konstruktion Zeichne zu den 2 Kreispagren A A B, A A B, und B B, A, BB, A,
beziiglich diejenigen Potenzkreise A Ay X ound BB, Y, welche die von den Kreishogen A B A,
A5, A, bexid

ich BA L, B A, B, gebildeten Winkel halbieren, Dicse Potenzkreise schneiden zich
in den verlan

gten Punlkten G . g Punkte G H sind der Konstroktion nach stets reell.
P Aufzabe Zu zswel kobdirenten Punktfeldern, bei denen A BC and DD EF oewei '|'|'i|u-|

cntsprechender Punkte sind, die Doppelpunkte N O 2o bestimmen.

Konstruktion. Bestimme dic Punkte G, G, F, Fo N O folgenden Bedingnngen  gemiiss
ABC CEAINE CIER, < 2 G P g8 PR Ty d /0, ST N 08, Der Kon
struktion nach sind anch hier die Doppelpunkte N O stets reell.



B. L. AT DE.xx. 5o . OU.VV.WW

Ll B L e R A A s i g i,

[Ny Np Ny 2p U VWS XENOZ A 8,5 Sy " " U VWP X"Y" 275 0, 0, Oy Ao
VS8, Sy A Py Py Pyt MOS8, S '

Il OV We! "y x U" VW 2 8y Der Kreig x anit den Peripheric

e E N e A L e B R

punlkten [Q..II:,-|I',--II_.--?I":-..-,IL',..-,I, der Kreis ¥t den Pounkten |:..II.,I-..H'..-Il'__..I
ir-_l Idrr:lf-r|}|| hilden eine

N o S : : o AR |
(i ) v mnd der Kreis 2 mit den Punkten |;,,||:\.,,H

Lisnng der Anfoabe.

Anmerkungen. Simtliche Konstroktionen sind hier unter allen Umstiinden veell.
[hie eine Lisune bildenden Kreise s sindd mithin =elbat daun, wenn =ie na
einiie sind, dureh reelle Gehilde darzestellt,

Durch die eindentigen Konstruktionen 1. wird das vorgeleste Problem anf
die ihm ii||lli\:l|l'I|I|' _\EI|II:I||||' ithergefithet : 2o 3 koldirenten Punktfeldern ab e,
die keinen Punkt simtlich gemein haben, sind 3 koliirente Felder xyz =0 her
zustellen, dass die Felder eines jeden der 4 Tripel xyz nyz bzx, exy einander,
olne ein Biisehel zun bilden, berihren.®

Durel die Operationen 2. wird das der Aufgabe : | Die Sehnittpunkte von 3 wege
henen Kreisen abe mit ihrem Orthogonalkreise t zo hestimmen® eleichwertize Problem
_Ll'u'ii'-lr-[: Lne -“;4"!I11i1|||ll1||x|1- Vil i3 :,;'1';,'_'1"!1']]I.'II kobhiirenten Ponkitfeldern abe mib threm
Orthogonalfelde t zn bestimmen. Der Ubersiehtlichkeit wezen ist olien das Problem,
tdas in die 2 Anfzaben zerfillt: 1. 7o abe das Ovthogonalfeld t festznlegen® nnd
2. LDie Selmittpunkte A D, BECEF von t mit abe zn hestimmen® dureh 6 quadeatizehe
“]"'r:”i‘”li'“ ,:t']i"lhl' worden, oliwoll 3 davon dueeh lineare ercetzt werden ke Ginnen DA
lisst nimlich die vorletate Anfeabe, die aneh ileendermassen lanten kann: Zu 9 we
gehenen Punkten Ny NN, O 0,0, P P, Py 3 Punkte ) O, Q. 80 zu hestimmen, dass
die 3 Involutionen N, Q. NoQu NyGh: 0,0, 0,0, 0, Q4 PG PaQ, P Q hestehen®
nur eine Losung . Sie st mithin doeel laoter lineare Chperationen loshar, wld wwar
etwa aunl tolgende Aet. Man bestinpue die 'unkte ab e ete. den Bedingungen gemiiss -
Py Py aPe Ny 75 N Ny PoNy s B Nge Ny O, 720 0, O N Ogils No2 a2, Pre: 0, %02 N I
et e B e B ] B S R

4 Oy No Ol Po ks milek 75 thekm: 12 k2 en;
efom® . kpy en.kp. N, Q N, Qu. N, Q.. Die Lisung der letzten Anfeabe erfordert 3
quadratische Operationen: énckp. A2 D O, Q) 0, Q, B E2: P, Q. P, Q.. O F*
Doppelpunkte bei Involutionen).® Die Operationen 2. der Konstenltion (V) kiinnen
demnach aul 3 guadratizehe redoziert werden. Da hier A mit D, B wmit E, aud (O
mit 1 vertanzehbar ist. 20 erhilt man an dieser Stelle 8 Kombinationen.
Dureh die 5 gquadratischen Operationen 3. ist diejenige Aufeabe iber kohiirente
Punktfelder gelist, die dem Problem entspricht:  Bei 3 gegebenen Kreisen abe
4 ein Biisehel bildende Potenzkreise d, e, t der Kreispaare be, ca, ab zu zeichnen.®

Auch hier zieht ez 3 Kombinationen.
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Dureh die Operationen 4. werden die H-huir”nndgh- &6, By C'illes Orthogonal
feldes ¢ mit  denjenigen 3 damit kobiirenten  Punktfeldern  festgelegt, die  den
Steinerschen Kreizen n— (b, B, ), v b, By fa), w=1(b, By B;) entsprechen. Die
Operationen 4. 11 sind linear, wihrend die Operationen 4. 1 guadratischer Natuor
sind. Die letzteren lassen sich jedoch simtlich dureh lineare ersetzen. Das  dann
einzuschlagende Verfahven ist das folgende: BJa K G/ EMK G h; FlH ek G 7Y
CLKGd a2, G2 . Ke:; K2 h2, Gf: e G2 . Kep: K2 d®*. Gh: Ke. Ghieizelk K 7
chKiz k2. 2. Ke; DEAa K DEJe; CADa ACAHEBCGe R BCFv; E
AEFBE:FDCy A DIE Die Punkte o §y 8 e £ ergeben sich demnach eindentig
(linear) ans den Punkten A BCDERFGHJK LM, Werden die Punkte '\. “;. |'-_ ele.

(] B DR B e Bl R [ B
' A || A R &y ll'l"'. |"| B Dl T _ hestinnut, so hestehen
Ao B Be BeBy Gl T Gl e AcDady Dyc Ay

den Bedingungen gemdss A2 D2 A DA Dy B 2L E,
YT ! 2 v 5 B

[ S e A e 0 e Y R i
die Involotionen A D .a«d. .

BE.B. E, . .B,E, CF.C,1

1
is

Dureh die Operationen D, werden die Nordpole der 9 Berihrongspunkte der
3 zesuchten Kreise x vz anter einander nnd mit den 5 gegebenen Kreisen abe und
mit den Steinerschen Kreisen u h, I By ¥ thi IE:_. iy by, B, [yl sOWie e
der 6 "“n'||||i'.||||||||\l'|' des Orthosonalkreises t mit x V.2 |.1'.'-'1_'_"I'|I';'i Daber kommt drei-
mal die dem Taktionsproblem des Apollonins figquivalente Aufeabe: | Kin Ponlktfeld
so zn bestimmen, dass es drei gecebene  koldivente Ponktfelder beriihret™  zur
Anwendung. Der Ubersichtlichkeit weeen worden oben mehr Ponkte, als erforderlich
ist, bestimmt wnd 5 quadratische  Operationen  ausgefithet, obwohl eine einzige
ausreichend ist. Die Konstruktionen 5. lassen sich ndmlich apch dureh folzende
ersetzen. Werden die den Kreisenabed e f, n = (h, B, §,), v—=(, B, ) w=(h, B, 3,
tx vz entsprechenden Punktfelder mit abedefuvwtxy2z hezeichnet, so sind die
| cehen dureh die Involutionen : A2, D?  at;

LRE et GELKEd G HE L2 et: J2 M2t a2, 8% wi: B2.e2. v it:

2 02 wi, s miwen, wie oben, die |'n‘r'ii|||'|III:'HilIIII|xfl' et den I"-'lll-‘:';u:l:n'-.'ll N,

clkeiten der U ersten IPelder yvon t L

/R s et | T 1 O Gy, ay, bz ex mitia, B 'I".'::. A 4255, T hezeichnet werden. Zuniichst

die Losung der Anfeabe: (Die DBeritheungspunkte 4z des eldes x mit den Feldern

hev zn bestimmen®. B Cacf Eilts iz atftoec: e2ib= fds e* piiee; deee
el e*. 2, a0 pe.zc (Doppelponkt  einer  Involution)™; _';|-_I',||.|:'|_'
ek sepdokl KEE B g ek BOAR B kmiz Die iibrigen Beriihrungspunkte

CRZABCye; CAa CyREDEY D, s a2 v2. e

ereehen sich anf foleende Arf: AT

- : -r . * -r art 1 s w2 2 i I o ¥ g - r - & 3 “r . o -
aby Faydy g Sy ovdy oyt s o FLCk s T ydy c kg By kR Ay g BTk
CAamykimippa; ABba saK DEabi: a2.0%. 80, 2. 0.2 adcde,.ad,y.

g iy Bk B AB AP e kexno. Der Punkt " kann mithin ans den frither

erl
werden, Es hestehen die Involutionen: VY WX . az6: WX .U X. T RS e S

Ihe iibrigen Berviihrongspunkte o' y"« 4 pg ot sid dann eindentiz bestimmt, Demuach

hestimmten Ponkten mittels  einer  einzigen  guadratisehen Operation  festoe

wieht es hier 2 Kombinationen.



- 21

Dureh  die  eindentie

n Operationen 6. wird die Aofzabe dber kohirente

Punktfelder in das ihr dgnivalente Malfattisehe Problem riiekwiirts verwandelt.
Dureh Verkniipfung der bei 1.—6. vorkommenden Kombinationen erhiilt man
seheinbar 1.8.8.1.2.1 ader 128 Losungen, in Wirklichkeit jedoch nnr hall
go viele, mnd zwar ans dem Gronde halb so viele, weil je zwei Kombinationen
von 2. owiec AR, BE, CF ud BA, E B, FC, dieselben Punkte GHIK LM bei 3. liefern.,
die Anzahl der Liosungen, die diese Konstruktion liefert, ist demnach im

::l];'l'l|lt'ih|l'll 14, |Fi1'=—~|' 13 |Ji”l:\'IIII'_:'l'II werden ]IL'i ill.'l' 1'\--l||.\I!:I']l.|-1Ii-:!: \Y L 1':||i-, ilul'll
dic dazn gehirigen obigen Bemerkungen berlicksiehtizt werden, duoreh  wicderholte
Anwendung von nur zwei elementaren Operationen hergestellt, ndimlich ittels der
lingaren Operation: 2o einem gegebenen Punkte cimes Feldes den thm bei einem
gwelten kreigverwandten Felde zugeordneten Punkt herzostellen® nnd mittels  der
gquadeatischen Operation: Zu zwei involutorischen Punktfeldern die Doppelelemente
i bestimmen.” Dabei stud zur Herstellung einer Liosung T und zn der aller 64

Lisungen 41 = 3 -6 - 32) quadratische Operationen im - ganzen  erforderlich.

Diese Anzahlen dirffen Minima sein; durch gervingere Anzahlen von quadratischen

Operationen diirfte sich das veralleemeinerte Malfattische Problem sehwerlich lisen

lassen.

II. Absehnitt.

1. Die Bezichung aweier Koliirenten Punkttelder x v ist (xa):(x 2) = (y h) (v Bl

falls a,x, —a; x, mit (xa) ete. bezeichnet wird.

2. Die Grondpunkte G H zweier involntorisehen (orthogonalen) Punktfelder x v
werden dureh jedes Paar entsprechender Punkte harmoniseh getrennt

Beweis, Die Bezichung der Felder x v lhsst sich stets aof die Form:
i B a bringen. Dann ist G o, H <3, X ound gomit (G ox 1y 13

A, Selmeidet ein Punktteld t zwer Punktfelder sy rechtwinkliz, so sind die
Schunittpunkte P Q der koliirenten IPelder x y das gemeinsehafiliche Paar Konjugierter

Punkte der 2 Involutionen xt und yi.

Beweis, Ist P ovon Q verschieden, so ist ax Iy ¢:t, sodazs P 4]
TRITL < ist. Ferner sind diese Punkte sowohl bel atx ¢ als auch bei
bty — ¢ enfsprechende Pankte. Ist P omit Q identisel, soist x |-a—=y-|-b t+-¢,
sodass P ) ist. Dabei sind die Punkte PGQ sowohl bei x -5t c—a
als anch bei y -t ¢ b entsprechende Punkte; es ist nimlich P () anch

Doppelpunkt hei jeder der beiden Involutionen.

Lo Sehueidet ein Puuktfeld t zwel Punktielder x v rechtwinklig, so schneidet

es jedes Feld z des doreh x vy bestimmten Bischels rechtwinklig.
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Beweis. Diesceht ans den leicht herstellbaren Beziehungen a x by =ecx=d:t
ol x-1-a y—-h - t--d hervor.

5. Drei kohiivente, kein Biischel bildende Punktfelder XN, werden sfets von
einem und nur von einem Felde t rechtwinkliz geschuitten.  (Es ist t das Orthogonal
teld von X yz.

Beweis. Bei (xa):(xe) v by f (ze):izy (te):(te) mind die

Giriissen a, a, by byey ey o 2, 8, By 7 7o Dekannt ond die Grissen e, e, &, &, unhekannt.

soll (xa)ite) [Xe)(te o eine Involution scin, 8o miissen die Kocefficienten

f,5, - 2, 0. und Ay -2 6y von Xt wd xgt, gleich sein.  Es muss dann
sein (e (ea) und ehenso (ef) = (ch) und (e (ee) Aus diesen 3 in ¢, eqg; 5,
linearen und  homogenen  Gleiechungen  ereiehbt  sich eindentie e, :e, e Das

Ohrthogonalteld ¢ artet ans, wenn die Felder x vz einen Punkt siimtlich gemein
lahen,

Ervklirung. Bei 3 kohirenten Punktfeldern xyw mit gemeinschaftlichen
Grondpunkten  heisst w dann ein Potenzfeld von xy, wenn cine nnd  dieselbe
Kresverwandtschaft das Felderpaar xw in das |-‘1-§a||-|'|1;1;1|' Wy iihertiihet,

G, Zn zwel  kobidrenten  Punktfeldern xy  cehioren  wwei Potensfelder u v,
Heselben  sehneiden  =ich |'I.'I'il1\\|illi-i|i_’_','_ Berithren sich die Felder X-¥; EO0 arted
das eine der beiden Potenzfelder wy ans.

Beweis, Haben die Felder xy getrennte Doppelpunkie, so lassen sich die

Beziehungen zwischen x vy u v leicht anf die Form: x a2y a av hrineen,
worans sich sofort die Behanptung ergieht, Fallen die Doppelpunkte von x v anf
einander, so ist x da-ty=a-tltun—co-lwv

T. Ist (xa):(x o (v hj:(y p) %)) [ful) & fu |--:|_|;I 1 ‘;.-}, ()
(ve)p (vapx]:[(vy) Ve nl = [(wa) % w bl Al [iw e n W B Al g0 bilden,

wie auch die Zablen =4 p gewiihlt sein migen, die Felder ovw ein Biischel.

Per Beweis st leicht zn fiihren.

8. st (xa):(xax ."]' iy |u;|-,1 | - (w b :1'.-“;1:|:|1\x:l |
w i BDb)], so st w oein Potensfeld von x y.

9. Tst bei T, % 11z V), A L4 |-‘|" v N e, wober die Vor
zeichen bei den Quadratwuorzeln helichies 2o wiiblen and  dann itherall (estzuhalten
sined, g0 smud die Felder u, v, w bei den |-‘|-||||-|‘|=:1:i|'--1: Y7z, %%, Xy hezilglich Potenz
felder und  bilden ein Biisehel. Die Potenzlelder, die zn 3 kobdirenten Feldern
paarweise gehiren, lagsen sich dewmnach in 4 Tripel so anordnen, dass die Potens

telder jedes Tripels ein Biisehel bilden.

10. Bei n kohiiventen Punktfeldern lisst sich zn jedem Paar derselben je ein
Potenzteld so answithlen, dass die zu 3 belichigen gecchenen Feldern gzehirizen 3
Potenzfelder stets cin Bigehel bilden. Bei einmal cetroffener Auswahl ist die Anzahl
I.:} [he Auswahl der Potenzielder dieser

der Potenzfelder |'_!] und die der Bischel (
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Art kann auf 291 verschiedene Weigen gefroffen werden. Man numeriere e¢twa
die n gesebenen Felder belichiez und greife oz je zwei aof einander folgenden
Belichiz je eineg der jedesmalizen 2 Potensfelder herans, Auf diese Art erliilt man

n—1 (.nnabhiingi

*1 Potenzfelder. Die dibrizen I'I',,l] sabhiingigen) Potenztelder

erhilt man dureh {" _,I]I'.-lu'lu- Anwendune der "n.'u|'-ln-|||'ii'1, dass zn je 3

L'l'.ll'||1"H

Feldern ||. A e Biisehel hildende Potenzgfelder anszowihlen  sind. Die derartie

ansgesuehten (n—1) - (" __,Ej () Potenzfelder bilden der Auswahl nach zu Je dreien
[“.,I_I Biizehel mnd aosserdem, oline dass ez beabsichtict war, von selbst noeh ["..I lj
woertere Biisehel,

Beweis (fir n = 6). DNe gegebenen Felder seien nvwx vz, Die zn ny oder

an wy ete. cehirigen otenztelder migen mit (uv) oder (w z) ete. hezeichuet werden.
e Bezichongen aller dieser 21 Felder denke man sich aul dic bei 7. und 8
n Zahlen, die

durchgefithrie Weise peg
bei 90 1:VF (ea), 1:(8h) 1:V(ve), hiessen, seien hier mil oy vt xl oyl

weehen, The z2n den Feldern nvyw x vz eeliir

begetelmet. Jede dieser 6 Zahlen st der Grisse nach, niecht aber dem Vorzeichen

nach von vornherein bestimmt. Die Reihenfolge der gegebenen Felder sei etwa die

natitrliche ; wvw x vz, Man wiihle aus den 2 zu v v gehin 1 Potenzfeldern eines (uv)

aus, und in gleicher Weise je ein Potenzleld (v w), (wx), (x y), (v %) und halte diese
b Potenztelder fest, Withlt man beir der Zalil 0 dag Vorzeiechen belichie ond hélt es
dann fest, =0 st nach 5. dureh die Zabl v wod doreh die 5 Felder o, v, (uv) aueh
die Zahl v ihrem Vorzeichen nach bestimmt, In gleicher Weise sind dureh die festen
Potenzfelder (vw), (w x), (xy) (ve) die Zahlen w'x"y'2" eindeutig hestimmt, Ve
wendet man die so erhaltenen Zablen o' v'w'x'y"2, s0 erhilt man unter Beriick

sichfigung von 7. die Behauptung.

11. Werden 2 kohiirente Punktielder xy von einem Felde z berithret und sind
nv die wpicht ansgearteten Potenzfelder von yz und x#z, so sehnoeidet dasjenize
Potenzfeld w von xy, das mit uv ein Dischel hildet, das Feld z rechtwinlkliz.

Beweis. Die Bezichungen der fraglichen Felder lassen sieh leicht anf die Form
brimeen: x 2h Ay y - a v=282an: (—n—12a v h = 2al:w.
Hierans ergiebt sich alles,

12, Simd x vz drei ancinander paarweise in 3 verschiedenen Punkten heriih
rende kolidirente Punkifelder, so bilden die 3 nieht avsgearteten Potenzlelder u, v, w
der Paare yz, 2 x, xy e Bischel.

Beweis. Aus der leicht herstellbaren Form der Beziehungen der Felder :
X b =ay: Y——a PR n-i-Za v—=2a 4a®:w geht sofort
die Behanptung hervor,

14, Beriibren bei 6 koharenten Punktfeldern uvw x yz die Felder eines jeden
der 4 Tripel nvw, xvw,ywun, zuv cinander paarweise, jedoch ohne cin Biischel
gt bilden, so gehirven diejenigen Potenslelder (v @), (2x), (xy), dic die Felder u, v,

w beziiglich rechtwinklig sehueiden, cinem Bitsehel an,




Beweis: KKz seien (vw), fwunl (nv), (xv), (xw yw), iyul (zul, (zy) lauter

nicht ausgeartete Potenzfelder. Nach 120 hilden die Felder cines jeden der 4 Tripel

L. (v}, (wen), (o) 2. (vw), (wxd (xow)y 30 0w, (wy), (yw), 40 (wv), (vz), (2 w) und

naeh 11. die cines jeden der 3 T'ripel 1. (yz), (zn), (ny), 2. (2x); (x¥), (v %), 3. (xy
ywl, (wx) e ein Biischel. Mithin bilden nach 10, auelh die P'otenztelder (y z), (2 x),
(x v) ein Biisehel. Dhe Vorbedingungen wn dem satze 10, sind néimlich hier durelhweg
erfillt. Man betrachte etwa (nv), (vw), (wx), (xv), (y2) als die n—1 wnabldingigen®
Potenztelder und  zesgelle ithnen nach und nach die dbrigen oben anfzezihlien
Potenzfelder als _abliingice® zu, was weegen der Sitze 11, und 12, statthaft ist.
4. Werden 2 gegebene kohiirente Punktfelder xy mit getrennten Selmitt-
punkten wwd ihre beiden Potenstelder 22 von irgend einem Koldirenten Punkticlde t
der Reihe nach in den Punktepaaren A D BT M, J"M° rechiwinkliz geschnitten,

g0 hestelien zwisehen den Doppelverhiltnissen dieser Punkie die Relationen: 1. (A B EJ)

(EDAN=(DEBM =B ADM (ABEM (5D A M (DERJY
BADD=VARED), 2 (DBELEJ) = (EADJ) = (AEBM)— (B DAM)
(DB EM) —— (i AD M) (AEBJ) (BDAJY=V(DBEA) und

die 3 Involutionen 1. AD. BE. . JM. VM, 2. AE.BD.JM . J2. M2 3. AB.DE
JAL IR M

Beweis. Die Abhiingigkeiten der fraglichen Felder lassen sich stets auf
foleende Art darstellen: x = ety =¢?z ey —elo®it, wenn e eine hestimmte
und o cine belichize Konstante bedentet. Hieraus folgt: A ofg: B=g: J=1¢uo:
J Legs D =e*ag: K —ag; M ea; M ieg.  Demnach hat jedes der

i) |"'|F|I|'|\|':I'|J.:I||II"..‘-.‘~1' [ 1. Il\'H Illlll.\'l'g I_| ! e Il||r| |I1'r 2. I|l'|.| 1'|I'|It'l'f (1 l"'.:.:.'i".
Dic 8 obigen Involutionen sind unmittelbare Foleen der Gleichungen wwisehen den
Doppelverhilinizsen

Anmerkung, betreffend die Anordoung der Punkte ABDIE zum Potenz-
felde . Fiir x A ela) wird z I G)

15, Der worhergehende Safz 14, bleibt anch dann noch bestelien, wenn die
wegehenen kohirenten Punktfelder sich nieht sehueiden, sondern einander heriihren

s treten dann noch folgende Vercinfachungen cin: Die Punkte B, D, J,J0 M fallen

aul cinander, so dass (ABED 1, (DB A O und (A B EM) I wird.

Beweis. Die Bezichungen der Felder sind  hier: x y--4a -2 f
—t-1-2a: (x 53) (2" = o) 0. sn dass A gz B wl Cx = i
D—eca: KFE=c—=2a: M g—a: M = co st

Anmerkung, beteeffond die Anordnung der Punkte A B DE zum Potenz-
felde z. Fiir x A g) wird = Ki—=ag—2a).

16. Berithet heir 6 kobirenten Punkifeldern tu wx vy das Feld u die Felder

xy i den Punkten 23, ist z das zu u rechtwinklige Potenzfeld von xy, schneidet
wodas Feld u in 23 rechiwinklig und die Felder x v ausserdem noch in 5, und

ist b ein zu xy rechiwinkliges, diese 2 Felder in den Punkten A D, B E sehueidendes
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Feld, &0 ist: 1. w={(a eyx-e®] s |—x--a a|=[(b—B) ¥ i [ y—Fh
FBl=[(np— ez (ba a )] (a bz} (ha—af)] = |[(z4-flw — 2z j]:
[2w (e 0] 2. (22— f)° fab(za8t) Lab{ABEI

Beweis, Ausden leicht herguleitenden Bezichungen 1 folgt y —=a—2a (e —[3)
[2a x— i 8=PB42b{e—p):[2h | (=—p)] und hieraus (& o— &
[ ) (o TI(p—8) (-3 pi¥:4a b oder (= e fab(zafBy IMiir

% &8 7) kann man aber nach 14, und 15, aueh (A B E D) setzen.
Anmerkune, betreffend die Avnordnung der Punkte ADBDE zom Pofenz
felde z. Plir x o wird z 5, und somit wind 2= K [iir x Ay

17. Berithiren bei T koldiventen Ponktfeldern. stuvwxy die Felder cines
jeden der 3 Tripel uvw, xvw, ywu, ohue cin Biisehel zu bilden, cinander paar-
weise, ist s das zu w orthogonale Potenzfeld von x v, wnd werden die Felder x y &
von irgend einem Felde tin den Ponktepaaren A D, BE,JM rechtwinklig geschnitten,

a0 ist, falls die Beriibrungspunkte bei den Felderpaaren vow, nw, x w, y w heziiglich

;2 ‘j', £ A simd, bel I:'I'lHII'i.'._"I.'I.' \.Ilul'£|1'll1ll:_;' der Punkte A DB EJM stets ')‘.II'J' Al
A\ B EJ) EDA DEB M) BADM (ABEM (EDAM
[ D B BADD = (ABED). Die Anordnung der Punkte ADBDLEJM st

dabei, was stets maelich ist, so vorzunehmen, dass die Involution A E. B D die
Selnittpunkte von t und s 2 Doppelpunkten hat, wobei letztere eutweder mit J M
IHll'I' it "11 F Al |D|')’.|'i1'h|u'l| r-i!ll.!.

Beweis.  Die Bezichungen der Felder w v uy x lassen sich leicht auf die Form

bringen: w [(a—e) v o [—v i o] = [(bh— ) n-|-B2:[—nu Iy A

[le—Ny-A:[—y-|etA=[d—p)x+p*]: [—x-+d+4¢]l. Mithin ist nach

L6 [(A—p)? fed(ABED) und nach 16. und 15. (& — (')* bah; (a"—p)®
bad, (A—p)* Lhe, so dass (o' f'hp)2=(2'— )2 (A—p)%: (2 —p)* (A—F')?

ABED) wird, Alles iibrize folgt ans 14

18, Fin Biisehel kobiirenter Felder xyz wird von jedem dazn orthogonilen
Punktfelde t in Punkicn einer Involution geschuitfen.  Wird nmgekelrt ein Punkt-
feld t vou dagzn  orthogonalen Punktfeldern xyz in Punkten  einer Involontion
cesehnitten, so hilden diese Felder Xy % ein Bilsehel.

Bewels, Die Bezehongen der Felder lassen sich auf diec Form  bringen
x:pl=y:ct=1n:it?=x%1t Sind X, X,, Y, Y,, %, 7; die Schnittpunkte von t it
XvL 8 B0 st Xy =px; Xy kY ol R g iy — s Uy TR
Mithin ist X, X, =Y, Y, =% } %, — 0. Die¢ Richtigkeit der Umkehrung ist
leicht nachzuweisen.

19, s5md ABCDEF 6 |I|‘|i1'|li:_"+' reclle Punkte ciner Ebene oiler K I]I'_"t']. il
werden die Punkte G HJ K L M so hestimmt, dass die 3 Involutionen BEF . CE.G* K=
CDOAR.HE L2 AR.BD.J2 M2 zelten, g0 hesteht die Involution G K. L. M.

Beweis. Geniigen 2 Punkte N O der Bedingung ABCNO A DEFN O,

g st BONORFEON, Es besteht also die Invelution BE.CE.NO. Da




ansserdem noeh anch die Involution BF, CE. G2, K2 2ilt, 80 =ilt aneh die Tuvolution

G2, KE.NO oder N2.02 i K. I .'_-|-'i|'Ir-'|' Weise  leitet  man iie Tovolutionen

N2 2 HL und N2, O 0M ab, Die 3 letzten Involutionen bilden aber nur cine:
Ne. O GE.HL. JM.

|lnIII|||'I'I»’.III|.'_','. Wice leieht FA .'\%I']ll'll 151, _'_"||I 1||'|' =atz aneh 11 |iu-:|| ||e-,-|||||||'|'\,-||

Falle, wenn N identiseh mit (0 st

20, Sind tu 2 sezebene feste koldirente Punkdfelder nnd ist w ein damit
kohiiventes veriinderliches Punktfeld, das o in ecinem  verinderlichen  Punkte o
berithrt und ¢ in 2 veriinderlichen Punkten & rechtwinklie schmeidet: so kommen

iden Gebilden  folzende Eigensehaften zu. 1. Das verdinderliche Feld s berithrt

ansser o noch ein zgweites fostes Punktteld v oimm einem verinderhichen Pankte B,

aned t st em Potenzfeld von ov,  Dabei sind die Pankte o p slets |-||[-|r|'~-|-||rr||!1
Punkte, sowoll von ut als aneh von tv. 2. Die 4 verinderlichen Ponkte =318

erzeneen 4 unter sich koldirente. cinem Itiseliel :iII_'_','~‘|'|--'|'|_:|- IPelder, dessen Grand

punkie gleichzeitic Grundpunkte des Biischels fuv sind, wobei die 2 ersten Punkte

stefs von den 2 letzten harmoniseh getrennt werden, 3. st 2 dagjenige verinderliche

Punktteld, das t in ?'._‘; |'n'l'|||\\i|||~.|i;' sehimeidet, so berithet dasselbe 2 fernere feste

(AR hiirente: Felder x v, and zwar i den Punkten 82, Dabei hilden die Felder
tunvx vy em Bischel, und t st ein Potenzfeld Vo Xy, he Punkte 52 sind stels
eutzprechende Punkte von tx wie von vt. 4. Die Gehilde tuy hiineen von fxy

in derselben Weise ab, wic txvy von tnve uv x v sind polare Gebilde, deren

Mankte einander kreisverwamudt sind, ®

Beweis. Selmerden sich die Felder § o, 80 ist ihre Bezichuns, wenn o eing

Konstante ist, n ¢=t. Da wwvon w i e herithet wird, so ist, falls a cinen
II-'i'h rAll |H'.\Ii||||||l'||||l'l| !';l,-';|r|||-1|'|' hl-c||-||r1-1_ 1w o al o ahw o 0,
Die Heziehune der Felder ©w ist somit G fw—-(a gt - (a %W i (),

Dicser Saty fiil A l'il er pmberessanten ',_l'll'||||'I|f--|'_'|| ] \‘.-l u..-.||-|r--. ||.'.|| _".|'|- [ i||--| |,|‘|| T

oder Kngel qoll cin foster Kreis ¢ oals Basis divnen. Wird duareh einen verinderhichen Puankt
vine  leliehi Kurve uw besehreichen, sind (%) und (03 wverfinderliche Punkte von ¢, die
Vi aunl dig doveh die angewandte Beseichi unesweise angedentere Avt abldingen, schoeidet
fermer cin beweglicher die Kurve u in () berdibrender Kreis w die Basis t in den Punkten
und Gy b rechewinklig, und st oz der die Basis ¢ in (3 ) und (0} rechtwinklip schneidende Kreis,
g0 eracugen die Punkte (G 'I o Kurven v x y, die gleichzeitig als Enveloppen anfgefassi

werden kinnen, indem v dureh den heweelichen Kreis w, der v oin (29 beriihet, und x v dureh
H1 -

den beweslichen Kreis @ erzengt werden, der diese Koaeven besiielich in den Punkten (5 ) unil
1

berithet. Die Abhs rec oy ol x oy von cinanider st oeine polare. Ist oeine

der 4 Kurven ny v ein Kre

Kurvin ¥

0 80 gind die 3 ilbrizen auch Kreise, Die Verwandtsehiaft zwischen

o v oundd ebenso die zwischien € und v oist dann die bekannte, von Moehins aufeestellte Kreis

VWi non oanid x o ist eine Yerwandtzehalt anderer Acrt,

e, lie zwis

aber inzofern aueh eine K verwandischalt, dass jedem Krvise wicdoer ein KWreis zugeordnet ist.

Peide B isverwanidtsehafien stinnmen ferner noch darin iibercin, dazs hei asitlicn |-|||-|||'.-|'|||-|||||-



[¥ ihese Felder 'lI'|hlP_:'1IIIq'!| simd (eine Involntion hilden), so ist (a -z e a ¥
oder a=(l--ef)z:(l ¢®)l.  Demnach st e?{e: L) tw = 2 e (t-w

(- )22 — 0. Setzt man willleiivlieh 1 e?yv, =50 ist  weren n eft=1mpnly
ein Potensteld der festen Felder wv. Ferner ist dann ef (¢? v w2 ptaiely W
g ?al I 0, “Iil"| hier v W goEeRelnt, (80 151 R b o) 2 O oder

3 z:e® Da somit die beiden Wuorzeln von B einander gleieh sind, =0 herihren

<il‘il 1|j|‘ i"i'|l||'l' VoW, [}il- 1;l'|li|1|l' ' I; h:i]u-i: |||i!|]i|| ||i|,' ||1-i 1. R :_-'u,-hl'||l' |§L'|||'I1IIIII'_'.'.

Sind hei e (e Lytw-L2 el (td-w)— (e 1) =0 die heiden Doppelpunlkte
& aeiebt die Rechnmie 8 =« (e l)iefet1): ¢ g(l 4ejzeil —e). Ans
diesen und den fritheren Formeln ergiebt sich die Behanptung 2. Geht man von

2 E. B

X got ans und leitef davon 4 Punkte 2, ¢ 2, 5, wnd 2 Felder 2y in derselben
Weise ab, wie oben «38e und wv aus nt, so erhilt man dic Formeln x = P — iy
g By ot o =8, (g—1)ipfet1): B8, =8, (1 J-g): (1l —g). Setst man By =
and e g ¢ |- & 1, 50 erhiilt man ans den 3 letzten Formeln 5, == (¢ 1= efe—1
gy =alld-e):e(l e eipgy=—ws:e*=f Damt sind dic Behauptungen 3,
und 4. als richtig nachgewicsen, Beriihren sich die Felder tu, so ist n=t-1 2¢: uw
ot o) w e —o)jutaf=0; tw—(z—e) (t--w)tat—2aec-}L2e2=0:
p=e—2es o—=a—c(l+i); e=a—e(l—1); (zyB8)l=—1; t=v-+2e; vw
wide—a)—1-(e—g)v--(2p #)* =), Geht man von x =t 2 aus und leitet wieder
davon 4 Punkte ’:,:..I'-l % und 2 Felder LY i derselben Weise aly, wie olien %D 6 E
und wv von ut, so erhilt man: x=t{2g=y—2¢g; ¢, =8, —2¢: B, =3,
gl-1i); o =86—g(l—i). Fir e —=¢ und g=—ci wird § w— 2o =[;
o, —=o—oe(l+1) =18 & % ] 1) —=¢e. Damit ist der Satz auch fiir den

|'\:I|| |Il'“i|'r~|'l:, W -ci|~|'| i||:|- I'-l‘ll.ll']' 1 1 ||1'i'|'||||'1'|r.

21, Wird e festes Punlktfeld ¢ von einem damit kobirenten verinderlichen
Felde w in 2 verdnderlichen Punkten &z, die 2 segeliene kobiirente Felder er

zengen, rechiwinkliz zeschnitten, so berithrt das veriinderliche Feld w bestindig

Punkte entsprechender Kreize cinander projektiv zugeordnet sind, fndem die Pole w2 3

Punktfelder erzeugen. Sind aof einer Ki

el AL die Endpunkte eines vecinderlichen Dureh
messers, 80 ergeust der fmaginiare Punkt ]‘: hekanntlich cinen rein imaginiven Kreds 0 Wird
dicser als Basis genommen umd ist u der nordliche Wendelkreis, so ist v der siidliche Wende

und x y sind die beiden Polarkreise, wiihrend w 2 veriinderliche erisste Kugelkreise sind.

x ¥ berithren. Ist die Basiz t reell, so entspricht jedem reellen Kreise u ein
x. Yon Nutzen izt diese Kreisverwandtsehaft bei Aufgaben, bei denen eos sich
. Kreise nnd Gerade handelt, die cinander berithren oder unter g

imagindrer Krod:

egehenen Winkeln sehneiden
sollen. So geht durch dicse. Kreisverwandtschaft das Taktionsproblem des Apollonius in die Aud

gabe: (Einen Kreis dureh 3 Punkte 2o legen®. das Problem: Finen Kreis za zeichn e
4 gegchene Kreise unter gegebenen Winkeln gehn i, in die Aufeabe: 7o 3 EKreisen den

Orthogonalkreis herzustellen®, und das Malfattische 1

olilem in die Aufeabe fiber: Drei Kr
abe nnd ilive inversen Spiegelbilder d e f in Beang aof einen Kreis t sind gegeben. Sechs Krojse
v wxve sind so zn geichnen, dass sie der Reihe nach die K i‘*]':l.‘il'l' he,eaab, of fd de

berfibren und die Krejse eines jeden der Paare vz, wx,u Yo ¥ wora, x voeinander berithren®.




i

2 feste it t kohdirente Felder uwv, ber denen toein Paotenzteld st ]I\'f-ll_:'lif'll m

2 yveriinderhichen Punkten o derart, dass die von z3g& erzenglen IPelder Roldirent

sind nnd  ein Bitgsehel bilden, das mit dem Bischel uvt in den Grondpunkten

ithereinstimmt. Dabei simd 22 e stets 4 harmonische Punkte.

Dieger Satz folgt als Umkelrung ans dem yorhergehenden.

22 Haben die Gebilde tuvwxyzzés hier dieselbe Bedeatung wie her 20,

undd die Gebilde £, v, wy x; ¥, %, 2, [ 8, &, die analoge, so gilt beil riehtiger Aiord
ning der Gebilde jeder der folgenden 6 Sitze, gobald nur einer von ihnen gilt:
Es berithren sich 1. u und uy, 2. v und vy, 3. x und x;, 4y und y,. Es flindet
sich ein gemeinsehaftliches Paar und nur ein Paar entsprechender Punkte 5. bei
den kolirenten Felderpaaren « [ und 2, 3, nidmlich ¢ — o, und § — §;, und 6. hei den

kohiirenten Felderpaaren &z und &, e, niimlich & =258 und & —¢g,.

Beweis, Wird £ gowohl von u als auch von n, geschnitten, =0 Kinnen die

I"l'f.i~'|'l]!II.L'.'II der Felder anf die Form =chracht werden: o o ety X
¢t G La—Lon [l=tiy &), il f=({ o) (1 lh
£+ [y i)z ov, hy: (x, L e I f2t—pe) (t—h £ 4 (v, Py
¥ h): £, fil=f, 1. I'iir u=nmn,; 15t (u— g):{n—Nh I (1 —-ee?) = (U
hed), oder n=(l )= [ (o= 1 1) hic® =1 o ped (1 - 12) (0. Die
Felder o od . berithren cinander, wenn  die Digkeiminante dicger Gleichung ver
sehwindet, also dann, wenn () oleffr—1 life® — 14} Lo-lie?(1 - £4)*
!_; it | Lhie 2] et — 1)2 i hic { | ader wenn entweder T Zile [ |
hie—f O oder 11 gief—1) 2 hie -2 —0 ist. Ebenso ergicht sich als Bedingung

dafite, dass die Felider £ und Xy cinander hervithren, dass entweder T = I-I e

h{e, Bl {0 oder IV, =g, 1 12 -L h (e i (0 sein muss,. Gilt aber
[, 8o milt 'wegen ec;, |- e—=-¢ I und ff fi——1; 1, wic eine leichte Rech
nung ereieht, aueh L Gilt 11, so setze man, was erlanbt ist, { statt £, Dadureh

wird x, il Yi vertauscht, und sonst im ganzen nichts geiindert. Die Bedineung 11
pimmt dann die Form L. oan, und apg dieser Form 1.ogeht [T hervor.  Damit st
oder xy, bertiheen, wenn die Felder uun,
t, 1st leicht zu

bewiesen, dass =ich die Felder x X

cinander herithren. Was jetzt noch zum vollstiindizen Beweise el

CreEingel.

25. (Taktionsproblem des Apollonins.) Sind ABCDER 6 heliehig
reelle Punkte einer Ebene oder Kogel, und werden die Punkte GHPQe@yded
wnd die kobdrenten Felder tuvxyz den Bedingungen  gemdisz: 1 G HA B FR
GHDEFE; 2 BPLQuADIGH; 3. a5, ADPQ; 4 GHABUR GHapy 7N
GHSet: b AY DI tx: 6 BEE ty- 7 G3 Plate. 8 b(GHE W (G Ll o),
9 66 He) 7~ v HE festgelegt, g0 werden die 3 Felder xyz von jedem der
2 Felder wv herithrt, und zwar von uoin den Ponkten 23y und von. v in P

Beweis. Denkt man sich, was hier erlaubt ist, G=0,11 =00, A=a, =1,

(¢ =e¢, X =an® so st weeen 1. E=hn* P =cn? wegen 2. P=an,Q a1,
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Weeen .o ainn-j-1 n—iy: & ain(n—i):mn--1il, wegen 4. f=hin.
n i) (n—i g buni(n—i):(n--i r— i {n—1):(n i cin.
1 1 1 i wWeoen o g St (1" 1) (x| 2 a {l hy it
bin2 iy -Ft)--2b2n2=0; 2at—em®-1)(z-t)+2cin*=0 und wegen
8 mnd 9 um—iE-tin-fFi12=0; vin-ti)241tin 8 =L Eliminiert man i
aus den 2 Gleichungen xt und ut und setzt dann x =u, g0 erhiilt man (n i
x¥4-2nra(n® s —atn?(u-f-1)2=0. Dicse Gleichung hat 2 gleiche Wuarzeln,
weil thre Diskriminante versehwindet. Die Doppelworzel derselben ist x =ain w1
n—il==. Das Feld x wird mithin vom Felde ¢ bervithet, and zwar o 2, Alles

tibrige ergiebt sich ant die gleiche Weise.

Anmerkuong, Man kawn die Punkte afy@el ans den Punkten A DB CD T
anch mittels einer einzigen  guadratischen und  melirerer linearen Operationen auf
folzende Art erhalten. CBd A D75 J".]". Ailre: 2l A s AEredoTms A )2 of
riAh7R Ay ARG hks ADUkE e 88 AE Decamyaefim=uAp: Al De
P pegiier; AspBUReprys BE G ey G224 T

Beweis. Aus GHABC A GHDEF ind CBAdAD A FEADe folgt GHARBCD
AOCHDEEREe A Hieraus und ans df. D2 AT und A2 e2. D e ergiebt sich 2. H
A\ . D Fie P2.Q* AD.GH kann man auch A2.D®. P Q ond G2 HE. P () setzen,
Hieraus, aus G2 2. Af. De und ans A2 D2 fh folet G2 H*. AL.De. PQ und
V2 1 PQ.fh, hieraus DAFQPARDAWNPQ AR e fAPQ, und hieraus und aus
cfAh A DAL endlich etAhPQA DAL P Q. Verbindet man damit A2.D=.fh,
waoliie aneh £2. 0%, A D treten kann, und A2 2. Kh, 8o eehdlt man P2, Q2 A D Lk,
nnd  weeen P2Q2ADGH und =*.82 . ADCPQ, das dureh A2 D2 .zd und
P2LQ 2, o6 ergetzt werden dacf, P2LoQ2 A D GIH . hk., 8 and A2, 2. PQ.fLh.ad
Demmach ist PQA Dhaes 7R PQDAkSz A QPADISx, oder 22,62 AD.PQ. k.

Damit 15t hewiesen, daszs die Punkte =

iles Satzes wit den wleich benanunten  der
Anmerkung identiseh sind, Aus Af.Dg.eam: Af.Dg.opgund G2ELH2LPQ.AF D g
folet G2, H2 AL, De PQ . acm, s und hieraus =2.m* . GH md p*.q*. G H Da
ausserdem noeh «*.m?*  Ap und p?.q®. zrist, so st 2w Ap. GH uwnd p*.q°
ar. G oder GHAz A HGpae A GHzp md GHazp A HGrp R GHpr, oder
GHAxzpAR GHepr. Hicraus und aus GHADBCUAR GH23y folgt GHALC2)
AGHefypr, und somit anch AcepBCR aprfy. Demuach stimmen die Punkite

By des Satzes mit den gleich benannten der Anmerkung iiberein, Dasselhe gilt von

den Punkten =L Es erschen sich niimlich ans den Koordinaten dee Punkie
V\BCDEFe@ysel, wic sie heim Beweise des letzten Satzes vorkommen, die
Gleichunzen (AazD3 BEEe =Gy EL). Wice bereits gezeigt wurde, st aber
a2 62 AD oder (AxD¥s 1. Mithin ist auch (B p Ee)=(Cy L) | oder

B2 k2. e und C*. 7% ¢ & womit alles bewicsen ist,

2, Sind aben vier bheliehize reclle oder imaginiire Zahlen, fermer N OFP

dred |I|‘|il'|!i_‘_"l' reclle NMoonkte ciner reellen Ehene oder [‘;II:_"r]. und werden die Punkte
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ABCDEFGHJKELMz3yEzL anf der betretfenden Ebene oder Kugel so hestimmt,
dass, falls fitr das Doppelverhiiltnis (N 'O X} einfach X gesetat wirl

o A atrR—=ht =l D —=aip? B =h¥n; W —cin*:

2. —hen: H= cans J=—=alhn:K hen: L can: M albin:

S.ox=anle(b—a)+bnic—a)|:]le—a n(h—a):
fi=hn[alc Iy cnia h] s fa hi—+n(ec— hil:
y=cnl|bia ch=lan(h o L e nia ¢l
g—anlhfa—e¢ cn (ly—a)):[h—a n{a—el:
g hnfe(h—a anfe—hj:ife —b--n(h—aj

ale—hi4-hnfa—ei]:fja—e-lnfe—Nh], umd werden endlich

L dies Involubonen A%, D3 B E2: G P0G K2 H2 L2 M2 st 68

#.0% der Reihe nach als dureh die Kobdrenten Punktfelderpaare ta,

th, te, td, te, tf, tu, tv, tw erzevgt gedacht (wobei die Felder abe mit
den ;‘I|-in'h||c-';_-.-||-||n|-r|-|| Zahlen abe nieht zu verweehseln sind), 80 Kommen
den Punkten ABCDEFGHJELMNOPapysel und den Kohiventen
Felderm abede ftunvw folzende Eigenschaften zu:
Es hestehen
O. die 25 Tovolutionen

B GE. G K2 0N CDO AR HA LR QN AT B2 M O N

BE.CK. (i K: CF.AD.HL; AD.BE_JM:

BOIER. GE: CA WD HL: ABOIDVE. JM;

BC.Ey.Ke: CA, o T AB.DB.M¢g;

BiE Ay e CA.Ha. DC: ABlp ES

EF.BL.GE; FD.Ca.Hy B s e = e

EF.CH.KL; DAy . L5; DE.Ba.Mes;
N2, O GRK. HL.JM: 5. 0e.vC;

die 10 direkt inversen Bezichungen:
6. AHMBEAR DLJey; BIKyEREMGL2; COGLxe/XRFKHES:
T.BEFKyARBCGE:; CADLa7N CAHEL: ABEMBZR ABJIDS;
DEJBe K DEAMz: EFGCERERFBKE; FEDHASR EDCLy;
ABECNOADERNO

und die Gleichunezen hei den Doppelverhiiltnissen :

S (BCrye) = (EFLB) = (B LFG (FEBGY=(EFCK)=(CBEK
BCFK)= (FEBK (EFCG CBEG ViBCEE)
nih*—e*p: (n® Lihe: (CAwl (D ey (CADI) = ({DFGH

FDAL (ACKEL CADL)=—(DFCL)=—(FDAH)=—(ACFH)

FCADF)=n(ect—a%:m?*—1)ca: (ABfg) =(DEee) = (ABLEJ)

(EDATN=(DEBM =(BADM) (ABEM) (EDAM)=—(DEBJ)
(BADJI) =V {ABED)=n{(a* %)= (n? Ly:achs
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. (CLGe)=(FHK& =(ec—a:(a-+b)(c—a); (AMHRB) = (DJLe)

fea—Db?):(bh-te)fa—b); (BRI )=(EGM{)=(ab—e?*):{c+a) (h—c);
(E M ) (BJK &)= (a2—he): (c--a) (a I - 'i"|{]|l';| = (G L g)
(h2—eca):(a--h)(bh—ec); (DLJy)=(AHM)=(c?*—ab):(h}-c¢)(c—a);

(GHJK) = (a ) (e a): 2a(h ¢): (HJGL) (h—e) (a I} :
2hfe-=a): (JGHM)= (e—a)(b-|+-e):2ec(a h); (ADLea)=(AHFL)
(n—1)alh—e):(e—a)(a—bn); (BEME)=(BJDE&=(n Lyhie—a):
| biib cnj: Ii’l"lx';l."l{'lii".z_l. = (11 1) e (a by : (h—e) (e anl:
(CD L) (CHEC) (h c)(e+4anj:(e a) (e-=bn); (AEMB)
(ALY e) (e a)(n = hn):(a Wfa-ten); (BFKy)=(BGE:)=
(a—Db) (bh-f-en) (b —e) (h=l-an); (DAMe)=(DJBe)=(n—1)a(b —e):
fn—Db){c—an); (EBKB)=(EGCL =(n IYh (e—a):(h—e¢)(a b :
(PCLYY=(FPHAS) =Mm—1)e(a—Dh):(c—a)(b—en): (EAMaz)=(EJBE)

(h ¢)(a—-bn):{a b) (e~ bu); (FBKB)=(FGCL)=—(c—a).
(b-ten):i(b—elfa-t-cn); (DCLyI=((DHAS) = —(a—h)(c-l-an): (c—a).
{b—-an); (CGL«) = (FKIIE) a(b—e):(e —a)(a—t-h); (AHME)
(DL e) = hie a):(a—h)(b—+c); (BIJKy)=(EMGL)=—¢c(a—Dh):
(h—elle-a); (EGMa)=(BIKJ&) a(b-—e):(a—Dh)(e-a); (FHIKEH)

(CLGej=—Nhiec—a):(b—e}fa-h); (DIJLy)=(AMHLT) cla—b):

(e—a)(b-te):(AJDe)=(a—b)(e—an)(a--bn):{e—a)n—hbn) (b-|-an):
(BGER) = (b ) (a hn) (h--en):(a b (h en}(e—hn); (CHEF)

(e—a)(b—en)(e-Lan):(h—e)(e—an){a-en); (AMDS)=(c—a)(a—bn).
(h—-an):(a b) (bh—an)(a<l-en): (BKE:s) =(a by (h ca)(e-bnj:
(b—e¢) (e—hn) (b-1-an): (CLEFC)=(b—e)(e anj(a--cnj:(e—aj(a—en),
{eFbn); (AHD &) =(a—Db) (e—an) (a-cn): (e—a) (a— bn) (¢ -} an);
(BJEB) = (b—¢)(a—bu)(b-}-an): (a—Db) (h—en) (a4 bn); (CGFY)

(¢ a)(h cn) (e—=bn)s (b —e)(e—an) (b-Fecn): (ALD&S=(c—a).
1 en)(h-f-an):(a b (e an) (a-cn); (BMEs) = (a—h) (b—an).
( )b el buj(h--an); (CKIE) (b el (e bl ia ¢l
(e ajl(b—ecn (e b n}.

Bei den Felderpaaren be, eca, ab sind d, e, £ heziiglich Potenzfelder. Dabei

bilden d el ein Bischel,

2. Die Felder aetvw, hfdwn und edeny berithren der Reihe nach je zwei

wit ¢ koléirente Punktfelder n,ow,, v, v, ond w, w,. Dabei ist { Potenzfeld
bei jedem der 3 letzten Felderpaare.

3. Ehenso berithren die Felder bevw, cawu,abiny heziiglich je zwei mit

kobiirente Felder xx', yy', z2'. Dabei hilden hei gehiviger Anordmmg der
G letzten Felder die folgenden nyz, vax, wxy, uy'z, vz's, wx'y" jo ein

Biischel, mnd tist Potenzfeld bei jedem der 3 Paare xx', vy' und z#'.




14. Durch 1., 2. mud G, und ebenso dureh 1., 2. und 7. sind die Punkte =

| +fell eindentiz bestimmt, nnd zwar auf dieselbe Weise wie dureh 3.

J Beweis, Bezeichnet man mit (e A) den Ziihler des Broches, der sich fiir
et A crgiebt, wenn man fiir 2 und A die oben bei 1., 2., 30 angezebenen Werte
einsetzt, so erhilt wan

(o )= == n)a(¢c—a)(a VB S A B i — (e—a)(e—an)(ct+bn
2 1) n(lt+njafa—Dbh)(e—an) i (zBE)=—nia—b){c4bn){a—hn
[ (s nie—{bujhe L) 1) naih ¢)ie a
| naib chia TRTHE o & nia hi%ie amnjie-bn
BA)=—(a hy(fa—hn)la—-en); A= 1-Fn)hia by (1 G
gl il iy h(h—e)(a I B I nh—ej{a—-cnj(b—end:
(B Hy=un(a-|-en)(ca—Dh*; (FR)=nh{c—a)(h—en);
(M) nbfe—a})(a b (fO=—nh—c)a bu(a-4-cn):
ke 15 h elih enlib } a1 - l'l"['_l = L] .-||]1'|\|| cyle—anj:
(y I ne a)(b-fan)e an;i (= n{l-}njefe—a)(b—en);
(1) n{b--an)iab ikt (v K) I (4 by —en):
rLy=nc¢(a— h)(c—an); (v & nfe—a)(h—en)(b4 an);
s nja(a—h)(a-—en): (&B)=(a bj(b—en)(h-{an);:
(& 1) niHdl—unla(e—a)(bhan): (BEF)= niec—a)(b—eaen){a--cn);
I".-”I nalh ¢y (A ' ¢y} : |,;:.||:' |1.'t||r |'||!| —anj:
(6 K) nh'—ean) (biec —a2); (8 fl=na —h)®(b—en)(a-ten);
|Ei:| 11 nihih I'Hll { anj: (e () '|||— e ;||||||'-{-||[||_'
()= 1 (il hyie any(b=+an): (¢ E) il n) b (a bj(e hn);
. (glx) =nbic—a)le~ hn); e ) nlhr{e—a)(b-an):
: (e 1) 1 an)(ca h#) () 1 ) (e an)(b<4 an):
[CA)=(c—a)(an—ln)(a-t-cn); |G == njeje—aj(e4=bn;
cH nib—e)(a— b} (e bnl; (Z17) nil njelh— e)ia--enl:
(EG)=mne(a—h) (e hn): (CH)=ne¢(n—Db) (a-en);
(EM) = TR hn)fabh—¢?): (Cey=n(ec—a)2(a—Dbn) (e--hn).
Aus diesen Formeln und ang 1. ound 2. ergeben sich die Gleichungen 8., 9.
and 100 nnd ans diesen die Involutionen H. umd die inversen Begiehuneen 6. und 7.
|'i+' ‘l|~'|‘l'|llll:.."|'lt Booan ]\l'l'll-illl|lllll;: rllil d||'||| .“"~;|[;.n'.q' ]| |J||1| |:|i|.~ |u.-i .-:. .-|||.:'|-;_"|'|||'||;'
lnvolution G H LM in Verbindung mit dem Satze 18, liefern die Behauptung 11,
Wewen G, gilt der Satz 20, und somit die ]'.|'||:lt|]|IL|||-_'; 12, D nach 8. dlye /N
= EFCE; CAal R FDey; ABBS A DEex ist, s0 beriihren nach dem Satze 200,
! die  Felder bevw, cawun, abuy heziiglich je zwei PFelder xx, vy, 2z, Die

2 kohiirenten  Felder CaAe" A FeD D" haben mit den 2 kohiirenten Feldern
DaBEg' 7N ASBY ein und nur ecin Paar entsprechender Punkte o' = und 4'=2
gemein,  Es 8t néiimlich (e—0) (8—D) (o' —A) (' —F)=(z— A) (8 — ) (o — ).

(' —1D) und (z—D) (82—DB) (o' —E) (L A =(a—L) (—A)(g'—D) (P —B),



oder, wenn @o'=wo--« und '=d-}& gesetut wird, [(z— C)(E—D)— (x— A).
(6— EMod—-(A—C) (a— D) (& [} == (1 — 1) (= ) (a— Oy =0, [(z—D),
(5—B)—(x—E)(E—A)] gd-HE—D)(E—B) (E—A) g (A—B) (z— D) (z— E)d

O, Eliminiert man $, so erhiilt man

|-'l:r. L

3y OF

D) —(a—A)(E—=FY o4 (F =1} (a—A) (a— ), (A—C)(E 1) (E—TI
(e—D)E—DB)—(8—E)(&—A)] g4 (A—B)(a—D)(z—E) (E—D)(—A)(E—B)
Wie aus 1., 2. und 3. hervorgeht, ist aber (A — C)(E—D)E—T)(A B){z— ).
(2—EY=(E—IN(E—A) (& 3 (F DN{z— A)(z— (), Die Form der obigen Gleich
ung ist mithin Q. =0, ader z 0 oder o'=a ete. Auz diesem Grande beriihren

!
==
|

nach dem Satze 21, die Felder yz (und ebenso ¥ 2" einander und. bilden mit u
ein Biischel.  Die Behanptungen 14, lassen sich in diholicher Weise als richtig
bewelsen wie der letate Teil von 15,

Anmerkung. Werden an Stelle der Zahlen a, b, e, n die Zahlen a, b, e, —n,

||1||‘I' fa, ||, G, 1, ul||'|' il Iy, i, 11, IH||'|' i, ||, | i | 1A u:||'|' LIRS ||, =, Y. m||'|' H

b, — ¢, n; oder a;h, — ¢, n cesetzt, 50 bleiben nach 1. die Punkte A, B, C, D, E, IF
vollstiindig unveriindert. Die Punkte G HJK LM erscheinen nach 2. zwar wieder,
aber in ciner anderen Reihenfolge. Die Punkte «fy8eC dagegen sind nach 3.
Jedesmal 6 ganz neone Punkte, wenn die Zahlen aben in kemner Abliingiockeit von
einander stehen,

20, Sind aben vier belichige reclle ader imaginéive Xahlen und setzt man
[ A=2a1n: B=2h+tun; O=2cH4n:D=2a n;:BE=2h ;= 2ec 1

G=b-}e: H=ec-}-n;: J=a-4b; K L—M o o= [2a(bh—e n(b-e

2a)] = (b )= [2Dh(c a)—-n{e—-a 2] (e n)E [Zela 1y} =
1n(a I ] i b= [2 (e 1 %) i (b — )] s (b -« 20 E Y (e

h#) (TR 1] : (¢ 1 2 [y < [Z ab l n(a bl (a Ii—2% odler
I, A Za-|+ny B A T 2et+n;D=2a—n;E=2h Vi | 20 1
L& H J=00; K bty L=c-tasM=ath; e=[2(be—a*)—--u(b—ed}:
{1y |--|- dal: I: |.'_J ¢ Iy 2% ¢ .'|'-i i b a f_’|ri: T |:J|;||r =)
n(a hjlsfa——"b—2e¢)s &= [2a(b—o wib-+e—=2a)] s (b—e); e=[2 Db (c—a

niea—=2hj:le—a); C=[2e(a by—nia—-h—2¢)]:(a by, oder TIL
\ 2a n: B Z2h—-n; € 2e-n: = 2a | iy — = i 1l
( h-le: H J I [ e+ a: M 1 h: = [Za(b i nih {
- 2a)):(b—« 2t P h—m ;o i e I1 | I
g L n=0,C==2h—n I, oder I'V. A 2a-t+n: B I —-m: A 1l
1) da—mn; | 2 hi—ms | 2e—my G=TT.=NM H=c4|a: 1l i ]
K hde: = ; Gi=1 M p=2« 1 =ty 1l I3 5
[2a(h e)+n(b~-c 4 2a): (b e+ 2n); e=2bht-n=8: [=2¢—n=1I", oder
V. A=2a-}n; B b C=2¢-Lu; D la—n; E=2h—n;1 2e—1
(i ] I H=c<4-a; K=hd-« M 1-b; a=2afn=47A; §

[2h{e—a)—n(eta4-2b)]:(e—a—2n); y=2c—n=1I, §=2c¢—n=F;




N T TR T e S L TP 2000 e i RS S T

34

— ] (¥ L; E=2a-}n A: ader VLA =2a-l n:B=2h-1n: (0 =2edn;

D=2a—mn; E=2b—n: F=2c—n: G=b-te,H=K=M=0ca; I=a--b;
=ceas a—de-Ln— s B—no—HN=NM=FK; —85—93—n-—T) ‘¢
[2h{e—a)—tn(c4a--2bh)]:(c —ad-2n); E=2e-}-n=C, ader VII. A=2a-l-n;

B=2b-kn; C=2c4-n; D=2a—n, E=2h—n: I'=2¢—n; G=I11=M

J=a4h; K=b-+te; L=cta; a=e=2a—n=1[; f==2h-}n=18;
vi—=[20c(a by n(a--bh-1-2 ¢)] : (a h 2mn): C=ce = (k=—"TH= M, oder
VIII. A=2at-n; B=2h-tn; (=2e¢tn:D=2a—n: E=2h—n: F=2¢—n:
G=btec;H=cta; J=K=L=co: M=atb:a=c=2h—n—=E:f—=3

=20-Fn=A; y=¢C I=K=L;t=[2¢(a—b)-|n(a-1-h-4-2¢)]:(a—b}2n),

so welten von den Ponkten ABCDEFGHJIE LM zpvdel und den dayon ab
VaW, Wox¥# in jedem der 8 Fiille im

leich benannten Gebilden i 23,

hiingigen Punktfeldern abedeftuvwu, n,v,

wesentlichen dieselben Sitze wie von den g
Beweis. Derzelbe kamm fir jeden der 8 Fille in derselben Weise wie hei 24

.:'l'|'ii|||'l werden. Desser st es _it‘|||1r'||, 25, als emmen besonderen Fall von 24, and der

dazu gehidrigen Anmerkung anzusehen. Bei 24, haben die kohirventen Felder A I3

CNOARDEEFNO zwei getrennte Doppelpunkte N und O, hei 25, dagezen aul
einander fallende N 0. Ist X Jll':'_"l'llll ein Ponkt bei 24, und X' der diesem ent

sprechende bei 25, und setut man a=o-4(2d-}-p):25; b=o-(Zetp):2s;

r s (2f}p):2a; n Il +pio? X'=Lim(X—a*_,_ ., so erhilt man
! - ) ) 241 Vo A .

[. A'— Lim (A g°) = Liam (a®*— 6¢2) = Lim [(o .,l B)2__ g2 = 24 p; B

Lim(B—sf)=2e--p; '=Lim ((l—s¥=2f-}-p ete. Ersetzt man defpA’ B ete.
hinterdrein dureh aben A B C ete, so erhialt man die Formeln | von 25, In gleicher
Weise sind die Formeln H-—VIIT von 25. erhiltlich, wenn man die auf 24, folgende
Bemerkung heriicksichtigt,

203, Sin t:_u: J(<)(s) bei 4 Kreisen abed beziiglich veriinderliche Peripherie

= Vs

punkte, so erzengen die Pole XYZU 4 Kkohiirente Punktfelder, die mit a’h' ¢/ @'

hezeichnet werden wigen, Beriihven sieh die Felder 2’ und I, oder sehneiden sie
sich reehtwinklie, so soll dasselbe anch von den Kreisen a und b ausgesast werden;
bilden die Felder a'h'e’d” ein Biisehel, so sollen aueh die Kreise abed als solehe
eines Biischels bezeichnet werden: ist ¢f ein Potengfeld von a'ly, s0 soll ¢ emn
Potenzkreis von ab heissen, mnd ist d° das Orthogonalfeld yon a’hie’, so soll
als der Orthogonalkreis von abe gelten. Diese Definitionen  stimmen  mit  den
gebriimeblichen iiberein, wenn abed reelle Kreise sind; sie sind Erweiternngen der

letzteren,



II1I. Abschnitt.

Analvsis zur Kongtruktion (V). Bilden bei den Kreisen abe die Kreise
xyz eine Lisung, und wird ein verinderlicher reeller Punkt 5 als Siidpol von je
6 Poankten 1;-:“_.%]{-:-:”;“%“;] dicser Kreislinien angesehen, so erzengen die ver-
inderlichen Norvdpole abexyz, migen die eleich benannten 6 Kreise reell oder
imaginir sein, 6 kohirente Punktfelder abexyz, bei denen a und y, a und =z,

oomd oz, boond x, e ound x, ¢ und v, ¥ und z, z und x und endlich x und vy ein-

ander beriihren, nnd zwar etwa in den Punkten p,%,0, 27,25 8,7 Dabei hilden
keing 3 unter den 6 Feldern ecin Biischel. Das Orthogonalfeld t (Satz 5) der
hekanuten Felder ab e mige von diesen in den Punktepaaren A D, BE, CF geschnitten
werden. ]'irjl-lli:_"vll Potenztelder d,e,f von be,ca,ab, die ;‘ll'il'||'.{l"|li.u' die Felder
X, v. 2 hestiglich rechtwinklig  schneiden, bilden ein Bigchel (Satz 13) und  miigen
das Orthogonalfeld ¢ o den Punktepaaven G K, H L, JM treffen. Die 3 koldirenten

Felder n, v, w, die mit t je eine Involution bilden nnd mit den Felderpaaren vz, zx,x vy

heziiglich je cinem Biischel angehiiren, mogen von t in den Punktepaaren 8, fe, v
mung der Punkte ABCDEFGHJK LM
it eindentiz festeelegt, indem A mit D, B mit E;, C mit I, G mit K,

t L, J mit M, « mit 8, § mit € nnd v mit T vertanschbar ist. Ein beliehiger

gesehnitten werden. Damit ist die Bezeic

afr &l noch nie
I mi

der beiden Schnittpunkte von a und t sei A Diese Dezeiclnungsweise werde von
nun ab bestiindig festgehalten, Der zweite Selmittponkt von o und ¢ oist dann 1.
Nach 11, 14 besteht cine von den 2 Involutionen AE.BD.JM und AB.DE.JM.
Man denke sieh nun die Selmittpunkte B ound E des Feldes b mit dem Orthogonal
felde t so gewiillt, dass die erste dieser 2 Involutionen besteht. Es gilt zleichfalls
naeh I1, 14 eine der 2 Involotionen BE.CE.GEK ond BC.EF.G K. Man bezeichne
iie Sehnittpunkte C und F von t mit ¢ so, dass wieder die erste dieser 2 Involutionen
eitltig ist, Nach 11, 14 in Verbindung mit 11, 13 und 19 hestebt dann die Involution
CDUAF 2 LA Aol diese Art lassen sich die Selmittpunkte von t mit abe ein

deutig bezeichnen. Nach I1, 1T ist Ay Bi=(BCFG)=(LE

tCK) oder (Aty'p)

i = (A (DA L) oder

0
(ppe v )=(CADL)=(FDAH) und entweder (zop’2)=(ABEJ)=(DEBM) oder

]

(BOCFRK)=(EFC{), ferner entweder (pp

(ofe Il =(ABEM =(IYEBR.J). Die Punkte x’lj"lr'?_:'.:L:;j*_ sind vou vornherein ein-

dentizg bestimmt.  Man wiihle, nm aneh die Schoittpunkte von t mit def in cindeutiger
Weise bezeichnet zu erhalten, dieselben so, dass von den obigen Bedingungen die jedes

maligen ersten gelten, Naeh T, 20 ist hei riehtiger Bezeichnung der Sehnittpunkte von

t mit uvw (Aty' [ =(BCre)=(EFLR); (ppz'y)=(CAal)=(FD&y); (xof'z)=
(ABBE)=(DEex). Hierdoreh sind aneh die Punkie zfycel ecindentig festoelegt.
Hicraus umd aus den obigen Bezichungen folgt (B Cye) =(EFLR) =(BUIG); (CA D)

=(FDéy)=(CADH); (ADB Ii-;.:l - (DEzz)=(ADBEJ), und hierans, unter Beriicksieh-
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tignng von I1, 14: 2, BCFKyABCGEe; DEJBe7 R DEAMz; CADLaR CAHFL:
EFGCIAREFBRKE; ABEMBZRABIDE; FDHAZBRFDCLy. Damit ist, streng
genommen, die Analysis beendet. Denn aus den Kreisen abe ergeben sich die
gleichbenannten Punktfelder samt ihrem Orthogonalfelde t und den Schuittpunkten
ABCDEFEF. Aus letsteren folgen die Punkte GHJKLM als Dappelpunkte der
oligen Tnvolutionen 1, BF.CE.G*. K2: D AF H2. L2 AE.BD.J2. M2 nnd ans

iden Beziechungen 2. die Punkte ofv8z8 Denki man sich nimlich die Punlkte

vewlfgy verinderlich, bezeichmet sie mit 2’2 UF'8 " und lisst sie den Be
dinguungen 2. der Reihe nach unterworfen sein, so ist Y E AR ™A BANe Ay

IH|_1‘|' i _:"\ ""', .'I'Ill‘l' ||_r|' Jll.'illi':ll lit'il'l' I"IEII'ij_','l'lIri illlr L'ill.‘ll|d|l'|' ".'||||']|i||'||| [Jlntu|||,-F||.l|'n|._[4-

der leicht herstellbaren koliirenten Felder y' 78 y" ist der gesuchte Punkt v, Aus y
ergeben sich nach 2. linear die Punkte exCp8.  Mittels der Punkte ABCDEF G H
JRLMapy8:C lassen sich dann die Felder uvwxyz und damit auch die gesnehten
Kreise xyz herstellen. Die angedentete Konstruktion der Punkte afpyael lasst sich
jedoeh bedeuntend vercinfachen. Sind néimlich die Doppelpunkte N O der kohdirenten
Felder ABCNOZRDEFNO zwei von einander verschiedene Punkte, was im  all
gemeinen der Fall ist (ist N=0, so dindert sich wegen II, 25 im wesentlichen
nichts an der Il.".l_:l'|-llll'|| Betrachtung), und setzt man ilire Koordinaten eleieh e
heziiglich gleich Null und die von A,B,C,D gleich a% b%e%a?n?, so wird wegen
ABCNOARDEFPNO:E=02n® und F=ec2n® und ferner weeen 1., bei ge-
hiiriger Auswahll der Yorzeichen von a, hye,n;,G=—hen: H can: J— abn:
K=Dben; L=can; M=abn. Aus den Bezichungen 2., die mit denen von I1, 24, Nr. 7
identiseh sind, folgen aber nach II, 24, Nr. 14 in cindeutizer Weise die bei I1, 24

F

unter Nr. 3 angegebenen Koordinaten von zBv8eC und aus letzteren die bei 11, 24
h

anter Nr. 6 angefihreten Relationen, die sieh aue folrendermassen sehreiben lassen:
3 0LGaNFHRKES; EMGaZARBIKG: AMHAZRDILe; K HERCGLe; BRIy
AEGMT: DLJyAR AHME Hiernach lassen sich die Punkte wflytel leichter als

auf die oben angegebene Art konstruoieren.

Beweis zur Konstruktion (V). Sind abe veriinderliche Punkte, die
den Beziehungen N, Ny Ny, a/x O, 0, O, b X P, P, Py ¢ geniigen, so0 sind dadureh
3 kohirente Punktfelder, die gleiehfalls a be heissen migen, bestimmt, Nach 2, 1
der Konstruktion (V) ist 0, 0, O, A, D, b 7xX P, P, P, A, Dye; P, P, P, B, E ¢7%
Ny Ny N By Ega; Ny NoN, G, Foa7n 0, 0,0, C, Fy b. Naeh II, 5 gehtrt zu den
& Feldern abe ein und nue ein Orthogonalfeld 5 dasselbe leisse t. Nach dem Satze
I, 3 ist A,Dy.et; A, D, .bt mnd B, E;.et: B, E,.at. Daraus ergieht sich
B, E, .C, Iy .at und in gleicher Weise C,F, . A,D,. bt und A, D,.B.E. .ct.
Hierans und aus 2, 11T der Konstruktion (V) folegt A2 . D* . at: B2.E2. ht: (2
Wegen 3. der Kopstruktion (V) sind nach der Umkehrung des Satzes I1, 14 die
dureh G2 K2, dt; H*. L2, et 12, M2 't hestimmten 3 kohiirenten Punktfelder (L eLT
hexiiglich bei den Felderpaaren be, ea, ab Potenzfelder und bilden nach dem
Satze I, 18 ein Biischel, indem naeh 11, 19 die Involotion G K.HIL .J M besteht.
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1
AeKE C AKSCE . Da ausserdem noch nach 4, I der Konstruktion (V)

CGLOF REKHOC F, so ist CGLCGF, e/ X FKHC F-8 oder CGLa A
FKHZ In gleicher Weise lisst sich die Relation CGLe7R FRKHE ableiten. Mithin

Nach 4, IT der Konsfruktion (V) ist B, E, .G, F, . K«.G8, Hieraus folgt G« C, F

ist. wenn man ansserdem noch eyklisch weitergeht, CG Lxe/R FK HE By AHMBL
ADLJey: BIKy8 A EMGDa Genan so wie bei der Analysis kann man hier
zeizen, dass bei richtiger Wabl der Zahlen aben die hier vorkommenden Punkte
ABCDEFGHIJIKLM mit den gleich bezeichneten von 11, 24 vesp. 11, 25 identisch
sind,  Die zuletzt entwickelten Relationen stimmen mit denen der Nummer 6 von
I, 24 vollstiindig tiberein. Somit sind nach I, 24, Nr. 14 anch die obizen Punkte
2 pyoel mit den gleich bezeichneten Punkten von 11, 24 identisch. Demmach gilt
von unseren Punkten ABCDEFGHJK LM« y2el alles unter I, 24 Gesagte.
Naech IT, 24 Nr. 8 ist BCye /A i",|'L;_1: CAcel A FED&y; ABRE AN DE=x. Es findet
sich also bei b, T der Konstruktion (V) kein Widersprueh vor. Ferner sind nach
I[, 24 Nr. 4 die durch =2.5%. tu: pr.et. bty v7.0% . bw bestimmten Felder mit den
sleichbezeichneten von II, 24 identiseh. Somit beriihven naeh TII, 24, Nr. 15 die
Felder bevw, cawn, abuyv beztiglich je 2 mit t kohdirente Felder xx', v y', 2%,
und zwar bei gehiriger Anordnung der letzteren so, dass un die Felder yz, v die
Felder zx, und w die Felder xy in je einem und demselben Punkte beriihrt.
Durch die Operationen 5, I—IV der Konstroktion (V) sind nach 11, 23, 11, 21 und
[T, 20 die beziiglichen Beriihrungspunkte «', 8 v, % A 1k p, 5,7 YO0 UYZ, VZX, WXV,
az, hx, ey, ay, bz, ex und die Schnittpunktepaare UX, VY, WZ von t mit
<, v,z hergestellt. Wegen 6, | der Konstruktion (V) ist B2 E2 LA bt; €, F*,
vl ety R 0oy " awihy PRt BB, viii Es entsprechien alsorden Punkten Aty
des Feldes t beziiglich die Punkte & von b, = von e, T VO W 1l I'j' von v, Ie
4 letzten Ponkte sind aber nach dem Obigen gleichzeitiz Punkte des Feldes x.
Ferner sind UX l[i.l' Sehnittponkte von t mit x. Die Beziehung der Felder x und t ist
damit (mehr alz ansreichend) festgelegt: Aty P UXX AN T Y ' UX L Ebenso isf
peeyVY y /R plefey" VYt und 2o fla' WXz 7R v o' B a" WZt. Den kolirenten
Punktfeldern abetx yz sollen nun gleich benannte Kreise angeordnet werden, und
zwar den Feldern abe anf die bereits erwiihnte Weise die gegebenen Kreise abe; die
entsprechenden Punkte der Felder abetxyz sollen bei den gleichbenannten Kreisen
als Nordpole von Peripheriepunkten gelten, deren Siidpole jedesmal zusammenfallen.

Wogen 1 und 6, 11 der Konstraktion (V) sind (%) (5) (3) (V) (3+) (W) (52) ()

I;H: (%) Punkte des gegebenen Kreises a. Aus A2. D2 _at und A2. D2 % .pp’.

UULVV.WW. XX .YY .27 (6, 1 der Konstruktion V) folgt UV W' X'Y'Z'%pa
AUVWXYZ« g't. Mithin sind (H.) (V) (We) o) (¥) (Bo) () () Punkte des

.a

Kreises t. Wegen 0, O, O, ha VS, 5. 5, P B b R S w6, 11 der
Konstruktion V) und weeen 1. der Konstroktion sind [l__i: J{‘: ) ( I_f J ( ,. ) : | Punkte

des Kreises boond [i;'b[ L:ILL].ll:I:j 1-] Punkte des kreises e. Da ausserdem noely
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die Involutionen B*. E2.A) a5 . bt und C2.F2. pp’ w3, et (0, [ der Konsteoktion V)

bestehen, so simd anch |.j' ) ( :. ) und L' i lf-'I,] Punkte des Kreises t. Weeen 6, 111

der Konstroktion (V) sind ( |l1 { : a ) R I ; H J ( '| gechs Punkte eines Kreizes.

Dieser Kreis ist mit £ identisch; weil er mit £ in 3 Pounkten tihereingtimmt. Da
U N AW e X | £ L

demnach (o ) (g ) (e ) U ) Uy ) Uz ) e ) G5, _ : [ ,

des Kreizses t sind und nach dem Obigen die 3 Relationen Azy" 3 UXx /A X" 3

UXt: ppa' Y VYy A pelaY" VYt xofa WHz A 2 o' f"2"WEZt bestehen, 10

gind ¢;'_,,14';_..11:-j:.,_|{{:f.r[f..,| |j_':f..3 Punkte des Kreises x, (",) (%) |*_::..'|[j.:j“-”t,_n-:_ﬂ
Funkte des Kreises y und thI IH’H:::H;'1 Punkte des Kreises z. Naeh

tlem Satze T1. 24 beriibren einander die Felder vz (inat], mx(in By X (I o)
az (in %), bx (in &), ey (in g), ay (in g}, bz (in 3) und ex (in 7). Dabei hilden
die Felder keines der 4 Tripel xyz, ayz, bzx, exy ein Biischel. Mithin berithren
einander (nach I, 26) aueh die diesen Feldern entsprechenden Kreise, und zwar

. 3 [ . 2 3 : E T ¥ )
vz in dem Punkte o)y ZX 100 (5 ), XY 0, ), 62 1N |_:..J, hx in i,--i- ey m (-],

Ly an {55, hizan I:I und ex in (5 ). Dabei bilden die Kreise keines der 4 '|‘|':i|||-]

XYZ ayz bzx, exy ein Biischel.

Determination. Aug der Analysizs und dem Beweise geht hervor, dass die
Konstruktion (V) alle Lisungen der gestellten Aufoabe licfert. Diese Konstruktion
licfert aber nach dem Obigen im allgemeinen, wenn keine 2 unter den 3 gegehencn

Kreisen sieh beriihren, G4 Lisungen. In besonderen Fillen sinkt diese Anzalil anl’ 16,

L odder 2 herah. Werden niimlich die Zahlen aben von 11 24 20 cewiililt, dasg {oleende

und nur folzende Bezichungen swisehen ibnen bestehen: 1. a hin, ¥ a=hn
onts Ao hn=ecn*=an? (m: dritte Einheitswurzel), ferner fiir Limes=10, 4. n =g,

n =g Been a.b I.n lise: Gia—o h—cimn—l:o0 T a—agh—cgc—1

1l l:g® so beriihren sich unter den zn diesen Zahlen sehirigen  gegehenen

3 Kreisen bei 1. ader 4. die cines einzigen Paarves, bei 2. oder 5. oder 6. die zweier
und nur zweier Paare, und bei 3. oder 7. die aller Paare. Auch das Umgekehrie
findet =statt. Yo 5 recchenen Kreisen echioren tm Siome von L 24 (oder 25) stefs
i Zahlentripel a:l

die Relation 1. und bei den 2 dibrigen die Relation 4.: findet bei den Kreisen ein

ze, 1. Beriibiven sieh 2 der Kreise, so hesteht hei 2 der Tripe

sweimaliges Beriihren statt, so eilt bei einem der 4 ]/,:|I|I|-||||-i|n-| die Bezichung 2.,

bei einem gwetten die Beziehung 5, und bei den 2 ithrigen die Bezichung 6.; Kommen

endlich & DBertileungspunkte bei den Kreisen vor, 20 besteht hei einem der Tripe

die Relation 3. und bei den 3 dibrigen die Relation 7. Berficksiehtigt man die zu

[T, 24 pehiirige Anmerkung wid berechnet nach TL 24 die Werte von ABCDE

HIKLMaxEy8el, so ergieht sich, dass zun einem Zallentripel a:b:e,n mit der

Bedingunge 1., 2. oder 3. beziiglich 8, 4 oder 2 gewiinschte Lisuneen, also Lisungen

von der Eigenschaft gehdren, dass unter den 6 Kreisen alex vz keine 3 ein Bitschel
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bilden, Die Fiille 4., b, 7. und ausserdem noeh digjenigen, in denen unter den
socehenen 3 Kreisen ciner, zwei oder alle in Nullkreige ausarten, liefern Keine
cowiinschte allgemeine, soudern unr besondere, itbrigens durehweg leicht herstellbare
Lisuneen, Demnach hat das in der oben angegebenen Fassung  gestellte verall
gemeinerte Malfattizsche Problem 64, 16, 4 oder 2 Liosungen, je nachdem bei den 3 g

oebenen Kreisen ein paarweises Berithren keinmal, ein-, zwei- ader dreimal stattfindet,

Zusitze. In den aunf die Konstroktion (V) folgenden Bemerkungen werden
Abiinderangen  derselben olme Beweis angegehben. Es soll nun zuniichst gezeigt
werden, dass die nach 2. der Konstruktion (V) bestimmten Punkte ABCDEFPF
ientiseh sind mit den gleichbezeichneten der Anmerkungen. Beir dem folgenden
Beweise sind unter ABCDER... stets die anf die erste Art bestinonten Punkie
gemeint. Nach 1. und 2. der Konstruktion (V), nach den dazn gehirigen An-
merkungen und nach dem soehen gefitheien Beweise ist: P, P, Py B E, 75 N, No Ny B I

P, Poal, Ne 7N Ny Py Nabi Hieraus: folet Py PoaP, Ny By 1B, 75 Ny Ny Py Ny biBy E,
und hicraus N, 1% B, By 75 Ny b B, By oder N2 Py b B, By, Statt Py D% N, g kann aneh
N. % gt Py b oeesetzt werden. Mithin ist Ng% e® Py LB, E,, und somit By% E &N, g
0y By AR, N, B, B, oder P2 Nya. B, 1.
e Noa. B Ey,

P, e. Demnach besteht unter Berticksichtigung vou B, % 15 Ny o

Aug der obigen Relation folgt noch |

Hieraus wud aus N, ® a2, ¢, woliic aneh P, £ ¢*. N, atreten kann, folzt 1,2
und Tierans B, 2 E, 2
die Involution B, 1, %P, e N, &. Da ferner noeh die Involutionen Pye. Ngg. 0O, i
und B, B, . Co 1 AL D2 oder B2 1,2 A D gelten, so ist B 2 E 2 Pye Nye 00, AL,
Aunf dieselbe Weise erhilt man ans N, N, N, O, F, 72O, 0,0, G Fi3 Ny Ny eNy Oy
750, 0, N, 0y'd; Ny2d® 0,0 0,208 N Nof. 0, 1Py ki By E, .Gy Fy A% DY die
Involution Cy% F, 2N 0.0, b Py k. A D Aus den 2 zuletzt abgeleiteten Involutionen
folet DAN, O, P, A ADrie R ADIKk, Da ausserdem noch gilek 7K fhekm ist,
so ist ADgilek 7 ADfhekm. Hierans folgt DAl A ADek oder e2 AD Kkl Da
augserdem noeh 12 k2% en oder e¢2n?lk ist, o ist e2n®k1.AD oder A% D en.
hus der obigen Relation folet noch DAKe 78 A Dk oder k2 A D em. Wird ansserden
noch et m® kp oder k% p®em beriicksichtigt, =0 igt K% p®cem. AD und somit anch
AL D2 kp. Demnach igt A2 D2 en. kp. Da ferner noeh A% D2 B E, . CyFys en.kp.
N, Q. NaQ, N, Qq: A2 D%at (dieses verfinderliche a ist mit dem obigen festen
Punkte a nicht zu verwechseln) ist, so ist A2 D2 DB, E, G, Fy.en kp N, Qp N, Qe

N, Q cat. Da endlich noeh die Involutionen B2 ELCF, A Dy chit und G224, ] 2
By Iy bt bestehen und den Punkten N, Ny Ny des Feldes a die Punkte O O, 0O,
von b, die Punkte I, P, P, von ¢ und die Punkte Q, Q,Q, von t beziiglich ent
Fo. Ay Dy 0@, -0, Qs 04y . It

Q. PuQ, . Py Qy ety womit alles hewiesen ist.

sprechen; so gelten die 2 Involutionen B2 E2C
und G E2A DBy, T2
Nun soll der Beweis dafiir erhracht werden, dass die nach 4. der Kongtroktion (V)

(L |

erhaltenen Punkte zfy&el mit den gleichbezeichneten Punkten der erwihnten An-

merkung identisch sind, Wie oben, ergiebt sich auch hier aus BJK B, E, 7R EM G B, Kis
BlaKGAREMKGH; a% G Ke; K2 h% G die Involution B, 2. E,*. Ke.(Gf und ans
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| FHEKC F, ,-_\1'|.i'ri'| Fo: FHe KGR OCLKGd; e G2 K e: K242 G h die Involution
I CEFE Keg. Gh Sind S and T die Doppelpunkte der Involution B, E, , C, F, . 52.T2,
go ist, wenn ausserdem noch Kg.Gh.ei berficksichtigt wird, B2 E 2. Ke. Gf. ST
und C, 4 K2 Keg Gh,ei. 8T, Mithin ist KGe ST ARef KTS7RehiT S, Hieraus nud
aus efk K 7R ghKi folgt ef kK KTS 7R aehKiTs, oder KEST A KiTS, oder K2.ki. ST,
Ferner ist moch S8, T2 B, B, .C,F, . K&, oder K* 2. 8T. Mithin ist K2« ST.ki,
oder k%.i* Kz, womit die Identitit der beiden 2z nachgewiesen ist. Die Tdentitit der
iihrigen Punlkte fy&eC folgt nun mmmittelbar aus 1, 24, Nr, 7 und Nr. 14,

Ist A\ D;AMHZAA, D, DIL, so0 ist, wenn fiie AMHD JL die in TI, 24 an-
gegehenen Werte eingesetzt werden, A, D, =n[2n(a*-be)-Laib—e)(1—n2)):
(1--n%) mnd A, . D, =a*ben® Ist ferner A2 D ADVA, D, 80 ist A, - D, =2 8¢
(a®*—heln® (1-4-02):[a* (1 —n*)—a(b—c)n(l—n?)-2n*(a®—he)] md A, .D,=
atn®[2n(a*—bhe)f-a(b—e)(1 —n*)—he(l—n®)]:[a* (1 —n®)*—a(b—c)n(l—n?)

2n?(a®*—he)]. Hicraus und auns den bereits bekannten Werten von A-|-D, A D),

a8, a8 ergiebt sich Ay Dy —AD=—a'n*(1—n?[(a*Lbe)(l—n%—2a(b ¢l
[a*(] n#)E—a(bh—eyn{l n)--2n*(a*—bell, AD—zxd=a*ni{a—Nh)(c—a).
[(a*<-he)(1—n*) —2a(b—e)n]:[(a—b)(c—a)(1—u— (h—c)(h-|}-e—2a)n],
08— Ay Dy a*ni(a*—he)[Zn(a—Db)(ec—a)—a(b—e)(1—n?)] (a2 he) (1 —n)

2a(b—e)n]:[(a—Db)(e—n)(1—n*)—(h—e)(h-t-e—2ayn]. [a* (1 —nH*—a(b —e¢).
nil—n?*+2Zn?(a*—hej)]. Wird der Nenner des letzten Broches eleich N sesetzt,
g0 ist [(A; Dy — A D (e 4-8)(AD —ad) (A, D) (25 A, Dy (A D)) . N :

[(a?<-he) (1l —n?)—Z2ab—e)n]=—a*n?(l —n?.an(l-4n?(bh—c)(a?—hbe)
a‘n®(a ) (e a).2a*(a:—hein?(1 -4-n? an*{a*—he) [2n(a b (e )
f a(b—e)(l—n*].a%(1-4n?). Der letzte Ausdruck ist aber identiseh Null,
I Mithin ist (A, Dy—A D) (@—+8) - (A D— a8) (A, - Dy) - (25— A, D) (A 4 D) =0,
; . h. es besteht die Involution AD.«8.A, Dy, Hieraus und aus A 2D, L AD . 25
| ergieht sich die Involution AD. A, D, . A, D, wenn noeh A 2D, 2 AD.A D, herlick-
' sichtigt wird.
! Die Punkte Az der Konstruktion (V) stimmen mit den gleieh henanuten der
j Ammerkungen nach II, 23 iiberein.
| Dasselbe gilt endlich auch von den Punkten #ppoa’y’. Zuniichst wird nimlich
der Ponkt 1" in beiden Fillen dureh eine und dieselbe Operation B Cye7X ,'a.-_'l"l-,.'
hestimmt. Sodann hiingen die Punkte At von den Punkten BCEI 3z offenbar in
derselben Weise ab, wie v'pp von CAFDyC und «'2g von ABDEz8 In den
1 Anmerkungen finden sich die zur Konstruktion von At nitizen Operationen bei

T're und 2'zs wirtlich wiederliolf vor, Jedoch mit dem Untersehiede, dass eine

Rethe von Zwischenkonstruktionen ans dem Grunde forteelassen werden konnte,
weil bei den Punkten e und «'xo die Punkte ¢* und '’ durch die jedesmal

‘r'fIl'|Jt'F'_;:t.’;.’:lll_:‘n'lll' Konstruktion hereits |lL'|';:’L':«'H-1|I Waren.

1 : - : - ; :

Ableitung der hesonderen Konstruktion (IV, B) aus der allzemeinen Kon-
| struktion (V). Bs seien S, 85,85, 3 beliebige feste Punkte auf der Kugel, und es sei
|

A rE T
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S ein verdinderlicher Punkt derselben. Ferner seien Ny NyNya; 0,0,0,b; P, PyFye
beziiglich die konjugierten Pole der Punkte S, 8,5, 5 bel den gegehenen grissten

Kugelkreisen a,by e, sodann AD, B E, CIY, wie bei der Konstruktion (IV, B), die
Pole der Kreise a.b.e, und endlieh S, Q,, 8, Q,, 58, Q;, St Kngeldurchmesser. Augen-
scheinlich liegen die Punkte ADS, N, Q, auf ecinem Kreise, und jeder der beiden
Pole AD ist von den Punkten N, Q, gleich weit centfernt. Mithin besteht die In
volution A2 D* N, 0,. Schliesst man auf eleiche Avt weiter, =0 erhiillt man die
Involutionen A%, D2.N, @ . NoQ,-N;Qq.at; BLELO, Q. 0,Q,.0,Q;.bt; U Jis
P @ P Qorlls Gy st Sind A, D B, E.,C,F, beziiglich die Schnittpunktepaare hed
den Kreispaaren he,ea,ab, so wird a=D58, und t=E, fiir S=B,, wmd a=0,
md t=F, fir S=0,. Mithin ist A= D2 BgE,.C, PN, QN Qe N Qy at und
chenso BEE2C. 1, A Bo. 0, Q. 0,Q,. 05 Q. htund C2FLA D, By By . Py Q. Pa @y
P, Qy.ct. Hierans folgt (, Q; Qs Dy Ag 7N O Uu bl AT R Py Py Ay Dy cherner
B, P, Py By By 75 Ny No Ny B By und N, N N5 G By 75 05 0y Oy Gy By e Selmittpunkte
vou he,ew ab sind mithin die Punkte A, Dy, B, g, Oy Yy, von 2, 1 der Konstruktion (V).

Yo BRSO, s Ay g s
Gz A DL By Ky folgt, dass die Pole der Kreige a, b, ¢ mit den Punkten A D.BE CE
von 2. Il der Konstruktion (V) identiseh sind. Dureh die 3 obigen Involutionen

Hierans und aus den obigen Involntionen A% D2 B, E, . Oy F

A2 D%at: BELELbt: CLP%et sind 4 kohivente Punktfelder, die abet leissen
miieen, festeelegt. Diese Punktfelder sind mit den gleich lautenden des Beweises
der Konstruktion (V) identisch, weil sie sich ans denselben 3 [nvolutionen ergchen,
Mithin ist unser t das Orthogonalfeld der Felder abe. Da nach dem Obigen N, NgNja
N

N0 0,0,b AP P Pye7NQ, Qp b5, wid nach Definition 11'“'[ ) t ) (&) Punkte

des Kreises a, ferner [::}[': H':.-

]|':|‘.'] Punkte des Kreises b m;d-l‘t::.fl;“:.(i:-'|[:;]

(N
3l

Punkte des Kreiges ¢ sind, so milgsen nach 11, 26 1__l|.,';"|';_ll.:l'.1':,.,-

) (%) Punkte des Ortho
conalkreises t der 3 gegehenen grissten Kueelkreise ab,e sein. Da nach Kon
struktion S, Q,, 5, Qu, 5, Qy, St lauter Kugeldurchmesser sind,  so heisst das, der
Orthogonalkreis ¢ dreier und somit aller grissten Kugelkreise st rein imagindr und
¢in jeder Peripherviepunkt desselben hat die Endpunkic cines Kugeldurelmessers
gum Nord- und Siidpol. Wie ein Blick aunf die Kugel lehrt, geniigen unsere Punkitc
GHIKLM den Iivolutionen BF.CE.G2K?%: CD.AF. HLL2;, AE.BD.JLME,
sie sind daher mit den gleieh lantenden Punkten von 3. der Konstruktion (V identisel.
Sind N und O die Pole des dureh ABC gehenden Kreises, ist I ein heliehiger
reeller Punkt desselben, und wird, wie bei TI, 24, filr das Doppelverhilinis (N PO X)
cinfach X gesetzt, so geht ans der Figur 5, die dureh stereographische Projektion
unserer Pigur auf der Kugel von N aus auf die durch O gelegte Tangentialebene
der Kugel entstelit, leicht hervor, dass sich 4 positive oder negative reell@ Zahlen
prs 2o bestimmen lassen, dass, wenn a —gip,h=ein,e=eir,n=1s gesetzt wird,
die Gleichungen Nr. 1 und Nr. 2 von II, 24 auch fiir unsere Punkie A BCDERFGH
JICLM hestehen. Naech: 1T, 24 N 9 ist (CLiG=z) — (he—a?):fa-t-h){c—a) i




:_‘1

_la}

(EMGa)i=(a®—he):sfelal(a—hb), Hier izt mithin (UL Ga)={(eiq, ¢ir ¢rip):

(eip - eiq) (eir eip) = sin ' (q—1r—2p):2cos .i. ip () sin irr ) wnd (EM G )
— (efip—eig.eir)(eirJ-eip)(eip—elq) .~'i1l.'_|:.’|r (0 r):2eoss (1] plsin _I,I]r 0.
Demnach sind hier heide l':l]l!ll'l\'i'l'll?i]lIIih.‘\'l' reell. Aus diesem Gromde liegen die

Punkte CLGe und EMGe auf je einem (reellen) Kreise. Der Ponkt 2 kann somit
e Weise erhalten weriden, niimlich als der sweite Schnitt

hier auf eine sehr cinfac
punkt der dureh CLG und EMG gehenden Kreise. Da das Avaloge von den

Punlkten pe&el gilt, so ist damit die Riehtighkeit der Operationen 5. der Kon
struktion (IV, B) nachgewicsen. Da CF,LH,GK,EB,MJ lanter Kugeldurehmesser

1

mittpunkt  der Kreise CLG ond EMG den

sind, 8o bhildet aneh der zweite Se
einen, und der zweite Schnittpunkt & der Kreise FHK und BJK den anderen
Endpmmkt eines Kugeldorehmessers. Ebenso sind e und 8 Kuogeldurchmesser.
Mithin ist BCye N EFZE Da ausserdem noch nach I1, 24, Nr. 8 BCre A EFC,
g0 1st IH‘-iJE:\‘:.{IHITE' e Punkte E;l"l",'-, gind also sieh selbst indivekt kreis
verwandt und liegen daher aunf einem Kreise. Ebenso liegen die Punkte EFTH,
CAcl, FDEy, ABEE und DI ORLG B 2 £
durchweg Kugeldurchmesser sind, so sind die Kreise BCye und E

and FD&y¢ und endlich ABRS und D Eea beziiglich cinander gleich und parvallel. Nach

E&

auf je einem Kreise. Tda A DB
PR, Terner CA el

St definierte

dem wur Konstruktion (V) gehirigen Beweise berithet das doreh o®
Punktfeld n die gesuchten Ponktfelder v und # in einem und demselben Punkte v'. Der
dem Punktfelde o entsprechende Kreis n muss mithin nach TI, 26 die gzesuehien
Kreise v und z in ecinem und demselben Punkte herithren. Dieser Kreis noist der
jenige grisste Kngelkreis, der o und & zu Polen hat. Sind ndmlich UD, VYV, W W'
drei Durchmesser des letzten Kreises, so ist offenbar &2 82 U ULV V. W W' tu, und
(‘Hl[,H:Ht::] sind Punkte des Orthogonalkreises . Da entsprechenden Novdpolen
der beiden Kreise (2 V' Wi e UV W) dieselben Stidpole nach 11, 26 zuznordnen
sind, so miissen l'_';:'Jl::]' I}\H:'{} oder (7)UVW Punkte des zum Felde u gehirigen
Kreises n sein. Ebenso zeigt man, dass digjenigen grissten Kreise vound w, die
ge und vT beziiglich zu Polen haben, die gesuehten Kreise zx und xy beziiglich
in je einem Ponkte beriihren. Der gesunehte Kreis x wird mithin von den Kreisen

bye,v,w, die BD,CEF el vE beziglich @n Polen haben, beriibrt. Dig Pole aller

5

if
grissten Kreise, die den Kreis x beriibren, erzeungen 2 Kreise, und zwar hier offenbar
o

die Kreise BCey und | Folelich miigsen wmgekehrt die Pole aller grissten

BL.
Kngelkreise, die den Kreis BCey (und den Kreis EF pE) berithren, 2 Kreise er-
zeugen, von denen der eine x ist. Demnach ist der duorch die Operation 4. der
Konstruktion (IV, B) hergestellte Kreis x einer der gesnehten. Da sieh aneh von
den Kreisen v und 2 dasselbe zeigen Bisst, =0 ist damit die ganze Konstrukiion (IV, 13)

als richtiz nachgewiesen.
Determination zur Konstruktion (IV, B). Wie bereits gercigt wurde, hat

die Aufrabe 64 Lisungen. Diese simd hier siimtlich awnsnahmslos reell. Dies folet

i



cinfach darauns, dasgs hei der Konstruktion (IV, B) alle Gebilde unter allen Umstiinden

rieell s,

Ableitung der Konstruktion (IV, ). Dicse Konstruktion ergicht sich
anmittelbar ans der sochen erirferten, weil die beiden betreffenden I'\i;'_'lll't'll tlureh
vinmliche Inversion ineinander dibergefiilict werden kKinnen.

Zusitze zu den anf die Konstenktion (IV, C) folgenden Anmerkungen (Fig 5
nnid 6). Man denke sich die |

ar dureh vinmliche Inversion so auf eine Kugel
1L,

J M, 28, fe, v C lauter Kugeldurchmesser. Mithin ist G HIKLMapgyZelyKLMGEH.)

projizicrt, dass abe sich in grisste Kugelkreise verwandeln. Dann sind G K,

;’:5.',\_",{;]‘;. Nach LI, 24, Nr. b bestehen die Involutionen GK.HL.JM il RE.I'.-:.'I"._:.
\us diesen folet GHJKLMAKLMGH] und xfyéz0iRe
GHIKRLMx»GHJKLM md afrdel\ apyiel

GHJK LM als anch die Punkte afiyEel anf je cinem Kreise liegen. Wie leicht

cfy. Demnach st

Mithin miissen sowoll die Punkte

2 sehen ist, wilt der folgende Satz: . Der Schoittwinkel zweier Kreise, die heziiglich
durch je 3 reelle Punkte SUV und SXY ciner Ebene oder Kugel eehen, st
am(SUNY ) —am(SXUV) zleieh, wenn (SUXY) ond (SXU V) |l-u|q|n'|h'n'|'||ii|.1||i.-=ht~
hedenten und am die Abkiizzung fiir Amplitade ist“. Die Kreise a” und o gehen
hezielich dureh die Punkte AD a8 und AHMBE Wie ans 11, 24, Nr. 1, 2, 9, aus
den Formeln fir (2 A),(zD) ote. beim Beweise von I, 24 und aus dem zor Kon-
eht, ist (ADHMj:(AHDg)=(1—n%).

i b 1 =] Upen |
alh=Le)e—a):fa—b(a--en)(c—an)=2(1 :;'il'll.\-lllg-i—!'h-lll,II' plismsip—1ql.

struktion (IV, B) gehivigen Beweise herye

| g2l Degin -I. (1 il algo reell. Mithin ist der Sehnittwinkel der Kreise a” und o’
|

oleich am (A IHI-.\]| am (A D 2 Oomodm. Die Kreise a

demunaech, Dasselbe lisst sieh von den Kreispaaren ax bty by e wl e 2 nach-

and 1 heriihreen =ich

weisen. Die Kreise u, und y, haben BCye und FDZy beztiglich zu Peripherie-
punkten. Nuu ist FBDE):(yDBC) = (bh—c){c a)sth=-ej{e—al=1tzg :',|+| )
cot (v ph, also reell. Nach demselben Kriterinm beriihren siech demnaeh aueh die

Kreise u, umd oy

Dasselbe eilt offenbar von den Kreispaarein y, Wy, Wy Xg, X4 Vo,

Vofigyfglye

\hleitung der besonderen Konstruktion (IV, A) aus der allzgemenen
Konstroktion (V) (Fig. 3 und 4). Die Pankte ABCDEF haben nach I, 26 be
beiden Konstruktionen dieselbe Bedentung, indem sie hier Sehmittpunkte des Ortho
vonalkreises t mit den Kreisen abe und gleichzeitiz Nordpole dieser Punkte tnl
dort Sehnittpunkte des Orthogonalfeldes t mit den Feldern abe sind. Dasselbe gilt
von den Punkten GHJEKLM. Da nédmlich nach 2. der Konstruktion (IV, A) beim
Kreise t der Pol von GE der Sehnittpunkt der Geraden B EF und CE ist, so besteht
bei den Peripheriepunkten BCEF G K hekanntlich die Involution BE.CLE. (G2 K2
wic es nach 3. der Konstruktion (V) sein soll. Beide Konstruktionen liefern ferner,
wie aul eleiche Art bewiesen werden kann, dieselben Punkte H L und J M. Dasselbe
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e ol 6 il

sl

I

lisst sich von den Punkten efv8<C belinupten. Hier wie dort sind nédmlich zongichst
die Punkie =8 so hergestellt, dass =ie den |'.|-:|i||.'_-'|]||_:_'|'|| CLGeANEHKE uni
EMGe A BIKE geniigen. Bei der Konstraktion (V) ist dies bereits hewiesen worden
I\i‘r'_:'|_ II, 25, Nr. 9). Hier lil';,"vl'l anf” der Pasealzehen Greraden ‘l.: |'|| tles Sechsecks
CKLFGH die Punkte (CK,FG)=P,, (KL, GH)=P,,(A, B,,GK)=P und A, und
auf der Pasealsehen Geraden |'| .'l.I des Sechsecks BMK EJG die Punkte (EK.BG) = |'L||_
(MK, GJ) =0, (C, 4, G K)=Q und A;. Non sind (Fig. 8) die Peripheriepunkte
CLGa den Strahlen des Biischels K (CL G ) mit dem Scheitel K projektiv,
diese den Punkten !‘I ]':! |'."t| der Geraden Ay |’|.|. diese den Strablen des Biischels
GFHKZ) mit dem Seheitel G ound diese den Peripheriepunkten FHK 3. Mithin
ist CLGa/A FILKE Ferner ist hier EM Go X K(EMG2) 7% Q0. QA
AGBIKS)ARBIKE In cleicher Weise lisst sich zeigen, dass die nach heiden
Arten hergestellten Punkte fe und ¢ £ gleichtalls iibercinstimmen. Nach 11, 24, Nr. 8
ist BOye AN ERL] L0, BE) (Ey, BE,(Fy, CO)L(Ee, BR),

(Fe, Ca)Liay, L) anf einer Geraden, und zwar aunf der Pasealschien Geraden B C

3. Demnach liceen die Punkte |

|||'_- =echsccks "[".'I’ |"|1.|.. [ ha '|"I' !‘;J'I'ih'l I“l' |‘-'I't"5.-1' |h |1I||| i L|| |’|i |t|||| (] r|-|-||l
winklig sehneidet, so ist (EC, B I ein .I';|]nJ|i'['|||n-i|.-E|]l|||\.| der Kreise be, Sind ferner
u, v, w dicjenigen Kreise (Fig. 4), die den Kreis t beziiglich in den Punktepaaren
oY _ rechtwinkliz sehinetden. so sind chenso tl_':'l" '.';|,||-"_f_f"_:'p.|'|-:;L F:I:J!|J'IE_{lI_)?_
(py,e0) beziiglich bei den Kreispaaren hw, ew, by, ¢v.vw _.\.||I|IIil'lll\t'l‘1h|5ll1l|i|i‘, Mithin
ist B' (" eine gemeinschaftliche Almlichkeitsaxe der 4 Kreise hevw. Da diese 4 Kreise
ansserdem noeh einen gemeinsamen Orthogonalkreis haben, ndimlich den Kreis t. 5o
werden dieselben simtlich von 2 Kreigen x und x* beritlet. Ebenso werden die
4 Kreise cawn von gewissen 2 Kreisen vy ound ¥ und die 4 Kreise abuy von

2 Kreigen z und 2" berithrt. Die Kreize xy#z werden in 6. nmnd 7. der Kon

strnktion (IV, A) dadworeh heremestellt, dass das Taktionsproblem des Apollonins
dabei dreimal, und zwar anf die gebrinehliche Weise eelist wird, Beim Kreise a
ist nimlich der Pol der Geraden A D das Centrum T des Kreises t, weil die Kreise a
el t emander in den Punkten A wd D rechtwinklie sehoeiden, Beim Kreise a
reht mithin die Polare des anf A D

iecenden Punktes K* dureh T. Nach Koo
struktion sind K' und K" 2 konjugierte Punkte des Kreises a. Demnach ist jene
Polare die Gerade TK". Da K’ ein Punkt der Geraden A'B’ ist, so geht TR aneh
noch doreh den Pol der Geraden AR heim Kreige a. Die Gerade TK" ist somit

die Verbindungse

= ey

erade des ['HH"I]':‘.]lIIIIj-'Jl'.-l T der 4 Kreize abuy mit dem 2 Kreise a
gehirigen Tole der Almlichkeitsaxe A'B' dieser Kreise: ihre Schnittpunkte = =" mit a
sindd also, wie hekannt, Beriibrungspunkte des Kreises a mit den gesnelifen Kreisen

z wnd 2. Da sich dasselbe vou den Punkten A Lt pplaa’ Tt heweisen Bisst, so
herfihren die auf die angezehene Weise konstruierten Kreise heziielich die Kreise
bevaw, eawn,abuv. Den Kreigsen abeunvwi der Konstruktion (IV. A) entsprechen
offenbar die doreh A% D2 at, BLE2% bt, CL F2 et 2% 5% ut, 2.e¥y t,r* Chowt definierten
kohidirentern Felder abeuvwt der Konstruktion (V). Von letzteren wurde bereits
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hewicsen, Ilitr--‘ |iiL' |"|.-||11-I' ||.|"| H'.l';LWlI,:l|II1\ |H'Lii_‘_‘,|it'|l 3 |"|']||l'|'||:1:1t'|' M \'._\I'nr.ﬂ.'f.'
herithren, Mithin miissen nach 11, 26 diesen letateren Feldern Kreise entsprechen,
die die Kreise bevw,cawu,abuy beziiglich berithren, also die obigen Kreise
xxh vyl s Die Felder x vz heriihren sich aber paarweise, wie ohen sepeiet worde ;
somit berithren einander nach IL 26 auch di¢ ihmen entsprechenden Kreise paar-
weise, Dabei bilden die Kreise keines der 4 Tripel xyz.avz hzx,exy ein Biisehel,
da dasselbe von den l-|1I.-;||’|'t'fll'nc|l'll Feldern _'._','“I.

Determination. Die Gesamtanzahl der rveellen und imagindiren Lisungen
ist hereits oben bestimmt worden, Hier handelt es sich nur noch um die seheidung
der reellen von den imagindiren Losungen. Nach Voraussetzung sind hier ABCDEF
reelle Punkte des Orthogonalkreises t. Zu einer reellen Liosang xyz gehiren reelle

Kreise wyviw. mithin aueh reelle anf dem Kreise £ liegende Punkte afysel, Aus

diesem Grunde und wegen der Beziehung BCye A BCF G (11, 24, Nr. 8) ist auch G

ein reeller Punkt des Kreises . Dasselbe gilt von den Punkten HJK LM. Ihe 5 zu t
rechiwinkligen und heziiglich durch dic Punktepaare GK, HL,J M cehenden Kreise def
gind mithin bei einer reellen Lisung selbst reell. Es sind das gleichzeitiz & ein

bh. Nach I, 24, Nr. & isf

Bitsehel bildende Potenzkreise der Kreispaare he,ea,:
BCye/REFLE Die 4 zu t rechtwinkligen und heziiglich dureh die Punktepaare

BE,CF,vCep gehenden Kreise bye,w,v umbiillen offenbar dann und nur dann

einen reellen, zuor Lisung wehirigen Kreis x, wenn die projektiven Punktreilien

BCye AEFER gleieh

anfend sind. Sindl BCy und EFZ 6 reelle Punkte einer
Geraden, so sind die dureh BCy und EFC hestimmten Richtungen gleich oder
entresengesetzt, je nachdem bei Anwendung Cartesischer Koordinaten der Anzdruck
A =(B—C)(C—)(F—L):(E—F)(C—E)(y—B) positiv oder negativ 1st. Aungen
seheinlich cilt dasselbe Kriterium auch dann noch, wenn die Koordinaten Daoppel

verhiiltnisse mit reellen Grundpunkten NODP anf derselben Geraden  sind, wenn

also X an Stelle von (NPOX) steht. Dasselbe Kriterinm ist endlich aueh dann
noch anwendbar, wenn BCyEFINOP reelle Munkte eines  Kreises t sind. Der
Sachverhalt ist jedoch ein anderer, sobald nicht alle diese Punkte auf einem Kreise
licgen, weil dann jener Ausdrnck A im allgemeimen imaginir ist. Nach Voraus-
getzung sollen nun die reellen Pankte B Cy EF TP auf ¢inem Kreise mit dem Centrum O
licwen: withrend N der unendlich entfernte Punkt der Geraden OT sein soll. Auf
der Kreislinie t sei ein reeller Punkt S =0 gewiihlt, dass 5= S0P =90% Von 5 ans
mige nun ein veriinderlicher reeller Punkt x der Kreislinie t durch einen verfinder
lichen Strahl auf die Gerade OP als Punkt y projiziert werden. Die von x und y
erzengten Punktreilien sind offenbar projektiv. Wird auch hier x und y kuz bezitglich
fir (NPOx) und (NPOv) wesetat, so ist, falls man den zweiten Schnittpunkt der
Geraden OP und des Kreises t mit Q bezeichuet, (PQSx)=(PQNy), oder, da
P=1Q0Q=—1,8=i, N=coist, (1,—1,i,x)=(1,—1,00,¥), oder xy-ix iy

1 =0, oder y=(1—ix):(x—i). Die den Peripheriepunkten BCyEFT hicrbei
anf der Geraden O entsprechenden Punkte seien B'C'y'E'FYL Dann st A= (B'—U).



(G —y ) (' — ) = (B — E) (& —E) (¢ — B =(B— C) (C—x) (I —D)(E—i}2: (E—T).

(i—Epy—BpU—i)% oder, falls man die bei dem 2o 11, 24 gehirigen Beweise

entwickelten Formelnanwendet, A =(1—n*e*(a-ten)(e—ani{bn2—il2:n2(h-an).
(a—Dbn)(e--bul(h—en)fe—i)2 oder, da nach . 24, Nr. 9 (e-=bhn)lih—cn)
=he(l—n?)(BFCG)La-ten)(c—an)=cafl n#) (C DA I, (b= an)(a—hn)
ab(l—n®) (AEBJ)ist, A'=(CDAH)(AJBENBGCE)e2(hnt—i)2n2hi(cf—1)2

Das von den Potenzkreisen def gebildete Biigelel kann non entweder 2 imasingire

oder 2 getrennte reelle oder 2 anf einander fallende Grandpunkte haben. Liegt der
gweite Ifall vor, und verwandelt man die sanze Figur wm den einen Grundpunki
durch Inversion in eine zweite, so cehen die Potenzkreise def in Gerade. die
Kreise abe in 3 unter sieh eleiche Kreise und t in einen Kreis mit dem Centrum O

ither. Bei der neuen Figur ist man darum bereehtict, im Sinne von 11, 24 3 — iz

h=c¢if, e =cir,n=e¢i* zn setzen, wenn e die Basis des nattirlichen Lozarithmen
systems 15t o py Y reelle Zalhlen sind, Dasselbe oilt auch von der nrspriing

lichen IMigur, da darch Inversion an Doppelverhiiltnissen niehts  weindert  wind,

[dann ist aber e(b*n®*—i):nb{e*—i) =iz [eiff4v gin]: gi(fdvifetiv — ein)
r - I [ ’ Ly - 1 - 1 it . T
giip ! W ; (4 1 .',-+-, = |.- eIy : @ iy 5 | =i (B ) _||i""||||‘|' ).

also reell. Mithin ist A\' positiv oder negativ, jo nachdem (CDAHNAJBE(BGCF)
opder (CDAHAEBIN)(BFCG positiv ader negativ ist. Sind  die Grundpunkte des
Biischels def imaginiir, so wird anf der Kreislinie t das Punktepaar G K dureh das
Punktepaar L nicht getrennt. Mithin hat die Involution GR.HIL 2 reelle auf t
gelegene Doppelpunkte. Naeh 11, 24, Nr. 5 ist aber N20O2 G K. HL . JM. Demnach
sind hier die Punkte N und O veell nnd aof ¢ selesen. Lisst man, was erlanh
ist, den Emheitspunkt I’ auf A fallen, so sind die Doppelverhilinisse (N PO A ) (N 12O B),
(NPPOC) efe,, die

die Zahlen aben im Sinne von 11, 24, wie aus den Gleichungen A =a?=1, B =h?

curg mit A, B, C ete, begeichnet warden, duwrehwes reell, und ehenso

C=ctD=a*n  E=h=n2F =2 K=mnhe,L nea, M=nab hervoreeht, Somil
wilt in diesem Falle nach dem Obizen daz Kriterium: Der Kreis x igt Lier dann
und nur dann reell, wenn A =(B—C)(C—)(F —&):(E—F) (£ )y —B)=(1 — n2)-
A la—-cen)(c—an):n?(b-fan)(a —bhn)fet=bn) (b —en)=(CDAH(AJBEWBG C1) ¢f
n2h® positiv ist. Da hier aber (e:nh)? stets positiv ist, so ist mithin der Kreis x
dann reell, wenn (CDAHWAEBRD(BEFCG) pogitiv ist. Das Kriterinum ist demmnach
fiir diesen Fall das n@imliche. Berihren die Potenzlreise def einander, g0 ereiehi
sich auneh fiie diesen Fall (vergl, LI 25), der den Grenzitbercane  zwischen den
beiden behandelten bildet, dasselbe Kriterium. Soll ferner der eesuchie Kreis ¥
reell sein, so muss (AEBJ)(BFCG)(CDAH) positiv sein.  Diese Bedingung erhiilt
man aus der vorigen einfach dureh eyklisches Vertauschen: es ist dies aber dieselle
Bedingung. Ebenso ergiebt sich fiir die Realitit von 2 keine neue Bedingung.

Soll algo hier eine Losong xyz aus lauter veellen Kreisen bestehen, so muss

jedes der 3 []np]u'hl'|‘|l5i|l’14i-‘.~h‘ (BFCG), (CDAH), (AEBJ) reell und das Produki

dersclhen positiv sein.
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Haben die Kreise be 2 von einander getrennte reelle Punkte gemein, so ist,
wie cine ecinfaehe geometrische Betrachtung lelnt, das Doppelyerhilinis (B CG)

unter allen Umstinden positiv, mag der cine oder der andere der beiden Potenz-

kreise von be gewiihlt, und migen die Selhnittpunkte eines jeden dieser Potenz

kreise umd des Kreises t |IL-|i|'h'|;_" mit (1K ader KG bezeichnet werden.

Haben die Kreise e keinen reellen Punkt gemein, so darl man, wenn man

sn reellen Losuneen gelangen will, nur den recllen Potenzkreis o derselben nehmen.
Sind GK die Sehnittpunkte von d und f, g0 ist bei einer esewissen Bezeichunngs-
weigse derselben (B EFCG) positiv und bei der entgegengesetzten negativ.

Berithren sieh endlich die Kreise be, so hat man, um zu einer recllen Lisung

g relangen, den nieht in einen Nullkreis ausgearteten Potenzkreis von be #n

withlen, nnd K mit O identizeh sein zu lassen, Damnist (BUFG) = 1 und (B 1P CG)
2. also |h||~:iri».'.

Analoges gilt von den Kreispaaren ca und ab und den dazn eehirigen Doppel
verhiiltnizssen (C DAY und (A EBJ).
Hieraus ergicht sich in aller Vollstindigkeit die gewlinschie Determination.

e sei noeh an dieser Stelle daran erinnert, dass hier naeh Yoraussetzung die

3 weeehenen Kreise abe reell gindd wnd  etnen reellen Orthozonalkreis f ihen.
Den eine Lisung bildenden Kreisen xyz kommt die Eigenschaft zu, dass nnter
den 6 Kreisen abexyz keine 3 ein Biisehel bilden.

Bei dieser Anfeabe sind von den 64 Lisungen

. alle 64 reell, wenn von den geschenen 3 Kreisen jeder die beiden iibrigen
in recllen Punlkten sehneidet;

wnr 16 vecll, wenn einer der cegehenen 3 Kreise die heiden iibrigen in

reellen Punkten scehneidet, diese selbst aber keinen reellen Punkt ge

mein hahen;

3 nur & reell. wenn einer der Kreise mit keinem der beiden fibrigen einen
reellen Pankt cemein hat, diese selbst aber einander in reellen I"unkiten
sehneiden

4. nur 8 reell, wenn keiner der 3 Kreise mit den beiden dibrigen emen recllen
Punkt cemein hat, und wenn aunsserdem dureh keine dieser 3 Kreislinien
die heiden ilrigen von einander getrennt werden;

O.oalle 64 imaginiir, wenn keiner der 3 Kreise mit den beiden iihrigen
sinen reellen Punkt eemein hat, nnd wenn ausserdem dureh eine dieser
3 Kreislinien die beiden iibrigen von einander getrennt werden.

Berviihven bei den 3 chenen Kreisen zwel einander, so sind von

flen 16 Lisungen der Aufeabe
1 reellen

G, alle 16 reell, wenn der dritte Kreis jeden der beiden ersten
'inkten schneidet
7. mir 4 reell, wenn der dritte Kreis den erstén in reellen und den zwelten

in imaginiren Punkten sehneidet ;
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5. dur 4 reell, wenn der dritte Kreis mit keinem der heiden ersten einen

reellen Punkt gemein hat, und wenn ausserdem dureh keine der 3 Kreis-
linien die beiden tibrizen von einander sefrennt werden,

9. Alle 16 imaginiir, weun der dritte Kreis mit keinem der beiden ersten
einen reellen Punkt gemein hat, und wenn ausserdem durel eine der
3 Kreislinien die heiden dibrigen von einander zetrennt werden,

Berithrt von den 3 gecchenen Kreisen einer die heiden iihrigen, so

sind von den 4 Lisungen der Anferabe

1. alle 4 reell, wenn die beiden letzten Kreise cinander in reellen Punkten
-=':'||I|l'i||‘-|'||'.

11, mur 2 reell, wenn die beiden letzten Kreise keinen reellen Punkd semein
haben, und weun ausserdem dureh die erste Kreislinie die beiden letzten
von einander nicht gotrennt werden :

2. alle 4 imagindr, wenn die beiden letzten Kreise keinen reellen Ponkt
gemem haben, und wenn ausserdem dureh die erste Kreislinie die beiden
letzten von einander getrennt werden.

Beriihrt jeder der 3 gegebenen Kreize die beiden fibrigen, so  sind
voir den 2 Lisungen der Anfgabe

153, |:n|'i|:|' I'I".‘]I.

Bequemer ist foleende Gediichtnisregel. Bei dem in obiger Fassung verall-

gemeinerfen Malfattischen Probleme ist die Anzahl der reellen Lisungen 20 mal

grosser, als die der reellen Lisung beim Apollonischen Taktionsproblem, wenn n
angiebt, wie oft je 2 unter den 3 gegebenen Kreisen 2 setrennt e. reclle Punkte
gemein haben.  Dabei darf hier konsequenter Weise auch  beim Apollonischen
Taktionsproblem eine Losung dann nicht mitgezihlt werden, wenn sie cine Lisung
besonderer Art ist, wenn der die Lasung bildende Kreis mit 2 der rerehenen Kreise
einem Biisehel angehirt.

Zusitze zu den auf die Kounstruktion (IV, A) folgenden Anmerkungen. Die
Kreise def bilden wegen der Involution GK.H L .JM 1, 24, Nr. &) ein Biisehel )
Da BCFEy7ABCGEe (IT, 24, Nr. T), g0 ist BC die Pasealsehe Gerade des
Sechsecks ¥y E K .

Wegen der Tnvolution % 8. r8.eC (1T, 24, Nr. B) gehen die Geraden «3 B,
el Aps A, I AMH
BEAR A, I DJ Ley: A2 D2 AD o5 nnd A DA DAL D, (Seite 20) folgt: die
Pasealsche Gerade A, [, B, C, des Sechsecks ALMDIIJ, die gleichzeitiz die

Almlichkeitsaxe der Kreise ae {vw ist, die Polare A, D, des Punktes (A D, %38)

7 & dureh einen Punkt und bilden dic Kreise n v w ein Biise

beim Kreise ¢ und die Gerade A D gelien dureh cinen Punkt., oder die Schuittpunkte
AD, 28 und (AD, B,C,) sind konjugierte Punkte des Kreises t. oder die Munkite

AD werden von den Geraden 23 und B, C, harmonisch setrennt. Da die Kreise
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Kreise u die Pole der Ahnlichkeitsaxen A' B und A'C der Kreise abuy und ace
uw mit dem Mittelpunkte T des Kreises t anf einer Geraden. Die 3 Geraden A" B
A'C" und 28 gehen daber dureh einen Punkt, oder die Punkte Aap liegen anf
ciner Geraden. Weiter folgt noeh darvaus, dass beim Kreise die Polare von A’
dureh den Bertibrimgspunkt = geht.

Ableitung der Konstruktionen (1), (II) und (TIT). Bei der Konstruktion (IV, B
lasse man den Durchmessern AD, BE, CT, GK, HL, JM, &8 e v der Reihe nach
diejenigen grossten Lugelkreise a, b, e, d, e, f,u, v, w entsprechen, auf deren Ehenen
die betreffenden Durchmesser senkreeht stelien, und bezeicline die den Polen A B,
¢, 0 1, 0, o, B¢ beztiglich zugewandten Seiten dieser Kreise mit fal b el ids et gt e

vow'. und die ilmen abgewandten mit a’, b7, e, d7, e 70", v w0 Vergl, Seite o

and 6. Dann stellt sieh herans, dass die zn den Konstruktionen IV, B) und (11

eehirigen Fignren polare Gebilde sind. Bei der nenen Figur hat man ndimlich nach

2 der Konstruktion (1Y, B) die zu b'¢, ¢ a’ a'h’ gehivigen Potenzkreise d, e, f

herzustellen; nach 3. zundiehst dicjenigen 6 Kreise juy, [y, gy Iy 1ty s 20 zeichnen,
die bezfiglich die Kreise a’¢’ ", b fd", ¢'d"e’,a"e" £, "1 A4 et d” e berfihren  wnd

damm die zu t rveehtwinklizen Kreise festzulegen, die auf den Seiten ', v, w' von

den Kreigpaaren ft’ by, 4 4y 1" (4 und anf den Seiten v, v", w" von iden Kreispaaren

Mo [ty (e 12y 1oy fto” Dealiglich berithrt werden. Da die Kreise p; und ', o und py',

i, und ) gleieh grosse parallele Kugelkreize sind, also in Bezng auf t mvers
gind. so konnen die Kreise (', fta’s 1t entbehrt werden, nur muss dann die Kon
strnktion eine kleine Abiinderung erfahren, wie sie obeu thatsiichlich durehgetiihr
worden ist. Nach 4. der Konstruktion (IV, B) hat man endlich die Bertihrongskreise
X, v, % heziiglich von b'e/ w'v", ¢’ a"u'w", o’ by u" zu zeichnen. [¥ie bei den Kon-
struktionen (IV, By und (1) yorkommenden Figuren konnen within, falls der
Orthogonalkreis t von abe imaginie ist, als Polarfiguren gelten.

Bei der Konstruktion (IV, A) lasse man den Punktepaaren AD, BE, CF, G K,

HL,JM, 28 3¢evE der Reihe nach digjenigen zu f rechtwinkligen Kreise a, b, e,

L e, f,u, v, w entsprechen, die dureh die entsprechenden Punktepaare gehen. Diejenigen

Sotton dieser Kreize. die einem naeh einander anf den einzelnen Kreislinien he-

findlichen Figiirehen jedesmal zur Linken liegen, wenu es die Punkte A, B, C, G, H, J,

ey Py VoI gich (icht im Ricken) hat, bezeichne man nut alhtetidel T v w
ind die aunderen Seiten mit a”, b7, e, d", e" £, 0% ¥, w" (vergl. 5. 6). Die neue sich
hierans ergebende Konstruktion ist dann wirtlich die oben angegebene, also die
Konsteuktion (11 bei reellem t. Es sind ndmlich nach 2. der Konstruktion (IV, A)

wieder die Potenzkreise d, e, f von bh'e, ¢’ a’,a' b herzustellen. Nach 3. und 4. der-
selben Konstruktion sind die Punkie epy s0 mezeichnet, dass AHMBLR
DLJey, BIKYy& /N EMGCea, OGLae/ R FKHSH 11, 24). Demnach werden nach 11,

91 die Kreise o e " viw' b Ffd*w n, ¢’ de"n' v bertizglich von 3 Kreisen o, s, jb

berithet, Die Kreise nvz und somit anch die Kreise x yz sind also hiernach anf

dieselbe At hergestellt wie ohen,
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Damit ist die Konstraktion (I11) fiir jeden Fall, mag der Orthogonalkreis t von
abe reell oder imaginiir sein, als richtig hewiesen.

Nach 4. der Konstruktion (V) st BJK B, E, A EMGB, I, Ch LG, F, X
FKHC F; BE . .CF, . Ke,G3 Licgen alle diese Punkte aunf einem reellen
Orthogonalkreise t, und ist t, der durch die Doppelpunkte G, nnd K, der letzten
Involution gehende, zu t rechtwinklige Kreis, so hesagen jene Relationen: 1. Die
e BMKEJG
und CKLF GH oder Ahnlichkeitsaxen der Kreise bfd und ede. 2. Das Centrum

Geraden B, E;, mnd C, I, sind die Pascalschen Geraden der 2 Seehszee

des Kreises f ist der Scluittpunkt der Geraden B, E, und €, F,. 3. Die Punkte
Kound 2z und ferner G und 2 sind konjugierte Pole des Kreises 1, oder der Kreis n
ist das inverse Spiegelbild des Kreises d in Bezng anf den Kreis t,. Damit ist die
Ableitnng  der Konstruktion (I11) fiie den Fall eines reellen Orthogonalkreises 1
durchgefiihrt. Jeder Kreis desjenizen Biisehels, das von den zu 7, d'b°, ' ("
gehiirigen Potenzkreisen gebildet wird, hat die Pankte B, E, zn konjugierten Polen
(IL, 23, 11, 24, Nr.5 und II, 18). Ehenso sind f'J ]"I kutllill_-_;'i:'l‘lq‘ Pole cines jeden
Kreizes desjenicen Biisehels, dem die Potenzkreise von d'e”, e' ¢, ¢ d' angehiiven,
\lle Kreise heider Biischel schueidet © reehfwinkliz. Mithin  haben beide Biisehel
einen kreis gemein, nimlich den obigen Kreis L

=il abe isgte Kugelkreise, so sehneiden sich die zu V£ d" und e d "

gehrigen Potenzkreise offenbar in den sphiirischen Mittelpunkten der Kreise s mnd .

Ferner ist dann angenscheinlich t, derjenige grosste Kreis, der durch die Centra

von i, und py gebt. Aus dieser Herstellungsart des Kreises t, folgt leicht die oben

angegebene, nimlich die mittelst der Almlichkeitsaxen von hfd und ¢ de. Damit ist

die Konstruktion (I} auch fiir den Fall, in dem abe grisste Knzelkreise oder reelle
Kreise mit cinem imagindven Chthogonalkreise sind, als richfiz nachgewiesen,

Die Steinersehe Konstruktion weicht von der Konstruktion (I1), abzresehen von
den bei Steiner feblenden Wegangalien bei Verzweiguneen, dadurch ab, dass bei il
zur Herstellung des Kreises u==(h, B, §,) nicht der Orthogonalkreis t, sondern der
Umstand zur Verwendung kommt, dass der Kreis u doreh den Berithrungspunkt der

Kreise a und p, ceht. Diese letzte Eieenschaft kommt auneh den Kreisen ang, der

Konstruktion (IT) zu. Dies ergiebt sich fir den Fall, in dem der Orthogonalkreis t
von alie imacindie ist, aus dem Satze [#. Bemerkungen zor Konstruktion (IV, ],
dasg der durch AD2& wehende Kreis o die dureh AMI und DJL
Kreise n” wud x' berithet, und fir den Fall cines reellen Orthozonalkreises £ von abe
aus den Begichungen A, D, AMH 7% AV Dy DL, A D2 A D AT, A D e, A DD,
Ayt D (5. 200, Damit ist aneh die Ableitung der Steinerschen Konstruktion aus
der allzemeinen Konstruktion (V) durchgefiihet.
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