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DAS VERALLGEMEINERTE

MALFATTISCHE PROBLEM.
♦->-«»-<-♦

Einleitung.
Die zu lösende Aufgabe lautet: „Auf einer reellen Ebene oder Kugel sind

3 Kreise a b c gegeben, die keinen Punkt sämtlich gemein haben. Drei Kreise x y z

sind so zu zeichnen, dass die Kreise eines jeden der 3 Tripel ayz, bzx,

cxy einander paarweise berühren. Dabei sollen keine 3 unter den 6 Kreisen

abcxyz ein Büschel bilden." Die Lösung soll eine vollständige sein, bestehend

aus Analysis, Konstruktion, Beweis und einer erschöpfenden Determination. Ausserdem

sollen nicht nur sämtliche reellen, sondern auch sämtliche imaginären Lösungen —

letztere ersetzt durch reelle Substrate — geliefert werden, und zwar unter Voraus¬

setzung nicht nur reeller, sondern auch imaginärer gegebener Kreise. Nebenbei

wird noch unter dem Striche die Konstruktion und eine kurze Determination zu

den 2 Aufgaben gebracht, die sich von der obigen dadurch unterscheiden, dass

bei der einen die Kreise ayz und nur diese, und bei der anderen die Kreise bzx

und cxy und nur diese je ein Büschel bilden sollen. Zur Verwendung gelangen

dabei im wesentlichen nur Sätze über Kreisverwandtschaften.

Diese Abhandlung kann als Fortsetzung der 1897 als Beilage zu den Schul¬

nachrichten dieser Anstalt erschienenen gelten; beide Arbeiten sind jedoch von ein¬

ander unabhängig, und die darin gelieferten Lösungen von einander verschieden.

» ) —

I. Abschnitt.
Die von Steiner gestellte Aufgabe* lautet, abgesehen von unwesentlichen

Abänderungen: „Drei beliebige Kreise abc, die in einerlei Ebene liegen, sind der

Grösse und Lage nach gegeben; man soll drei andere Kreise xyz beschreiben,

die einander berühren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise berührt,

jedoch so, dass auch jeder der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suchenden
Kreisen berührt."

* Crelles Journal, Bd. I.
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Diese Aufgabe zerfällt in mehrere wesentlich von einander verschiedene Auf¬

gaben. Von den 6 Kreisen abcxyz können nämlich 1. keine drei ein Büschel

bilden, 2. etwa die Kreise ayz einem Büschel angehören und sonst keine drei,

3. sowohl die Kreise bzx als auch die Kreise cxy je ein Büschel bilden und sonst

keine drei*, 4. die Kreise der 3 Tripel ayz, bzx, cxy je einem Büschel angehören,

5. die Kreise xyz ein Büschel bilden und sonst keine drei. Hierher gehört ausser¬

dem noch eine Gruppe leicht zu lösender Aufgaben, bei denen mindestens einer der

drei gesuchten Kreise xyz alle drei gegebenen Kreise abc berührt. Steiner bat

nur zu der ersten dieser Aufgaben die Konstruktion geliefert. Auf die zweite Auf¬

gabe weist Steiner nur nebenbei hin, indem er ihre Lösungen als „spezielle Fälle"

bezeichnet. Die Aufgaben 3 und 4 waren Steiner jedenfalls bekannt. Die fünfte

Aufgabe dürfte Steiner übersehen haben. Dieselbe lässt sich nämlich, wie der

Verfasser (Progr. des Biscliöfl. Gymn. Strassburg 1897) nachgewiesen hat, mit Hülfe

von Zirkel und Lineal allein überhaupt nicht lösen, so dass ihre Lösungen keines¬

wegs als „spezielle Fälle" der zur ersten Aufgabe gehörigen bezeichnet werden
können.

Die Steinersche Konstruktion (I).

1. „Man suche die drei äusseren Ähnlichkeitspunkte A, B, C, welche zu den

drei gegebenen Kreisen a, b, c, paarweise genommen, gehören, und konstruiere die

zu diesen Ähnlichkeitspunkten gehörigen Potenzkreise d, e, f, und welche Kreise

sich in einem bestimmten Punkt I) schneiden werden."

2. „Hierauf beschreibe man die drei Kreise Pi,p 2 ,p 3 , von denen der erste

die drei Kreise a, e, f, der zweite die drei Kreise b, f, d, und der dritte die drei

Kreise c, d, e berührt."

3. „Ferner beschreibe man einen Kreis, dessen Peripherie b, B, (3, durch den

Berührungspunkt H, der Kreise a und p, geht, und welcher die Kreise p 2 ,p 3 be¬

rührt, jedoch so, dass er den Kreis p 3 , welcher von dem kleineren (c) der beiden

Kreise b, c abhängig ist, einschliessend berührt:"

4. „So ist endlich derjenige Kreis y, welchen man so beschreibt, dass er die

Kreise a, c und den Kreis (bjBjß,) berührt, einer der drei gesuchten Kreise."

„Die beiden übrigen gesuchten Kreise x, z findet man auf ähnliche Weise.

Z. B. der Kreis z kann aus der yorstehenden Konstruktion unmittelbar gefunden

werden, wenn man statt des Kreises y einen Kreis z beschreibt, welcher die

Kreise a, b und den Kreis (b, 15, ß,) berührt. Es ist zu bemerken, dass die beiden

Kreise y und z den Hülfskreis (b x B x ß x ) in einem und demselben Punkt b, berühren."

Die ursprüngliche Malfattische Aufgabe über das ebene Dreieck hat in ähnlicher Weise
Binder (Programm des württemb. Seminars Schönthal 1868) in mehrere Aufgaben zerlegt. Vergl.
auch Sachs (Programm des Realgymnasiums Durlach 1885).



Zu dieser Konstruktion ist folgendes zu bemerken :

Zu 1. Steiner will damit offenbar sagen, man solle zu bc, ca, ab drei ein

Büschel bildende Potenzkreise d, e, f bestimmen. Dabei ist, wenn die imaginären

Lösungen ausser Betracht zu lassen und nur die reellen herzustellen sind, von

reellen Kreisen d, e, f auszugehen.

Zu 2. Jeder der Kreise p,, p 2 , p 3 kann im allgemeinen auf 8 verschiedene

Arten erhalten werden. Dies giebt 8.8.8 oder 512 Kombinationen. Wie aus den

Schlussbemerkungen Steiners zu dem Problem über das geradlinige Dreieck

hervorgeht, weiss er wohl, dass nicht alle diese Kombinationen zum Ziele führen;

er sagt jedoch nichts darüber, wie die brauchbaren von den unbrauchbaren zu

sondern sind. Thatsächlich sind von den 512 Kombinationen nur G4 zweckdienlich,

wobei 8 mal je 8 zu denselben 2 Lösungen gehören.

Zu 3. Hier giebt es 4 Kreise (b t B x ßj). Von diesen ist nur einer brauchbar.

Steiners Bemerkung, der Kreis (bjBjßj) solle den Kreis p 3 einschliessend berühren,

reicht im allgemeinen, wenn es sich nicht um die spezielle, von ihm gezeichnete

Figur handelt, offenbar zur Entscheidung dieser Frage nicht aus.

Zu 4. Es giebt 8 Kreise y, die die Kreise a, c, (b, B, ß,) berühren. Im günstigsten

Falle sind nur 2 derselben zu einer Lösung verwendbar.

Steiners Behauptung, dass y einer der 3 gesuchten Kreise sei, ist mithin,

streng genommen, im allgemeinen unrichtig. Der Kreis y ist nur dann einer der

verlangten, wenn die Auswahl 1. der Kreise p,, p 2 ,|[b, 2. die des Kreises (b, B, ß,)

und 3. die von y selbst richtig getroffen wurde. Verfährt man beim Konstruieren

streng nach Steiners Angaben, so ist die Wahrscheinlichkeit, zu einer richtigen

Lösung zu gelangen, nur also gering.

Die Steinerscke Konstruktion enthält demnach eine Lücke, und zwar insofern,

als bei ihr die Angaben darüber fehlen, welche unter den Kreisen p,, p 2 , p 3 , (b, B, ß,) etc.

zu einer Lösung brauchbar sind.* Diese Lücke lässt sich auf folgende Art ausfüllen.

Bezeichnet man bei 3 gfossten Kugelkreisen abc oder bei 3 reellen Kreisen

abc einer Ebene mit einem imaginären Orthogonalkreisc die Seiten derselben mit

a' a", b' b", c' c", so liegen die 8 Kreise x, die die Kreise abc berühren, der Reihe

nach auf den Seiten a' b' c', a" b' c', a' b" c', a' b' c", a' b" c", a" b' c", a" b" c', a" b" c" der

Kreise abc. Jeder unter diesen 8 Berührungskreisen x ist mithin durch die Angabe

der Seiten von a b c, an denen er liegen soll, eindeutig bestimmt. So gehört zu den

Seiten a'b'c' ein und nur ein Berührungskreis x. Dadurch ist ferner bei 3 grössten

Kugelkreisen dasjenige der 8 sphärischen Dreiecke und bei 3 reellen auf einer

Ebene liegenden Kreisen mit imaginärem Orthogonalkreise dasjenige der 8 Bogen-

drciecke, in dem der zu a' b' c' (oder zu einer anderen Seitenkombination) gehörige

* Bei dem auf 3 Gerade beschränkten Malfattischen Probleme hat bereits Binder in seiner
oben angeführten Abhandlung diesem Übelstande abzuhelfen gesucht.



Berührungskreis x liegt, in eindeutiger Weise definiert, und infolgedessen auch das

zu b c, c a, a b und zu diesem Kreise x gehörige Tripel von Potenzkreisen und endlich

auch noch die zu letzteren gehörige Ahnlichkeitsaxe von a b c. Dabei ist noch zu

bemerken, dass zu den Seiten a' b' c' und a" b" c" (etc.) nur ein Tripel von Potenz¬

kreisen und nur eine Ahnlichkeitsaxe gehört.

In ähnlicher Weise lassen sich bei 3 reellen Kreisen ab c einer Ebene oder

Kugel mit einem reellen Orthogonalkreise t durch Bezeichnung der Seiten der

Kreise abc die 8 (reellen oder imaginären) Berührungskreise x und die dazu

gehörigen Potenzkreise und Ahnlichkcitsaxen von abc eindeutig im voraus angeben.

Dabei müssen jedoch die Seiten der Kreise abc anders definiert werden. Jede der

Kreislinien abc wird durch den Orthogonalkreis t in zwei Bogen zerlegt. Drei dieser

Bögen liegen auf der einen Seite von t (alle etwa innerhalb t). Bei diesen Bögen

bezeichne man die Seiten beliebig mit a'a",b'b", c'c". Die Seiten der 3 auf der anderen

Seite von t liegenden Bögen sind dann entgegengesetzt zu bezeichnen, also mit

a" a', b" b', c" c'. Durchläuft man dann etwa die Kreislinie a im Sinne des Uhrzeigers

und hat anfänglich die Seite a' zur Linken, so liegt diese Seite a', sobald man den

davorliegenden Schnittpunkt von a mit t überschritten hat, zur Rechten. Durch irgend

eine Seitenkombination, etwa durch a'b'c', sind dann eindeutig bestimmt 1. derjenige

Kreis x, der die Kreise abc an diesen Seiten a'b'c' berührt, 2. die zu x gehörigen

Potenzkreise von abc und 3. die zu x gehörige Ahnlichkeitsaxe von abc. Man

bezeichne zu dem Zwecke die Schnittpunktepaare A1), 11E, C F des Kreises t mit

den Kreisen a, b, c so, dass einem Figürchen die Punkte A, B, 0 nach vorn zu und

die Punkte D, E, F im Rücken erscheinen, wenn es sich nach einander auf den

Kreislinien a, b, c so aufstellt, dass es die mit a', b', c' bezeichneten Seiten jedesmal

zur linken Hand hat. Die zu a'b'c' und zu x gehörigen Potenzkreise haben dann

die Schnittpunkte der Geraden der Paare BF, CE, ferner CD, AF und AE, BD

bezüglich zu Mittelpunkten, und die zu a'b'c' und zu x gehörige Ahnlichkeitsaxe

von abc ist die Pascalsehe Gerade des Sechsecks AFBDCE.

Konstruktion (II).

1. Bestimme zu abc den (imaginären oder reellen) Orthogonalkreis t, bezeichne

in der oben angegebenen Weise die Seiten der gegebenen Kreise a, b, c mit a'a",

b'b", c'c" (8 Kombinationen), bestimme die zu a'b'c' gehörigen Potenzkreise d, e, f

und bezeichne auch bei diesen die Seiten derselben, und zwar mit d' d", c' e", f f"

(8 Kombinationen).

2. Beschreibe die 3 Kreise p,, p 2 , |r 3 , von denen der erste a'e'f", der zweite

b'f'd" und der dritte c'd'e" berührt (eindeutige Operationen).

3. Zeichne diejenigen zu t rechtwinkligen 3 Kreise u, v, w, die bezüglich

von den Kreisen p 2 p 3 , p s p,, p, p 2 auf entgegengesetzten Seiten berührt werden.



— 7 —

Bezeichne dabei die Seiten der Kreise u,v, w, auf denen die Kreise (a3 ,| Xj,| i 2 bezüglich

liegen, mit u', v', w', und die entgegengesetzten mit u", v",w". Von den Kreisen d, c, f,

die denselben Bedingungen genügen, ist hier abzusehen (eindeutige Operationen)'.

4. Die 3 Kreise x, y, z, die bezüglich die Kreise b'c'w'v", c'a'u'w", a'b'v'u"

berühren, bilden eine Lösung (eindeutige Operationen).

Aus dieser Konstruktion ersieht man sofort, dass die Aufgabe im allgemeinen

8 . 8 . 1 . 1.1 = 64 Lösungen hat. *

Der Steinersehen Konstruktion (I), sowie auch der obigen abgeänderten (II)

haftet noch der Mangel an, dass durch sie in vielen Fällen nicht alle reellen Lösungen

erhalten werden können, falls zugegeben wird, dass bei Zwischenkonstruktionen

komplex imaginäre Kreise auszuschliesscn sind. Dass dem so ist, soll einfach durch

den Hinweis auf die Figuren 1, 2, 3, 4, 7 bewiesen werden. Bei allen diesen

Figuren sind einige der von Steiner mit p, p 2 p 3 bezeichneten Kreise komplex

imaginär, obwohl die dazu gehörige aus den Kreisen xyz bestehende Lösung reell

ist. Um jeden Zweifel hierbei auszuschliesscn, sind bei den Figuren 1 und 2 die

wichtigsten Elemente nicht nur durch Zeichnung, sondern auch durch Rechnung

festgelegt, sodass jedermann die Lösung auf ihre Richtigkeit hin leicht prüfen

kann. Bei der Fig. 1 liegen die Mittelpunkte AjBjCi der gleichen Kreise abc

auf einer Geraden. Die Radien sind a = b = c = 30; d = e = f = oo; x = 36;

y = 420; z = 270; u = 6; v = 70; w = 7,5; p 2 — 90; die von p 3 und p, sind

komplex imaginär. Die Koordinaten, vom Punkte F aus gerechnet, sind A = 420;

B = 180; C = 60; D = 360; E=120; F = 0; G = 90; _H = 210; J = 270j

a -240; ß = 140; y = 90; 5 = 252; s = 0; £=105; GX=6l/21; HY = — 90l/ÖT;

JZ = 601/21. Bei Fig. 2 ist, von 0 aus gerechnet, A = 25; B = 49; C = 81;

* Aufgabe (a). Die Kreise xyz sind herzustellen, wenn die Kreise übe gegeben sind.
Konstruktion. 1. Bezeichne auf die oben angegebene Art die Seiten der Kreise n,b, c,

deren Orthogonal kreis t sein möge, mit u' u", b' b", c' c" (8 Kombinationen) und zeichne zu b'c'

den Potenzkreis d (eindeutig). Seine Seiten seien d' d" (zweideutig). 2. Zeichne 2 Kreise g 2 g 3,

die b' u" d" und c' u' d' bezüglich berühren (eindeutig). 3. Lege durch den Berührungspunkt B 2

von b und einen zu t rechtwinkligen Kreis v, der den Kreis |j.3 berührt (zweideutig). 4. Zeichne

den Kreis w, der dem von u v gebildeten Büschel angehört und den Kreis |i 2 berührt (eindeutig)-

5. Die 3 Kreispaare x'x', y y', z z', welche die Kreise bev w, c w u x, b u v x bezüglich berühren,

liefern, gehörig geordnet, 2 Lösungen xyz und x'y'z' der Aufgabe. Diese hat (8.2. 1. 2.1.2): 2

= 32 Lösungen.

Aufgabe (ß). Die Kreise xyz sind herzustellen, wenn die Kreise avw gegeben sind.

Konstruktion. 1. Zeichne den Orthogonalkreis t von avw und bezeichne auf die oben

angegebene Art die Seiten von a, v, w mit a' a", v' v", w' w" (8 Kombinationen). 2. Konstruiere

den Kreis |i,, der a'v'w" berührt (eindeutig). 3. Lege durch den Berührungspunkt B, von a

und g, den Kreis u, der dem von vw bestimmten Büschel angehört (eindeutig). Die Seiten

dieses Kreises seien u' u" (2 Kombinationen). 4. Derjenige Kreis z, der a' v' u" berührt, ist einer

der 3 gesuchten Kreise (eindeutig). Der zweite gesuchte Kreis y berührt die Kreise a u w, und

zwar ii in demselben Punkte wie z. Der dritte gesuchte Kreis x berührt die 4 Kreise v w y z

(eindeutig). Die Aufgabe hat 8 . 2 — 16 Lösungen.
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D = 36; E = 70,56; F = 116,64; G = — K = 75,6; H = — L =f= 54; J = — M = 42;

« = 58,5; ß = 60~; y = 61; 8 = 43{; e = 126; £ = 73Die Kreise |x, und p, 3

sind liier komplex imaginär, während |i. 2 reell ist. Bei der Figur 7 werden die

gegebenen Kreise abc und ihr Orthogonalkreis t von einem und demselben Kreise

sämtlich berührt. Die Herstellung von 12 unter den 64 Lösungen ist hier von

verblüffender Einfachheit. So ist der zu t rechtwinkelige durch C und E gehende

Kreis x einer der gesuchten. Derselbe gehört 2 Lösungen an. Hier sind die Kreise

(i 2 und ji 3 reell, während komplex imaginär ist.

Frei von dem angeführten Übelstande ist die

Konstruktion (III).

1. Wie bei der Konstruktion (II). (S. Fig. 4.)

2. Zeichne zu a'c'f", ferner zu b'f'd" und zu c'd'e" die Ähnlichkeitsäxen.

Dieselben mögen das Dreieck A X B X C X bilden (eindeutige Operationen).

3. Schlage um die Punkte A x B, C, drei zu t rechtwinkelige Kreise t x t 2 13 und

bestimme zu def in Bezug auf diese Kreise t x t 2 13 der Reihe nach die inversen

Kreise uvw und bezeichne die Seiten derselben, die bei diesen Inversionen den

Seiten d'e'f d"e"f" entsprechen, mit u'v'w'u" v"w" (eindeutige Operationen).

4. Wie bei der Konstruktion (II).

1. Anmerkung. Diese Konstruktion lässt uns dann im Stich, wenn die zu

a'e'f", b'fd" und c'd'e" gehörigen Ähnlichkeitsäxen auf einander lallen, indem

dann die Punkte A 1 B 1 C l und die Kreise t x t 2 t 3 unbestimmt werden. In diesem

Falle lässt sie sich leicht auf folgende Art abändern :

2. Stelle zu a'e'f", b'f'd" und zu c'd'e" die 3 Tripel von Potenzkreisen

Tj,T s ,T s bezüglich her.

3. Zeichne, was hier ohne inneren Widerspruch möglich ist, 3 Kreise t x t 2 t a ,

von denen t x den 2 Büscheln T 2 T 3 , t 2 den Büscheln T 3 T x und t 3 den

Büscheln T 1 T 2 angehört. Alles Übrige wie bei (III).*

2. Anmerkung. Auch bei dieser Konstruktion (III) kann es vorkommen,

dass unter den Kreisen t, t 2 13 einige imaginär werden. So ist bei der Figur 4 der

Kreis t 2 thatsächlich imaginär. Dieser Kreis ist aber rein und nicht komplex imaginär

mit einem reellen Centrum (B x ). Derselbe kann daher in allgemein bekannter Weise

durch eine reelle Kreislinie, die B x zum Centrum hat und von t halbiert wird, ver¬

treten werden. Der in Bezug auf t 2 inverse Kreis v des Kreises e ist somit auch

in diesem Falle reell und durch reelle Operationen herstellbar.

3. Anmerkung. Nach dieser Konstruktion (III) erhält man stets, mögen

die Kreise t x t 2 13 reell oder imaginär sein, zu reellen Kreisen def auch reelle

* Bei dem auf 3 Gerade beschränkten Probleme ist die abgeänderte Konstruktion (III)
allein anwendbar.
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Kreise iivw. Die Steinerschcn Kreise |x, |i 4 fJt3 , deren Herstellung übrigens mühsam
und zeitraubend ist, sind somit unter allen Umständen entbehrlich und in vielen
Fällen sogar zweckwidrig.

Die Konstruktion (III) lässt noch wesentliche Vereinfachungen zu. Dabei
sind 2 Fälle zu unterscheiden, je nachdem der Orthogonalkreis t der gegebenen reellen
Kreise a 1) c reell oder imaginär ist.

Konstruktion (IV, A).
Die Kreise ab et sind reell. :i:

(Fig. 3 und 4.)

1. Stelle zu den Kreisen abc den Orthogonalkreis t (mit dem Centrum T)
her. Die Schnittpunktepaare desselben mit den Kreisen abc seien bezüglich AD,
BE, CF.

2. Zeichne bei dem Orthogonalkreise t zu den Punkten (B F, C E); (C D, AF);
(ÄE, BD) die Polaren. Die Schnittpunktepaare derselben mit dem Kreise t seien
G K;HL; J M.

1 ♦

* Aufgabe (a). Die Kreise xyz sind herzustellen, wenn die Kreise übe gegeben sind.
Nacli Annahme sind liier die Kreise übe nebst ihrem Orthogonalkreise t reell.

Konstruktion. (Fig. 3 und 4.) 1. Die Schnittpunkte des Orthogonalkreises t von übe

mit diesen 3 Kreisen seien a8,BE, CF. 2. Stelle beim Kreise t zu dem Punkte (BF, CE) die

Polare und deren Schnittpunkte G K mit t her. 3. Zeichne zu dem Sechsecke BSSEKa die
Pascalsche Gerade g und bestimme zu dem Schnittpunkte P dieser Geraden mit B E denjenigen

Punkt P', der von P durch B und E harmonisch getrennt wird. Die Geraden C P', G P', a P'

mögen den Kreis t zum zweitenmal bezüglich in den Punkten F', K', 8' schneiden. 4. Stelle die
Pascalsche Gerade dos Sechsecks F K' 8 F' K 5', deren Schnittpunkte ß ßi mit dem Kreise t und

den zweiten Schnittpunkt s der Geraden ß P' mit t her. Die Verbindungsgerade von B mit

(E F, Gß) und die von G mit (B C, F s) schneide zum zweitenmal den Kreis t bezüglich in den
Punkten Z und '{. 5. Zeichne zu den 3 Sechsecken BßCEeF, C8gF ay, BsSEßa die Pascal-

schen Geraden B' C', C A', A' B'. Bestimme zu den Punkten A', L' = (B E, B' C'), M' = (C F, C' A'j,

S' = (BE, A/B'), T' = (CF, FC') 5 Punkte A",L",M",S",T" so, dass die Involutionen a 2 . 8 2 .

A' A" ; B 2 . E 2 . L' L". S' S" ; C 2 . F 2 . M' M". T' T" bestehen. Die Geraden TA",T L", T M", T S", T T"

mögen der Reihe nach die Kreise u, b, c, b,c in den Punktepaaren a' a", X X', p, |x', a a', x x' treffen

(hierbei ist T das Centrum von t). Diese Punkte lassen sich so anordnen, dass die Geraden

a'a, B a, ES, ferner a'p, Fa, C8 und Xx, BF, CE durch je einen Punkt gehen. G. Lege durch die
Punktcpaare X x, <x' p, cd a bezüglich 3 Kreise xyz, die bezüglich die Kreise beu berühren. Diese

sind bei richtiger Auswahl des Punktepaares X x die gesuchten Kreise. — Die Aufgabe hat
32 Lösungen.

Aufgabe (ß). Die Kreise xyz sind herzustellen, wenn die Kreise avw gegeben sind.
Nach Annahme sind hier die Kreise a v w nebst ihrem Orthogonalkreise t reell.

Konstruktion. (Fig. 3 und 4.) 1. Die Schnittpunkte von t mit a, v, w seien AD, ßs,

f Z und das Centrum von t sei T. 2. Zeichne zu dem Sechsecke A s Z D ß y die Pascalsche Gerade g.

3. Bestimme zu dem Schnittpunkte P von g mit AD denjenigen Punkt F, der von P durch A

und 1) harmonisch getrennt wird. Die Verbindungsgerade des Punktes (ß e, Y ?) uiit P' schneide
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3. Konstruiere zu den 3 Sechsecken ALMDHJ, BMKEJG, CKLFGH
die Pascalschen Geraden. Die Ecken des von letzteren gebildeten Dreiecks seien
A 1; B 1; Cj.

4. Stelle die zweiten Schnittpunkte des Kreises t mit den Geraden A t K;
11, L; Cj M; A t G; B, H; 0, J her. Dieselben seien a, ß, y, 5, e, £.

5. Zeichne zu den 3 Sechsecken C E y F B A F «DGB, B D ß E A e die
Pascalschen Geraden. Dieselben mögen das Dreieck A'B'C' bilden.

6. Stelle zu den Punkten (AT),ADV) = K', (BE,FC') = L', (CF,C'A') = M',
(A I), C A') = II', (BE, A'B') = S', (CF, B'C) = T' 6 Punkte K"E"M"R"S"T" so
her, dass die Punktepaare AD,BE,CF,AD,BE,CF von den Punktepaaren K'K",
L' L", M' M", R' R", S' S", T' T" bezüglich harmonisch getrennt werden. Die Geraden
T K", T L", T M", T R", T 8", T T" mögen die Kreise a, Ii, c, a, b, c bezüglich in den
Punkten % x', XX', p-p.', p p', a a', ix' schneiden. Dabei sei, was hier möglich ist, die
Bezeichnung der Punkte so gewählt, dass die Geraden BF, CE,Xx, ferner CD,
A F, p p und A E, B I), % a durch je einen Punkt gehen.

7. Lege durch die Pnnktepaarc Xx, pp, xa bezüglich 3 Kreise x, y,'z, die der
Reihe nach die Kreise b, c, a berühren. Diese Kreise sind bei richtiger Auswahl
der Punktepaare X x, p p, x a die verlangten.*

Anmerkungen. Bei der ganzen Zwischenkonstruktion ist nur ein einzigesmal
(bei der Herstellung des Kreises t) vom Zirkel Gebrauch gemacht worden; sonst
ist nur das Lineal zur Verwendung gelangt. Diese Lösung (IV, A) dürfte mithin

den Kreis t in den Punkten a und 6. Die Verbindungsgerade von (I) a, A 3) und (y a, £ 5) sei p

und die voll (D ß, Ä e) und (aß, 8 s) sei q. 4. Stelle zu den Punkten B' = (ß s, q), C'.~ (y S, pj»

K' = (A D, q), R' - (A D, p) 4 Punkte B" C" K" Ii" so her, dass die Involutionen ß2. e 2 .15' B" ;

y 2. "C?. C C" ; A 2. D 2. K' K". R' R" bestehen. Die Schnittpunkte der Geraden T B", T C", T K", TR"

bezüglich mit v, w, a, a seien ß' ß", y' y", x p p'. Diese Punkte lassen sich so anordnen, dass die

Geraden ß'y', ß y, s £, ferner p y', A y, D ^ und x ß', A e, D ß durch je einen Punkt gehen. 5. Lege

bezüglich durch die P.unktepaare ß' y', y' p, ß' x 8 Kreise x y z, die der Reihe nach die Kreise v, w, a

berühren. Diese sind die verlangten. — Die Aufgabe hat 16 Lösungen.
Bei dieser wie bei der vorhergehenden Aufgabe wurde bei der Zwischenkonstruktion ein

einzigesmal der Zirkel und sonst nur das Lineal benutzt.

* Diese Konstruktion liisst sich unmittelbar auch auf die folgende Aufgabe übertragen:

„Iii einer Ebene sind 8 Kegelschnitte abc gegeben, die sämtlich 2 und nur 2 Punkte P und Q

gemein haben. Drei Kegelschnitte xyz sind durch die Punkte P und Q so zu legen, dass die

Kegelschnitte eines jeden der vier Tripel xyz, ayz, bzx,cxy einander, ohne ein Büschel zu
bilden, paarweise berühren."

Beispielsweise können abexya hompthetische gleichseitige Hyperbeln sein.

Lösung. Sind die Schnittpunkte hei bc, ca, ab, abgesehen von P und Q die Punkte

A" D", B" E", C" E", so lege durch P und Q denjenigen Kegelschnitt t, der A" und D", ferner

B" und E" und endlich C" und F" zu Paaren konjugierter Punkte hat. Die übrige Konstruktion

stimmt wörtlich mit der oben angegebenen überein, wenn überall „Kegelschnitt" statt „Kreis"
gesetzt wird.
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als ein geeignetes Beispiel der „Konstruktionen mittels Lineals und eines festen

Kreises" (Steiner, Gesammelte Werke, I. Bd., S. 4(>1—522) anzusehen sein.

Zu 1. Es kann A mit D, B mit E und C mit F vertauscht werden. Dies

giebt 8 verschiedene Kombinationen. Hier kommt es aber, falls es sich um die

Herstellung aller möglichen Lösungen handelt, nur auf 4 Kombinationen an, indem

viermal je zwei der 8 Kombinationen (wie AD, B E, CF und DA, EB, FC)

dieselben Punkte GK, HL, JM liefern. Es findet mithin bei 1. eine vierfache

Verzweigung des Konstruktionsweges statt.

Zu 2. Es kann G mit K, H mit L und J mit M vertauscht werden. Jede der

8 möglichen Kombinationen liefert ein anderes Dreieck A, I>, 0,. Es findet somit

bei 2. eine achtfache Verzweigung statt. Die durch die Punktepaare GK, 11L, JM

senkrecht zu t gelegten Kreise sind einem Büschel ungehörige Potenzkreise d, c, f'

der Kreispaare bc, ca, ab.

Zu 3. Die 3 Punktetripel (A L, D H), (L M, H J), (D M, A J); (B M, E J), (MK, IG),

(EK, B Gj und (CK, FG), (KL, GH), (EL, CH) liegen auf je einer (Pascalschen)

Geraden. Die Konstruktion ist hier linear; eine Verzweigung findet hier nicht statt.

Zu 4. Die Konstruktion ist auch an dieser Stelle linear, sodass eine Verzweigung

nicht stattfindet. Zur Kontrolle und etwaiger Abänderung der Konstruktion, wie sie

zuweilen erwünscht ist, diene die Bemerkung, dass B C, CA, AB, EF, FI), DE

bezüglich bei den Sechsecken yEFeKG, aFD£LH, ßDESMJ, £BCßGK,

8 C A y II L, e A B a J M die Pascalschen Geraden sind. Die Geraden a 5, ß e, y £ gehen

durch einen Punkt. Die durch die Punktepaare a §, ß. e, y £ senkrecht zu t gelegten

Kreise bilden ein Büschel und sind mit den Steinerschen Kreisen u = (lqBjß,),

v = (b 2 B 2 ß a ), w = (b 3 Dg ß 3 ) identisch. Die Punktepaare A ü; B E und C F werden von

den Strahlenpaaren a8, B 1 C,; ß e, C, A t und y £, A, B, bezüglich harmonisch getrennt.

Zu 5. Die Konstruktion ist linear; eine Verzweigung findet nicht statt. Zur

Kontrolle oder etwaiger Abänderung der Konstruktion dienen folgende Bemerkungen.

Statt der angeführten Sechsecke kann man auch die Sechsecke CEeFBß, AF£DCy,

B DoEA« oder die Sechsecke y ß C £ s F, a y A S £ D, ßccBsoE oder die Sechsecke

ßyEe^B, yaF£6C, aßDSsA setzen. Es liegen nämlich die Punkte (EC, BF),

(17, BQ, (Fy, C Q, (El, B ß), (Fe, C ß), (ß"y, eQ auf der Geraden B'C', die Punkte

(PA, CD), (Fa, CS), (Da, A8),' (Fg Oy), (D£, AyO, (ya, C8) auf der Geraden C'A'

und die Punkte (D B, A E), (D ß, A e), (E ß, B e), (D 8, A a), (E 8, B a), (a ß, 8 e) auf der

Geraden A' B'. Die 9 Geradenquadrupel ß y; e £; B' C ; Bj Cj —y a ; ^ 8 ; C'A'; C, A,

— aß; 8e; A'B'; A^-Ey; B £ ; B'C'; CjA,— Fa; Co; C'A'; A, B x — D ß ;

A e; A' B'; Bj C\— Cß; Fe; B'C'; A x B t — A y ; D^; C'A', B, C-Bk ; ES; A'B';

Cj A x gehen durch je einen Punkt.

Zu 6. Zur Kontrolle oder etwaiger Abänderung der Konstruktion dienen

folgende Sätze. Stellt man zu den Geraden B' C, C' A', A' D' in Bezug auf die

Kreispaare b c, c a, a b die Pole her, so liegen sie bezüglich auf den Geraden T L"
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und T T", T M" und T R", T K" und T S". Die Orthogonalkreise von Ä' D', a, t, von

B'C', 1), t, von C'Ä', c, t, von A' D', h, t, von IV C', c, t, und von C'A, a, t gehen bezüglich

durch die Punktepaare x x', X X', p p', p p' a cf, x x'. Die zu .t rechtwinkligen Kreise mit

den Mittelpunkten A', B', C' gehen bezüglich durch die Punkte a', ß', y', in denen sich

die gesuchten Kreise x, y, z paarweise berühren, und schneiden daselbst, die

Steinerschen Kreise u = (h, B, ß t ), v = (b 2 B 2 ß 2 ), w = (b 3 B s ß 3 ) bezüglich rechtwinklig.

Die Polaren der Punkte A' B' C in Bezug auf die Kreise u v w schneiden bezüglich

diese Kreise in denselben Punkten x'ß'y'. Die Punkte A'aS, ferner B' ß e und C'y£

liegen auf je einer Geraden. Wie die Punkte x X p p a x eine Lösung liefern, so

erhält man auch aus den Punkten x' X' p' p a' x' eine zweite Lösung. Die Verzweigung
ist hier eine zweifache.

Zu 7. Die Konstruktion ist eindeutig; eine Verzweigung findet nicht statt.

Nach den Punkten 1. bis 7. der Konstruktion hat die Aufgabe im allgemeinen

4.8.1.1.1.2.1 = 64 Lösungen.

Liegen die Kreise a, b, c auf einer Kugel, so bedarf die Konstruktion (I V, A)

einer kleinen Abänderung. Man projiziere dann von einem der beiden Pole des

Kreises t, die Kreise ab c auf die Ebene, in der t liegt, führe in dieser Ebene die

obige Konstruktion (IV, A) durch und projiziere rückwärts auf die Kugel.

Ist t eine Gerade, so versagt die Konstruktion (IV, A). In diesem Falle führe

man die Konstruktion (IV, A) an irgend einer inversen Figur von ab et durch, bei

der das neue t keine Gerade ist, und stelle zu der so erhaltenen Htilfsfigur rück¬
wärts das inversc Gebilde her.

Ist der Orthogonalkreis t der reellen Kreise a b c imaginär, so ist es zwar

nicht notwendig, jedoch zweckmässig, zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem a b c

grösste Kugelkrcise sind oder nicht.

Konstruktion (IV, B).

abc sind reelle grösste Kugelkreise.

(Fig. 5.)

1. Stelle zu den Kreisen a, b, c die Pole AD, BE, CF her. Die Punktequadrupel

B C E F, C A F I), A B D E liegen der Reihe nach auf 3 grössten Kugelkreisen a' b' c'.

2. Halbiere auf den Kreisen a',b', c' die Bogen BF, CD, AE bezüglich durch

die Punkte G, H, J und stelle die Kugeldurchmesser GK, HL, JM her. Dabei ist es

gleichgültig, welcher der beiden Bogen bei jedem der 3 Kreise gehälftet wird.

3. Bezeichne die zweiten Schnittpunkte der durch OLG und E M G, durch

AMII und FKH, durch BKJ und DLJ, durch FIIK und BJK, durch DJL

und CGL, durch EGM und AHM gehenden Kreise bezüglich mit a, ß, y, o, e, £.

4. Zeichne die Polarkreise xx', yy', zz' zu den durch die Punktequadrupel

B C y e, C A a £, A B ß 5 bezüglich gehenden Kreisen. Die Polarkreise lassen sich so

anordnen, dass die Kreise xyz und die Kreise x'y'z' je eine Lösung bilden.
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Anmerkung. Unter den Polarkreisen eines Kugelkreises k sollen liier die¬

jenigen 2 Kreise k, und k 2 verstanden werden, die durch die beiden Pole eines

beweglichen, den Kreis k berührenden, grössten Kugelkreises erzeugt werden.*

Konstruktion (IV, C).

Die Kreise abc sind reell, liegen in einer Ebene und haben

einen imaginären Orthogonalkreis.**

(Fig. 5.)

1. Zeichne diejenige Kreislinie t', die von jedem der 3 Kreise a, b, c
halbiert wird.

* Durch diese polare Umkehrung des Malfattisehen Problems gelangt man zu folgenden
3 interessanten Aufgaben: „In einer Ebene schneiden sich drei Strecken A D, B E, C F in einem

Punkte 0 derart, dass A 0 . D 0 = B 0 . E 0 C 0 . F 0 ist. Sechs Kreise u 0, v 0, w 0, x 0, y 0, z 0 sind

so zu zeichnen, dass die Kreise eines jeden der Paare v 0 z 0, w 0 x 0, u 0 y„, y 0 w„, z„ u 0, x 0 v 0 einander

berühren, und dass ausserdem die obigen 6 Kreise der Reihe nach durch die Punktepaare
1. B C, C A, A B, E F, F D, D E, oder
2. K C, C A, D B, E F, F D, A E, oder
3. E C, F A, A B, BF,CD,DE gehen."

Lösungen (Fig. 6). Zu 1. 1. Lege, was hier möglich ist, der Reihe nach durch die

Punktequadrupel B C E F, CAFD, ABDE 3 Kreise a, b, c. 2. Bestimme zu den Punkten

(B F, C E), (C D, A F), (A E, B D) bezüglich bei den Kreisen a, b, c die Polaren. Die Schnittpunkte¬

paare derselben mit den diesbezüglichen Kreisen seien G K, H L, .1 M (8 Kombinationen). 3. Lege
durch die Pimktctripel A II M, BJK, CGL,DJ L, E G M, F II K bezüglich 6 Kreise u' v' w' x' y' z'.

Die Kreise der Paare w' y', u' z', v' x', v' z', w' x', u' y' schneiden einander ausser in den Punkten
G II .1 K L M noch in (i neuen Punkten a ß y 8 s £. 4. Lege, was hier möglich ist, durch die Punkte¬

quadrupel B C y s, CAa£, A B ß 8, E F Z, ß, F D S y, D E e a der Reihe nach 6 Kreise u 0 v 0 w 0 x 0 y 0 z 0.

Diese sind die verlangten Kreise. — 8 durchweg reelle Lösungen.

Zu 2. Um keine völlig neue Figur entwerfen zu müssen, setze, was hier erlaubt ist, bei

Fig. 6 a und 3 für A und D. Demnach gelten hier die Punkte a 11 C 8 E F und nur diese als

bekannt. 1. Lege durch das Punktequadrupel BCEF einen Kreis a und bestimme bei ihm zu

dem Punkte (B F, C E) die Polare, die a in den Punkten G und K schneiden möge. 2. Lege der

Reihe nach durch die Punktetripel B 3 K, C a G, E a G, F 8 K 4 Kreise v' w' y' z'. 3. Lege durch

die Punkte B E einen Kreis b", der v' (und gleichzeitig y'| berührt. Dieser Kreis schneidet den
Kreis w' in zwei Punkten s und s'. 4. Der durch a 3 s gehende Kreis t schneidet die Kreise

v'y'z' ausser in den Punkten 3a3 noch in 3 ferneren Punkten y £ ß. 5. Lege durch die Punkte

B C s y, C a £, B 8 ß, E F ß £, F 3 y, E a s der Reihe nach 6 Kreise u 0 v 0 w 0 x 0 y 0 z 0. Diese sind die

verlangten. — 4 Lösungen, da G mit K vertauschbar und e zweideutig ist.
Zu 3. Betrachte hier als bekannt A ß y I) s £, indem ß y s £ für 1! C E F tritt (Fig. 0).

1. Zeichne die Kreise u' (A ß 0, x' (D s y), t (ß y s Q. 2. Lege durch A D einen Kreis a", der u'

(und gleichzeitig x') berührt. Die Schnittpunkte von t und a" seien a 8. 3. Zeichne die Kreise

v 0 (A £ a), w 0 (A ß 8), y 0 (D y 8), z 0 (D e a) und lege durch sy und ß £ 2 Kreise u„ x 0, die bezüglich

die Kreise yv berühren. Die Kreise u 0 v 0 w 0 x 0 y,z 0 sind die verlangten. — 2 Lösungen, da a
mit 8 vertauschbar ist.

Die polaren Umkehrungen dieser 3 Aufgaben führen rückwärts zum Malfattisehen Problem,
und zwar die der ersten zu dem Problem in der Seite 1 gegebenen Fassung.

** Aufgabe (a). Die Kreise xyz sind herzustellen, wenn die (reellen) Kreise übe mit

dem imaginären Orthogonalkreise t gegeben sind.

Konstruktion (Fig. 5 und 6, u fehlt). 1. Zeichne die Kreislinie t', die von jedem der



— 14 —

2. Stelle 3 Kreise a'b'c' her, die die Kreispaare b c, ca, ab bezüglich recht¬

winklig schneiden und sämtlich die Kreislinie t' halbieren. Die Schnittpunktepaare

von b'c', c'a', a'b' seien bezüglich AI), HE, C F.

3. Bestimme zu den Punkten (B F, C E), (C D, A F), (A E, B D) bezüglich bei

den Kreisen a, b, c die Polaren. Die Schnittpunktepaare derselben mit den dies¬

bezüglichen Kreisen seien G K, 11 L, J M.

4. Lege durch die Punktetripel A H M, B J K, C G L, I) .1 L, E G M, F H K

bezüglich 6 Kreise u' v' w' x' y' z'. Die Kreise der Paare w' y', u' z', v' x', v' z', w' x', u' y'
schneiden einander ausser in den Punkten GHJKLM noch in 6 neuen Punkten

a ß T 5 £ £■

5. Lege, was hier möglich ist, durch die Punktequadrupel B C y s, C A gc

A B ß o, E F £ ß, F D 3 y, I) E e a der Reihe nach 6 Kreise u 0 v 0 w 0 x 0 y 0 z 0 .

6. Konstruiere die bezüglich den Büscheln u 0 x„, v 0 y 0 , w 0 z 0 angehörigen Kreise

x Xj, y y,, z Zj, die der Reihe nach die Kreise b, c, a berühren. Bei gehöriger Anord¬

nung der Kreise bilden die Kreise xyz eine und die Kreise x, y, / 1 eine zweite

Lösung.

Anmerkungen. Die 6 Punkte GHJKLM liegen auf einem Kreise.

Dasselbe gilt von den 6 Punkten aßyoe£. Die Kreise a", b", c", die bezüglich

durch die Punktequadrupel A 1) a o, B E ß e, C F y £ gehen, berühren der Reihe nach

die Kreispaare u' x', v'y', w'z' (Fig. 6). Auch die Kreise der Paare u 0 y 0 , y 0 w 0 , w 0 x 0 ,
x„ v 0 , v 0 Z 0 , z 0 u 0 berühren sich. Die Orthogonalkreise der 6 Kreistripel aW(,z 0 ,

b u 0 x 0 , c v 0 y„,av 0 y 0 , b w 0 z 0 , c u 0 x 0 gehen bezüglich durch die Berührungspunkte

x, X, |x, p, ct, x der 6 Kreispaare a z, b x, cy, a y, b z, c x. Sind u 2 v 2 w 2 diejenigen die

Kreislinie t. halbierenden Kreise, die bezüglich die Kreispaare v 0 w 0 , w 0 u 0 , u 0 v 0

rechtwinklig schneiden, und u 3 v 3 w 3 diejenigen die Kreislinie t hälftenden und zu

dem Kreise aßyoe^ orthogonalen Kreise, die bezüglich die Kreise u 2 v 2 w 2 reclit-

3 Kreise übe halbiert wird. 2. Stelle 3 Kreise s b' c' her, die die Kreispaare bc, es, sb bezüglich
rechtwinklig schneiden und sämtlich die Kreislinie t' halbieren. Die Schnittpunkte von b' c', c' s, s b'
seien bezüglich ad, Ii E, CF (8 Kombinationen). 3. Führe die zu 2. gehörige Konstruktion (s. oben)
durch (vierdeutig). 4. Konstruiere die bezüglich den Büscheln u 0 x 0, v0 y 0, w 0 z 0 angehörigen
Kreise x x', y y', z z', die der Reihe nach die Kreise b, c, u berühren. Bei gehöriger Anordnung
bilden die Kreise xyz und x' y' z' 2 Lösungen. — Die Aufgabe hat (8 . 4 . 2): 2 = 32 Lösungen.

Aufgabe (ß). Die Kreise xyz sind herzustellen; wenn die (reellen) Kreise avw mit
dein (imaginären) Orthogonalkrcise t gegeben sind.

Konstruktion (Fig. 5 und (i, die Kreise vw sind zu ergänzen). 1. Zeichne die Kreis¬
linie t', die von jedem der 3 Kreise avw halbiert wird. 2. Stelle 3 Kreise a'r s her, die die
Kreispaare vw,wa,av bezüglich rechtwinklig schneiden und sämtlich die Kreislinie t' halbieren.
Die Schnittpunkte von rs,sa',a'r seien bezüglich AD, ß e, Yjjg (8 Kombinationen). 3. Führe die
zu 3. gehörige Konstruktion (s. oben) durch (2 Kombinationen). 4. Zeichne die bezüglich den
Büscheln u 0 x 0, v 0 y 0, w n z 0 angehörigen Kreise x x', y y', z z', die der Reihe nach die Kreise v, w, a
berühren. Bei gehöriger Anordnung bilden die Kreise xyz und x' y' z' 2 Lösungen. — Die Auf¬
gabe hat (8 . 2 . 2): 2 = 16 Lösungen.
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winklig treffen, so geschieht letzteres in den Punkten a'ß'y' (und hi den diesen

diametral gegenüber liegenden Punkten a" ß" y").

Nun soll noch die allgemeinste Konstruktion, die die bereits gelieferten als

besondere Fälle umfasst, durchgeführt werden. Die gegebenen Kreise sollen dabei

als beliebig, also nicht nur als reell, sondern auch als imaginär vorausgesetzt

werden. Ausserdem sollen nicht nur die reellen, sondern auch die imaginären

Lösungen insgesamt geliefert werden. Einige Erklärungen über das Imaginäre

müssen dieser Konstruktion vorausgeschickt werden.

Erklärungen. Ein imaginärer Punkt einer reellen Ebene oder Kugel ist

ein Paar reeller, mit einander nicht vertauschbarer Punkte. Von diesen möge der

eine als Nord- und der andere als Südpol des imaginären Punktes bezeichnet

werden. Ist A der Nord- und I! der Südpunkt, so soll der imaginäre Punkt heissen.

Zwei Punkte sind konjugiert imaginär, wenn der Nordpol des einen der

Südpol des anderen ist, und umgekehrt.

Unter dem unendlich entfernten imaginären Nord- oder Süd-Kreispunkte soll

jeder imaginäre Punkt verstanden werden, dessen Nord- bezüglich Südpol unendlich

weit entfernt ist.

Ein imaginärer Punkt artet in einen reellen aus, wenn sein Nordpol auf

seinen Südpol zu liegen kommt.

Eine (imaginäre oder reelle) Gerade einer reellen Ebene ist der Träger aller

imaginären und reellen Punkte, deren Nord-und Südpole zwei auf einander liegende,

ungleichwendige, ähnliche oder kongruente Punktfelder bilden (das Nord- und das

S'üdfeld).

Zwei Gerade sind konjugiert imaginär, wenn der konjugierte Punkt eines jeden

Punktes der einen stets ein Punkt der anderen ist.

Unter einer imaginären Nord- oder Süd-Kreisgeraden soll jede imaginäre

Gerade verstanden werden, bei der jene Ähnlichkeit derart ausgeartet ist, dass

einem bestimmten im Endlichen gelegenen Süd- oder Nordpole jeder Punkt der

Ebene als Nord- oder Südpol entspricht.

Eine Gerade ist reell, wenn sie mit der ihr konjugierten identisch ist.

Ein (imaginärer oder reeller) Kreis einer reellen Ebene oder Kugel ist der

Träger aller (imaginären und reellen) Punkte, deren Nord- und Südpole zwei auf

einander liegende, in ihren kleinsten Teilen ungleichwendige, reell kreisverwandte

(V) Punktfelder (das Nord- und Südfeld) bilden.

Zwei Kreise sind konjugiert imaginär, wenn der konjugierte Punkt eines jeden

Punktes des einen stets ein Punkt des anderen ist.

Ein Kreis artet in einen Nullkreis aus, wenn jene Kreisverwandtschaft derart

ausartet, dass einem bestimmten, im Endlichen gelegenen Punkte des Nordfeldes

jeder Punkt des Südfeldes, und ferner einem zweiten bestimmten im Endlichen
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gelegenen Punkte des Südfeldes jeder Punkt des Nordfeldes entspricht. Ein Null¬

kreis zerfällt stets in eine imaginäre Nord- und Südkreisgerade.

Ein Kreis ist komplex imaginär, wenn er von dem ihm konjugierten Kreise

verschieden ist. Ein Kreis ist reell oder rein imaginär, wenn er mit dem ihm

konjugierten identisch ist und reelle oder keine reellen Punkte enthält. (Diese

Definition eines reellen Kreises ist insofern allgemeiner als die in der Elementar¬

geometrie gebräuchliche, dass sie auch die imaginären Peripheriepunkte liefert.

Ein Punkt dieser Art hat zum Nord- und Stidpole stets 2 konjugierte Pole des

reellen Kreises im gebräuchlichen Sinne.)

Zwei oder mehrere reell ähnliche oder reell kreisverwandte Punktfehler sollen

kohärent (A) heissen, wenn sie auf einer reellen Ebene oder Kugel so auf einander

liegen, dass sie in ihren kleinsten Teilen gleichwendig sind.

Zwei kohärente Punktfelder haben stets zwei gemeinschaftliche entsprechende

Punkte: die Grund- oder Schnittpunkte der Felder. Diese Schnittpunkte sind
stets reell.

Zwei kohärente Punkte berühren sich, wenn ihre zwei Grundpunkte auf einander

fallen, sie schneiden sich, wenn ihre Grundpunkte von einander verschieden sind,

und ausserdem im letzteren Falle dann rechtwinklig (involutorisch), wenn die

Punkte des Nord- und Südfeldes sich wechselseitig entsprechen (wenn sie eine

Involution bilden).

Zwei kohärente Punktfelder arten aus, wenn ihre Kreisverwandtschaft wie bei

einem Nullkreise ausartet.

Drei oder mehrere kohärente Punktfelder bilden ein Büschel, wenn sie sich

sämtlich in denselben zwei Punkten schneiden oder in einem und demselben

Punkte berühren.

Konstruktion (V).
abc sind beliebige, reelle oder imaginäre Kreise einer reellen Ebene

oder Kugelfläche.*

(Fig. 1-7.)

1. Stelle zu 3 beliebigen reellen Punkten Sj S ä S 3 der Ebene oder Kugel,

* Aufgabe (a). Die Kreise xyz sind herzustellen, wenn die Kreise übe gegeben sind.
Die Kreise u b c sind beliebig, reell oder imaginär.

Konstruktion. 1. Stelle zu den Kreisen u b c in bekannter Weise die ihnen entsprechenden

kohärenten Punktfelder übe her. 2. Bestimme das Orthogonalfeld t der Felder u b e und die

Schnittpunkte a 8, B E, CF dieses Feldes t mit übe (8 Kombinationen). Bestimme die Punkte

3. GKBj EgBgE, aus (P.K'.BF.CE (2 Kombinationen); IDE,. B KS A B-, E„E (1 a; B 32.E 32. BF.B,E,;

4. ß e aus ß 3 . B E . B a E 3 und ß 6 K F A e a G C (2 Kombinationen); 5. ^UXVYWZU, X,
ß' X t y ' lifo aus y B C F K A s B C G E ; (EFGCAPEFBK; U X B C y s A U X E F £ ß ;
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die als Stidpole von Peripheriepunkten der Kreise abc gelten sollen, die dazu

gehörigen Nordpole Nj N 2 N 3 (bei a), 0, 0 2 0 3 (bei b) und Pj P 2 P 3 (bei c) her.

Bestimme die Punkte A 0 B 0 C 0 l) 0 etc. folgenden Bedingungen gemäss •

V■ Y C a Z A v Y F S Y ; W Z B p 6 A W Z E £ a ; U, 2. X, 2. ß e . U X ; ß' 2. ß e . U, X, (zweideutig)
Xxy'ß'UX ABCysUX; p. a' y' V Y A C a £ Y T; aa'WZABSWZ. 6. Aus den Punkten
B E C P G K a ß y 3 s £ a' ß' y' X a p x liisst sieh auf die oben angegebene Art alles übrige herstellen.
Pie Aufgabe hat (8.2.2.^:2 = 32 Lösungen.

Aufgabe (ß). Pie Kreise xyz sind herzustellen, wenn die Kreise avw gegeben sind.
Die Kreise a v w sind beliebig, reell oder imaginär.

Konstruktion. 1. Stelle zu den Kreisen avw die ihnen entsprechenden kohärenten
Punktfelder avw her. 2. Bestimme die Schnittpunkte AP, ß e, y £ des Orthogonalfeldes t von
a v w mit diesen Feldern (8 Kombinationen). Bestimme die Punkte 3. A, PL A s P 3 aus A, P 2 A £ ß A
A 2 P s I) r s ; A 32. IV. A D . A a D 2 ; 4. a 3 aus a 3 . A 1) . A 3 P 3 und a 3 . ß e . y £ (2 Kombinationen);
5. V Y W Z V, Y, y' p a> x ß' aus VYAa£AVYD8y;WZAß8AWZDea; Y, 2 . Y, 2 . y £ . V Y;
y' 2. y £ • V, Y, (2 Kombinationen); p a' y' V Y A A a £ Y Y ; x ß' a' W Z A A ß 5 W Z. 6. Aus den
Punkten A 1.) a ß y 8 e £ a' ß' y' x p ergiebt sich leicht alles übrige. — Pie Aufgabe hat (8 . 2 . 2): 2
— IG Lösungen.

Bei den 2 Aufgaben: „Zu 3 gegebenen Kreisen a 1) c drei Kreise x y z so zu zeichnen,
dass die Kreise eines jeden der 4 Tripel xyz, ayz, bzx, cxy einander paarweise berühren;
wobei die Kreise entweder y) von einem und nur von einem, oder 3) von zweien und nur von
zweien der 3 letzten Tripel je ein Büschel bilden sollen", hat die erste dreimal so viele Lösungen,
als die Aufgabe (a), und die letzte dreimal so viele, als die Aufgabe (ß). Demnach hat die Auf¬
gabe (y) 32. 3 — 9G und die Aufgabe (3) 16 . 3 = 48 Lösungen. Diese Zahlen stimmen mit den
vom Verfasser in seiner Programmarbeit (1897) auf andere Art gefundenen überein. Bei dem auf
3 Gerade beschränkten Probleme müssen hiernach die (y) und (3) entsprechenden Aufgaben (y')
und (3') 48 bezüglich 24 Lösungen zulassen. Bei der Aufgabe (3') sind Sachs und Binder in
ihren oben erwähnten Abhandlungen zu demselben Resultate gelangt. Für die Aufgabe (y') giebt
Steiner die Anzahl 48, Binder die Anzahl 30 bis 40 und Sachs die Anzahl 32 an. Die Angaben
Steiners, Binders und des Verfassers widersprechen sich nicht, indem von Steiner und vom Ver¬
fasser alle Lösungen, mögen dieselben reell oder imaginär sein, gezählt werden, während es
Binder nur mit reellen Lösungen zu thun hat. Unvereinbar ist aber damit die von Sachs gefundene
Zahl 32, die alle Lösungen, die reellen wie die imaginären, angeben soll. Dass diese Zahl 32
nicht die richtige sein kann, geht schon daraus hervor, dass die richtige Zahl ihrer Natur nach
durch 3 ohne Rest teilbar ist. Sachs hat diese Zahl 32 als Rest erhalten, indem er von der von
ihm gefundenen Gesamtanzahl 128 die Anzahlen der Lösungen anderer Art abzog. Dabei sind ihm
aber 2 Fehler unterlaufen. Er hat den Minuend 128 und den Subtrahend unrichtig bestimmt;
beide sind zu klein.

Per Verfasser findet für die Lösungen der verschiedenen Unteraufgaben, in die das ver¬
allgemeinerte Malfattisclio Problem: „Zu 3 Kreisen abc 3 Kreise xyz so herzustellen, dass
die Kreise eines jeden der 3 Tripel a y z, b z x, c x y einander paarweise berühren" zerfällt,
folgende Anzahlen: 1. N (0) — 64; 2. N (a y z) = 32; 3. N (b z x) — 32; 4. N (c x y) - 32;
5. N (b z x, c x v) = 16; G. N (c x y, a y z) = 16; 7. N (a y z, b z x) = IG; 8. N (a y z, b z x, c x y) = 8;
9. N (x y z) = 32 ; 10. N (a x y z) = 8 ; 11. N (b x y z) '= 8 ; 12. N (c x y z) = 8 ; 13. N (y = z) = 16 ;
14. N (z = x) = IG ; 15. N (x = y) = 16; IG. N (y =' z, b x y z) = 8 ; 17. N (z = x, c x y z) = 58 ;
18. N (x = y, a xyz) — 8; 19. N (y — z,cxy z) = 8; 20. N (z - x,ax y z) = 8; 21. N(x = y — z) = 8.
Es bedeutet das Zeichen (0) bei 1., dass unter den G Kreisen abc xyz keine 3 ein Büschel
bilden, (ayz) bei 2., dass von diesen 6 Kreisen die Kreise a y z und nur diese einem Büschel
angehören, (bzx,cxy) bei 3., dass unter den 6 Kreisen die Kreise bzx und cxy und nur



2. I. O x 0 2 Og A 0 D 0 A P X P 2 P 8 A 0 D 0 ; P x P 2 P 3 B 0 E 0 A N x N 2 N 3 B 0 E 0 ;
N x N, N 3 C 0 F 0 A Oj 0 2 O s C 0 F 0 (Doppelpunkte kohärenter Punktefelder);**

" II. B 0 E 0 . C 0 F 0 . A 2 . D 2 ; C 0 F 0 . A 0 D 0 . II 2 . E 2 ; A 0 D 0 . B 0 E 0 . C 2 . F 2 (Doppel¬
punkte bei Involutionen); *

3. BF.CE.G 2 . K 2 ; CD.AF.H 2 .L 2 ; AE.BD.P.M 2 (Doppelpunkte hei
Involutionen); *

4. I. A H M Aj Dj A D L J A x D x ; B J K B x E lt A E M G- B x E x ; C G L C x F, A
FKHCjFj (Grundpunkte kohärenter Felder);**

II. B x E x . C x F x . K a . GS; C x Fj. A XD,. l|| .He; A x D x . B x E x . My. J£ ;
5. I. BCyeUX A EF£ßUX; CAa^VY A FDSyVY; ABßSWZ A

DEeaWZ (Schnittpunkte kohärenter Felder);**
II. ß e . U X . U x 2 . X x - (Doppelpunkte einer Involution);*

III. ße.U x X x .ß' 2 (Doppelpunkt einer Involution);*
IV. BCyeüX A Axy'ß'UX; CAa^YY A ppa'y'VY; AB 5 W Z A

x a a' W Z ;

diese je ein Büschel bilden, (a x y z) bei 10., dass die 4 Kreise a x y z und nur diese einem

Büschel angehören, (y = z) bei 13., dass die Kreise y und z auf einander fallen, und dass sonstige

Singularitäten nicht vorkommen, (y =z,bx y z) bei 10., dass die Kreise y und z von einander

nicht verschieden sind, und dass ausserdem noch die Kreise bxyz ein Büschel bilden, und
(x = = z) bei 22., dass die Kreise xyz auf einander liegen. Die Anzahlen bei 1.—7. sind oben

bestimmt worden. Dass N (x y z) = 32 ist, geht aus des Verfassers Programmarbeit (1897), Seite 39

und 40, hervor. Die Ableitung der übrigen Anzahlen verursacht keinerlei Schwierigkeit.

Hiernach hat das verallgemeinerte Malfattisclie Problem a) 272 Lösungen, bei denen die

3 gesuchten Kreise von einander verschieden sind, b) 96 Lösungen, bei denen 2 und nur 2 der

3 gesuchten Kreise zusammen fallen, und c) 8 Lösungen, bei denen die 3 gesuchten Kreise

identisch sind, insgesamt also 376 Lösungen. Werden aber, wie billig, die Lösungen der zweiten

Art doppelt, und die der dritten Art sechsfach gezählt, indem die auf einander liegenden Kreise

2 bezüglich 6 Permutationen zulassen, so erhält man als Gesamtanzahl der Lösungen 272 -f- 96. 2
-F 8 . 6 = 512 = 2 9.

Bei dem auf 3 Gerade beschränkten Malfattischen Probleme giebt es in dem ersten Sinne 184

und im letzten 256 = 2 8 Lösungen. Dabei wird im ersten Falle die unendlich entfernte Gerade

als Lösung nicht mitgezählt, wohl aber im letzten, und zwar vierfach, indem im ersten Falle
N (a y z, b z x, c x y) = 0 und im letzten N (a y z, b z x, c x y) = 4 gesetzt wird.

Sachs hat die Fälle 8., 9., 13., 14., 15. übersehen.

* Aufgabe. Bei zwei involutorischen Punktfeldern, bei denen zwei Paare konjugierter
Punkte AA, und BB, gegeben sind, die Doppelpunkte GM zu bestimmen.

Konstruktion. Zeichne zu den 2 Kreispaaren AA,B, A A, B, und BB,A, B B x A,

bezü glich diejenigen Potenzkreise AA,X und BB XY, welche die von den Kreisbogen AUA,,
A H, A, bezüglich BAB„B A,B X gebildeten Winkel halbieren. Diese Potenzkreise schneiden sich
in den verlangten Punkten G H. — Die Punkte G II sind der Konstruktion nach stets reell.

** Aufgabe. Zu zwei kohärenten Punktfeldern, bei denen ABC und D E F zwei Tripel
entsprechender Punkte sind, die Doppelpunkte N 0 zu bestimmen.

Konstruktion. Bestimme die Punkte C 1 C 2 PiF 2 NO folgenden Bedingungen gemäss:

1. A B C, C F A D E C F F,; 2. C x2 . F 2 ,CC 8 ; 3. C 2 . F, 2 . F F a ; 4. C C 2 . F F 2 . N 2. 0 2. — Der Kon¬
struktion nach sind auch hier die Doppelpunkte N 0 stets reell.
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6. T. A 2 .D 2 .xx'.pp'.Uü'.VV'.WW.XX'. YY'.ZZ'; B 2 . E s . XX'. a o';

C 2 .F 2 .p,|x'.xx'; a 2 . S 2 . a' a"; ßLeLß'ß"; y 2 -EP-Y' T";

ir. Nj X 2 N 3 x p U' V W X' Y' Z' V S, S 2 S s x" p" ü" V" W" X" Y" Z": 0, 0, 0, X a

V S t S 2 S s X" a"; P| P 2 P 3 (x x V S 2 S 3 ,x" x" ;

III. UVAVa"ß"y" V U" V" W" a'" ß'"y'". Der Kreis x mit den Peripherie-

punktcn (x») (u») (x») C") (ß w ) (y'")' der Kreis J mit <lci1 Plnlkten (?") (v") (jt") (p")

(y'") (a'") 1111(1 der Krcis z 11114 (len Punkten (J„) (*„) (°„) (*'„) bilden eine

Lösung der Aufgabe.

Anmerkungen. Sämtliche Konstruktionen sind hier unter allen Umständen reell.

Die eine Lösung bildenden Kreise Xyz sind mithin selbst dann, wenn sie ima¬

ginär sind, durch reelle Gebilde dargestellt.

Durch die eindeutigen Konstruktionen 1. wird das vorgelegte Problem auf

die ihm äquivalente Aufgabe übergeführt: „Zu 3 kohärenten Punktfeldern abc,

die keinen Punkt sämtlich gemein haben, sind 3 kohärente Felder xyz so her¬

zustellen, dass die Felder eines jeden der 4 Tripel xyz, ayz, bzx, cxy einander,

ohne ein Büschel zu bilden, berühren."

Durch die Operationen 2. wird das der Aufgabe : „Die Schnittpunkte von 3 gege¬

benen Kreisen abc mit ihrem Orthogonalkreise t zu bestimmen" gleichwertige Problem

gelöst: „Die Schnittpunkte von 3 gegebenen kohärenten Punktfeldern abc mit ihrem

Orthogonalfehle t zu bestimmen." Der Übersichtlichkeit wegen ist oben das Problem,

das in die 2 Aufgaben zerfällt: 1. „Zu abc das Orthogonalfeld t festzulegen" und

2. „Die Schnittpunkte A I), BE,CF von t mit abc zu bestimmen" durch 6 quadratische

Operationen gelöst worden, obwohl 3 davon durch lineare ersetzt werden können. Es

lässt, nämlich die vorletzte Aufgabe, die auch folgendermassen lauten kann : „Zu '.) ge¬

gebenen Punkten N, N 2 N 3 O, <) 2 ()., P, P 2 P 3 3 Punkte Q t Q 2 Q 3 so zu bestimmen, dass

die 3 Involutionen N, Q,. N 2 Q 2 . N 3 Q 3 ; OjQ1.OoQ2.O3Q.,; P, Q,. P S Q 2 .P 3 Q s bestehen"

nur eine Lösung zu. Sic ist mithin durch lauter lineare Operationen lösbar, und zwar

etwa auf folgende Art. Man bestimme die Punkte abc etc. den Bedingungen gemäss:

Pj P 2 aP 3 N 3 AN, N 2 P 3 N„ b; NjN 2 cX 3 0 3 A O, 0 2 N 3 <) 3 d; N 3 2 . a 2 . P 3 e; 0 3 2 .c 2 .N 3 f;

P 3 2 .b 2.N 3 g; N 3 2 .d 2 .0 3 h; P 8 e.N 3 g. 0 3 i; N 3 f. () 3 h . P 3 k; giIek Afhekm; l 2 .k 2 .en;

e 2 . m 2 . k p; en.kp. N x Q,. N 2 Q 2 . N s Q s . Die Lösung der letzten Aufgabe erfordert 3

quadratische Operationen: en. k p . A 2 . D 2 ; 0, Q, . 0 2 Q 2 . B 2 .E 2 ; P, Q, . P 2 Q ä . C 2.F 2

(Doppelpunkte bei Involutionen).* Die Operationen 2. der Konstruktion (V) können

demnach auf 3 quadratische reduziert werden. Da hier A mit I), B mit E, und C

mit F vertauschbar ist, so erhält man an dieser Stelle 8 Kombinationen.

Durch die 3 quadratischen Operationen 3. ist diejenige Aufgabe über kohärente

Punktfelder gelöst, die dem Problem entspricht: „Bei 3 gegebenen Kreisen abc

3 ein Büschel bildende Potenzkreise d, e, f der Kreispaare bc, ca, ab zu zeichnen."

Auch hier giebt es 8 Kombinationen.
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Durch die Operationen 4. werden die Schnittpunkte a 8, ße, yC 'des Orthogonal¬
feldes t mit denjenigen 3 damit kohärenten Punktfeldern festgelegt, die den
Steinerschen Kreisen u -(b, Bjß,), v = (b 2 B 2 ß 2 ), w = (b||B 3 ß 3 ) entsprechen. Die
Operationen 4. II sind linear, während die Operationen 4. I quadratischer Natur
sind. Die letzteren lassen sich jedoch sämtlich durch lineare ersetzen. Das dann
einzuschlagende Verfahren ist das folgende: B ,T a K G Ä E M K G h ; F 11 c K G A
OLK Gd; a 2 . G 2 ,Ke;K s .h ! . G f; c 2 . G 2 ..Kg; K 2 . d 2 . G h; Kg . Gh . ei; e fkK A
g h K i; k 2 . i 2 . K a ; D E A « A D E J e ; C A 1) a A 0 A H ?; B C Gke ABC F y; E F G £
A E F B ß ; F D C y A F I) II 8. Die Punkte a. ß y 8 e ^ ergehen sich demnach eindeutig
(linear) aus den Punkten AB CD EF GH JKLM. Werden die Punkte A s D 3 B s etc.
den Bedingungen gemäss A 3 2 . D 3 2 . A D . A, I),, B 3 2 . E 3 2 . B E . B, E,, C 3 2 . F g 2 . C F .
C] F,, A 4 2 . D 4 2 . A D . a o, B 4 2 . E 4 2 . B E . ß e, 0 4 2 . F 4 2 . C F . y i, bestimmt, so bestehen
die Involutionen A D . a § . A s D 3 , B E . ß e . B 3 E,,, C F . y £. C 3 F 3 , A D . A, I >, . A 4 D 4 ,
B E . Bj Ej . B 4 E 4 , C F . Cj Fj . C 4 F 4 .

Durch die Operationen 5. werden die Nordpole der 9 Berührungspunkte der
3 gesuchten Kreise xyz unter einander und mit den 3 gegebenen Kreisenahe und
mit den Steinerschen Kreisen u = (h, B, ßj, v= (b 2 B| ß 2 ), w = (b 3 B 3 ß 3 ), sowie die
der G Schnittpunkte des Orthogonalkreises t mit x y z festgelegt. Dabei kommt drei¬
mal die dem Taktionsproblem des Apollonias äquivalente Aufgabe: „Ein Punktfeld
so zu bestimmen, dass es drei gegebene kohärente Punktfelder berührt" zur
Anwendung. Der Übersichtlichkeit wegen wurden oben mehr Punkte, als erforderlich
ist, bestimmt und 5 quadratische Operationen ausgeführt, obwohl eine einzige
ausreichend ist. Die Konstruktionen 5. lassen sich nämlich auch durch folgende
ersetzen. Werden die den Kreisen a b c d e f, u = (b, B, ß,), v=(b 2 P>2 ß 2 ), w = (b 3 B s ß 3 )
tx.yz entsprechenden Punktfelder mit abcdefuvwtxyz bezeichnet, .so sind die
Abhängigkeiten der 9 ersten Felder von t. gegqben durch die Involutionen : A 2 . I) 2 . a t;
B 2 . E 2 . b t; C 2 . F 2 . c t; G 2 .K 2 .dt; II 2 .L 2 .et; J 2 .M 2 .ft; a 2 .8 2 .ut,; ß 2 .s 2 .vt;
y 2 A 2 .wt. Es mögen, wie oben, die Berührungspunkte bei den Felderpaaren yz,
z x, x y, a z, b x, c y, a y, b z, c x mit ß', y', x, X, p, p, a, x bezeichnet werden. Zunächst
die Lösung der Aufgabe: „Die Berührungspunkte Xxß' des Fehles x mit den Feldern
bev zu bestimmen". B C a e ß A E F e ß b; a 2 .ß 2 .ec; e 2 .b 2 .ßd; e 2 .ß 2 .ce; deee
Aßeef; e 2 .f 2 .eg; ße.gc.ß' 2 (Doppelpunkt einer Involution)*; ec.ßd.ß'i;
ß' 2 .i 2 .ek; ec.ßd.kl; k 2 .l 2 .ß'm; eß'kBCAß'kmXx. Die übrigen Berührungspunkte
ergeben sich auf folgende Art: X x y' ß' A B Cy e; G A a, ^ y A F D l , y b, ; a, 2 . y 2 . ^ c 4 ;
cj 2 . b, 2 . y d 4 ; ^ c x .yd, - y' i 4 ; y' 2 . i x 2 . ^ ; £b . y d 4 . k t b 4 ; k^.l^.y'nq ; ^ y' k 4
C A a. A y' k, nij p p a'; A B a 2 o a A D E a b 2 ; a 2 2 . a 2 . 8 c 2 ; 8 2 . b 2 2 . a d 2 ; 8 c 2 . a d 2 .
a'i 2 ; a 2 . i 2 2 . 8k 2 ; ß 8 a'A B A ß' a 'k 2 x a. Der Punkt ß' kann mithin aus den früher
bestimmten Punkten mittels einer einzigen quadratischen Operation festgelegt
werden. Es bestehen die Involutionen: VY.WZ.a8; WZ.UX.ße;UX.VY.y£.
Die übrigen Berührungspunkte a'y'xXppax sind dann eindeutig bestimmt. Demnach
giebt es hier 2 Kombinationen.
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Durch die eindeutigen Operationen 6. wird die Aufgäbe über kohärente

Punktfelder in das ihr äquivalente Maltättische Problem rückwärts verwandelt.

Durch Verknüpfung der bei 1.—6. vorkommenden Kombinationen erhält man

scheinbar 1.8.8.1.2.1 oder 128 Lösungen, in Wirklichkeit jedoch nur halb

so viele, und zwar aus dem Grunde halb so viele, weil je zwei Kombinationen

von 2., wie A B, B E, C F und 15 A, E 15, F C, dieselben Punkte G I I J K L M hei 3. liefern.

Die Anzahl der Lösungen, die diese Konstruktion liefert, ist demnach im

allgemeinen 64. Diese 64 Lösungen werden bei der Konstruktion (V), falls noch

die dazu gehörigen obigen Bemerkungen berücksichtigt werden, durch wiederholte

Anwendung von nur zwei elementaren Operationen hergestellt, nämlich mittels der

linearen Operation: „Zu einem gegebenen Punkte eines Feldes den ihm hei einem

zweiten kreisverwandten Felde zugeordneten Punkt herzustellen" und mittels der

quadratischen Operation: „Zu zwei involutorischen Punktfeldern die Doppelelemente

zu bestimmen." Dabei sind zur Herstellung einer Lösung 7 und zu der aller 64

Lösungen 41 (= 3 —f—6 —(—32) quadratische Operationen im ganzen erforderlich.

Diese Anzahlen dürften Minima sein; durch geringere Anzahlen von quadratischen

Operationen dürfte sich das verallgemeinerte Malfattische Problem schwerlich lösen

lassen.

II. Abschnitt.

1. Die Beziehung zweier kohärenten Punktfelder x y ist (x a): (x a) = (y b): (y ß),

falls a 2 X, — a, x 2 mit (x a) etc. bezeichnet wird.

2. Die Grundpunlcte GH zweier involutorischen (orthogonalen) Punktfelder xy

werden durch jedes Paar entsprechender Punkte harmonisch getrennt.

Beweis. Die Beziehung der Felder xy lässt sich stets auf die Form:

x -f- y == o bringen. Dann ist G = o, H = oo, y = — x und somit (G x H y) = — 1.

3. Schneidet ein Punktfeld t zwei Punktfelder xy rechtwinklig, so sind die

Schnittpunkte PQ der kohärenten Felder xy das gemeinschaftliche Paar konjugierter

Punkte der 2 Involutionen x t und y t.

Beweis. Ist P von Q verschieden, so ist ax = by = c:t, sodass P = o

und Q = oo ist. Ferner sind diese Punkte sowohl bei atx = c als auch bei

bty = c entsprechende Punkte. IstP mit Q identisch, so ist x-)-a = y-|-b — — t —)—c,

sodass P = Q = oo ist. Dabei sind die Punkte PQ sowohl bei x-|-t = c— a

als auch bei y-|-t = c — b entsprechende Punkte; es ist nämlich P = Q auch

Doppelpunkt bei jeder der beiden Involutionen.

4. Schneidet ein Punktfehl t zwei Punktfelder xy rechtwinklig, so schneidet

es jedes Fehl z des durch xy bestimmten Büschels rechtwinklig.



Beweis. Dies geht aus den leicht herstellbaren Beziehungen ax = by = c z = d: t
und |j -f- a =.y -j- b = z -f- c = — t —|—d hervor.

5. Drei kohärente, kein Büschel bildende Punktfelder xyz werden stets von
einem und nur von einem Felde t rechtwinklig geschnitten. (Es ist t das Orthogonal¬
feld von xyz.)

B e w e i s. Bei (x a): (x a) = (y b): (y ß) = (z e): (z y) = (t e): (t e) sind die
Grössen a, a 2 bj b 2 c : c 2 a, a 2 ß, ß 2 y x y 2 bekannt und die Grössen e x e 2 £ x e 2 unbekannt.
Soll (xa)(te) — (xa)(te) = o eine Involution sein, so müssen die Koefficienten
— a ä £j -j-a. 2 e 2 und —a x e 2 -\-oi. 1 e 2 von x x t 2 und x 2 t, gleich sein. Es muss dann

sein (e a) = (e a) und ebenso (e ß) = (e b) und (e y) = (e c). Ans diesen 3 in e, e 2 £, e 2
linearen und homogenen Gleichungen ergiebt sicli eindeutig e 1 :e 2 :£ 1 :e 2 . Das
Orthogonalfeld t artet aus, wenn die Fehler xyz einen Punkt sämtlich gemein
haben*.

Erklärung. Bei 3 kohärenten Punktfeldern xyw mit gemeinschaftlichen
Grundpunkten heisst w dann ein Potenzfeld von xy, wenn eine und dieselbe
Kreisverwandtschaft das Felderpaar xw in das Felderpaar wy überführt.

6. Zu zwei kohärenten Punktfeldern xy gehören zwei Potenzfelder uv.
Dieselben schneiden sich rechtwinklig. Berühren sicli die Felder xy, so artet
das eine der beiden Potenzfelder u v aus.

Beweis. Haben die Felder xy getrennte Doppelpunkte, so lassen sich die
Beziehungen zwischen xy uv leicht auf die Form : x = a 2 y = au = — a v bringen,
woraus sich sofort die Behauptung ergiebt. Fallen die Doppelpunkte von x y auf
einander, so ist = 2 a -(- y — a u = oo -f- v.

7. Ist (x a) :(x«) = (y b):(y ß) = (z c): (zy) = [(ub) X — (uc) p]: [(uß) X — (uy) p] =
[(v c) p — (v a) x]: [(v y) p — (v a) x] = [(w a) x — (w b) X]: [(w a) x — (w ß) X], so bilden,
wie auch die Zahlen xXp gewählt sein mögen, die Felder u v w ein Büschel.

Der Beweis ist leicht zu führen.

8. Ist (x a) : (x a) = (y b): (y ß) = [(w a): l/(a a) — (w b): l/(ß b)|: [(w a): |/(a a)
— (w ß): |/(ß bj], so ist w ein Potenzfeld von x y.

9. Ist bei 7. x = 1 : |/(aa), X = .1 : l/(ß b), p = 1 : j/(y e), wobei die Vor¬
zeichen bei den Quadratwurzeln beliebig zu wählen und dann überall festzuhalten
sind, so sind die Felder u, v, w bei den Felderpaaren yz, zx, xy bezüglich Potenz¬
felder und bilden ein Büschel. Die Potenzfelder, die zu 3 kohärenten Feldern
paarweise gehören, lassen sich demnach in 4 Tripel so anordnen, dass die Potenz¬
felder jedes Tripels ein Büschel bilden.

10. Bei n kohärenten Punktfeldern lässt sich zu jedem Paar derselben je ein
Potenzfeld so auswählen, dass die zu 3 beliebigen gegebenen Feldern gehörigen 3
Potenzfelder stets ein Büschel bilden. Bei einmal getroffener Auswahl ist die Anzahl

der Potenzfelder ('j) und die der Büschel (g). Die Auswahl der Potenzfelder dieser
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Art kann auf 2 n-1 verschiedene Weisen getroffen werden. Man numeriere etwa
die n gegebenen Felder beliebig und greife zu je zwei auf einander folgenden
beliebig je eines der jedesmaligen 2 Potenzfelder heraus. Auf diese Art erhält man
li- l („unabhängige") Potenzfelder. Die übrigen ("TT 1) („abhängigen") Potenzfelder
erhält man durch ("TT 1 ) fache Anwendung der Vorschrift, dass zu je 3 gegebenen
Fehlern je 3 ein Büschel bildende Potenzfelder auszuwählen sind. Die derartig
ausgesuchten (n—1) -f- ("77 1) = (g) Potenzfelder bilden der Auswahl nach zu je dreien
( n_2 ) Büschel und ausserdem, ohne dass es beabsichtigt war, von selbst noch ("^ 1)
weitere Büschel.

Beweis (für n = 6). Die gegebenen Felder seien uvwxyz. Die zu uv oder
zu wy etc. gehörigen l'otenzfelder mögen mit (uv) oder (wz) etc. bezeichnet werden.
Die Beziehungen aller dieser 21 Felder denke man sich auf die bei 7. und 8.
durchgeführte Weise gegeben. Die zu den Feldern uvwxyz gehörigen Zahlen, die
bei 9. 1: l/(a a), l:f / (ßb), l:l/(yc), hiessen, seien hier mit u'v' w'x'y' z'
bezeichnet. Jede dieser 6 Zahlen ist der Grösse nach, nicht aber dem Vorzeichen
nach von vornherein bestimmt. Die Reihenfolge der gegebenen Felder sei etwa die
natürliche: uvwxyz. Man wähle aus den 2 zu uv gehörigen Potenzfeldern eines (uv)
aus, und in gleicher Weise je ein Potenzfeld (vw), (wx), (xy), (yz) und halte diese
5 Potenzfelder fest. Wählt man bei der Zahl u' das Vorzeichen beliebig und hält es
dann fest, so ist nach 8. durch die Zahl u' und durch die 3 Felder u, v, (uv) auch
die Zahl V ihrem Vorzeichen nach bestimmt. In gleicher Weise sind durch die festen
Potenzfelder (vw), (wxf, (xy), (yz) die Zahlen w'x'y'z' eindeutig bestimmt. Ver¬
wendet man die so erhaltenen Zahlen u' v' w' x' y' z', so erhält man unter Berück¬
sichtigung von 7. die Behauptung.

11. Werden 2 kohärente Punktfeldcr xy von einem Felde z berührt und sind
u v die nicht ausgearteten Potenzfelder von y z und x z, so schneidet dasjenige
Potenzfcld w von xy, das mit uv ein Büschel bildet, das Feld z rechtwinklig.

Beweis. Die Beziehungen der fraglichen Felder lassen sicli leicht auf die Form
bringen : x -j- 2 b = a y : (— y -j- a) = z = 2 a u:.(— u 2 a) = v -|- b = 2 a b : w.
Hieraus ergiebt sich alles.

12. Sind x y z drei aneinander paarweise in 3 verschiedenen Punkten berüh¬
rende kohärente Punktfelder, so bilden die 3 nicht ausgearteten Potenzfelder u, v, w
der Paare y z, zx, xy ein Büschel.

Beweis. Aus der leicht herstellbaren Form der Beziehungen der Felder:
x — 4a = ay : (— y-j-a) = z = 2au : (— u j-2a) = v — 2a= — 4a 2 : w geht sofort
die Behauptung hervor.

13. Berühren bei 6 kohärenten Punktfeldern uvwxyz die Felder eines jeden
der 4 Tripel uvw, xvw,ywu, zuv einander paarweise, jedoch ohne ein Büschel
zu bilden, so gehören diejenigen Potenzfelder (yz), (zx), (xy), die die Felder u, v,
w bezüglich rechtwinklig schneiden, einem Büschel an.
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Beweis. Es seien (vw), (wi), (nv), (xv), (x xv), (yw), (yn), (zu), (zv) lauter

nicht ausgeartete Potenzfelder. Nach 12. bilden die Felder eines jeden der 4 Tripel

1. (vw), (xvu), (uv), 2. (vxv), (xvx), (xv), 3. (xvu), (uy), (yw), 4. (uv), (vz), (zu) und

nach 11. die eines jeden der 3 Tripel 1. (yz), (zu), (uy),. 2. (zx), (x v), (v z), 3. (xy),

(y xv), (xv x) je ein Büschel. Mithin bilden nach 10. auch die Potenzfelder (yz), (zx),

(xy) ein Büschel. Die Vorbedingungen zu dein Satze 10. sind nämlich hier durchweg

erfüllt. Man betrachte etwa (uv), (vxv), (xvx), (xy), (y z) als die „n — 1 unabhängigen"

Potenzfelder und geselle ihnen nach und nach die übrigen oben aufgezählten

Potenzfelder als „abhängige" zu, xvas wegen der Sätze 11. und 12. statthaft ist.

14. Werden 2 gegebene kohärente Punktfelder xy mit getrennten Schnitt¬

punkten und ihre beiden Potenzfelder z z von irgend einem kohärenten Punktfclde t

der Reihe nach in den Punktepaaren A I >, B E, J M,M' rechtwinklig geschnitten,

so bestehen zxvisehen den I loppelVerhältnissen dieser Punkte die Relationen: 1. (A B E J)

= (EDAJ) = (1) E B M) - (B A D M) = — (A B E M) = — (E 1) A M) = — (Ü E B ,J)

= — (B AI) J) = 1/(4 B P I)), 2. (D B E J') = (E A D J') = (A E P, M') = (B D A M')

- (I) B E M') = — (E A I) MO = — (A E B .1') = — (B D A .)') = 1/(1) B<E A) und

die 3 Involutionen 1. AD.BE.JM.J'M', 2. AE.BD.J'M'.J 2 .M 2, 3. AB.DE.

J M . J' 2 . M' 2.

Bexveis. Die Abhängigkeiten der fraglichen Felder lassen sich stets auf

folgende Art darstellen: x = o 4 y = e s z — c 2 z' -= c 1 a 2 : t-, wenn e eine bestimmte

und a eine beliebige Konstante bedeutet. Hieraus folgt: A = — e 2 a; B = a; J = ea;

J' = iea; D = e 2 a; E = — a; M = — ea; M' = — iea. Demnach hat jedes der

9 Doppelverhältnisse bei 1. den Wert (1 —[—e 2):2c und bei 2. den Wert (1—o 2):2ie.

Die 3 obigen Involutionen sind unmittelbare Folgen der Gleichungen zwischen den

Doppel Verhältnissen.

Anmerkung, betreffend die Anordnung der Punkte AB DE zum Potenz¬

felde z. Für x = A (= — c 2 a) xvircl z = E (= — a).

15. Der vorhergehende Satz 14. bleibt auch dann noch bestehen, wenn die

gegebenen kohärenten Punktfelder sich nicht schneiden, sondern einander berühren.

Es treten dann noch folgende Vereinfachungen ein: Die Punkte B, D, J, J', M' fallen

auf einander, so dass (A B E D) = 1, (D B E A) = 0 und (A B E M) = — 1 wird.

Bexveis. Die Beziehungen der Felder sind hier: x = y-f-4a = z-(-2a =

— t —{—2 er; (x — oo) (z' -f- oo) = 0, so dass A = a; B = oo; J = oo; ,J' = oo.;

D — oo; E = a — 2a; M == a — a; M' = oo ist.

Anmerkung, betreffend die Anordnung der Punkte AB DE zum Potenz¬

fehle z. Für x = A(=a) wird z = E(=a — 2a).

16. Berührt bei 6 kohärenten Punktfeldern tuxvxyz das Feld u die Felder

xy in den Punkten aß, ist z das zu u rechtwinklige Potenzfeld von xy, schneidet

xv das Feld u in aß rechtwinklig und die Felder xy ausserdem noch in yo, und

ist t ein zu xy rechtwinkliges, diese 2 Felder in den Punkten AD, B E schneidendes



Feld, so ist : 1. u = [(a — oc) x -f a 2] : [— x -f a -f a] = [(b — ß) y -|- ß 2] : [— y + b
-f- ß] = [(a ß — 1) et) z -f (b a 2 — a ß 2)]: [(a — b) z + (b a — a ß)] == [(«-f ß) w — 2 et ß]:
[2 w — (a -|- ß)]; 2. (a — ß) 2 = — 4 a b (a 6 ß y) = — 4 a b (A B E I)).

Beweis. Aus den leicht herzuleitenden Beziehungen 1. folgt y = a— 2a (a — ß):
[2 a — {et — ß)]; S = ß -j- 2 b (a — ß): [2 b -|- (a — ß)] und hieraus (a 5 ß y) = (a — S).
(ß—y): (a — y) (ß — 5) = — (a — ß) 2 :4ab oder (a — ß) 2 — — 4 a b (a S ß y). Für
(aoßy) kann man aber nach 14. und 15. auch (AB ED) setzen.

A nm er kling, betreffend die Anordnung der Punkte AB DE zum Potenz¬
felde z. Für x = a wird z — ß, und somit wird z — E für x = A.

17. Berühren bei 7 kohärenten Punktfeldern• st uvwxy die Felder eines
jeden der 3 Tripel uvw, xvw, y wn, ohne ein Büschel zu bilden, einander paar¬
weise, ist s das zu w orthogonale Potenzfeld von xy, und werden die Felder xys
von irgend einem Felde t, in den Punktepaaren A I), B E, J M rechtwinklig geschnitten,
so ist, falls die Berührungspunkte bei den Felderpaaren v w, u w, x w, y w bezüglich
a', ß', p, X sind, bei gehöriger Anordnung der Punkte ADBEJM stets (a'ß'Xp) =
(A BEJ) = (E 1) A J) = (D E B M) = (B A 1) M) = — (A B E M) = —(EDAM) = —

(DEBJ) = — (B A D .1) = V (A B E D). Die Anordnung der Punkte ABDEJM ist
dabei, was stets möglich ist, so vorzunehmen, dass die Involution AE.BD die
Schnittpunkte von t und s zu Doppelpunkten hat, wobei letztere entweder mit J M
oder mit MJ zu bezeichnen sind.

Beweis. Die Beziehungen der Felder wv uyx lassen sich leicht auf die Form
bringen : w = [(a — et') v -f- a"2]: [— v -j- a -j- a'] = [(b — ß') u -j- ß' 2]: [ u —{—1) —f- ß] =
[(c — X)y-f A 2J: [— y+c-j-X] = [(d — p)x-f-p 2]:[— x-f-d-f pj. Mithin ist nach
16. (X — p) 2 = —4 cd (AB ED) und nach 16. und 15. {et—ß') 2 = — 4ab,(a' — p) 2

- 4 a d, (X — ß ) 2 = —4b c, so dass (a'ß'Xp) 2 = {et' — ß') 2 (X — p) 2 : {et' — p ) 2 (X— ß') 2
= (ABED) wird. Alles übrige folgt aus 14.

18. Ein Büschel kohärenter Felder xyz wird von jedem dazu orthogonalen
Punktfelde t in Punkten einer Involution geschnitten. Wird umgekehrt ein Punkt¬
feld t von dazu orthogonalen Punktfehlern xyz in Punkten einer Involution
geschnitten, so bilden diese Felder xyz ein Büschel.

Beweis. Die Beziehungen der Felder lassen sich auf die Form bringen
x : p 2 = y : o 2 = z : x 2 = x 2 : t. Sind X, X 2 , Yj Y 2 , Zj Z 2 die Schnittpunkte von t mit
x, y, z, so ist X, = p x; X 2 = — p x; Y, = a x; Y 2 = — a x; Z, = x x; Z L, = — xx.
Mithin ist X t -j- X ä = Y, -f- Y 2 = Z : -|- Z 2 = 0. Die Richtigkeit der Umkehrung ist
leicht nachzuweisen.

19. Sind ARG DE F 6 beliebige reelle Punkte einer Ebene oder Kugel, und
wer den die Punkte GH JKL M so bestimmt, dass die 3 Involutionen B F . CE . G 2 K 2 ;
CD. AF. II 2 . L 2 ; AE.BD. J 2 . M 2 gelten, so besteht die Involution GK.HL.JM.

Beweis. Genügen 2 Punkte NO der Bedingung ABCNO ADEFNO,
so ist B C N 0 A F E 0 N. Es besteht also die Involution B F . C E . N 0. Da
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ausserdem noch auch die Involution BF.CE.G 3 .K 2 gilt,|so gilt auch die Involution
G 2 .K 2 .NO oder N 2 .0 2 .GK. In gleicher Weise leitet man die Involutionen
N 2 .0 2 .HL und N 2 .0 2 . JM ab. Die 3 letzten Involutionen bilden aber nur eine:
N 2 . O 2 . GK .HL . JM.

Anmerkung. Wie leicht zu sehen ist, gilt der Satz auch in dem besonderen
Falle, wenn N identisch mit 0 ist.

20. Sind t u 2 gegebene feste kohärente Punktfeldcr und ist w ein damit
kohärentes veränderliches Punktfeld, das u in einem veränderlichen Punkte a
berührt und t in 2 veränderlichen Punkten 5 e rechtwinklig schneidet, so kommen
den Gebilden folgende Eigenschaften zu. 1. Das veränderliche Feld w berührt
ausser u noch ein zweites festes Punktfeld v in einem veränderlichen Punkte ß,
und t ist ein Potenzfeld von uv. Dabei sind die Punkte aß stets entsprechende
Punkte, sowohl von ut als auch von tv. 2. Die 4 veränderlichen Punkte aßyo
erzeugen 4 unter sich kohärente, einem Büschel ungehörige Fehler, dessen Grund¬
punkte gleichzeitig Grundpunkte des Büschels tuv sind, wobei die 2 ersten Punkte
stets von den 2 letzten harmonisch getrennt werden. 3. Ist z dasjenige veränderliche
Punktfeld, das t in aß rechtwinklig schneidet, so berührt dasselbe 2 fernere feste
zu t kohärente Felder xy, und zwar in den Punkten oz. Dabei bilden die Felder
tuvxy ein Büschel, und t ist ein Potenzfeld von xy. Die Punkte 3e sind stets
entsprechende Punkte von tx wie von y t. 4. Die Gebilde tuv hängen von txy
in derselben Weise ab, wie txy von tuv; uv und xy sind polare Gebilde, deren
Punkte einander kreisverwandt sind.*

Beweis. Schneiden sich die Felder tu, so ist ihre Beziehung-, wenn e eine
Konstante ist, u = — e 2 t. Da n von w in a berührt wird, so ist, falls a einen
noch zu bestimmenden Parameter bedeutet, uw — (a-|-a)u — (a — ä)w-|-a 2 = 0.
Die Beziehung der Feider t w ist somit — e 2 1 w -|- (a -j- a) e 2 1 -f- (a — a) w-(-a 2 = 0.

* Dieser Satz führt zu einer interessanten geometrischen Yerwancltschaft. Auf einer Ebene
oder Kugel soll ein fester Kreis t als Basis dienen. Wird durch einen veränderlichen Punkt

("ß eine beliebige Kurve u beschrieben, sind (jjß und (£ß veränderliche Punkte von t, die
von (" ) auf die durch die angewandte Bezeichnungsweise angedeutete Art abhängen, schneidet

ferner ein beweglicher die Kurve u in '(") berührender Kreis w die Basis t in den Punkten (f )

und (|ß rechtwinklig, und ist z der die Basis t in (ßß und (fß rechtwinklig schneidende Kreis,
so erzeugen die Punkte (j|ß (fß (|ß 3 Kurven v x y, die gleichzeitig als Enveloppen aufgefasst
werden können, indem v durch den beweglichen Kreis w, der v in (fß berührt, und xy durch

den beweglichen Kreis z erzeugt werden, der diese Kurven bezüglich in den Punkten (|ß und (®)
berührt. Die Abhängigkeit der Kurvenpaare uv und xy von einander ist eine polare. Ist eine
der -1 Kurven uvxy ein Kreis, so sind die 3 übrigen auch Kreise. Die Verwandtschaft zwischen
u und v und ebenso die zwischen x und y ist dann die bekannte, von Mocbius aufgestellte Kreis¬
verwandtschaft, die zwischen u und x (oder y) dagegen ist eine Verwandtschaft anderer Art,
aber insofern auch eine Kreisverwandtschaft, dass jedem Kreise wieder ein Kreis zugeordnet ist.
Beide Kreisvcrwandtsehaften stimmen ferner noch darin überein, dass bei beiden entsprechende

\



Da diese Felder orthogonal sind (eine Involution bilden), so ist (a-|-a)e 2 = a — a,
oder a = (1 -j- e 2) a: (1 — c 2). Demnach ist e 2 (e 2 —1) t w -f- 2 e 2 a (t - j - w) —
(e 2 —l)a 2 = 0. Setzt man willkürlich t = — e 2 v, so ist t wegen u= —e 2 t = c , v
ein Potenzfeld der festen Felder u v. Ferner ist dann e 4 (e 2 — 1) v w 2 e 2 a. (e 2 v — w)
-|-a 2 (e 2 — 1) = 0. Wird hier v = w = ß gesetzt, so ist (e 2 ß-|-a) 2 = 0 oder
ß = —a:e 2. Da somit die beiden Wurzeln von ß einander gleich sind, so berühren
sich die Felder vw. Die Gebilde vß haben mithin die bei 1. angegebene Bedeutung.
Sind bei e 2 (e 2 — l)tw-j-2e 2 a(t-f-w) — (e 2 — l)a = 0 die beiden Doppelpunkte
8e, so ergiebt die Rechnung S = a(e—l):e(e+l); e = a (1 -f-e): e (1—e). Aus
diesen und den früheren Formeln ergiebt sich die Behauptung 2. Geht man von
x = — g 2 t aus und leitet davon 4 Punkte 3j e, a, ßj und 2 Felder zy in derselben
Weise ab, wie oben aßSe und wv aus ut, so erhält man die Formeln x = — g 2 t = g 4 y;
£i=— 5, : g 2 ; «)=§! (g— 1):g(g-|- 1); ßj =3j (1 -|-g):g(1 — g). Setzt man a, = a
und eg-j-e -f- g = 1, so' erhält man aus den 3 letzten Formeln 8, =a (e— 1): e (c-f-1)
= o; s, = a(1 e): e (l — e ) = e i ßi — — oc: e 2 = ß. Damit sind die Behauptungen 3.
und 4. als richtig nachgewiesen. Berühren sich die Felder t u, so ist u = t-)-2e; uw
— (a-f-e)w — (a — e)u-|-a 2 — 0; tw — (a — e) (t-J-w)-)-a 2 — 2ae-j-2e 2 — 0;

ß = a — 2e; 8 = a—e(l-f-i); e = a—e(l — i); (ayß8) = —1; t = v —j—2 e; vw-f-
w(3e—a)r{-(e—a)v-|-(2e— a) 2 = 0. Geht man von x = t-J-2g aus und leitet wieder
davon 4 Punkte o l e l ß 1 !xi und 2 Felder zy in derselben Weise ab, wie oben aß8e
und w v von u t, so erhält man: x — t 2 g = y — 2g; Ej = Oj — 2g; ß t = 8 X —
g(1 —f-i); a, = 8j — g(1 — i). Für a x =.a und g = — ei wird ß, = a — 2 e = ß;
8j = a — e (1 -|- i) = 8; e 1 =<x — e (1 — i) = e. Damit ist der Satz auch für den
Fall bewiesen, wenn sich die Felder ut berühren.

21. Wird ein festes Punktfeld t, von einem damit kohärenten veränderlichen

Felde w in 2 veränderlichen Punkten 8 e, die 2 gegebene kohärente Felder er¬
zeugen, rechtwinklig geschnitten, so berührt das veränderliche Feld w beständig

Punkte entsprechender Kreise einander projektiv zugeordnet sind, indem die Pole a ß 8 3 kohärente

Punktfeldcr erzeugen. Sind auf einer Kugel A Ii die Endpunkte eines veränderlichen Durch¬

messers, so erzeugt der imaginäre Punkt (^) bekanntlich einen rein imaginären Kreis t. Wird

dieser als liasis genommen und ist u der nördliche Wendekreis, so ist v der südliche Wende¬

kreis, und x y sind die beiden Polarkreise, während w z veränderliche grüsste Kugelkreise sind,

die u v bezüglich x y berühren. Ist die Basis t reell, so entspricht jedem reellen Kreise u ein

imaginärer Kreis x. Von Nutzen ist diese Kreisverwandtschaft bei Aufgaben, bei denen es sich

um Kreise und Gerade handelt, die einander berühren oder unter gegebenen Winkeln schneiden

sollen. So geht durch diese Kreisverwandtschaft das Taktionsproblem des Apollonias in die Auf¬

gabe : „Einen Kreis durch 3 Punkte zu legen", das Problem: „Einen Kreis zu zeichnen, der
3 gegebene Kreise unter gegebenen Winkeln schneidet", in die Aufgabe: „Zu 3 Kreisen den

Orthogonalkreis herzustellen", und das Malfattische Problem in die Aufgabe über: „Drei Kreise

abc und ihre inversen Spiegelbilder def in Bezug auf einen Kreis t sind gegeben. Sechs Kreise

uvwxyz sind so zu zeichnen, dass sie der Reihe nach die Kreispaare b c, c a, ab, e f, f d, de

berühren und die Kreise eines jeden der Paare v z, w x, u y, y w, z u, x v einander berühren".



2 feste mit t kohärente Felder 11 v, bei denen t ein Potenzfeld ist, bezüglich in
2 veränderlichen Punkten aß derart, dass die von aßoe erzeugten Felder kohärent
sind und ein Büschel bilden, das mit dem Büschel uvt in den Grundpunkten
übereinstimmt. Dabei sind aoßs stets 4 harmonische Punkte.

Dieser Satz folgt als Umkehrung aus dem vorhergehenden.

22. Haben die Gebilde tuvwxyzaßSe liier dieselbe Bedeutung wie bei 20,
und die Gebilde t Uj Vj Wj x, y, z, a, ß, S, s, die analoge, so gilt bei richtiger Anord¬
nung der Gebilde jeder der folgenden 6 Sätze, sobald nur einer von ihnen gilt:
Es berühren sich 1. u und u,, 2. v und v,, 3. x und x,, 4. y und yj. Es findet
sich ein gemeinschaftliches Paar und nur ein Paar entsprechender Punkte 5. bei
den kohärenten Felderpaaren a ß und a, ß,, nämlich a = a, und ß = ß,, und 6. bei den
kohärenten Felderpaaren 8e und 8,6,, nämlich 8 = 5, und E = e,.

Beweis. Wird t, sowohl von u als auch von u, geschnitten, so können die
Beziehungen der Felder auf die Form gebracht werden: u = — e 2 t = c 4 v; x =
_ e, 2 1 = e, 4 y; e e, + e + e, = 1 ; (u, — g): (u, — h) = — f 2 (t — g): (t, — h) =

f 4 (W — g) : (v, — h) ; (x, — g) : (x, — h)= — f, 2 (t - g) : (t — h) = f, 4 (y, — g) :
(y, — h); ff, —[—_f—f—f, == 1. Für u = u, ist (u — g): (u — h) = — f 2 (u -)- g e 2): (u -j-
h e 2), oder u 2 (1 -f- f 2) -|- u [g (e 2 f 3 — 1)4" h (c 2 — f 2)] — g h e 2 (1 -j- f 2) = 0. Die
Felder u und u, berühren einander, wenn die Diskriminante dieser Gleichung ver¬
schwindet, also dann, wenn 0 = [g(e 2 f 2 — l)-|-li(e 2 — f 2 )] 2 -|- 4g h e 2 (1 -| - f 2) 2 =
|g(ef-j-1) 2 —(—h(e — f) 2].[g(cf—l) 2 —|—h(e—(—f)2], oder wenn entweder I. g(ef —|—1) 2 —
h(e — f) 3 = 0 oder II. g(ef—l) 2 —j—h(e—|—f) 2 = 0 ist. Ebenso ergiebt sich als Bedingung
dafür, dass die Felder x und x, einander heriihreit, dass entweder III. g(e,f, —(—l) 2
4" h (e,—f,) 2 = 0 oder IV. g(e, f,—l) 2 -|-h (e,-j-tj) 2 = 0 sein muss. Gilt aber
I., so gilt wegen cc,4-e4-ei=l und f f, 4~f-|-fi = 4 W4C c " ie Richte Rech¬
nung ergiebt, auch III. Gilt II., so setze man, was erlaubt ist, —f statt f. Dadurch
wird x, mit y, vertauscht, und sonst im ganzen nichts geändert. Die Bedingung II.
nimmt dann die Form I. an, und aus dieser Form f. geht III. hervor. Damit ist
bewiesen, dass sich die Felder xx, oder x y, berühren, wenn die Felder uu,
einander berühren. Was jetzt noch zum vollständigen Beweise fehlt, ist leicht zu
ergänzen.

23. (Taktionsproblem des Apollonias.) Sind ABCDEF 6 beliebige
reelle Punkte einer Ebene oder Kugel, und werden die Punkte GIlPQaßySe^
und die kohärenten Felder tuvxyz den Bedingungen gemäss: 1. G IIAI! CA
GHDEF; 2. P 2 . Q 2 . AI) . G H ; 3. a 2 . 8 2 . A D . P Q; 4. GH AB C A G H a ß T A
G H 8 e £; 5. A 2 .D 2 .tx; 6. B 2 .E 2 .ty; 7. C 2 .F 2 .tz; 8. t (GH 8.) A u (G H a) ;
9. t (G Ha) A v(G H 8) festgelegt, so werden die 3 Felder xyz von jedem der
2 Felder uv berührt, und zwar von u in den Punkten aßy und von- v in 5s£(.

Beweis. Denkt man sich, was hier erlaubt ist, G = OjiH = oo, A = a,B = b,
C = c, D = an 2, so ist wegen 1. E = bn 2, F = cn 2, wegen 2. P = an,Q =— an,
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wegen 3. d = ai n (n -f-i) : (n—i); 0 = — ain(n — i):(n-j-i), wegen 4. ß = bin.
(n-|-i):(n— i) ; e =— bni(n—i): (11 —(—i) ; y = ein (11 -|— i): (11—i); £ = — ein.
(n — i):(n-)-i), wegen 5.-7. Ixt — a (n 2 -f- 1) (x —J—t) -j-2 a 2 n 2 = 0 ; 2yt —
b (n 2 -f- 1) (y-f-1) 2 b 2 n 2 = 0; 2z t — c (n 2 -f- 1) (z-|-1) -\- 2 c 2 n 2 = 0 und wegen
8. und 9. u (11 — i) 2 —|—t (n —(—i) 2 = 0; v (n i) 2 —(—t (11 — i) 2 = 0. Eliminiert man t
aus den 2 Gleichungen x t und u t und setzt dann x = u, so erhält man (n — i).
x 2 -(- 211 i a (n 2 —{—1) x — a 2 n 2 (11 -j-i) 2 = 0. Diese Gleichung hat 2 gleiche Wurzeln,
weil ihre Diskriminante verschwindet. Die Doppelwurzel derselben ist x = ai n (11 —(—i)
: (n — i) = a. Das Feld x wird mithin vom Felde t berührt, und zwar in a. Alles
übrige ergiebt sich auf die gleiche Weise.

Anmerkung. Man kann die Punkte aßy° £ C aus den Punkten ABCDEF
auch mittels einer einzigen ((uadratischen und mehrerer linearen Operationen auf
folgende Art erhalten. ClSd AD A FEAÜc; d 2 .D 2 .Af; A ä .e 3 .Dg; A 2 .D 2 .fh;
gfAhADAhi; A 2 .i 2 .hk; AD.kf.a 2 .S 2 ; Af.Dg.um; a 2 .m 2 .Ap; Af. Dg.
pq; p 2 .q 2 .ar; A a p B GA a p r ß y; 15 2 .E 2 .ße; C 2 .F 2 .y^.

Beweis. Aus G I I A B C A G PI D EF und CB d AD A FE AD e folgt GPI AB CD d
A GHDEFeA. Hieraus und aus d 2 .D 2 .Af und A 2 .e 2 .Dg ergiebt sich G 2 .H 2 .
A f. Dg. Für P 2 .Q 2 .ADGH kann man auch A 2 . D 2 . P Q und G 2 . H 2 . P Q setzen.
Hieraus, aus G 2 .PI 2 .Af.Dg und ans A 2 .D 2 .fh folgt G 2 . H 2 . Af. D g . P Q und
A 2 .D 2 .PQ.fh, hieraus D A f Q P A D A h P Q A g f A P Q, und hieraus und aus
g f A h A D A h i endlich g f A h P Q A D A h i P Q. Verbindet man damit A 2 . 1) 2 . f h,
wofür auch f 2 . h 2 . AD treten kann, und A 2 .i s .kh, so erhält man P 2 . Q 2 . A D . h k,
und wegen P 2 .Q 2 .AD.GH und a 2 .8 2 .AD.PQ, das durch A 2 .D 2 .aS und
P 2 . Q 3 . a. o ersetzt werden darf, P 2 . Q 2 . A D . G II. h k . a 8 und A 2 . D 2 . P Q . f Ii. a 6.
Demnach ist PQADhaSA P Q D A k S « A Q P A D f 3 a, oder a 2 . 5 2 . A D . P Q . f k.
Damit ist bewiesen, dass die Punkte a 0 des Satzes mit den gleich benannten der
Anmerkung identisch sind. Aus A f . D g .am; A f. 1) g . p q und G 2 . H 2 . P Q. A f. 0 g
folgt Gr 2 . H 2 eA f. D g.PQ.a 111. p q, und hieraus a 2 . m 2 . G 11 und p 2 . q 2 . G H. Da
ausserdem noch a 2 .m 2 .Ap und p 2 . i| 2 . a r ist, so ist a 2 .m 2 .Ap.GPI und p 2 .q 2 .
a r . G H oder Cr H Aa A H dp« A G Ha p und G H a p A H 0 r p A G II p r, oder
GHAap A G PI a p r. Hieraus und aus G H A B C A G PI a ß y folgt G PI A BCa p
AGHaßypr, und somit, auch A apB C A aprßy. Demnach stimmen die Punkte
ßy des Satzes mit den gleich benannten der Anmerkung überein. Dasselbe gilt von
den Punkten e £. Es ergeben sich nämlich aus den Koordinaten der Punkte
ABCDEFaßy8e£, wie sie beim Beweise des letzten Satzes vorkommen, die
Gleichungen (A a D S) = (B ß E e) = (C y F Q. AVie bereits gezeigt wurde, ist aber
a 2 .8 2 .AD oder (ÄaD8) = — 1. Mithin ist auch (B ß E s) = (C y F £) = — 1 oder
B 2 .E 2 .ße und G 2 . F 2 . y womit alles bewiesen ist.

24. Sind a b c n vier beliebige reelle oder imaginäre Zahlen, ferner N 0 P
drei beliebige reelle Punkte einer reellen Ebene oder Kugel, und werden die Punkte
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ABCDEFGHJKLMaßy8e£ auf der betreffenden Ebene oder Kugel so bestimmt,
dass, falls für das Doppelverhältnis (NPOX) einfach X gesetzt wird:

E A = a 2 ; B = b 2 ; C = c 2 ; llj= a 2 n 2 ; E = b 2 n 2 ; F = c 2 n 2 ;
2. G =— ben; H=—can; J = — abn; K = bcn; L = can; M = abn;
3. a = a n [c (b — a) -|- b n (c — a)]: (e - a-j n (b — a)];

ß = b n [a (c — b) -j~ c n (a — b)]: [a - b -|~ n (c — b)];
Y = c n [b (a — c) -f- an(b — c)]: [b — c n (a — c)];
8 = a n [b (a —c) -|- c n (b — a)]: [b — a -|- n (a — c)];
e = b n [c (b — a) -f- a n (c — b) |: [c — b -|- n (b — afj;
£ = c n [a (c — b) -|- b n (a — c)] : [a — c -[- n (e — b)], und werden endlich

4. die Involutionen A 2 .D 2 ; B 2 .E 2 ; C 2 .F 2 ; G 2 .K 2 ; H 2 . L 2 ; J 2 . M 2 ; a 2 . 8 2 ;
ß 2 .e 2 ; y 2 -C 2 der Reihe nach als durch die kohärenten Punktfelderpaare ta,
tb, tc, t d, te, tf, tu, tv, tw erzeugt gedacht (wobei die Felder ab c mit
den gleichbezeichneten Zahlen ab c nicht zu verwechseln sind), so kommen
den Punkten A B C D E F G H J K L MN O P a ß y § e £ und den kohärenten
Feldern a b c d e f t u v w folgende Eigenschaften zu:

Es bestehen:
5. die 23 Involutionen:

B F .OE.GEREON; CD . AF . H 2 . L 2 . 0N; A E . B D . J 2 . M 2 . 0 N;
BE.CF.GK; C F .AD .HL; AD.BE.JM;
BC.EF.GK; CA. FD. HL; AB.DE.JM;
BC.Ey.Ke; CA.Fa.L^; A B .D ß .MS;
BC.Gy.Fs; CA.Ha.D?; AB.Jß. ES;
EF . B £ . Gß; FD.Co.Hy; DE.Ae.Ja;
EF.Cß.KC; FD.Ay.L8; DE.Ba.Me;

N 2 . O 2 . G K . II L . J M; aS.ßs.yC;
die 10 direkt inversen Beziehungen:

6. AHMßCADL Jey; B J K y S A E M G £ a; CGLaeAFKHSß;
7. BCFKy ABCGEe; C A D L a A C AH F C,; ABEM-ß A AB JD 5 ;

D E JB e A D E A M «; E F G C £ A E FB K ß; F D HA5 AFDCLy;
ABCNO A DEFNO

und die Gleichungen bei den Doppel Verhältnissen:
8. (B C y e) = (E F £ ß) = (B C F G) = (F E B G) = (E F C K) = (C B E K)

= — (B C F K) — — (FEBK) = — (EFCG) = — (CBEG) = 1/(BCFE)
= n (b 2 — c 2): (n 2 — 1) b c; (C A a Q = (F D o y) = (C A D 11) == (D F C II)
= (F D A L) = (A C FL) = - (C AI) L)= — (D F C L) = -(FI) A11)= — (ACF H)
= l/(CÄDF) = n(c 2 — a 2) : (n 2 — l)ca; (ABßS) = (DEea) = (ABflj)
= (ED A J) = (D EB M) = (B ADM) =—(AB EM)= —(EDAM) = — (DEB J)
= — (B AD J) = l// (ABED) = n(a 2 — b 2): (n 2 — 1) ab;
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1 9. (C LG«) — (F HK 5) = (b c — a 2): (a -f- b) (c — a) ; (A MH ß) = (D J L e)

= (c a — b 2): (b -f- c) (a — b); (B K J y) = (E G M Q = (a b — c 2): (c -f- a) (b — c);

(E M G «) = (B J IC S) = (a 2 —b c) : (c -f a) (a — b); (F K H ß) = (C G L e) =

(b 2 — ca):(a-f b) (b — c); (üLJy) = (AHMQ = (c 2 — ab): (b -f- c)(c—a);

10. (G H J IC) = — (a — b) (c — a) : 2 a (b — c); (H J G L) = — (b — c) (a — b):

2b (c — a); (JGHM) = — (c-a) (b + e) : 2c (a — b); (ADLa) = (AHFQ

= (n—l)a(b — c):(c — a) (a-bn); (BEMß) = (B JDS) = (n— l)b(e-a):

(a- b)(b — cn); (CFKy) = (CGEe) = (n—1) c (a — b) : (b — c) (c — an);

(CDLa) = (CHFQ = — (b — c) (c + an) : (c — a) (c-f-bn); (AEMß)

= (AJDo) = — (c — a)(a+ bn): (a — b)(a-(-cn); (BFICy) = (BGEe) =

— (a — b) (b-j-cn): (b —c) (b-f-an); (1) A M a) = (I) J B e) = (n -1) a(b — c):

(a — b) (c — a n); (E B K ß) = (E G C Q = (n — 1) b (c — a) : (b — c) (a — b n);

(F C L y) = (F H A o) = (n — 1) e (a — b): (c — a) (b — c n); (E AM a) = (E J B e)

= — (b — c) (a -f b n) : (a — b) (c + b n); (F B IC ß) = (F G C Q = — (c—a).

(b-f-cn):(b — c)(a-f-cn); (D CLy) = (DH A5) = — (a—b)(c-f-an): (c — a).

(b -f an); (CGLa) = (FKH5) = — a(b — c): (c — a) (a + b); (AHMß) =

(I)L J s) = — b(c — a) : (a—b) (b-J-c); (B JKy) = (EM GQ = — c(a — b):

(b — c) (e -(- a); (E G M a) = (B K J S) = — a (1) — e): (a — b) (c -J- a); (F H IC ß)

= (C L G e) = — b (c— a): (b — c) (a -f- b); (D J L y) = (A M H Q = — c (a — b):

(c — a) (b -(- c); (A J D a) = (a — b) (c — a n) (a -f- b n): (c — a) (a — b n) (b -(- a n);

(BGEß) = (b — c) (a — bn) (b —(—cn) : (a — b) (b — cn) (c-f-bn); (CDFy)

= (c—a)(b—cn)(c-f-an) :(b—c)(c—an)(a-fcn); (AMDS) = (c—a) (a-bn).

(b-(-an):(a — b) (b — an) (a-|-cn); (BKEs)=(a — b) (b — ca) (c-f-bn):

(b — c) (c—bn) (b-f-an); (CLFQ — (b — c)(c—an)(a-fcn): (c—a)(a—cn).

(c-f-bn); (AHI) a) = (a — b) (c — an) (a-f-cn) : (c — a) (a— bn) (c -f- an);

(B J E ß) — (b — c) (a — b n) (b -p a n) : (a — b) (b — cn) (a -f- b n); (C GF y)

= (c — a) (b — cn) (c-f-bn): (b —c)(c — an) (b-f-cn); (ALD5) = (c — a).

(a — c n) (b-(-an): (a — b) (c — an) (a-f cn); (BMEe) = (a — b) (b — an).

(c-f- bn) : (b — c)(a — bn) (b -(-an); (CKF Q = (b — c) (c — bn) (a-|- cn):

(c — a) (b — c n) (c -f- b n).

11. Bei den Fclderpaaren bc, ca, ab sind d, e,.f bezüglich Potenzfelder. Dabei
bilden def ein Büschel.

12. Die Felder aefvw, bfdwu und cdcnv berühren der Reihe nach je zwei

mit t kohärente Punktfelder lRiigjVjVa und Wj w 2 . Dabei ist t Potenzfeld

bei jedem der 3 letzten Felderpaare.

13. Ebenso berühren die Felder bcvw, cawu, abuv bezüglich je zwei mit t

kohärente Felder xx', yy', zz'. Dabei bilden bei gehöriger Anordnung der

6 letzten Felder die folgenden uyz, vzx, wxy, uy'z', vz"x', wx'y' je ein

Büschel, und t ist Potenzfeld bei jedem der 3 Paare xx', yy' und zz'.
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14. Durch 1., 2. und 6. und ebenso durch 1., 2. und 7. sind die Punkte aß
Y 3 e C eindeutig bestimmt, und zwar auf dieselbe Weise wie durch 3.

Beweis. Bezeichnet man mit («Aj den Zähler des Bruches, der sich für
a — A ergiebt, wenn man für a und A die oben bei 1., 2., 3. angegebenen Werte
einsetzt, so erhält man:

(a A) = — (1 -f- 11) a (c — a) (a — b n) ; (a C) = — (c — a) (c — a n) (c -f- b n);
(«!))= — n (1 -j- n) a (a — b) (c — an); (a E) = — n (a — b) (c -(- h n) (a — b n);
(a G) = n (c -f- b n) (b c — a 2) ; (a L) = n a (b — c) (c — a n);
(a M) = na(b — c) (a — b n) ; (a e) = — n (a — b) 2 (c — a n) (c -f- b n) ;

(ß A) = — (a — b) (a — 1) n) (a -f- c n); (ß B) p — (1 -|- n) 1) (a — b) (b — cn);
(ß E) — — n(l + n)b (t) — c) (a — 1) n); (ß F) = — n (b —- c) (a -|- c n) (b — c n);
(ß H) = n (a -f- c n) (c a — b 2); (ß K) = n b (c — a) (b — cn);
(ß M) = n b (c — a) (a — b n); (ß Q = — n (b — c) 2 (a — b n) (a c n);
(Y B) = — (b — c) (b — c n) (b -j- a n); ( y C) = — (1 -j- n) c (b — c) (c — a n);

(Y 1)) — — n (c — a) (b -)- a n) (c — an); (y F) = — n (1 —f- n) c (c — a) (b — cn);
(Y .1) = n(b-)-an)(ab — c 2); (yK) = nc(a — b)(b — cn);
(Y L) = nc(a — b)(c — an); (y 8) = — n (c — a) 2 (b — cn)(b -f- an) ;
(8 A) = (1 — n) a (a —- b) (a —c n); (o B) = (a — b) (b — c n) (b -f- a n) ;
(8 D) = — li (1—n) a (c — a) (b -f- a n); (8 F) = — n (c — a) (b •— c n) (a -)- c n);
(5 H) = n a (b — c) (a -|- c n); (8 J) — n a (b — c) (b -|- a n);
(o K) = — n (b — c 11) (b c — a 2); (8 ß) = n (a — b) 2 (b — c n) (a-f- cn);
(e B) = (1 — n) b (b — c) (b -(- a n) ; (e C) = (b — c) (c — a n) (c -j- b n);
(s D) = — n (a — b) (c — a n) (b -j- a n) ; (e E) — — n (1 — n) b (a — b) (c —|—b n);
(e G) = n b (c — a) (c -(- b n); (e J) = n Ii (c — a) (b a n);
(s L) = — n (c — an) (ca — b 2); (e y) = n (b — c) 2 (c — an) (b -f- an);
(C A) = (c — a) (a — b n) (a-fcn); (£ C) = (1 — n) c (c — a) (c + 1)n);
(C E) = — n (b — c) (a — b n) (c -j- b n); (C F) = — n (1 — n) c (b — c) (a + c n);
(C G) = nc(a- b) (c -j- h »); (C H) = n c (a — Ii) (a -f c n);
(^M) = -— li (a — Ii n) (ab — c 2); (C a) = n (c — a) 2 (a — b n) (c —J—b 11).

Aus diesen Formeln und aus 1. und 2. ergeben sieli die Gleichungen 8., 9.
und 10. und ans diesen die Involutionen 5. und die inversen Beziehungen 6. und 7.
Die Gleichungen 8. in Verbindung mit dem Satze 14. und die bei 5. angegebene
Involution GK.HL.JM in Verbindung mit dem Satze 18. liefern die Behauptung 11.
Wegen 0. gilt der Satz 20. und somit die Behauptung 12. Da nach 8. BCy ^ ä
E F C ß; CAgcCäEDSy ; ABßS/VDEea ist, so berühren nach dem Satze 20.
die Felder bevw, cawu, abuv bezüglich je zwei Felder x x', y y', z •/!. Die
2 kohärenten Felder Ca Acp' /V FS D j/ haben mit den 2 kohärenten Feldern
I) a F cp' 7\ A o B 4' ein und nur ein Paar entsprechender Punkte cp' = a und d/ = 8
gemein. Es ist nämlich (a — C) (8 — I)) (cp' — A) (<J/ — F) == (a — A) (8 — F) (9' — C).
(«!>' — D) und (a — D) (8 — B) (9' — E) (t|/ — A) = (a — E) (3 — A) (cp' — D) (c|/ — B),
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0.

oder, wenn cp' = cp-|-a und ()>'-= tj# —|—S gesetzt wird, [(a—C) (5 — D)— (a — A).

(S — F)]<pip-f-(A—-C) (8 —D) (8—F) <p+ (F—D) (a—A) (a-C) <|>=0, .[(« —D).

(8 — B) -— (a — E) (8 —A)] yf|-|-(E—D) (8—B) (5—A) y-f (A—B) (a- D) (a — E)tj>
= 0. Eliminiert man t|>, so erhält man :

[(a—C) (8 — I)) — (a—A) (8 — F)] cp -j- (F—D) (a—A) (a-C),(A-C)(8-D) (8-F)

[(a — D)(8 — B) — (8 — E) (8 — A)] <p-f-(A—B) (a — D) (a—E), (E- D) (8 - A) (8- B)

Wie ans 1., 2. und 3. hervorgeht, ist aber (A — C)(8 — D)(8— F)(A—B)(a—D).

(a—E) = (E- 1») (8 — A)(S — B)(F — D)(a — A)(a — C). Die Form der obigen Gleich¬

ung ist mithin Q.cp = 0, oder y —0 oder <p' = a etc. Aus diesem Grunde berühren

nach dem Satze 21. die Felder yz (und ebenso y'z') einander und. bilden mit u

ein Büschel. Die Behauptungen 14. lassen sich in ähnlicher Weise als richtig

beweisen wie der letzte Teil von 13.

Anmerkung. Werden an Stelle der Zahlen a, b, c, n die Zahlen a, b, c, — n,

oder —a, b, c, n, oder —a, Ii, c, — n, oder a, — b, c, n, oder a, — b, c, — n, oder a,

b, — c, n, oder a, b, — c, — n gesetzt, so bleiben nach 1. die Punkte A, B, C, D,'E, F

vollständig unverändert. Die Punkte GTI .PK L M erscheinen nach 2. zwar wieder,

aber in einer anderen Reihenfolge. Die Punkte aßyoe^ dagegen sind nach 3.

jedesmal 6 ganz neue Punkte, wenn die Zahlen aben in keiner Abhängigkeit von

einander stehen.

25. Sind aben vier beliebige reelle oder imaginäre Zahlen und setzt man:

I. A = 2 a n; B = 2b -f-n; C = 2 c -f- n; D = 2 a — n; E = 2b — n; F = 2 c — n;

G = b —|—c; H = c -]- a; J = a -f- b; K = L = M = oo; a = [2 a (b — c) -(- n (b -f- c

— 2 a)J : (b — c); |3 = [2 b (c — a) -f n (c -f- a — 2 b)] : (c — a); y = [2 c (a — b) -f-

n (a | - b — 2 c)] : (a — Ii); 8 — [2 (b c — a 2) — n (b — c)] : (b -)- c — 2 a); s = [2 (c a

— b 2) — n (c — a)J: (c -|- a — 2 b); y = [2 (a b — c 2) — n (a — b)]: (a —|—b — 2 c), oder

II. A = 2 a -(- n; B = 2 b -f- u; C = 2 c -(- n; D = Ä — n ; E -2b — n; F = 2 c — n;

G = H = J = oo; K = b -f- c; L = c'-f-a; M = Jyj-b; et — [2(bc — a 2)-(-n(b — c)]:
(b -f- c — 2 a); |3 = [2 (c a — b 2) -|- n (c — a)] : (c -f- a — 2 b); y = [2 (a b — c 2) -f-

n (a — b)|: (a-j- b — 2 c); 8 = [2 a (b — c) — n (b -(- c — 2 a)] : (b—c); £ = [2 b (c—a)

— n(c-]-a — 2b)]:(c—a); ( = [2c(a — b)—n(a-j-b — 2 c) |: (a — b), oder III.

A = 2 a -f- n ; B = 2 b -|- n ; C = 2 c -)- n; D = 2 a — n; E = 2 b — n; F = 2 c — n;

G = b-f c; II = .T = K = oo; L = c -|- a; M = a-f-b; « = [2 a(b — c) — n (b —|—e

—|—2 a)]: (b — c — 2 ll); ß = 2 b — n = E; y = 2c-|-n=C; 8 = oo = II = J= K;

s = 2 c -f- n = C, ^ = 2 b — n = E, oder IV. A = 2 a -f- n; B = 2 b -j- n; C = 2 c -|- n;

1) = 2 a — n; E = 2 b — n; F = 2 c — n ; G = L = M = oo; II = c -f- a; J = a -f- b;

K = b -f- c ; a = oo = G — L = M; ß = 2 c — n — F; y — 2 b -]- n = B ; S =

[2a(b — c) -f- n (b -|- c -]- 2 a)]: (b — c-f2n); e = 2b-]-n=B; C = 2c—n = F, oder

Y. A = 2a-|-n; B = 2 b + n; C = 2 c + n; D = 2a — u; E = 2b — n; F = 2c —n;

G = J = L = oo ; 11 — c a ; K = b-)-c; M = a-f-b; a = 2a-)-n=A; ß =

[2b(c — a)-—n(c—f-a —(-2 b)]: (c—a—2n); y = 2c—n = F, o=2c — n = F; e = oo



= J = G = L; £ = 2a-)-n = A; oder VI. A =±'2a-f-11; B = 2b -(-11; C = 2 c-f-n;

D = 2a — n; E = 2b—n; F = 2c — n; G = b + e,H == K = M = oo; J = a + b;

L = c + a; a = 2 c -f- n = C; ß = oo = I I = M = K; y = § = 2 a — n = I); e =

[2b(c — a) -f- n (c -f- a -f- 2 b)]: (c—a+2 n); £ = 2c-f-n — C, oder-VII. A=2a-)-n;

B = 2b + n; C = 2e + n; D = 2a—n, E = 2b —n; F = 2c —n; G = H = M = oo;

J = a —(—b; K = b -f- c; L = c -f- a; a = s = 2 a — n = D; ß = S = 2b-f-ii = B;

Y = [2 c (a — b) — Ii (a, —(—b —}—2 c)] : (a — b — 2 n); £ = oo = G = H = M ; oder

VIII. A==2a + n; B=2b-f-n; C = 2c + n; D=2a — n; E = 2b —n; F = 2c — n;

G .= b -f- e; II = e-f- a; J = K = L = oo; M = a -f- b; a = e = 2b — n = E; ß = 8

= 2a-)-n = A; y = oo = J = K = L ; £ = [2 c (a— b) —J—n (a —f-b —(—2 c)]: (a—b -j-2 n),

so g-elten von den Punkten AliCDE I11GH JKLMaßy8s£ und den davon ab¬

hängigen Punktfeldern a b c d e ft u v w u x u 2 v t v 2 Wj w 2 xy z in jedem der 8 Fälle im

wesentlichen dieselben Sätze wie von den gleich benannten Gebilden in 23.

Beweis. Derselbe kann für jeden der 8 Fälle in derselben Weise wie bei 24.

geführt werden. Besser ist es jedoch, 25. als einen besonderen Fall von 24. und der

dazu gehörigen Anmerkung anzusehen. Bei 24. haben die kohärenten Felder AB

CNü ADEFNO zwei getrennte Doppelpunkte N und 0, bei 25. dagegen auf

einander fallende N = 0. Ist X irgend ein Punkt bei 24. und X' der diesem ent¬

sprechende bei 25., und setzt man a = a -f- (2 d -f- p): 2 a; b = a -f- (2 e -f- p): 2 a;

c = a -|- (2 f—J- p): 2 a; n = — 1-)-p : a 2, X' = Lim(X — a 2) a ._:. 0O so erhält man

I. A'= Lim (A — a 2) = Lim (a 2 — a 2) = Lim [(a-f ^Vt J) ) 2 — a 2] =E2d-f p; B' =

Lim(B—a 2) = 2 e —{—p ; C' = Lim(C—a 2) = 2f-|-p etc. Ersetzt man defpA'B'C' etc.

hinterdrein durch ab cn ABC etc., so erhält man die Formeln I von 25. In gleicher

Weise sind die Formeln 11—VIII von 25. erhältlich, wenn man die auf 24. folgende

Bemerkung berücksichtigt.

26. Sind (g")Q) (g)(s) bei 4 Kreisen abcd bezüglich veränderliche Peripherie¬

punkte, so erzeugen die Pole XYZU 4 kohärente Punktfelder, die mit a'b'c'd'

bezeichnet werden mögen. Berühren sich die Felder a' und b', oder schneiden sie

sich rechtwinklig, so soll dasselbe auch von den Kreisen a und b ausgesagt werden;

bilden die Felder a'b'c'd' ein Büschel, so sollen auch die Kreise abcd als solche

eines Büschels bezeichnet werden; ist c' ein Potenzfeld von a'b', so soll c ein

Potenzkreis von ab heissen, und ist d' das Orthogonalfeld von a'b'e', so soll d

als der Orthogonalkreis von abc gelten. Diese Definitionen stimmen mit den

gebräuchlichen überein, wenn abcd reelle Kreise sind; sie sind Erweiterungen der
letzteren.
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III. Abschnitt

Analysis zur Konstruktion (V). Bilden Bei den Kreisen abc die Kreise

xyz eine Lösung, und wird ein veränderlicher reeller Punkt S als Südpol von je

6 Punkten Q) Q) (g) (g) dieser Kreislinien angesehen, so erzeugen die ver¬

änderlichen Nordpole abc xyz, mögen die gleich benannten 6 Kreise reell oder

imaginär sein, 6 kohärente Punkt!'eider abexyz, bei denen a und y, a und z,

b und z, b und x, c und x, c und y, y und z, z und x und endlich x und y ein¬

ander berühren, und zwar etwa in den Punkten p, x, a, X, x, p, a', ß', y'. Dabei bilden

keine 3 unter den 6 Feldern ein Büschel. Das Orthogonalfeld t (Satz 5) der

bekannten Felder abc möge von diesen in den Punktepaaren AD,BE,CF geschnitten

werden. Diejenigen Potenzfelder d, e, f von bc, ca, ab, die gleichzeitig die Felder

x, y, z bezüglich rechtwinklig schneiden, bilden ein Büschel (Satz 13) und mögen

das Orthogonalfeld t in den Punktepaaren OK,HL,.IM treffen. Die 3 kohärenten

Felder u, v, w, die mit t je eine Involution bilden und mit den Felderpaaren yz, zx, xy

bezüglich je einem Büschel angehören, mögen von t in den Punktepaaren a§, ße,y

geschnitten werden. Damit ist die Bezeichnung der Punkte ABCDEFGIIJKLM

aß.y8e£ noch nicht eindeutig festgelegt, indem A mit D, B mit E, C mit F, 6 mit K,

II mit L, .1 mit M, a mit §, ß mit e und y mit £ vertauschbar ist. Ein beliebiger

der beiden Schnittpunkte von a und t sei A. Diese Bezeichnungsweise werde von

nun al) beständig festgehalten. Der zweite Schnittpunkt von a und t ist dann I).

Nach II, 14 besteht eine von den 2 Involutionen AE.BD.JM und AB.DE..IM.

Man denke sich nun die Schnittpunkte B und E des Feldes b mit dem Orthogonal¬

felde t so gewählt, dass die erste dieser 2 Involutionen besteht. Es gilt gleichfalls

nach IT, 14 eine der 2 Involutionen BF.CE.GK und BC.EF.GK. Man bezeichne

die Schnittpunkte C und F von t mit c so, dass wieder die erste dieser 2 Involutionen

gültig ist. Nach 11, 14 in Verbindung mit II, 13 und 19 besteht dann die Involution

CD. AF.II 2 . L 2. Auf diese Art lassen sich die Schnittpunkte von t mit abc ein¬

deutig bezeichnen. Nach II, 17 ist (Xxy'ß') = (BCFG) = (EFCK) oder (Xxy'ß')

= (BCFK) = (EFCG), ferner entweder (p p a'y') == (C AD H) = (FD AL) oder

(jipa'Y) = (CAD L) = (FD AH) und entweder (xaß'a') = (ABE jj§=(DEB M) oder

(xaß'a') = (ABEM) =(DEB J). Die Punkte a'ß'y'xAppax sind von vornherein ein¬

deutig bestimmt. Man wähle, um auch die Schnittpunkte von t mit def in eindeutiger

Weise bezeichnet zu erhalten, dieselben so, dass von den obigen Bedingungen die jedes¬

maligen ersten gelten. Nach II, 20 ist bei richtiger Bezeichnung der Schnittpunkte von

t mit u v w (k x y' ß') = (B C y e) = (E F £ ß); (p p a' y') = (C A a Q = (F D § y); (x a ß' a') =

(ABß8) = (DEea). Hierdurch sind auch die Punkte aßy8e£ eindeutig festgelegt.

Hieraus und aus den obigen Beziehungen folgt (BCye) = (EF^ß) = (BCFG); (CAaQ

= (FD8y) = (C A I) II); (ABßS) = (DEea) = (A BEI), und hieraus, unterBerücksich-
3

\



tigung von II, 14: 2. BCFKyABCGEe; DEJBeADEAMa; CADLa AOAHF£;

EFGCCAEFBKß; AB E M ß A AB j 1) 5 - F D H A 8 Ä F D C L y. I )amit ist, streng

genommen, die Analysis beendet. Denn ans den Kreisen abc ergeben sich die

gleichbenannten Punktfelder samt ihrem Orthogonalfelde t und den Schnittpunkten

ABCDEF. Aus letzteren folgen die Punkte GHJKLM als Doppelpunkte der

obigen Involutionen 1. BF.CE.G 2 .K 2 ; CD. AF.H'KL 2 ; AE.BD.J 2 .M 2 und aus

den Beziehungen 2. die Punkte aßySstß Denkt man sicli nämlich die Punkte

yea^ßSy veränderlich, bezeichnet sie mit y's'a£'ß'8'y" und lässt sie den Be¬

dingungen 2. der Reihe nach unterworfen sein, so ist y'Ae'A« ACAß AS'Af')

oder y'Äy"- Jeder der beiden (hier übrigens auf einander fallenden) Doppelpunkte

der leicht herstellbaren kohärenten Felder y'Äy" ist der gesuchte Punkt y. Aus y

ergeben sich nach 2. linear die Punkte ea£ß8. Mittels der Punkte A BC DE FG1I

JKLMaßySs^ lassen sich dann die Felder uvwxyz und damit auch die gesuchten

Kreise xyz herstellen. Die angedeutete Konstruktion der Punkte a ß y o e £ lässt sich

jedoch bedeutend vereinfachen. Sind nämlich die Doppelpunkte N 0 der kohärenten

Felder ABCNO ADEFN0 zwei von einander verschiedene Punkte, was im all¬

gemeinen der Fall ist (ist N = 0, so ändert sich wegen TT, 25 im wesentlichen

nichts an der folgenden Betrachtung), und setzt man ihre Koordinaten gleich oo

bezüglich gleich Null und die von A, B, C,D gleich a 2,b 2,c 2,a 2 n 2, so wird wegen

A B C N 0 A D E F N 0 : E = b 2 n 2 und F = c 2 n 2 und ferner wegen 1., bei ge¬

höriger Auswahl der Vorzeichen von a,b,c,n,G =— bcn; 11= — can; J =—ahn;

K=bcn; L = can; M=abn. Aus den Beziehungen 2., die mit denen von II, 24, Nr. 7

identisch sind, folgen aber nach II, 24, Nr. 14 in eindeutiger Weise die bei II, 24

unter Nr. 3 angegebenen Koordinaten von aßyos£ und aus letzteren die bei II, 24

unter Nr. 6 angeführten Relationen, die sich auch folgendermassen schreiben lassen:

3. C L Ga AFHKo ; EM G« A B .1 Ivo ; AMHßADJLe; FKHßACGLe; BKJy

AEGM^; DLJyAAHM^. Hiernach lassen sich die Punkte ccßyoe£ leichter als

auf die oben angegebene Art konstruieren.

Beweis zu r K o n s t,r u k ti o n (V). Sind abc veränderliche Punkte, die

den Beziehungen N, N 2 N s a A 0, 0 2 0 3 b A Pi P 2 P3 c genügen, so sind dadurch

3 kohärente Punktfelder, die gleichfalls a b c heissen mögen, bestimmt. Nach 2, I

der Konstruktion (V) ist 0, 0 2 0 3 A 0 D 0 b A Pi P 2 B3 A 0 D 0 c ; P, P 2 P 3 B 0 E 0 c A

Nj N 2 N 3 B 0 E 0 a ; N, N 2 N 3 C 0 F 0 a A 0, 0 2 0 3 C 0 F 0 b. Nach II, 5 gehört zu den

3 Feldern abc ein und nur ein Orthogonalfeld; dasselbe heisse t. Nach dem Satze

11,3 ist A 0 D 0 .ct; A 0 D 0 .bt und B 0 E 0 .ct; B 0 E 0 .at. Daraus ergiebt sich

B 0 E 0 .C n F 0 .at und in gleicher Weise C 0 F 0 .A 0 D 0 .bt und A 0 D 0 . B 0 E 0 . ct.

Hieraus und aus 2, II der Konstruktion (V) folgt A 2 . D 2 . a t; B 2 . E 2 . b t; C 2 . F 2 . ct.

Wegen 3. der Konstruktion (V) sind nach der Umkehrung des Satzes II, 14 die

durch G 2 . K 2 . dt; II 2 . L 2 . e t; I 2 . M 2 . f t bestimmten 3 kohärenten Punktfelder d, e, f

bezüglich hei den Felderpaaren b c, ca, ab Potenzfelder und bilden nach dem
Satze II. 18 ein Büschel, indem nach II, 19 die Involution GK.HL.JM besteht.
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Nach 4, II der Konstruktion (V) ist Bj E x . Fj . K a. G S. Hieraus folgt GaÜ! Fj
A 5 K Fj C, AKo C j F j . Da ausserdem noch nach 4, I der Konstruktion (V)
CGLCjF, AFKHC, F„ so ist C GL C, F, a A F KH C, F, o, oder C GL a A
FKHS. In gleicher Weise liisst sich die Relation CGL eAFK IIß ableiten. Mithin
ist, wenn man ausserdem noch cykliscli weitergeht, C G L a e A F K H o ß; A H M ß £
A D L J £ y ; B J K y 5 A E M G £ a. Genau so wie bei der Analysjs kann man hier
zeigen, dass bei richtiger Wahl der Zahlen abcn die hier vorkommenden Punkte
ABC D E F GH J K L M mit den gleich bezeichneten von II, 24 resp. II, 25 identisch
sind. Die zuletzt entwickelten Relationen stimmen mit denen der Nummer 6 von
II, 24 vollständig überein. Somit sind nach II, 24, Nr. 14 auch die obigen Punkte
aßySe? uiit den gleich bezeichneten Punkten von II, 24 identisch. Demnach gilt
von unseren Punkten ABCDEFGHJKLMaßySetj alles unter II, 24 Gesagte.
Nach II, 24 Nr. 8 ist BCys AEF£ß; CAa£ A FD5y; ABßS ADEsa. Es findet
sicli also bei 5, I der Konstruktion (V) kein Widerspruch vor. Ferner sind nach
II, 24 Nr. 4 die durch a 2 . o 2 . t u ; ß 2 . e 2 . t v; y 2 • C 2 • t w bestimmten Felder mit den
gleichbezeichneten von II, 24 identisch. Somit berühren nach II, 24, Nr. 13 die
Felder bevw, cawu, abuv bezüglich je 2 mit t kohärente Felder xx', yy', zz',
und zwar bei gehöriger Anordnung der letzteren so, dass u die Felder y z, v die
Felder zx, und w die Felder xy in je einem und demselben Punkte berührt.
Durch die Operationen 5, I—IV der Konstruktion (V) sind nach II, 23, II, 21 und
II, 20 die bezüglichen Berührungspunkte a', ß', y', x, X, p, p, a, x von uyz, vzx, wxy,
az, bx, cy, a y, bz, cx und die Schnittpunktepaare UX, V Y, WZ von t mit
x, y, z hergestellt. Wegen 6,1 der Konstruktion (V) ist B 2 . E 2 . X X'. b t; C'2 . F 2 .
x x' . c t; y'2 . C3 . y' y". w t; ß 2 . e 2 . ß' ß". v t. Es entsprechen also den Punkten X' x' y" ß"
des Feldes t- bezüglich die Punkte X von b, -t von c, y' von w und ß' von v. Die
4 letzten Punkte sind aber nach dem Obigen gleichzeitig Punkte des Feldes x.
Ferner sind UX die Schnittpunkte von t mit x. Die Beziehung der Felder x und t ist
damit (mehr als ausreichend) festgelegt: Xxy'.ß'UXx A X'x'y" ß" UXt. Ebenso ist
p p a' y' V Y y A [P p' a" y" V Y t und x a ß' a' W Z z A x' a' ß" a" W Z t. Den kohärenten
Punktfeldern abctxyz sollen nun gleich benannte Kreise zugeordnet werden, und
zwar den Feldern abc auf die bereits erwähnte Weise die gegebenen Kreise abc; die
entsprechenden Punkte der Felder abctxyz sollen bei den gleichbenannten Kreisen
als Nordpole von Peripheriepunkten gelten, deren Stidpole jedesmal zusammenfallen.

Wegen 1 und 6, II der Konstruktion (V) sind (| 2) (g®) (y!,) ßy',) (|',) (y!,)

(/")(*")( p") l >un ^l;e cles gegebenen Kreises a. AusA 2 .D 2 .at und A 2 . D'2 . xx'. p p'.
UÜ'.VP.WW'.XX'.YY'.ZZ' (6,1 der Konstruktion V) folgt U'V'W'X'Y'Z'xpa

AUVWXYZx'p't. Mithin sind (u")(v")(w")S")(?")(z")&)(p") Punkte des
Kreises t. Wegen O t 0 3 0 3 X a V S, S 2 S 3 X" a"; P, P 2 P 3 p x V S, S 2 S 3 p" t " (6, II der

Konstruktion V) und wegen 1. der Konstruktion sind (g l ) (g 2) (s 3) (x") (a") l'mdHc

des Kreises b und (g 1) (g 2) (y ;i) (^») Q") Rmikte des Kreises c. Da ausserdem noch
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die Involutionen B 2 .E 2 .XX'.aa'.bt und C 2 .F 2 . |i| jl ' .xx'. et (6, I der Konstruktion V)

bestehen, so sind auch (^r)(°») und Punkte des Kreises t. Wegen 6,111

der Konstruktion (V) sind ({j'O (v'O (w'O (a"0 (ß"') (r'") sec ' is P ,in kte eines Kreises.

Dieser Kreis ist mit t identisch, weil er mit t in 3 Punkten übereinstimmt. Da

demnach (j| (?„) (W) g.) (T) g„) (J,) g | (J.) (J.) (£) (p (V) ,, llnkte
des Kreisest sind und nach dem Obigen die 3 Relationen X ty' ß' UX x A X'x' y" ß"

U X t; ]jl p a! y' V Y y A |P p' «" y" V Y t; x a ß' a' W Z z 77 x' a' ß" a" WZt bestellen, so

sind (x") ( T») (y") (ß") (tJ") (1") Punkte des Kreises x, (gO (p") («"')(/") (w) (v")

Punkte des Kreises y und Q'O (a") (ß"') (a'") (w") (z'') Punkte (i es Kreises z. Nach

dem Satze II, 24 berühren einander die Felder yz (in a'), zx (in ß'), xy (in y'),

az (in x), bx (in X), cy (in p,), ay (in p), bz (in a) und cx (in t ). Dabei bilden

die Felder keines der 4 Tripel xy z, ay z, b z x, cxy ein Büschel. Mithin berühren

einander (nach II, 26) auch die diesen Feldern entsprechenden Kreise, und zwar

yz in dem Punkte (£„), zx in xy in (^„), az in (*,,), bx in (^,), cy in (£„),

ay in (P,), bz in und cx in Dabei bilden die Kreise keines der 4 Tripel

xyz, ayz, bzx, cxy ein Büschel.

Determination. Aus der Analysis und dem Beweise gebt hervor, dass die

Konstruktion (V) alle Lösungen der gestellten Aufgabe liefert. Diese Konstruktion

liefert aber nach dem Obigen im allgemeinen, wenn keine 2 unter den 3 gegebenen

Kreisen sich berühren, 64 Lösungen. In besonderen Fällen sinkt diese Anzahl auf 16,

4 oder 2 herab. Werden nämlich die Zahlen aben von II. 24 so gewählt, dass folgende

und nur folgende Beziehungen zwischen ihnen bestehen: 1. u = bn, 2. a = bn =

cid, 3. a = bn=%(cn 2 = an 3 (n: dritte Einheitswurzel), ferner für Lima —0, 4. a = a,

n = l:a, 5. a = a, b = 1, n = 1: a, 6. a = a, b = a 2, n = 1 : a 2, 7. a = a, b = a 2, c = 1,

n = l:a 2, so berühren sich unter den zu diesen Zahlen gehörigen gegebenen

3 Kreisen bei 1. oder 4. die eines einzigen Paares, bei 2. oder 5. oder 6. die zweier

und nur zweier Paare, und bei 3. oder 7. die aller Paare. Auch das Umgekehrte

findet statt. Zu 3 gegebenen Kreisen gehören im Sinne von 11,24 (oder 25) stets

4 Zahlentripel a:b:c,n. Berühren sich 2 der Kreise, so besteht bei 2 der Tripel

die Relation 1. und bei den 2 übrigen die Relation 4.; findet bei den Kreisen ein

zweimaliges Berühren statt, so g'üt bei einem der 4 Zahlentripel die Beziehung 2.,

bei einem zweiten die Beziehung 5. und bei den 2 übrigen die Beziehung 6.; kommen

endlich 3 Berührungspunkte bei den Kreisen vor, so besteht bei einem der Tripel

die Relation 3. und bei den 3 übrigen die Relation 7. Berücksichtigt man die zu

11,24 gehörige Anmerkung und berechnet nach 11,24 die Werte vonABCDEFG

ILIKLMaßySe^, so ergiebt sich, dass zu einem Zahlentripel a:b:c,n mit der

Bedingung 1., 2. oder 3. bezüglich 8, 4 oder 2 gewünschte Lösungen, also Lösungen

von der Eigenschaft gehören, dass unter den 6 Kreisen ab cxy z keine 3 ein Büschel
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bilden. Die Fälle 4., 5., 7. und ausserdem noch diejenigen, in denen unter den

gegebenen 3 Kreisen einer, zwei oder alle in Nullkreise ausarten, liefern keine

gewünscht!' allgemeine, sondern nur besondere, übrigens durchweg leicht herstellbare

Lösungen. Demnach hat das in der oben angegebenen Fassung gestellte verall¬

gemeinerte Malfattische Problem 04, 16, 4 oder 2 Lösungen, je nachdem bei den 3 ge¬

gebenen Kreisen ein paarweises Berühren keinmal, ein-, zwei- oder dreimal stattfindet.

Zusätze. In den auf die Konstruktion (V) folgenden Bemerkungen werden

Abänderungen derselben ohne Beweis angegeben. Es soll nun zunächst gezeigt

werden, dass die nach 2. der Konstruktion (V) bestimmten Punkte ABCDEF

identisch sind mit den gleichbezeichneten der Anmerkungen. Bei dem folgenden

Beweise sind unter ABCDEF... stets die auf die erste Art bestimmten Punkte

gemeint. Nach 1. und 2. der Konstruktion (V), nach den dazu gehörigen An¬

merkungen und nach dem soeben geführten Beweise ist: P, IL P 3 B 0 E 0 A N, N ä N 3 B 0 E 0 ;

P, P 2 aP 3 N 3 AN, N 2 P 3 N 3 b. Hieraus folgt P, P 2 aP 3 N 3 B 0 E 0 A N, N 2 P 3 N„ bB 0 E 0

und hieraus N 3 P 3 E 0 B 0 A N 3 b B 0 E 0 oder N 3 2 . P 3 b. B 0 E 0 . Statt P 3 2. b 2. N 3 g kann auch

N 3 2 . g 2 . P 3 b gesetzt werden. Mithin ist N 3 2. g 2. P 3 b . P>0 E 0 , und somit B n 2 .E 0 3. N 3 g.

Aus der obigen Relation folgt noch P 3 aE 0 B 0 AP 3 N 3 B 0 E 0 oder P 3 2.N 3 a.B 0 E 0 .

I Heraus und aus N 3 2 .a 2 .P 3 e, wofür auch P 3 2.e 2 .N 3 a treten kann, folgt P 3 2 .e 2 .N 3 a.B 0 E 0 ,

und hieraus B 0 2. E 0 2 . P 3 e. Demnach bestellt unter Berücksichtigung von B 0 2. E 0 2 . N 3 g

die Involution B 0 2 .E 0 2 .P 3 e.N 3 g. Da ferner noch die Involutionen P 3 e.N 3 g.0 3 i

und B 0 E 0 . C 0 F 0 . A 2. D 2 oder B 0 2 . E 0 2 . A1) gelten, so ist B 0 2 . E 0 2 . P 3 e. N g g. 0 3 i. AD.

Auf dieselbe Weise erhält man aus Nj N 2 N 3 C 0 F fl A 0, 0 2 0 3 C () F 0 ; NfN 2 cN 3 0 3

A 0, 0 2 N 3 0 3 d ; N 3 2. d 2 .0 3 1,; 0 3 2. e 2 . N 3 f; N 3 f. 0 3 h. P s k; B 0 E«. C 0 F 0 . A 2. D 2 die

Involution C 0 2 . F 0 2.N 3 f. 0 3 h. P 3 k. AD. Aus den 2 zuletzt abgeleiteten Involutionen

folgt l) A N 3 0 3 P 3 A AD gie A AD f hk. Da ausserdem noch gi 1 ek A fhe k m ist,

so ist ADgilekAADfhekni. Hieraus folgt DAelAADek oder e 2 .AD.kl. Da

ausserdem noch l 2 .k 2.en oder e 2.n 2 .lk ist, so ist e 2 .n 2 .kl.AI) oder A 2 .D 2 .en.

Aus der obigen Relation folgt noch DAkc A ADkiu oder k 2.AI).ein. Wird ausserdem

noch e 2.m 2 .kp oder klplem berücksichtigt, so ist k 2.p 2 .em.AD und somit auch

A 2 .D 2 .kp. Demnach ist A 2.D 2 .en.kp. Da ferner noch A 2.D 2.B 0 E„. C 0 F 0 ; en.kp.

NiQ1.N2Q3.N3Q3; A 2 . D 2. at (dieses veränderliche a ist mit dem obigen festen

Punkte a nicht zu verwechseln) ist, so ist A 2 .D 2 .B 0 E 0 .C 0 F 0 .en.kp.N t Q x .N 2 Q 2 .

N 3 Q 3 . at. Da endlich noch die Involutionen B 2 .E 2 . C 0 F 0 . A 0 D 0 . b t und C 2 .F 2 . A 0 D 0 .

B 0 E 0 .bt bestehen und den Punkten N, N 2 N s des Feldes a die Punkte 0, 0 2 0 3

von b, die Punkte P, P 2 P 3 von c und die Punkte Q, Q 2 Q 3 von t bezüglich ent¬

sprechen, so gelten die 2 Involutionen B 2. E 2. C 0 F 0 . A 0 D 0 . O x Q, . 0 2 Q 2 .0 8 Q s ■b t

und C 2.F 2 . A„ D 0 . B 0 E 0 . IQ Qj . P 2 Q 2 . P 3 Q 3 . et, womit alles bewiesen ist.

Nun soll der Beweis dafür erbracht werden, dass die nach 4. der Konstruktion (V)

erhaltenen Punkte aßyoe^ mit den gleichbezeichneten Punkten der erwähnten An¬

merkung identisch sind. Wie oben, ergiebt sich auch hier aus B JK B, E x AEMGB, E,;

BJaKGAEMKGb; a 2 .G 2 .Ke; K 2 .b 2.Gf die Involution B 1 2 .E 1 2 .Ke.Gf und aus
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F H K C, F, A C L G C, F,; F H c K G A C L K G d; c 3. G 2 .Kg-; K-. d 2 . G h die Involution

Cj 2 . Fj 2 .K g. Gh. Sind S und T die Doppelpunkte der Involution B, E t . Cj Fj. S 2 .T 2 ,

so ist, wenn ausserdem noch Kg.Gh.ei berücksichtigt wird, B, 2 . F, 2 .K e. Gf.ST

und C/UFj 2 .Kg.Gh.ei.ST. Mithin ist KGo ST AefKTS AghiTS. Hieraus und

aus e fk K A g h K i folgt e f k K T S A g hK iT S, oder K k S T A K i T S, oder K 2 .ki. S T.

Ferner ist noch S 2 .T 2 . B, E, . Cj F x .K a, oder K 2 .a 2 .ST. Mithin ist K 2 .a 2 .ST.ki,

oder k 2 .i 2 Ka, womit die Identität der beiden a nachgewiesen ist. Die Identität der

übrigen Punkte ßyoe^ folgt nun unmittelbar aus II, 24, Nr. 7 und Nr. .14.

Ist Aj D, AMIIA A, Dj D JL, so ist, wenn für AMIIDJL die in II, 24 an¬

gegebenen Werte eingesetzt werden, A, -j-D t = n[2n(a 2 -(-bc)-j-a(b — c)(l—n 2 )]:

(l.-{- ii 2 ) und Aj .Dj =a 2 bcn 2 . Ist ferner A 3 2 .D 3 2 . AD . A, D,, so ist A 3 -f-D 3 = 2a 2 .

(a 2 — b c) n 2 (1 -|- n 2 ): [a 2 (1 — n 2 ) 2 — a (b — c)n (1 —n 2) -|- 2 n 2 (a 2 — b c)] und A 3 . D 3 =

a 4 n 2 [2n 2 (a 2 — bc)-f-a(b — c)(l —n 2)—bc(l—n 2)] :[a 2 (l—n 2) 2 —a(b—c) n (1—n 2)

-f-2n 2 (a 2—bc)]. Hieraus und aus den bereits bekannten Werten von A-j-D, A.D,

c« —[-ß 7 «S ergiebt sich A 3 D 3 —AD= — a 4 n 2 (l—n 2)[(a 2 -|-bc)(l—n 2)—2a(b — c)n]:

[a 2 (l — n 2) 2 — a(b — c)n (1 — n 2)-f-2n 2 (a 2 — h c)], AD — aS = a 2 n 2 (a-—b) (c—a).

[(a 2—f—b c) (1 — n 2) — 2 a (b — c) n]: [(a — b) (c — a) (1 — n 2) —(b — c) (b -f- c — 2 a) n],

aS— A g D 3 = — a 2 n 3 (a 2—bc) [2n(a—b)(c—a) — a(b — c)(l—n 2)] [(a 2 -f-bc)(l — n 2)

— 2a(b — c) n]: [(a—b)(c—a)(l—n 2)—(b—c) (b—|—c—2a)n]. [a 2 (1—n 2) 2 —a(b —e).

n(l — n 2)-|-2n 2 (a 2 —bc)]. Wird der Nenner des letzten Bruches gleich N gesetzt,

so ist [(A 3 D 3 — AD)(a + o) + (AD — a8) (A s +D S ) +(a8 —A 8 D s ) (A-f D)].N:

[(a 2 —(—b c) (1 — n 2) — 2 a (b — c) n] = — a 4 n 2 (1 — n 2). an (1 -j- n 2) (b — c) (a 2 — b c)

-j-a 2 n 2 (a — b) (c — a). 2a 2 (a 2 — b c)n 2 (l-f-n 2) — a 2 n 3 (a 2 — bc) [2n (a—b) (c — a)

— a (b — c) (1—n 2)] . a 2 (1-f-n 2 ). Der letzte Ausdruck ist aber identisch Null.

Mithin ist (A 3 D 3 —A D) («+S) + (A D — « §) (A 3 + D 3 ) -f (« S — A 3 D 3 ) (A + D) = 0,

d. h. es besteht die Involution AD.aS.A 3 D 3 . Hieraus und aus A 4 2. D 4 2. AD. ao

ergiebt sich die Involution A D.A, D, . A 4 D 4 , wenn noch A :i 2. D 3 A1). A, I), berück¬

sichtigt wird.

Die Punkte Xrß' der Konstruktion (V) stimmen mit den gleich benannten der

Anmerkungen nach II, 23 überein.

Dasselbe gilt endlich auch von den Punkten %p,p aa'y'. Zunächst wird nämlich

der Punkt y' in beiden Fällen durch eine und dieselbe Operation BCyeAXTY'ß'

bestimmt. Sodann hängen die Punkte ß'Xt von den Punkten BCEFße offenbar in

derselben Weise ab, wie y'pp von CAFDyC und a'xa von ABDEao. In den

Anmerkungen finden sich die zur Konstruktion von ß'X-c nötigen Operationen bei

y'pp und a'xa wörtlich wiederholt vor, jedoch mit dem Unterschiede, dass eine

Reihe von Zwischenkonstruktionen aus dem Grunde fortgelassen werden konnte,

weil bei den Punkten y ' pp und a'xa die Punkte y' und a'ß' durch die jedesmal

vorhergegangene Konstruktion bereits hergestellt waren.

Ableitung der besonderen Konstruktion (IV, B) aus der allgemeinen Kon¬

struktion (V). Es seien S,^ S 2 S a 3 beliebige feste Punkte auf der Kugel, und es sei
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S ein veränderlicher Punkt derselben. Ferner seien N, N 2 N 3 a; 0, 0. 2 0 3 b; P, P 2 P 3 c

bezüglich die konjugierten Pole der Punkte S, S 2 S 3 S bei den gegebenen grössten

Kugelkreisen a,b, c, sodann AD, BE, CF, wie bei der Konstruktion (IV, B), die

Pole der Kreise a,b,c, und endlich S, Q,, S 2 Q 2 , S 3 Q 3 , St ; Kugeldurchmesser. Augen¬

scheinlich liegen die Punkte AI) S, N, Q, auf einem Kreise, und jeder der beiden

Pole AD ist von den Punkten N, Q, gleich weit entfernt. Mithin besteht die In¬

volution A 2.D 2.Nj Oj. Schliesst man auf gleiche Art weiter, so erhält man die

Involutionen A 2 . I) s . N, Q, . N 2 Q 2 . N 3 Q 3 . at; B 3 . E 2 . 0, Q, . 0 2 Q ä . 0 3 Q 3 .bt; C 2.F 2.

P, Q,. P 2 Q 2 . P 3 Q 3 . ct. Sind A 0 D 0-,- B 0 E 0 , C 0 F 0 bezüglich die Schnittpunktepaare bei

den Kreispaaren bc, ca, ab, so wird a = B 0 und t = E 0 für S = B 0 , und a = C 0

und t = F 0 für S = C 0 . Mithin ist A 2.1) 3. B 0 E 0 . C 0 F 0 . N, Q, .N 2 Q 2 .N 3 Q 3 .at und

ebenso B 3. E 3. C 0 F 0 . A 0 B 0 .0, Q,. 0 2 Q,. 0 3 Q 3 . b t und C 3. F 3. A 0 D 0 . B 0 E 0 . P, Q,. P 2 Q 2 .

PgQj.et. Hieraus folgt Q, Q 3 Q s D 0 A 0 A 0, 0., 0 3 A 0 D 0 A P, P s P 3 A „ D 0 , ferner

P, P, P 3 B 0 E 0 A Nj N ä N 3 B 0 E 0 und N, N ä N 3 C 0 F 0 A 0, 0, 0 3 G 0 F 0 . Die Schnittpunkte

von bc,ca,ab sind mithin die Punkte A 0 1) 0 , B 0 E 0 , C 0 F (1 von 2, I der Konstruktion (V).

Hieraus und aus den obigen Involutionen A 3 . D 2. B 0 E 0 . C () F 0 ; B 2.E 2 .C 0 F 0 . A 0 E 0 ;

C 2 .F 2 . A 0 D 0 .B 0 E 0 folgt, dass die Pole der Kreise a,b, c mit den Punkten A D, B E, CF

von 2, II der Konstruktion (V) identisch sind. Durch die 3 obigen Involutionen

A 3.D 2.at; B 2.E 2.bt; C 2 .F 2.ct sind 4 kohärente Punktfelder, die abet keissen

mögen, festgelegt. Diese Punktfelder sind mit den gleich lautenden des Beweises

der Konstruktion (V) identisch, weil sie sich aus denselben 3 Involutionen ergeben.

Mithin ist unser t das Orthogonalfeld der Felder abc. Da nach dem Obigen N 1 N 2 N 3 a

AOj OjjOgbAPi P 2 P 3 cAQi Q 2 Qs t ist, und nach Definition (||) ('| 2) (| 2) (g) Punkte

des Kreises a, ferner (g|) (g®) (si)) (s) l >nnktc des Kreises b und (gj) (g") (^) (g)

Punkte des Kreises c sind, so müssen nach II, 26 (g) Punkte des Ortho¬

gonalkreises t der 3 gegebenen grössten Kugelkreise a,b, c sein. Da nach Kon¬

struktion Sj Qj, S 2 Q 2 ,S 3 Q 3 , St lauter Kugeldurchmesser sind, so heisst das, der

Orthogonalkreis t dreier und somit aller grössten Kugelkreisc ist rein imaginär und

ein jeder Peripheriepunkt desselben hat die Endpunkte eines Kugeldurchmessers

zum Nord- und Südpol, Wie ein Blick auf die Kugel lehrt, genügen unsere Punkte

GIIJKLM den Involutionen BF.CE.G 2.K 2 ; CD.AF.IP.L 2 ; AE.BD.JIM 3 ;

sie sind daher mit den gleich lautenden Punkten von 3. der Konstruktion (V) identisch.

Sind N und 0 die Pole des durch ABC gehenden Kreises, ist 1' ein beliebiger

reeller Punkt desselben, und wird, wie bei II, 24, für das Doppelverhältnis (NPOX)

einfach X gesetzt, so geht aus der Figur 5, die durch stereographische Projektion

unserer Figur auf der Kugel von N aus auf die durch 0 gelegte Tangentialebene

der Kugel entsteht, leicht hervor, dass sich 4 positive oder negative reelle Zahlen

pqrs so bestimmen lassen, dass, wenn a = eip,b = eiq,c = eir,n = is gesetzt wird,

die Gleichungen Nr. 1 und Nr. 2 von II, 24 auch für unsere Punkte ABCDEFGH

JKLM bestehen. Nach II, 24, Nr. 9 ist (CLG«) = (be-a 3):(a + b)(c-a) und
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(EMG«) = (a 2 — bc):(c-)-a)(a — b). Hier ist, mithin (C'LGa) = (eiq.eir—e 2 ip):
(e i P -(- c i <]) (e i r — e i p) = sin ™ (q -f- r — 2 p): 2 cos y (p — q) sin ~ (r — p) und (E M G a)

= (e 2 i p—ei q. ei r): (e i r -J- eip) (e i p—e i q)=sin y (2 p—q—r): 2 cos™ (r -1- p) sin (p — q).
Demnach sind liier beide Doppelverhältnisse reell. Aus diesem Grunde liegen die
Punkte OLG« und EMG« auf je einem (reellen) Kreise. Der Punkt a kann somit
hier auf eine sehr einfache Weise erhalten werden, nämlich als der zweite Schnitt¬
punkt der durch OLG und EMG gehenden Kreise. Da das Analoge von den
Punkten ßyoeCi gilt, so ist damit die Richtigkeit der Operationen 3. der Kon¬
struktion (IV, B) nachgewiesen. Da CF,LH, GK,EB,M J lauter Kugeldurchmesser
sind, so bildet auch der zweite Schnittpunkt a der Kreise CLG und EMG den
einen, und der zweite Schnittpunkt § der Kreise FHK und BJK den anderen
Endpunkt eines Kugeldurchmessers. Ebenso sind ße und y^ Kugeldurchmesser.
Mithin ist BCyeVEF£ß. Da ausserdem noch nach II, 24, Nr. 8 BCyeAEF^ß,
so ist BCyeVBCys. Hie Punkte BCye sind also sich selbst indirekt kreis¬
verwandt und liegen daher auf einem Kreise. Ebenso liegen die Punkte EF£ß,
C Aa£, FDSy, ABßS und DEea auf je einem Kreise. Da AD,BE, CF,aS, ße,y£
durchweg Kugeldurchmesser sind, so sind die Kreise BCye und EF£ß, ferner CA
und FDSy und endlich ABßS und DEea bezüglich einander gleich und parallel. Nach
dem zur Konstruktion (V) gehörigen Beweise berührt das durch a 2.5 2.tu definierte
Punktfeld u die gesuchten Punktfelder y und z in einem und demselben Punkte y'. Der
dem Punktfelde u entsprechende Kreis u muss mithin nach II, 26 die gesuchten
Kreise y und z in einem und demselben Punkte berühren. Dieser Kreis u ist der¬
jenige grösste Kugelkreis, der a und 5 zu Polen hat. Sind nämlich U U', V V', W W'
drei Durchmesser des letzten Kreises, so ist offenbar «ISlUU'AV'.WW'.tu, und

(s) (u ) (V ) (w ) s ' n(l Punkte des Orthogonalkreises t. Da entsprechenden Nordpolen
der beiden Kreise (all'V'W't A«UVW) dieselben Südpole nach II, 26 zuzuordnen

sind, so müssen (")({;) (y) (w) oder (®)UVW Punkte des zum Felde u gehörigen
Kreises u sein. Ebenso zeigt man, dass diejenigen grössten Kreise v und w, die
ße und y£ bezüglich zu Polen haben, die gesuchten Kreise zx und xy bezüglich
in je einem Punkte berühren. Der gesuchte Kreis x wird mithin von den Kreisen
b, c, v, w, die B I), 0 F, e ß, y 'C bezüglich zu Polen haben, berührt. Dip Pole aller
grössten Kreise, die den Kreis x berühren, erzeugen 2 Kreise, und zwar hier offenbar
die Kreise Ii Gay und EFßtj Folglich müssen umgekehrt die Pole aller grössten
Kugelkreise, die den Kreis BCey (und den Kreis EFßQ berühren, 2 Kreise er¬
zeugen, von denen der eine x ist. Demnach ist der durch die Operation 4. der
Konstruktion (IV, B) hergestellte Kreis x einer der gesuchten. Da sich auch von
den Kreisen y und z dasselbe zeigen lässt, so ist damit die ganze Konstruktion (IV, Ii)
als richtig nachgewiesen.

Determination zur Konstruktion (IV, B). Wie bereits gezeigt wurde, hat
die Aufgabe 64 Lösungen. Diese sind hier sämtlich ausnahmslos reell. Dies folgt
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reell sind.

Ableitung der Konstruktion (IV, C). Diese Konstruktion ergiebt sieb

unmittelbar aus der soeben erörterten, weil die beiden betreffenden Figuren durch

räumliche Inversion ineinander übergeführt werden können.

Zusätze zu den auf die Konstruktion (IV, C) folgenden Anmerkungen (Fig 5

und 6). Man denke sich die Figur durch räumliche Inversion so auf eine Kugel

projiziert, dass abc sich in grösste Kugelkreise verwandeln. Dann sind GK,HL,

JM, aS, ße, yC lauter Kugeldurchmesser. Mithin ist G 11JK L M aß yoVKLMG II J

Se^aßy. Nach II, 24, Nr. 5 bestehen die Involutionen GK.IIL. JM und aS.ße.ytj

Aus diesen folgt GHJKLMAKLMGHJ und aßySe^/KSECaßy. Demnach ist

GII J KLM VGHJKLM und aßy&E^\/xßy5£^. Mithin müssen sowohl die Punkte

GH.FKLM als auch die Punkte aßy5e£ auf je einem Kreise liegen. Wie leicht

zu sehen ist, gilt der folgende Satz: „Der Schnittwinkel zweier Kreise, die bezüglich

durch je 3 reelle Punkte SUV und SXY einer Ebene oder Kugel gehen, ist

ani(SUXY) — ani(SXUV) gleich, wenn (SUXY) und (SXUV) Doppelverhältnisse

bedeuten und am die Abkürzung für Amplitude ist". Die Kreise a" und u' gehen

bezüglich durch die Punkte ADao und AIIMß£. Wie aus II, 24, Nr. 1, 2, 9, aus

den Formeln für (aA),(«D) etc. beim Beweise von II, 24 und aus dem zur Kon¬

struktion (IV, 11) gehörigen Beweise hervorgeht, ist (A1)HM):(A 11 Dx) = (1—n 2).

a(b4~c)(c — a):(a—b) (a-|-cn)(c—an) = 2(l-)-s 2)coSy(q-j-r)siny(r—pjisin-^p — q).

[ 1 —{—s 3 —{—2ssin(r — p)], also reell. Mithin ist der Schnittwinkel der Kreise a" und u'

gleich am (AD 11M) — am (A III) a) = Oj mod k . Die Kreise a" und u' berühren sich

demnach. Dasselbe lässt sieb von den Kreispaaren a"x', b"v',b"y',c"w', c"z' nach¬

weisen. Die Kreise u 0 und y 0 haben BCye und FD5y bezüglich zu Peripherie¬

punkten. Nun ist (y BD F): (y D B C) = (b — c) (c-j-a): (b-j- c) (c — a) = t g-^(q—r).

cot~-(r — p), also reell. Nach demselben Kriterium berühren sich demnach auch die

Kreise u 0 und y 0 . Dasselbe gilt offenbar von den Kreispaaren y 0 w 0 ,w 0 x 0 , x 0 v 0 ,

V 0 Z 0> z o u o •

Ableitung der besonderen Konstruktion (IV, A) aus der allgemeinen

Konstruktion (V) (Fig. 3 und 4). Die Punkte ABCDEF haben nach II, 26 bei

beiden Konstruktionen dieselbe Bedeutung, indem sie hier Schnittpunkte des Ortlio-

gonalkreises t mit den Kreisen abc und gleichzeitig Nordpole dieser Punkte und

dort Schnittpunkte des Orthogonalfeldes t mit den Feldern abc sind. Dasselbe gilt

von den Punkten GH JKLM. Da nämlich nach 2. der Konstruktion (IV, A) beim

Kreise t der Pol von GK der Schnittpunkt der Geraden.BF und CE ist, so besteht

bei den Peripheriepunkten BCEFGK bekanntlich die Involution BF.CE.G 2.K 2,

wie es nach 3. der Konstruktion (V) sein soll. Beide Konstruktionen liefern ferner,

wie auf uloiche Art bewiesen werden kann, dieselben Punkte HL und JM. Dasselbe
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lässt sich von den Punkten aßy5s£ behaupten. Hier wie dort sind nämlich zunächst

die Punkte ao so hergestellt, dass sie den Bedingungen CLGotAE Ii K 8 und

EMGaABJKS genügen. Bei der Konstruktion (V) ist dies bereits bewiesen worden

(vergl. 11, 25, Nr. 9). Hier liegen auf der Pascalschen Geraden A, B, des Sechsecks

CKLFGH die Punkte (CK,FG) = P,, (KL, GH) = P 2 , (A(B, , GK) = P und A, und

auf der Pascalsehen Geraden C, A, des Seclisecks BMKEJG die Punkte (EK, BG) = Q,,

(MK,GJ) = Q 2 ,(C j Aj,GK) = Q und A,. Nun sind (Fig. 3) die Peripheriepunkte

C L G a den Strahlen des Büschels K (OLG a) mit dem Scheitel K projektiv,

diese den Punkten P, P 2 PA, der Geraden A, B,, diese den Strahlen des Büschels

G(FHKS) mit dem Scheitel G und diese den Peripheriepunkten FHKS. Mithin

ist C L G a A F H K o. Ferner ist hier E M G a A K (E M G a) A Qj Q 2 Q Aj

AG(BJK o ) ABJK5. In gleicher Weise lässt sicli zeigen, dass die nach beiden

Arten hergestellten Punkte ße und y C gleichfalls übereinstimmen. Nach II, 24, Nr. 8

ist B C y e A E F £ ß. Demnach liegen die Punkte (E C, B F), (E y, B Q, (F y, C Q, (E s, B ß),

(Fe,Cß),(ßy,eQ auf einer Geraden, und zwar auf der Pascalschen Geraden B'C'

des Seclisecks CEyFBtJ. Da der Kreis t die Kreise b und c in BE und CF recht¬

winklig schneidet, so ist (E0,B F) ein Ähnlichkeitspunkt der Kreise b c. Sind ferner

u, v,w diejenigen Kreise (Fig. 4), die den Kreis t bezüglich in den Punktepaaren

«8,ß£,y£ rechtwinklig schneiden, so sind ebenso (Ey,EQ,(Fy,CQ,(Es,Bß),(Fe,Cß),

(ßy, eQ bezüglich bei den Kreispaaren b w, cw, 1) v, cv, vw Ähnlichkeitspunkte. Mithin

ist B'C' eine gemeinschaftliche Ähnlichkeitsaxe der 4 Kreise bevw. Da diese 4 Kreise

ausserdem noch einen gemeinsamen Orthogonalkreis haben, nämlich den Kreis t, so

werden dieselben sämtlich von 2 Kreisen x und x' berührt. Ebenso werden die

4 Kreise cawu von gewissen 2 Kreisen y und y' und die 4 Kreise abuv von

2 Kreisen z und z' berührt. Die Kreise xyz werden in 6. und 7. der Kon¬

struktion (IV, A) dadurch hergestellt, dass das Taktionsproblem des Apollonias

dabei dreimal, und zwar auf die gebräuchliche AVeise gelöst wird. Beim Kreise a

ist nämlich der Pol der Geraden AD das Centrum T des Kreises t, weil die Kreise a

und t einander in den Punkten A und D rechtwinklig schneiden. Beim Kreise a

geht mithin die Polare des auf AD liegenden Punktes K' durch T. Nach Kon¬

struktion sind K' und K" 2 konjugierte Punkte des Kreises a. Demnach ist jene

Polare die Gerade TK", Da K' ein Punkt der Geraden A'B' ist, so geht TIC" auch

noch durch den Pol der Geraden A'B' beim Kreise a. Die Gerade TK" ist somit

die \ erbindungsgerade des Potenzpunktes T der 4 Kreise abuv mit dem zum Kreise a

gehörigen Pole der Ähnlichkeitsaxe A'B'dieser Kreise; ihre Schnittpunkte x %' mit a

sind also, wie bekannt, Berührungspunkte des Kreises a mit den gesuchten Kreisen

z und z'. Da sich dasselbe von den Punkten XX'\x\x'p p'a a 1xi' beweisen lässt, so

berühren die auf die angegebene AVeise konstruierten Kreise bezüglich die Kreise

bevw,cawu,abuv. Den Kreisen abeuvwt der Konstruktion (IV, A) entsprechen

offenbar die durch A 2.D 2.at,B 2.E 2.bt, C 2.F 2.ct,a 2.8 2.ut, ß 2.e 2.vt,y 2.£ 2.wt definierten

kohärenten Felder abeuvwt der Konstruktion (V). Von letzteren wurde bereits



bewiesen, dass die Felder bcvw,cawu,abuv bezüglich 3 Felderpaare xx',yyzz'

berühren. Mithin müssen nach II, 26 diesen letzteren Feldern Kreise entsprechen,

die die Kreise bcvw,cawu,abuv bezüglich berühren, also die obigen Kreise

xx',yy',zz'. Die Felder xyz berühren sich aber paarweise, wie oben gezeigt wurde;

somit berühren einander nach II, 26 auch die ihnen entsprechenden Kreise paar¬

weise. Dabei bilden die Kreise keines der 4 Tripel xyz,ayz,bzx,cxy ein Büschel,

da dasselbe von den entsprechenden Feldern gilt.

Determination. Die Gesamtanzahl der reellen und imaginären Lösungen

ist bereits oben bestimmt worden. Hier handelt es sich nur noch um die Scheidung

der reellen von den imaginären Lösungen. Nach Voraussetzung sind hier AB CDEF

reelle Punkte des Orthogonalkreises t. Zu einer reellen Lösung xyz gehören reelle

Kreise uvw, mithin auch reelle auf dem Kreise t liegende Punkte aßyoe^. Aus

diesem Grunde und wegen der Beziehung BCys AB CFG (II, 24, Nr. 8) ist auch G

ein reeller Punkt des Kreises t. Dasselbe gilt von den Punkten HJKLM. Die 3 zu t

rechtwinkligen und bezüglich durch die Punktepaare GK,H L, JM gehenden Kreise def

sind mithin bei einer reellen Lösung selbst reell. Es sind das gleichzeitig 3 ein

Büschel bildende Potenzkreise der Kreispaare bc,ca, ab. Nach II, 24, Nr. 8 ist

BCyeAEF^ß. Die 4 zu t rechtwinkligen und bezüglich durch die Punktepaare

B H, C F, y v, e ß gehenden Kreise b, c, w, v umhüllen offenbar dann und nur dann

einen reellen, zur Lösung gehörigen Kreis x, wenn die projektiven Punktreihen

1! C y e AE FCß gleichlaufend sind. Sind BCy und EF£ 6 reelle Punkte einer

Geraden, so sind die durch BCy und EF£ bestimmten Richtungen gleich oder

entgegengesetzt, je nachdem bei Anwendung Cartesisclier Koordinaten der Ausdruck

A = (B — C)(C — y)(F— Q:(E— F)(£—E)(y—B) positiv oder negativ ist. Augen¬

scheinlich gilt dasselbe Kriterium auch dann noch, wenn die Koordinaten Doppcl¬

verhältnisse mit reellen Grundpunkten NOP auf derselben Geraden sind, wenn

also X an Stelle von (NPOX) steht. Dasselbe Kriterium ist endlich auch dann

noch anwendbar, wenn BCyEF^NOP reelle Punkte eines Kreises t sind. Der

Sachverhalt ist jedoch ein anderer, sobald nicht alle diese Punkte auf einem Kreise

liegen, weil dann jener Ausdruck im allgemeinen imaginär ist. Nach Voraus¬

setzung sollen nun die reellen Punkte B CyEF^P auf einem Kreise mit dem Centrum 0

liegen; während N der unendlich entfernte Punkt der Geraden OP sein soll. Auf

der Kreislinie t sei ein reeller Punkt S so gewählt, dass -=f- S 0 1' = 90°. Von S aus

möge nun ein veränderlicher reeller Punkt x der Kreislinie t durch einen veränder¬

lichen Strahl auf die Gerade 0 P als Punkt y projiziert werden. Die von x und y

erzeugten Punktreihen sind offenbar projektiv. Wird auch hier x und y kurz bezüglich

für (NPOx) und (NPOy) gesetzt, so ist, falls man den zweiten Schnittpunkt der

Geraden OP und des Kreises t mit Q bezeichnet, (P QSx) = (P QNy), oder, da

P = 1,Q = .— 1, S = i, N = oo ist, (1, — l,i,x) = (1, — l,oo,y), oder xy-f-ix—iy

—1=0, oder y = (l—ix):(x-—i). Die den Peripheriepunkten BCyEF£ hierbei

auf der Geraden OP entsprechenden Punkte seien B'C'y'E'F'^'. Dann ist Ä' = (B'—C').
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(C _ f) (F' — C): (E' — F') (C—E') (Y - Ii') = (B - C) (C - y) (F - Q (E - i) 2 : (E - F).

(£—E)(y — B)(0—i) 2, oder, falls man die bei dem zu II, 24 gehörigen Beweise

entwickelten Formeln anwendet, A=(l—n 2)c 2 (a-|-cn)(c—an)(b 2 n 2 —i) 2 : u 2 (1» -)—an).

(a—bn)(c-f-bn)(b — cn)(c 2 — i) 2, oder, da nach II, 24, Nr. 9 (c-(-bn)(b — cn)

= b e (1 — n 2) (B F C G), (a -f c n) (e — a n) = c a (1 — n 2) (CI) A H), (b -f a n) (a — I» n)

= a 1) (1—n' 2) (A E B J) ist, A(=(C D A II) (A.) B E) (B G C F) c 2 (b 2 n 2 — i) 2 : n 2 b 2 (c 2 — i) 2.

Das von den Potenzkreisen def gebildete Büschel kann nun entweder 2 imaginäre

oder 2 getrennte reelle oder 2 auf einander fallende Grundpunkte haben. Liegt der

zweite Fall vor, und verwandelt man die ganze Figur um den einen Grundpunkt

durch Inversion in eine zweite, so gehen die Potenzkreise def in Gerade, die

Kreise abc in 3 unter sich gleiche Kreise und t in einen Kreis mit dem Centrum O

über. Bei der neuen Figur ist man darum berechtigt, im Sinne von II, 24 a = ci«,

b==eip, c = eir, n = eiv zu setzen, wenn e die Basis des natürlichen Logarithmen-

systems ist und aßyv reelle Zahlen sind. Dasselbe gilt auch von der ursprüng¬

lichen Figur, da durch Inversion an Doppelverhältnissen nichts geändert wird.

Dann ist aber c(b 2 n 2 —i):nb(c 2 —i) = cA je 2 i (ß + v)— e>"]: ei (ß + v ) [e 2 i r — ei"]

= [ei (ß +v—— e — i(ß + v —•-)]• [ e i(r —■* — c — i(r —f)] = sin (ß -|- v — |): sin (y — |),

also reell. Mithin ist A' positiv oder negativ, je nachdem (CD AH)(AJBE)(BGCF)

oder (CDAH)(AEBJ)(BFCG) positiv oder negativ ist. Sind die Grundpunkte des

Büschels def imaginär, so wird auf der Kreislinie t das Punktepaar GK durch das

Punktepaar HL nicht getrennt. Mithin hat die Involution GK.HL 2 reelle auf t

gelegene Doppelpunkte. Nach II, 24, Nr. 5 ist aber N 2.0 2.GK.HL.JM. Demnach

sind hier die Punkte N und 0 reell und auf t gelegen. Lässt man, was erlaubt

ist, den Einheitspunkt P auf A fallen, so sind die Doppelverhältnisse (NPO A), (NPO B),

(NPOC) etc., die kurz mit A,B, C etc. bezeichnet wurden, durchweg reell, und ebenso

die Zahlen aben im Sinne von II, 24, wie aus den Gleichungen A — a 2 = 1,B = b 2,

C — c 2, D = a 2 n 2,E = b 2 n 2,F = c 2 n 2,K = nb c,L = nca, M — nab hervorgeht. Somit

gilt in diesem Falle nach dem Obigen das Kriterium: Der Kreis x ist hier dann

und nur dann reell, wenn A = (B — C)(C — y) (F —Q :(E—F) (£—E)(y— B) = (1 - n 2)-

c 2 (a-j-cn) (c — an) :n 2 (b-(-an)(a —bn) (c-f-bn)(b—cn) = (CDAH)(AJsBE)(BGCF)c 2

:n 2 b 2 positiv ist. Da hier aber (e:nb) 2 stets positiv ist, so ist mithin der Kreis x

dann reell, wenn (CD AII)(AE B J)(BFCG) positiv ist. Das Kriterium ist demnach

für diesen Fall das nämliche. Berühren die Potenzkreise def einander, so ergiebt

sich auch für diesen Fall (vergl. II, 25), der den Grenzübergang zwischen den

beiden behandelten bildet, dasselbe Kriterium. Soll ferner der gesuchte Kreis y

reell sein, so muss (AEB J)(BFCG)(C DAII) positiv sein. Diese Bedingung erhält

man aus der vorigen einfach durch cyklisches Vertauschen; es ist dies aber dieselbe

Bedingung. Ebenso ergiebt sich für die Realität von z keine neue Bedingung.

Soll also hier eine Lösung xyz aus lauter reellen Kreisen bestehen, so muss

jedes der 3 Doppelverhältnisse (BF CG), (CDA II), (AEBJ) reell und das Produkt

derselben positiv sein.



Ilaben die Kreise bc 2 von einander getrennte reelle Punkte gemein, so ist,

wie eine einfache geometrische Betrachtung lehrt, das Doppel Verhältnis (BF CG)

unter allen Umständen positiv, mag der eine oder der andere der beiden Potenz¬

kreise von bc gewählt, und mögen die Schnittpunkte eines jeden dieser Potenz¬

kreise und des Kreises t beliebig mit CfK oder KG bezeichnet werden.

Haben die Kreise b c keinen reellen Punkt gemein, so darf man, wenn man

zu reellen Lösungen gelangen will, nur den reellen Potenzkreis d derselben nehmen.

Sind GK die Schnittpunkte von d und t, so ist bei einer gewissen Bezeichnungs¬

weise derselben (BFCG) positiv und bei der entgegengesetzten negativ.

Berühren sich endlich die Kreise bc, so hat man, um zu einer reellen Lösung

zu gelangen, den nicht in einen Nullkreis ausgearteten Potenzkreis von 1) c zu

wählen, und K mit C identisch sein zu lassen. Dann ist (BCFG) = — 1 und (BFCG)

— 2, also positiv.

Analoges gilt von den Kreispaaren ca und ab und den dazu gehörigen Doppel¬

verhältnissen (CDAll) und (AEBJ).

Hieraus ergiebt sich in aller Vollständigkeit die gewünschte Determination.

Es sei noch an dieser Stelle daran erinnert, dass hier nach Voraussetzung die

15 gegebenen Kreise abc reell sind und einen reellen Orthogonalkreis t haben.

Den eine Lösung bildenden Kreisen xyz kommt die Eigenschaft zu, dass unter

den 6 Kreisen abcxyz keine 3 ein Büschel bilden.

Bei dieser Aufgabe sind von den 64 Lösungen

1. alle 64 reell, wenn von den gegebenen 3 Kreisen jeder die beiden übrigen

in reellen Punkten schneidet;

2. nur 16 reell, wenn einer der gegebenen 3 Kreise die beiden übrigen in

reellen Punkten schneidet, diese selbst aber keinen reellen Punkt ge¬

mein haben;

3. nur 8 reell, wenn einer der Kreise mit keinem der beiden übrigen einen

reellen Punkt gemein hat, diese selbst aber einander in reellen Punkten

schneiden;

4. nur 8 reell, wenn keiner der 3 Kreise mit den beiden übrigen einen reellen

Punkt gemein hat, und wenn ausserdem durch keine dieser 3 Kreislinien

die beiden übrigen von einander getrennt werden;

5. alle 64 imaginär, wenn keiner der 3 Kreise mit den beiden übrigen

einen reellen Punkt gemein hat, und wenn ausserdem durch eine dieser

3 Kreislinien die beiden übrigen von einander getrennt werden.

Berühren bei den 3 gegebenen Kreisen zwei einander, so sind von

den 16 Lösungen der Aufgabe

6. alle 16 reell, wenn der dritte Kreis jeden der beiden ersten in reellen

Punkten schneidet;

7. nur 4 reell, wenn der dritte Kreis den ersten in reellen und den zweiten

in imaginären Punkten schneidet;
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8. nur 4 reell, wenn der dritte Kreis mit keinem der beiden ersten einen
reellen Punkt gemein hat, und wenn ausserdem durch keine der 3 Kreis¬
linien die beiden übrigen von einander getrennt werden.

9. Alle 16 imaginär, wenn der dritte Kreis mit keinem der beiden ersten
einen reellen Punkt gemein hat, und wenn ausserdem durch eine der
3 Kreislinien die beiden übrigen von einander getrennt werden.

Berührt von den 3 gegebenen Kreisen einer die beiden übrigen, so
sind von den 4 Lösungen der Aufgabe

10. alle 4 reell, wenn die beiden letzten Kreise einander in reellen Punkten
schneiden;

11. nur 2 reell, wenn die beiden letzten Kreise keinen reellen Punkt gemein
haben, und wenn ausserdem durch die erste Kreislinie die beiden letzten
von einander nicht getrennt werden;

12. alle 4 imaginär, wenn die beiden letzten Kreise keinen reellen Punkt
gemein haben, und wenn ausserdem durch die erste Kreislinie die beiden
letzten von einander getrennt werden.

Berührt jeder der 3 gegebenen Kreise die beiden übrigen, so sind
von den 2 Lösungen der Aufgabe

13. beide reell.

Bequemer ist folgende Gedächtnisregel. Bei dem in obiger Fassung verall¬
gemeinerten Malfattischen Probleme ist die Anzahl der reellen Lösungen 2 n mal
grösser, als die der reellen Lösung beim Apollonischen Taktionsproblem, wenn n
angiebt, wie oft je 2 unter den 3 gegebenen Kreisen 2 getrennte, reelle Punkte
gemein haben. Dabei darf liier konsequenter AVeise auch beim Apollonischen
Taktionsproblem eine Lösung dann nicht mitgezählt werden, wenn sie eine Lösung
besonderer Art ist, wenn der die Lösung bildende Kreis mit 2 der gegebenen Kreise
einem Büschel angehört.

Zusätze zu den auf die Konstruktion (IV, A) folgenden Anmerkungen. Die
Kreise def bilden wegen der Involution GK.HL. JM (Ii, 24, Nr. 5) ein Büschel.
Da B C F K y A B C G E e (II, 24, Nr. 7), so ist B C die Pascalsche Gerade des
Sechsecks y E F e K g.

AVegen der Involution a ß. y o. e C, (IT, 24, Nr. 5) gehen die Geraden <*8, [3 s,
yC durch einen Punkt und bilden die Kreise uv w ein Büschel. Aus AjDjAMIl
ß C A A x D, D J L £ y ; A 4 2 . D 4 2 . A D . a 8 und A D . A 1 I), . A 4 D 4 (Seite 20) folgt: die
Pascalsehe Gerade Aj D ; = B 4 C, des Sechsecks AL MI) II ,1, die gleichzeitig die
Älinlichkeitsaxe der Kreise aefvw ist, die Polare A 4 D. t des Punktes (AD, a8)
heim Kreise t u nd die Gerade A D gehen durch einen Punkt, oder die Schnittpunkte
(AD, «8) und (AD, B,C,) sind konjugierte Punkte des Kreises t, oder die Punkte
AD werden von den Geraden aS und 11,0, harmonisch getrennt. Da die Kreise
y und z den Kreis u in einem und demselben Punkte a' berühren, so liegen beim
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Kreise u die Pole der Älinlichkeitsaxen A' IV und A'C' der Kreise abuv und ac

uw mit dem Mittelpunkte T des Kreises t auf einer Geraden. Die 3 Geraden A' B',

A' C und a ß gehen daher durch einen Punkt, oder die Punkte A' a ß liegen auf

einer Geraden. Weiter folgt noch daraus, dass heim Kreise u die Polare von A'

durch den Berührungspunkt a' geht.

Ableitung der Konstruktionen(I), (II) und (III). Beider Konstruktion (IV, B)

lasse man den Durchmessern AD, B E, CF, GK, HL, J M, a§, ß s, y £ der Beilie nach

diejenigen grössten Kugclkreise a, h, c, d, e, f, u, v, w entsprechen, auf deren Ebenen

die betreffenden Durchmesser senkrecht stehen, und bezeichne die den Polen A, B,

C, G, H, J, a, ß, y bezüglich zugewandten Seiten dieser Kreise mit a', b', c', d', e', f, u',

v', w', und die ihnen abgewandten mit a", b", c", d", e", f", u", v", w", (Yergl. Seite 5

und 6). Dann stellt sich heraus, dass die zu den Konstruktionen (IV, B) und (II)

gehörigen Figuren polare Gebilde sind. Bei der neuen Figur hat man nämlich nach

2. der Konstruktion (IV, B) die zu b' c', c' a', a' b' gehörigen Potenzkreise d, o, f

herzustellen, nach 3. zunächst diejenigen 6 Kreise p,, p 2 , p 3 , p/, p 2 ', lV> zu zeichnen,

die bezüglich die Kreise a' e' f", b' f d", c' d' e", a" e" f, b" f" d', c" d" e' berühren und

dann die zu t rechtwinkligen Kreise festzulegen, die auf den Seiten u', v', w' von

den Kreispaaren p 2 ' p 3 , p 3 ' p lt p,' p 2 und auf den Seiten u", v", w" von den Kreispaaren

p 2 p 3 ', Pap,', Pi p 2 ' bezüglich berührt werden. Da die Kreise p, und p/, p 2 und p 2 ',

p 3 und p 3 ' gleich grosse parallele Kugclkreise sind, also in Bezug auf t invers

sind, so können die Kreise p/, p 2 ', p 3 ' entbehrt werden, nur muss dann die Kon¬

struktion eine kleine Abänderung erfahren, wie sie oben thatsächlich durchgeführt

worden ist. Nach 4. der Konstruktion (IV, B) hat man endlich die Berührungskreise

x, y, z bezüglich von b' c' w' v", c' a' u' w", a' b' v' u" zu zeichnen. Die bei den Kon¬

struktionen (IV, B) und (II) vorkommenden Figuren können mithin, falls der

Orthogonalkreis t von abc imaginär ist, als Polarfiguren gelten.

Bei der Konstruktion (IV, A) lasse man den Punktepaaren AD, BE, CF, GK,

II L, J M, a 5, ß s, y £ der Reihe nach diejenigen zu t rechtwinkligen Kreise a, b, c,

d, e, f, u, v, w entsprechen, die durch die entsprechenden Punktepaare gehen. Diejenigen

Seiten dieser Kreise, die einem nach einander auf den einzelnen Kreislinien be¬

findlichen Figürchen jedesmal zur Linken liegen, wenn es die Punkte A, B, C, G, H, J,

a, ß, y vor sich (nicht im Rücken) hat, bezeichne man mit a', b', c', d', e', f', u', v', w',

und die anderen Seiten mit a", b", c", d", e", f", u", v", w" (vergl. S. 6). Die neue sich

hieraus ergebende Konstruktion ist dann wörtlich die oben angegebene, also die

Konstruktion (II) bei reellem t. Es sind nämlich nach 2. der Konstruktion (IV, A)

wieder die Potenzkreise d, e, f von b'c', c'a', a'b' herzustellen. Nach 3. und 4. der¬

selben Konstruktion sind die Punkte aßySeC so gezeichnet, dass AHMß^Ä

D L J £y, B J K y o A EM G £ a, C GL a s A F K H o ß (II, 24). Demnach werden nach II,

21 die Kreise a'e'f'v'w", b ff d" w' u", c'd' e" u' v" bezüglich von 3 Kreisen p,,p 2 ,p 3

berührt. Die Kreise uvz und somit auch die Kreise xyz sind also hiernach auf

dieselbe Art hergestellt wie oben.
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Damit ist die Konstruktion (II) für jeden Fall, mag der Orthogonalkreis t von

a b c reell oder imaginär sein, als richtig bewiesen.

Nach 4. der Konstruktion (V) ist B J IC B, E, AE M GBjEj ; C G L C, F, A

F K 11 0, Fj; Bj E,. C t F s . K a . G S. Liegen alle diese Punkte auf einem reellen

Orthogonalkreise t, und ist t, der durch die Doppelpunkte G, und K, der letzten

Involution gehende, zu t rechtwinklige Kreis, so besagen jene Relationen: 1. Die

Geraden B, E, und C, F, sind die Pascalschen Geraden der 2 Sechsecke BMKEJG

und CKLFGH oder Ähnlichkeitsaxen der Kreise bfd und cdc. 2. Das Centrum

des Kreises t, ist der Schnittpunkt der Geraden B, E, und C, F,. 3. Die Punkte

K und a und ferner G und S sind konjugierte Pole des Kreises t,, oder der Kreis u

ist das inverse Spiegelbild des Kreises d in Bezug auf den Kreis t,. Damit ist die

Ableitung der Konstruktion (III) für den Fall eines reellen Orthogonalkreises t

durchgeführt. Jeder Kreis desjenigen Büschels, das von den zu f'd", d"b', b'f'

gehörigen Potenzkreisen gebildet wird, hat die Punkte B, E, zu konjugierten Polen

(II, 23, IT, 24, Nr. 5 und II, 18). Ebenso sind C, F x konjugierte Pole eines jeden

Kreises desjenigen Büschels, dem die Potenzkreise von d' e", e" c', c' d' angehören.

Alle Kreise beider Büschel schneidet t rechtwinklig. Mithin haben beide Büschel

einen Kreis gemein, nämlich den obigen Kreis t,.

Sind abc, grösste Kugelkreise, so schneiden sich die zu b'f'd" und c'd'e"

gehörigen Potenzkreise offenbar in den sphärischen Mittelpunkten der Kreise p 2 und p 3 .

Ferner ist dann augenscheinlich t, derjenige grösste Kreis, der durch die Centra

von p 2 und p 3 geht. Aus dieser Herstellungsart des Kreises t, folgt leicht die oben

angegebene, nämlich die mittelst der Ähnlichkeitsaxen von bfd und cde. Damit ist

die Konstruktion (II) auch für den Fall, in dem abc grösste Kugelkreise oder reelle

Kreise mit einem imaginären Orthogonalkreise sind, als richtig nachgewiesen.

Die Steinersche Konstruktion weicht von der Konstruktion (II), abgesehen von

den bei Steiner fehlenden Wegangaben bei Verzweigungen, dadurch ab, dass bei ihr

zur Herstellung des Kreises u^(b, !>, (3,) nicht der Orthogonalkreis t, sondern der

Umstand zur Verwendung kommt, dass der Kreis u durch den Berührungspunkt der

Kreise a und p, geht. Diese letzte Eigenschaft kommt auch den Kreisen aup, der

Konstruktion (II) zu. Dies ergiebt sich für den Fall, in dem der Orthogonalkreis t

von abc imaginär ist, aus dem Satze [s. Bemerkungen zur Konstruktion (IV, C)],

dass der durch ADao gehende Kreis a" die durch AM II und DJL gelegten

Kreise u'und x' berührt, und für den Fall eines reellen Orthogonalkreises t von abc

aus den Beziehungen A, 1 ) t A M H A A, D, DJ L, A 3 2. D 3 2. A D. A, D,, A D. a 8 . A 3 D 3 .

A 4 2.D 4 2 (S. 20). Damit ist auch die Ableitung der Steinersehen Konstruktion aus

der allgemeinen Konstruktion (V) durchgeführt.
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