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Uber die Bewegung zweier materiellen Punkte,
welche durch eine gewichtslose starre Gerade mit einander
verbunden sind.

Das Problem der Bewegung zweier materiellen Punkte (Massenpunkte), welche durch eine starre
Gerade mit einander verbunden sind, ist bereits von Clairaut und Euler?!) geldst und spiter
von Hrn, Prof. Schellbach® nach einer eigentiimlichen elementaren Methode behandelt worden.
Hierbei ist jedoch zu hemerken, dass diese Lisungen sich simtlich nur auf die Bewegung des Systems
in der Ebene beziehen, indem dabei voraunsgesetzt wird, dass die Richtungen der wirkenden Momentan-
krifte ein nnd derselben Ebene angehiren. Da nun die Untersuchungen, welche die Losung des Problems
fiir die Bewegung im Raume erfordert, awar schliesslich zu analozen Resultaten fithren, aber dennoch
sich wesentlich von denen unterscheiden, welehe die Bewegung in der Ebene zur Voraussetzung haben,
o erschien es mir nicht ohne Interesse, das Problem aueh auf den Raum auszudehnen, zumal es diese
Erweiterune meines Wissens bisher noch nicht erfahren hat.

Um gleich am Eingange den Gang anzudeuten, welchen die folgenden Untersuchungen nehmen,
sei hier noch bemerkt, dass die Losung des Problems in zwei Teilen erfolgt, von denen der erstere die
Losung unter der Voraussetzung zum Ziele hat, dass auf die beiden materiellen Punkte nur Momentan-
krifte wirken, wihrend der zweite Teil zu den Momentankriften noch eine konstante Kraft und zwar
die Schwerkraft hinzutreten lisst. Demnach lautet die zundichst zu behandelnde Aufgabe: Auf ein
System von zwei materiellen Punkten, welehe durch eine gewichtslose starre Gerade
mit einander verbunden sind, wirken, in beliebigen Richtungen im Raume, momentane
Krifte: es soll die Bewegune des Systems bestimmt werden.

E

. Die Lagen der beiden Massenpunkte, welche A und B heissen migen, geien auf drei zu
einanider ]"'l‘!ll\\illk]i}_fl’ Koordinatenachsen i}l".{ll;__';’l‘l]. ihre Koordinaten zur Zeit t seien xf, yY, 2° und
x, y*, z* und ihre konstante Entfernung A B von einander sei = l; ferner seien ihre Massen resp.
m, und m, und die von den momentanen Impulsen herrithrenden Geschwindigkeiten, welche die beiden
Massenpunkte erhalten wiirden, wenn sie vollig frei wiiren, resp. », und v,; endlich seien die Winkel,
welche die Richtungen dieser (Geschwindigkeiten mit den positiven Achsen bilden, a,, 3, 7, und ag, 24, 7.
und die variablen Winkel, welche die Richtung B A mit den positiven Achsen bildet, a, f#, 7.

Da dem vorliegenden Probleme gemiss momentane Kriifte am System zur Wirkung kommen,
80 legen wir der Losung die fir Momentankrifte geltende Form des d’Alembert’schen Prinzips

i dx dx P dy dy) i dz, dz
X . X | 1 i L R Ll U - ’ " L 2 =
3 u.|[_-_f X dt o+ T ) ox o {-.,H.]: e .1[.} 8y + [‘fnu + = .31.] 87 0
g Grunde, wo mX, mY, m#% die Momentankriifte und konstanten Krifte migen gleichzeitig in
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Wirkung treten die Komponenten der an den Massen m angebrachten konstanten Krifte, mithin die

Integrale m ; Xdt, mf Ydt, :n; Zdt, die Komponenten der Quantititen der Bewegung dieser Kriifte

' dxy dy, dz o et s e ;
““, .l'[". “" bezeichnen die Komponenten der Geschwindigkeiten der Massen m,
{ { i
welehe diese Massenpunkte, wenn sie frei wiren, von den Momentankriften allein erhalten wiirden, und
dxdy de .. ., LAt wils s

vy die Komponenten der Geschwindigkeiten derjenigen Momentankrifte, welche,
dt "dt "dt 7 =
auf’ das freie System zur Zeit t wirkend, genau dieselbe Bewegung hervorbringen wiirden, welche das
System wirklich befolgt.

zgur Zeit t bezeichnen;

gndlich bedenten

2. Der Aufeabe gemiss ist daun

X' =X = 0; Y= Y = 0; 2 = %" = O

ferner
dx’y . Pl dx" .
“I;||[ = “11 'll 0= "E] 1 |||._, |i: = |I|._,, v, L0s f!__:
d_‘.'“ . g |i_'| a :
IJI|JJI = 1y ¥y GOS8 3§ Ilg dt g ¥, COS 343
de, _ _ Ve ,
My g = Wy ¥y COS Y5 My o = I, ¥y COS j
Man erhilt daher die Gleichung:
dxy f dx ™\
1y |. ¥y COS @y di .l ox' —i— my | vy COS @y i | AxY
4 m, | v cos f# v’y oy’ - [ 2, cos f dy”\ iy !
i T 2t di | - Mg | ¥y CO8 fiy dt 1“7

_I_ 1 | IIUJI' VA 11 [ IR {}
Il CRF - e — OF == [} Vs 008 s N A
1 1 il 'i“ | i 2 2 - ’l‘: | #

zu welcher noch die die Verbindung des Systems ausdriickende Relation

(' — x")® 4= (v — ") 4 (w i hete——a I
tritt. Aus dieser letzten Gleichung folet
(x* — x") ox' = (x" — x') o5 < (¥ ¥ dy = (y" — ¥') oy == (2’ i) et == —wl) dz" {0
und pach Multiplikation mit dem noch unbestimmten Faktor 1:
A — ") x4 4 (y— ") oy 4 4 (& 2} g
L oiEY =) st A (7 — ) Sy - (@t — 1 Gzt — 0,

Addiert man diese Gleichung zu der obigen und setzt, wozu man bekanntlich berechtigt ist, den
Koéffizienten jeder Variation gleich Null, so hat man:

IL"‘ | i i
1, m, #, co08¢, — m, —— -4 1 (x X {
a1
3} dx* | m i
&, s ¥, CO8 (ty 1, = AT — Xy =\
z df
& ' II-III 3 d ] 1
S, I, v, €08 F, — 1N Ly — Yy =)
1 1 1 Ja= i 1 4 J
! dy .
L, My vy c08 f, — My ——— = 0 (y" —¥y') = 0
i > = dt i } \
e II.“"‘ 1 3 i i
0, My ¥y GOS %4 Ity it ot i ‘A !,
ol
N dz W
Uy |IL.‘, 'IIJ (s '._ HH -t AT i u




und hieraus

dx’ dx’
- U, C0S & — ¥, 008 a,
. |1{ 10 t = ||1. - 3
A=='m - A=y . .
X — x 4 =
dy! dy"
: — 08 4, = ., 05 5.
dt ' i A dt : g
4 ="m; A=y ;
ot 4 ) y i
iz’ dz”
o e S — U, B0 Y
g d t - {h it al E i
A= In, i = 1n, |
7/ - ¥ = T -
|"=|.'c[.|]'l.']} auch dx’ dx*
11 : —— Illg : I, &, GOS &2, == I, Ve COS (2,
Vot ! = dt bk dan! b =
dy' dy* o
I 1t T Mg o = I ¥ 005 3y -1 10, ¥, COB .}‘i
LR R |
dg dz
1, -+ 1Ing = I, ¥ COS¥, -1 Mg ¥y COS ¥ .
dt dt

Die Integration dieser Gleichungen ergiebi:

m, x' — m. x” (m, o, co8 ny -i— M, ¥, €05 @) | ..;.. A
m, ¥ - m, y" (m, » cos B +— m, ¥, cos f) t + B
My Z° - my %= = (I, Wy COB ¥, = I, ¥, GOS ) | Il {!
oder, wenn man der Kirze wegen
111 ’.l Hik iy ]Jl: ?'__, s dy = il
my ¥, €08 5, —— m, ¥, COS g, b
m, ¥, Cos ¥, M, ¥ €08 7, —
SeLEL:
m; X' < m, ¢ — at A om oy m, y" bt 4+~ B; m 2z 4 m,z* = et 4 C,

wo A, B, C die Integrationskonstanten hezeichnen.

Wir bezeichnen nun mit x, y, » die Koordinaten des Massenmittelpunktes (Schwerpunktes) des
-l“'.\'.‘-ll'llir-.' il].‘“[illlll hat man

m, x' - m, x" m. y - m, ¥* my % == M,z
] \ o oy 1 | #
m, - m, ¢ My - M, m, + m,

und man erhiilt mit Hilfe der vorhe oehenden Gleichungen -

dl A

X
i, —— My mM; —— nlg
bt i B
|\ = |
m, - my m, — N, |
G (B
A= i i
nm; —— 1l my —— g

durch welehe Zeitgleichungen die Bewegung des Massenmittelpunktes nach Berechnung der [ntegrations-
konstanten A, B, C villig bestimmt ist. Eliminiert man vermittelst der dritten Gleichung t, so resultiert
tiir die Bahn des Massenmittelpunktes die Gleichung der Geraden:

i Acr — G4 I
X Z
e mg) ¢ |
]l \ = t.‘il
y = z -
[ & m.,| ¢
}




Aune denselben Gleichungen folet ferner:
dx a dy ] iz
i m, 4 my ° il I, i1l di m, - m,

Demnach ergiebt sich fiir die Geschwindigheit des Massenmittelpunktes

Srdxh2o fdyh® o fdz\® Va® b | ef
i ; J (=) |: ] ader,
t L di | Vb ) 1, 1L,
wenn man fiir a. b und ¢ die Werte einsetzt und dabei beachtet, dass sowohl cos *&;, - cos *2, - co0s %
als anch cos *a, - cos %%, - cos %y 1 ist:
1 e s
iz m. - m i'ﬁ m, v - m, v, 2 m; my v U, (COB & 0GOS @, —- COS f, €08 py —- CO8 §; COS 7)

oder. wenn man den Winkel, welehen die beiden Richtungen o und v, mit ginander bilden, kurz mit w
bezeichnet :
i ll!__, 'y C08 W

o = ,
m, - My

1-| g g ot 0
n, o — i ==
L g Uy 1

Man sieht, dass die Bewegung des Massenmittelpuukfes genau dieselbe sein wiirde, wenn zwei
parallel den gegebenen Momentankriitten direkt anf ihn wirkende Momentankrifte ihm resp. dis
) R s m M, :
Geschwindigkeiten ' i, und : r, erteilten.

? m, -+ m, T T T

Bezeichnet man die Winkel. welche die Gerade, anf der sich der Massenmittelpunkt bewegt,
mit den Koordinatenachsen bildet, mit (1,x), (1.y), (1), so hat man noch die Beziehungen:

cos (1x) = > . cos (1,y) J : cos (1,7) 5
Va® -+ b* o . ya® b I o2 1';'-1'-‘ L by | pi
oder, wenn man fiir a, b und e die Werte substituiert,
cos (1.%) I, U, 003 oy - Uy By CO3 &
l';Jllf !'-f T m::: .:'J - 21m, mg ¥ vy COSW
m, ; CO0s :-.'I - m, v, GOS8 ‘

My & Uy GOS8 W
m; ¥, €08 y; —- My Uy COB 7y

1l

(S

'

[0 1 4
b
=

1 lLI.J, Uy 08

3. Zur Bestimmung der Bewegungen der beiden Punkte A und B hat man sunichst die

Beziehungen:

¥ — x4 =loBa y —y'=1cspg 2 —z'=10087
folglich
my ¥ = my (1’ I'cog ¢); my y¥ = mg (Y’ | cos f); my 2" = my (&7 — 1 cos ).
Mithin ist
m, ' -4+ m, x* = (m; - my) x' — my | cos-c
m, y - mg y* = (m; + my) ¥ mg 1 cos @
m, z -+ my 2¥ = (m | m,) & m, 1 cos 7.
s war aber auch
my ¥ = mg x¥ = at - A
m y -+ my*=bt-|B

m; & - mg 2" = ¢t + €,
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folelich auch

m, -+ my) x' — myl eosa il A
my; =-m,) y — m, 1 cos f = bt B
my - m) z — m, 1l eosy =ct 1 G
ill'u'—:"
at A 1ls
i . = 1 cos e
m, -+ 1, m, - mg
bt - B 1,
W == = | 208 i
: m, - m, m, - 1.
R e M,
2 : = | ¢os
m, -+ m, ni, m,
at - A 11,
o - - 1 cos
1, 1118 n, I,
b B m
1 ¥ tios
i My i, 1
il L‘ 1
Ak . ] cos ¥
m, - m, m, —— m,
Durch Quadrierung und Addition resultiert:
f at A Y f bt -+~ B \*, { et + C \® m, | 2
| x* | L } | |I 7 - | - | - ]
\ m, ms | \ m;, -+ m, | \ m; —~ My | \in, - m
{ERALH j at 1 A I:z j hi | B \2 et T \ B { 11, | \ 2
.t | |y =t | 2 - | e l ]
m, — Mg | \ m, + mg | \ 1, m, | My M

Man sieht. dies sind die Gleichungen zweier Kugeln, deren gemeinschaftliches Centrum, der
Massenmittelpunkt . des Systems, sich mit gleichfdrmiger Geschwindigkeit auf einer geradlinigen Bahn
hewegt. Demnach bewegen sich die beiden materiellen Punkte A und B auf den Oberflichen von
ceradlinie und mit gleichfirmiger Geschwindighkeit fortschreitenden Kugeln, deren Hadien resp. e

m, - m,

1,

und ] sind.

m, -+ mg

{. Da durch die Dllosse Kenntnis der Oberflichen, aut denen sich die beiden materiallen

Punkte A und B bewegen, die Bewegungen derselben durchaus noch nicht bestimmt sind, so wird es

unsere nichste Aufeabe sein, diejenigen Rechnungen auszufithren und die Beziehungen aufzusuchen,

durch welche wir in den Stand gesetzt werden, sowohl den Ort als auch die Geschwindigkeit jedes der

beiden Punkte zu jeder beliehigen Zeit t ermitteln zn konnen. Zu diesem Zweck differentiieren wir die
letzten sechs Gleichungen, aus denen sich die heiden Kugeln ergaben, nach t, und man erhilt:

. ||_4|’ - ||r:
f i m, 1 sin = a m, 1 8in «a
ilx = dt ux it
It m, -~ m, 1 d 0y - Mg d
: dp . dg
h m, 1 sin f . b--m 1sing—
dy . ot dy di
dt m, - m, : di iy = Mg ?
I Tid
5 Li fl . L
- i m, | sin ¥ —= ¢—m; 1siny—-
(1P = £t dz" : St

dt m, -+ i, } it m, —— 1M,




20 resnltiert

""q COs ity 4] [

i}
und hierans:
tlex

A, -
it

8in o cos [

|il’t

I,

8iN e sy

Aus o

also

Setzt man diese Werte ein in

dx’
di

Ly -

i 4

g1 A cos a

=10 ¥ CO08 0

.l'l 0=
(s I
A 1|a:
1 3ina
df
il

4 it

gin o COS

sin

}' CUs o

a1

dy
dt

GO i D= 9

= 1 folgt:

a D
I G COS [

SIl fr COS

den aus den Ausdriicken fiir 4 sich ergebenden (Gleid

1
L ]

dt

Cls

COs i, )

W08 sl

@

» ]
¥ COs 0

Setzt man diesen Wert in Gleichung B, ein, multipliciert A, mit eos f und addiert,

| sin «

Entsprechend find

| sin fi

und

| sin y

Dafiir

| hi]L (i

ez

el man:

df
dt

e

(1R

kann man auch schreiben:

= I"I ] Cos

- "'._. .I’Irlp“?.
1 ] :

B i
. l 5

[+ COB [y CO8 ¥ CO8 ¥, ) COS a
.; = 'Jll s 3 GOSs Y.l GBS L
| g 4 f 3
. . Ar . a¥ " M
L ft] (ki ih] ; '”"‘-’. Gos
& 1 Ll ar i A ¥ -
@ Q03 dtg C0S 3 CO8 ) COS
i COs oS I ¢G0S .':: | COBg
¢GOS COS 7 C08 M) cos ¥
i 3 3 3 [Ia g}
iE 3 | 085 03 3
@ GOS (t { @ CO§ 3, 39
: | - s ] | L
@ COS gy —— COB [ COB 0y -1~ CO8
w GOs 1 GOs |I COs GOs 3
| i 1 el 7 |
e ("0Os 0 | ("= ' coe B bl wr
("= g | BN E R ELL) IIJ. L B

LGOS~ 0s Fll s -1'._
08 :I.JI CO3 =y) CO8 s
[ i 4 ] ]
EOR = O Y LOs
& COS ¥ GOt |
)
s =1 [ k= ;.I}
{ CDS *ry cos 3 s |
§
, el
|C0S =i COS ") COS Yar-
L}
COS ¥; ) COB (05 ”l]’
0= ;'_.] COS (1% ”'-'f
cOs 9. ) ¢G0S J: = 0S8 'l
S =i S J‘II
!
C0§ 7,) €08 3 s "’j

Ty 1008 1 COs 5
L - B8

t08

. ¥
g0 erhiilt

T, s, st

dy* ; iz
[l = L L vy G059
1 1 1 ¥ 1 i1
||_'I (it
cos 7 Cos o
di o
v (08 s — 2, 005 | sin 2 it e COS ¥ v, cos 9, — 1 siny 1
g WS [Ma 1 St L I 1 3 ¢ 3 1 et | it AR
ot tt
cos O 0=
1 ¥y (GOS8 COS fi; — COS o COS @ty ) — U, (COS @ COS g — COS f§ COS ,)

¥ G0S o, )
i =

IMan
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o
o
A
7
o
=
0w
i
o
o

oder, wenn man cos w, statt cos e cos o 4 cos B cos B, o cos y. cos y und cos w, statt cos a,

eich durch 1 dividiert:

COS Ky —7— CUS ."I' (i) |'.:: —— GOS8 ¥ CO08 ¥y gotzt und 2z

il 11 o

! (FO% 1 POS W, GOs f ) - . (C0s a COs W, CiE i,
- 1 2 2 2
Sl

] d A ."I (08 G COS W, i __III | — 0% 1 D5 Wa — (05 :‘:I
S O - = L L = a3
Cadt |
o ay vy (COS ¥ COS 1'": -G08 3 ) "'_. COs 7 COs W g — LO3 Ya ]
T I .
il
5. Demgemiiss ist nun auch

G081y = ; 08 |'1 (*{i= ‘.I,': .-": (& \,-,:__]

dt 1, Hig
| v 11,
|' i 08 fi = 0= 7 (1 LB L ] COS W,
il . It 1= ls g r
dz' Iy

" 18 A Cog Uy COS W 1, CO5 W,)
dt ' & i, = m i : i

und
dx" Iy
1 ", G0 e, - > 0= i Ve COS W, I, cos ‘.-\.I ]
f 2 - | ]
I m 1]
1

dy I, ;

V. COS J . cos 2 (v, Cos W v, COS W, )
il a3 . 11, I, ¥

it * 2ill} m, = I,

Fiir den Wert von 4, welcher die anfingliche Spannung der starren Geraden zur Zeit t = 0 ausdriickt,

: X E i} ] o x 2 < i
ergiebt sich daher, wenn man mit cos w, und cos w, die den Anfangswerten der Winkel a, f, y ent-
sprechenden Werte von cos w, und cos w, bezeichnet:

. 1, Ll i] 0
A - = U, €08 W — ¥y COSN. ).
(I, +my | : E %
6. Wie man sieht, sind die ohigen Ausdriicke fir die Winkelgesehwindigkeiten beziiglich der
Koordinatenachsen noch nicht geeignet, die Werte dieser Grossen fir jede beliebige Zeit t zu bestimmen.

Um zu solehen Beziehungen zu gelangen, welehe, wie die vollstiindige Lidsung des Problems es erfordert,

die Drehungswinkel der Verbindungsgeraden A B als eine bestimmte Fonktion der Zeit t darstellen und

die Winkelgeschwindigkeit fiir jede beliebige Xeit berechnen lassen, verfahren wir, wie folet. Wi
d=x’ d*x”

berechnen zuniichst die zweiten Differentialquotienten e Man erhiilt
[} {1 T




o {1 P : 1=
= : Lgi el —a =

d t° my —— m it

1%y 11, : da=g
- t I sin § -

i ; = Foaea
d t m; —— g ] 1

g ;

- I' ] _~.']|l

m, — m,

1

(1] -
- 1 s3in «a

1 =—1= Mg \
i I | z

1 smn

= 1,

B 1 : d%y
—a = 1 | sin 3 —%
i m; — i, d t*

Bezeichnet man die Spannung der Geraden A B
nach dem Prinzip von d'Alembert die Relationen:

m d*x!
2T (x' —x") — m, 2 1
o A&y
B] I\_-- }..u - . |I'_.| '.-I-- = e

1 e08 4

0E
; I

Hls
- g

1,

m,

1,

o il \ 2

2 \at)

| cos

1, —

11, oy dy i3
1 eos 7 (S7):

11, 1,

beliebigen Zeit £ mit T, so ergeben sich anch

Il:!\--
== 111, FET

d 2y -
| e 1 7 )
. 2 e
S
B— ) Mg — B
a1
| £ s
oo = — 2T1eos a;

271 eos |

271 cos

| L
2., '[ ]-\"' 210
||':|" &, _"11

d t2

!l A

2T (2 B LR 0
oder
=x i
m) 2T] cos a
d i
:il‘l'l" Cod e
m; — = 2T1 cos fi
L'1=
125! =
- o) ¥ 3
i - —2T1 cos
Ly i y
oder
1y i2x! 51
| cos e d t2 =’
1, d =y’ ) -
leos g d t2 i i
b 12,
n, L1 R 5 l 2
leosy dt? "
3 e, et e - , :
Hieraus folgt, wenn man fiir die Werte einsetzt,

FETRLIIOE

% (e * Ny i=p (A
gagn tin) —%Pae %)
1 dee\ 2 dfy iyt
ig «a I :E [,g:j Wy ‘.r ! l:uJ':.1rl




oder
1*n (e dg\*®
tg tga e | (=)
: d t* dt it
d*a (e '\ * (dy\*®
(r te | = I ! |
=g St it \dt |
und aus cos fa - cos *f - cos *y I nach zweimaliger Differentiation:
||L"‘r . e ey #
SHL @ 608 - (@02 “a sin 2 | |
||_ | iy Vil !
dzg . e ane fUBY2
SHE GOS8 5 ——5 —1 (808 =5 a1 -:.:(
- L4 184 i AT J
d 2y dy )2
'l o 2 [ \ ri
) LTl (pne 20 & By L
iy COS 3 Tie cos in % I:-Ill | ).

'll:.'_"

'i 1‘.‘.

Substituiert man in dieser Gleichung die aus den beiden vorhergehenden Gleichungen fir sin @ cos fi

: x il 2y
und sin y eos 'y 5 dureh
12

i Multiplikation mit cos ?f resp. cos * erhaltenen Ausdriicke, nimlich

A28 sin . e A2 (dp\e
810 O CO8 D = '. G035 "_'.lP Teel (H ] :I--I II ) — l i ] |
i O3 a = WAt it/
! 4%y il Lo R I dy =)
8iN ¥ BO8 ¥ s = cos Iy = - eos B | — | | |
dt2 COoS S \dt | Wikt (

Reduktionen:

ainfachen

g0 resulfiert nach einigen

*a {dee 2 e g O Nt e o] i i 4 fdy
b~y 4 | sin fa () - sin 3 () - sin % ()
- 0 R / y St \dt

- 'll'lf'n' 0 Il||I..:. L ez | Fetir IllJ"JI' sy l|; L
13 B 3 e | = S 4 s <y
dit2 '.I]-l |-|{TJ l,ll'.l.i[J . £ '|J1.:|
i 1%y |-t_ = l.-.ir.‘ V= i 23 |L|J iz i 2 fdj }'
Ly s —1 31N “a S %3 sin = |-
A i -el1-| - \d & P lde) CNdE )

1

Nun ist aber die Summe der lebendigen Kriifte des Systems

fdx"\* ¥ (e
1 II'“ 11, |-til P -1y {111 J { =

Wir differentiieren beiderseits und dividieren dureh dt, so wird
i L Jd=xs dx d%z dw|

T e [ll‘:"’ dt* dt [
: {d:.‘i" dx* | gaysidy i s ||ir’."l
Iy - -

a*y' dy
dt? dit

d t2 dt 2 dcE di j

d2x" & : i e m
Werte 1, e y «« dureh die gleichen Werte 2T1 cos a,. ..

ST g -
d t* = 12
dann geht diese Differentialgleichung tber in die folgende:

Wir ersetzen hier die

2Tl cos e\ ..,

*i:ﬂ‘ |l?,” !

\dt b ] €08 ;'}

(dy"  dy*\

9! CO8 | - -
2Tl \at T di

- .1

3

dt — dt |

dL (e —




it
i I i 1 4 Tz
ax ux - a 1 (] 1 L . iy
- | sin n 310 3 : - = | sin y —
it l il dt d d d it
d L o i ; { 15 ;i;l
o124 sin o cos & O - sin foos 00 - sin g cos y 3
dt | ( dt!
i . . LB L i} 5 i AL } i :"
s ist aber sin e cos ¢~ <~ sin 0 co0s 7 — 3iN 3 G083 - 0,
mithin ancl
il
wie nach dem Prinzip de Ol
= . dx! dx s e = :
Wir sefzen nun fir —, .., —, . . die gleichen Werte ein, so erhalten wi
dt dt

2 (1,

Da nun sowohl L als auch a, b und ¢ koustante Girissen sind, so schliessen
; e = et 3 G Al LR i i 5 X
S Frx | —-sin2g |=5=) ~sin % (5| gleich einer konstanten Grosse ist. Man
\dt \dE ) t
aus den Winkelgrossen der Anfangsl Bezeichnet mwan denselben mit k=,
2 =5 |||_r a=y i
0= [iE===] g : P e ] ¢
i \dit ! d t i |1

11l [11
iy 1 el it ¥ et =l
2 Z[m 1l
Gatier s
- my M 1y 1 g
T 2 = ) TR Y o

Bezeichnet man daher die lebendige Kraft der im Massenmittelpunkte verei

mit I,, so hat man auch die Relation:
m, —+— i,
k# 2 ! ,I_'I i Lat)
i g |

8. Zur Intecration der Differentialgleichung

e et} =
tg e - = k
i 1 |
bemerken wir, dass dieselbe identisch ist mit der Gleichung
du N
dt?
wo 1= 08 . Die Integration dieser Gleichung ergieh
e Ohl : 1 ki y
f f Ly oA, sl Gy

yo Je® a2 : K Yy G

und uwingekehrt




oder. wenn man auflést und die Konstanten dndert,
it = ."ll cos kit ;\: s1i1 Jot

Ebense ergeben die Integrationen der Differentialgleichungen
dg e % dy\®
tefp = | k%= b g (55
e+ () =k

wenn man entsprechend v statt cos § und w statt cos y setat:
3 I‘.:! cos ki |;._. s Kt
und

1 s Lt 1 2k 1e b
W { L] |\. ‘... =111 K.

T einen konstanten Wert hat.  Denn es ist

1, dass die

Hieraus folet nun auce

T Il |
2 COs 1
AL » ; .
1A il i L Bl 1 4 ||||I'
= Lr L e |25 |
G0 i1 1y ] R il
. 1, I
1 ! k*,
& i, L
¢, Bestimmung der Konstanten, Die

les Systems bestimmt.  Wir berechnen zuniehst die
Relationen
m, x' -+ m, x* ab -+ A my ¥ mMe V9 = hi B: m, 7 m, 7% — ot C

tolet, wenn fir t ]

15k 2

B my Yy s ¥
| 11 Mg Zn
A ; S : . e die i ol :
Ferner erhiilt man, wenn man die fiir t {1 sich ergebenden Werle von 1 ' wziehungsweise
dt db . di

[Koordinatenachsen

der Bewezung mit de

it y'y m', we', und die Winkel, welche 1 am

bildet, mit my, fi, und y, bezeichnet:

k = (s TR Sy —— " 81 =i {13 = Bl

Fiir die Konstante A resultiert aus der |i5|-i.'||||ii\'_'

1
C0s u=A, cos kt A, sin Kkt
filr t {)z
i COS = .-\;.
Entsprechend findet man:
¥ cos o, = b
W, = 08 ¥oo= Uy

Zur Bestimmung der Konstanten A, differentiieren wir die Gleichung cos o = ¢0s a, ¢os kt - A, sin kt
nach t und erhalten:
. da e
gill 1z . k. cos ¢, sin ki A,k cos kit
dt 3
also fir t= 0;

mithin




11},

wesentlichen als geldst anzusehen.

1':]'”-“34:' l':',f,_':i“'rll -'j-'i|

Da der Ort des Schwerpunktes und desgleichen die Lage der die beiden materiellen Punkte
verbindenden Geraden fiir jede beliebige Zeit villiz bestimunt ist, so ist das Problem nunmehr im
lis bleibt noch iibrig, die Bahnen der heiden Punkte A und B zu finden.

Aus den Gleiechungen

folgt:

folglich anch

oder

1,

i =x!
dt2

= '.’.T| G203 .,

= — 2Tl cos i,
| 2 !
f:l{' e
= 2T1 cos y
d &t i
d*y m, ks
2
. _‘I i1
d*z g s
y .
d t2 21 = dt
d =z g 2"
d t* 2] d t#
dox I, d=x*
g
dt? ’i it
dx 1, adsx
£ wa
() B P ,.’] : |
d*y 1Ml iy
= X" =
d i 2] d: t*
|,? 4 :I‘.. d2 |
d o - ¥
: dit® i

I,

!le

dy dz*)
Lozt ¥ ]
\ i dt
dt
redz dx’
i3 7 ]
\ it dt
i
| 'I.K' 'Ju
1|y X |

I' (
=Ty
e
T (2
lJ\ | ¥
T (x'
Ig 2
m, (X

i

k

B
iny, .

S GOS f

| 08 0

COS 0N

i L

I_Il ks i

= rJ'] COs a G08

.J] O o GOS8 |."

= T'1 cos «

GO

=

i

L Te =L,
l.llll‘-‘ll

08 ¥

¥

[




Durch Integration resultiert hieraus, wenn ¢, ¢, ¢ die zugehirigen Integrationskonstanten
bedenten:

Iy 1z Iy T
oy oz [ ay LA
G !'.‘,_. = ‘] m, (24" -y ﬁ ;
it dt Vi dt
{ iz ilx’ iz dx*)
EI [ i ] = 1l e A l [t
& (1L [ | \ (N ual

dx’ Ay \ St N

| i “ didd
m, |y X my — X = (}
: \ UL || e 1 I|I ||1 |I
: 7 . i dx’ '.:."u' dz'  dx* e : . - % s
Satt N X - - ; s« os die olejchen Werte ein, 20 gehen diese (Gleichuncen
) S e : dt " dt " dt T di 2 =
iiber in die folgenden:
Ch Be m, m, . f . dy A dp
| - =12 (eos @ sin sin fi cos y - | = ¢
ny — 1y m m; di : dt)
Ao —Ua 0 m, my o ez S
= 1%{sin ¢ cos y — (08 « siny | — oM
i, 11 Nl — Mg~ | dt dt)
Ba — Ab my Mg o e ; dex )
“— 1| cos « sin f 811 @ o8 3 (Pl
I, ——m, M, ——my it bt

Wir multiphicieren die erste dieser Gleichungen mit cos a, die zweite mit cos § und die dritte mit cos #,

g0 erhalten wir dureh Addition der Produkte:
| i
m; | ms) ¢ Be Ch peos a - 5(m mg) ¢ —+— Ua — Ac
|\ J Il i :

T

{ 11, ny) ¢ - Ab — Ba l cos 7 = (.

s ist aber

ny —- W) X' —fab - 4A) = — (m; - my)x* |- at |- A

008
g | i, 1
g iy Mg} ¥ b B) (0 = mg) bt 1+ B
I my | m, 1
e (1, m, ) & (et--C) —(m—4+my)z" - et 4 C )
: m, 1 m, 1

Demgemiiss ergiebt sich nach eipigen leichten Reduktionen:

!

i, m,) & -+ Be —

|
I
i

(M, -+ m,) ¢ Ab— Ba

=~

f
l

i 1.|||! —i— 1, | i A

&

M

und

P, e, ! e, e’ T i —
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die Werte von ¢, ¢, ¢ aus der obigen Gleichung fiir § = 0 gefunden werden, nimlich:

b — Be m, M - |
Hi= : L= 1® (g, cos B, s8I 7y (' sin Gy cos y,)
m;, — I, Iy = Mg
Ae—Ca | my mg: ; - :
(e . - = 12 (" SIN 1y COS ¥, ' COR a, SN Y, )
m; - m, my —|- m,
Ba — Ab 1t EO 1 P - Bl i i
ol — ) )4 (e, " GO @, BIN 5, — " 8l @, CO8 5]
m, - m, m, - my
R ; et il . oy o <3 A
oder, weni man P sLatt = ]4 (00" COB g SHL Py — fug ~ SIL Gy, GOS8 ¥, ) NG (G 0nd r statt der ubrigen
m; —- M,
heiden entsprechenden Ausdriicke setzt und zugleich mit m, - m, multipliciert:
H T |||:-|" =L ]ll'—i-ll (LG L1
m; +-m.je!=A¢c— Ca ( (1, n,

(m, -+ nig) e’ La Ab —r (m, Mg

Substituiert man diese Werte in den beiden vorhergehenden Gleichungen, so erhalten dieselben
die einfachere Form:

m; —- Mg
1

1M, — Iy
Beide Gleichungen sind identisch; wir erblicken in ihnen die Gleichung einer parallel mit sich selbst
sich hewegenden Ebene, in welcher die Bewegung der beiden materiellen Punkte A und B stattfi :
Die Gleichung dieser Ebene in Verbindung mit den Gleichungen der friher gefundenen Kugeln bestimmd
gwei Kreize im Raume. Somit ersieht man aus den gefundenen Resultaten, dass die beiden Massen-
punkte A und B, welche Grisse nnd Richtung aueh die am Anfange wirkenden Momentankrifte haben
mogen, sich aueh im Haume im allgemeinen in Kreisen bewegeu.

at Alp (bt 4 B) g it )T

Jlx--' __i__ ‘?.llll i_._ I l{-l

px’ - qy' - T2 = {
J
|

(at 4+ A)p + (bt 4 B) g4 (et 4 C)1 ("

Der Neigungswinkel der Geraden, anf welcher sich der Massenmittelpunkt bewegt, gep
FEbene ist bestimmt durch die Gleichung:

% ap " ||| (LR |
sin : l

—
L
L
L
—_—

11. Fiir die Plulil}lv;l'.l"_':l"'-'l‘

iwindigkeiten hat man:

de K c08 e, sin kt -}~ ,* sin @, cos kt

dt N

i
df K cos G, sin ki g™ s 5, cos ki
(e Ne
dy  k eos y, sin Kt —- o0, sin g, cos ki
dt N.

YD

N, l 1 (cos a, cos kit Yoosin ay, sin ki

. If f'l_ i » .
N = l 1 — (cos fi; cos ki -—8in 4, sin kt)?
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[ : e . .
gl — = |k cos n, sin kb - e 8in a, cos ki

i

dp

sin 7 k cos £, sin kt - " sin 3, cos ki

dt i )
i iy :
BiN 5 = k cos », sin kt =, sin g, cos kt,
i1 i i
A= dx” dy' dzt dx! S et : e
so kann man die Werte von oy : s oo il die Geschwindigheiten der Punkte A und B im
dt " dt " db odt
y i e S, L ol L Lt G il 3 e ihror Beweonne ar
raume berechnen.  Fie die relativen Geschwindigkeiten derselben in der Ebene ihrer Bewegung e
gich., da fiir diesen Fall a h ¢ 0 ist:
i dx dy*\* dz 2 rig | 3 . : . ; ;
V, l (5= 5] + 5] - k2 k(g8 2 a1 o, 8in 2 8, -, sin 2 ¢, ) sinkt cos kb
di dt / 1i 1TH i

||||~I

: g | 4 k ; . .

‘;I I k* : 8N 2o, - g Y 81N ' ra\“"*IIl'_:: sin 2 ki

n, Ty 2]

md

: m, | fons ik ; : & B : :

Y - l k2 o (' sin 2 e, 4 o," sin 2§, 4 @, sin 2 ;) sin 2 kt

T o o SRS
Fs lassen sich also simtliche G

sen berechnen, durch welche die Bewegung des Systems bestinunt ist,

12. Es falle nun 1 mit der xAchse am Anfange der Bewegung zusammen, und Punkt B liege
Ay Zeit 0 im Anfangspunkte der Koordinaten, Alsdann ist:

it 10 g == 908, 4 90 folglich A, 1, B, s o = 0
Forner 1sf
;
4 . I s 1 - 1 COS 3 - t s ] o
i, 8N« 0, " sin g 2 ' ER iR == - : 5
(| ] (1] I 1] | L i I.
| 1
Aemnach 1 A R :
k [ l ¥y COS (7, U, GOS8 Pg)® (B COS:¥y — ¥a COS ¥3)°.
Nun 1sf A, =1
b COs (1, Vo (DS (7
.l
: e u
l By COS Oy v, GOS8 fy)° (¥ O3 ¥y — Vg COS ¥a)®
1, Cis - 1 tos ¥
[ 1 il 2 2
Lig
f . 1] . - i | o -~ 3 -
¥ GOS8 fi v, GOS8 Do (=¥, G08 -:.'I — V5 €08 4'31
mithin
GOS8 11 (IR I-\[
q }‘j (¥s "‘I Ve COS '|'.I 2 r'l = : - ., 0= : 3
‘ y — * - .= 3 - o - r 3 "
Cos ¥ sin ki Kl sin ket
F 5
g | 5 g i
l. v, cos ;'= vy (08 Ps)” 1 (v co89 v, O3 _;'._.IJ
T, 0S5 3§ — 1, CO3 Vs - T C08 9 —_ s 005 ¥,
o8 ¥ — —— ' L] - = gin kt —= - L o £2 gin kt.
2 . 3 kel
|T‘] = |"1 i"‘ k= e )= -Fl 0= J”| [ s ;'J -
Aus cos o — cos kt folet:
a = ki

r"lh_ﬂi-']] dr,'




Aus diesem Resultate erkennen wir, dass die Winkelgeschwindigkeit beziiglich der xAchse
konstant ist, dass also tiherhaupt das System sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit in der Ebene
seiner Bewegung dreht, Dabei geben die Gleichungen fiir cos f und cos y zugleich an, nach welcher

Richtung hin der Winkel « mit der Zeit t wichst, Ist nimlich », cos g, — v, cos f, positiv, =0

wilchst in dem Ausidruek fiir cos f die rechte Seite mit t von kit 1) his — folelich nimmt in diesem
: 7 " E i
Falle .~ f von an ab. Ist dagegen v, cos @ vy €08 fle negativ, so wiichst der Ausdrock fiir
S 5 =he i i [ e
= - : : ; 1 i F :
¢os f mit t von 0 an negativ, folglich nimmt dann 2 & von - an zu.  Die gleichen Betrachtungen
argeben sich selbstverstindhich fiir den 2 5.
e (Hleichung der Bahn des Schwerpunktes ist jetat, da
A —=m;: 1, B=10 und & (]
14t
a Myl |
' %
n 1, [
I
7
Da ferner jeful
]_I ]
| ] L0 3 By COS8 1
il m 3 - -
I, 1.
1 : ].n_:-u,—-‘,1 .7..;\' T
ni, =i,
ist, so0 hat man fiir die Gleichung der Ebene, in welcher die Bewegung erfolet:
Uy COS ¥4 Vg COB Yy y [y cos .".1 vy COS _.,'_‘_ 7
: I (B COB ¥, — 1), GO3:%, I #y €08 ¥s o, CO08 D] ¢ [ e
ny — :”:l : 7 i s il i Al I
Fir die Winkeleeschwindigkeit resultiert:
4]
it =t
.\ k (¥ GOS8 .';I — ¥y COB l_']‘.)' oS ki k (@ co3 I:'.'I N kit
o l| li‘;:l I: -J': |‘|I3-=I|'|'r Ua |‘Ilr-'l|‘f,_,i:_ _-='j:| "'kl. I [y COS ¥y Uy COS s |2 :—-q-*'l |'4|_-.'_'|'I '-'."I”"-.'-;'_' 1* (08 "-Iﬂ
15 k (B, e05 5, — vy ¢G0S y,) c0s ki k (v, cos 3 re 208 7, ) c03 ki
s I, k=1 .r‘1 108 'I r‘._,|-||:-5 e B 41!| :'l{l " |:l|"1|'|F.'\: J'J'I J'.'il'll_-i.':__,li'l (1 COB Y, i, 0= ;'rll':l'lr_‘-; "'L;]

ie gewonnenen Resultate lassen sich demwach in folgende Worte zusammentassen: Wirken
anf das System nur Momentankrifte, so schreitet sein Massenmittelpunkt mit kon-
stanter Geschwindigkeit auf geradliniger Bahn fort. Die Bewegung des Systems ist
dabel eine schranbentdrmice, welche dadureh charakterisiert ist, dass es ebenfalls mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit in einer parallel mit sich selbst fortzehreitenden
Ehene um seinen Massenmittelpunkt rotiert.

13. Nicht berfliissig diirfte hier die Bemerkung erscheinen, dass diejenigen Bewegungsgrissen
unserer Lisung, welche von der fortschreitenden Bewegung des Systems unabhiingig sind, wie die Winkel-
geschwindigkeit der die beiden materiellen Punkte verbindenden Geraden und tiberhaupt die aus der relativen
lewegung sich ergebenden Resultate, eine nicht unwesentliche Vereinfachung der Liosung gestatten
arden. Wir wiirden daher heziglich dieser Teila des Problems berechtizt gewesen sein, unsere
Betrachtung einem System zuzuwenden, dessen Bewegung sich nur dadureh von der Bewegung des bisher
betrachteten Systems unterscheidef, dass sein Massenmittelpunkt an der Bewegung nicht teilnimmt.
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Diese Befestigung des Massenmittelpunktes kann man sich dadurch hervorgerufen denken, dass am
Jooinn der Bewegnng entweder dem Massenmittelpunkte selbst oder jedem der beiden Massenpunkte A

B
h

- und sind.
I, 1, 1, - m,

Zu den gleichen Resultaten wird man gelangen, wenn man die Bewegung des Systems in bezug
auf ein hewegliches mit dem bewegten Massenmittelpunkt gleichen Schritt haltendes Koordinatensystem
betrachtet. Denkt man sich nimlich die drei rechtwinkligen Achsen parallel mit sich selbst und ihren
Anfangspunkt parallel mit der Bahn des Massenmittelpunktes fortschreiten, und betrachtet man die
leweoung des Systems nunmehr in bezug auf diese Achsen, so hat man, wenn & , { die variablen

%, die

und noch ein momentaner Impuls erteilt wird, dessen Geschwindigkeitskomponenten E—

Koordinaten des Anfangspunktes des hewegten Koordinatensystems und x,, v,, z resp. x,, ¥

Koordinaten der beiden Punkte A und B beziiglich des bewegten Koordinatensystems hezeichnen:

X
5
mithin
ix,
it
dx,,
dt
Es ist aber
folglich
d&
dt
Setzt man diese Werte
dx,
dt
I_E\',
dt
dz,
it

11,

=X, &
Xy &
dx’ £
di e
dx” dE
dt di
at
m, M,
a
m,

11,
m,

1,
1,

Iy

m,

Mg

11,

]

—_—

dy
di

oben ein, so0 resultiert:

|In i

s

gin ¥

und @

bt
1,

b

-.lrl

IJ‘.:

nichi

m,

§

1,

i
i¥ n

dz,. o’

dt

mehr enthalten und daher die Rechunung nicht

iz,

||[.

dz,,

it

my, g’

de

dt

ny,

1115

1
|

11,

nmy -

|

i

+¢
et D
b dt *
dz” dc
it {H
L

l; =104

| sin «

a

-1 8in fi

nm*

111

1 sin

tlex

dt

welche Gleichungen die Grissen a, b
unwesenthich vereinfachen.

14. Specielle Fille.
1) Die beiden Massenpunkte A und B liegen zur Zeit f 0 auf der xAchse und zwar
falle B mit dem Anfangspunkte der Koordinaten zusammen. Ferner sei o, parallel der positiven yAchse

und ¢, parallel der positiven zAchse, Dann ist:

] i ] - - —_ '] —_— ) Ar = |
ey O, B =909, ¢ == 909 tty 909, 8, =0, » = 900: i1y 909, 8, = 907 3. = 0.
¥ S A 2
9 v v - v, i,.,-1 - v}
I el e 1 L e | ] = pnar i S L.tk -
' sy =0, w," sin f, L e k2 = 2 und k |
Ausserdenm ist
Xy Iy Yo' = U, %' 0 :‘uu = 0, Yo y U, "'-u-“ = (0
A iy 1B =0 0; f=—10.7b M, ¥y C— My U

ot




Mithin bewegt sich der Massenmittelpunkt auf der Geraden:

Y == ! ]

1||1: 1 m; ¥
und es ist seine Geschwindigkeit v
m, - m,

lis 1st ferner

1 1 . :
Vi 1o Vol 4o
Daher
[N o5 ki
0= 3 = 2 S0 K1
Vi 123
Vol 4o
e0s ¥ = sin kt, wok = :
1 1
Hieraus folg
dlee
k
dt
d I o8 ki
Il I - 1 G0 |
(i} . ko, cos ki
I 1
(i l r-l g S
Die Gleichung der parallel mit sich fortschreitenden Ebene, in welcher die Bewegung des Systems
erfolot, 1st
o A L t e |
_ = ) I 1 & ¥y Ta L.
Ferner ist
: e 1, Iis A Ya
A O und 1 - T > ;
2 (m Ny 1
Fiir den noch specielleren Fall, woe ny, = mg = i und 2 vy =1 18t hat man k- i . Hir die

Bahn des Massenmittelpunktes

und fiitr die Ebene, in welcher das System siech heweot :

Da die Bahn des Massenmittelpunktes auf dieser Ebene senkrecht steht, so sieht man, dass die Bahn
desselben im letzferen Falle zugleich die Rotationsachse der Verbindungslinie 1 ist.

[st die Anfangslage der Verbindungslinie AB dieselbe, die Richtung von v, aber parallel der
negativen vAchse, =o isi (4 78 0 = D00, o5 O 4 LS 15804, = 900w, ()2,
fa 90" ¢, = 0; mithin

: ; " ] e = S =R
(g SN 02y O, m, "Bl 5, = L T | = und k= =




Ferner ergiebt sich

X I ‘1'-‘ = U, ¥ LLH \u' Yo '-"f-.." =5 4 =10 b = ny; ¥y & =5 My ¥y

| ¥ ) TRk q !
A =m, 1, B=1I 0; A, =1, B, =C =0; 4, =0, B, = =0y — =
1?'[1—f': I-." Ho

il | ]

m; +my |
v I oy ¥ y
. Mg ¥y :
Ausserdem ergiebt sich:
."l ~ J'_' -
cos ¢ = cos kt; cos § = sin kt; cos y = — 7 sin kt.
: ki kl
Hieraus folgd
liu i ‘ "': = | ": || ] k vy COS lt k vy COS I-.1 Il;' k v, cos .'n.
k= o= = ¥ == =
Sl l di V212 — o] sin *kt Volcostkt-o2 %% Vol ool cos %k
Die Gileichung der parallel mit sich fortschreitenden Bewegungsebene ist
e ¥ VG ¥ Uy G
st m; = m, m-ound v, = v, ¢, s0 hat man fir diesen Fall:

k=2 —; B : —y -4z =1l
II

2) Die Lage der Verbindungslinie AB sei am Beginn der Bewegung wieder dieselbe wie in

der vorigen ,-‘mt'l_;;LIu-; aber die Richtung von v, bilde mit den Koordinatenachsen die Winkel &, = 90°,
g und ¥y, = 90° fy, und die Richtung von v, die Winkel a, = 90°, 3, = 180° — £, und
v, = 90° — . Alsdann hat man
. : v, 1 Uy ) i et Ui =a¥aiiin
' SN ay = (), t," 8in ¥y = 1 = C08 fyy 0 " SHL Yy = — i = siln f,
also
Lo L v.)® — 4 v, vy sin 2,
l:’
R ; ! v, — s :
A, =0, B, = : ? —— 008§ G = : I
'I_ (% .l'.."|! 4 P, ¥y 811 .f'll l ¥ —JI-- g 12— 4 vy Vs s .-.'-::
| 3 3 - }
v —— 1, ) B0S 3 g W, — 25 Bl p -
cos o= 008 kb pog = 1t/ L sin kt cos y = “.} £2 sin kt,
! N N
Wi

= |,-’rr..l'l g ) B— 4w, vy SN2, .

Fiir die Bahn des Massenmittelpunktes findet man

m
K 2 | |
m, - m, |
(m, &, — Mg ¥s) cOLE A
y — 1 71 L 5,

my ty | My Us
und fiir die Bewegungsebene:
v,)y —cobg 3, . (n fwg) 2= — 2y vy bcosf.

IJ]




Fiir den noch specielleren Fall, wo m, — m, = m und v, = v, = v ist, gehen die letzten heiden

Hesnltate fiber in:

und
f. ot 8in fi;.
3. Die 1‘:i1_1}|[|1t|;,;|_-l| von o, und Uy fallen 1n dieselbe Ehene und zwar sei ¥y ]Iil_l';j“wi v, in
entgegengesetzter Richtung., Unter der Voranssetzung
ag =0, Fy = 90% 7, =90 a, = 180" — a;, fy, = 180° 4 f,; 33 = 180° — »,
ergiebt sich
: |lrr f'J ' 3
; sin e, ¢
dt 1 !
d = (m; ¥ Ny o) GOS8 a3 h = (0, vy — iy ¥, ) CO8 ."‘I1 PG =(m; Mg ) CO8 2y 35
folglich bewegt sich der Massenmittelpunkt auf der Geraden:
C08 m
P Ly ! I
CO3 ¥y ny, = },_ My
¢0s o
: x : 08 JJI
Die Gleichung der Bewegungsebene ist
03 iy
¥ — %
T 03 rI
und die beiden Punkte A und B bewegen sich resp. auf den Peripherien der Kreise:
sl LT _ A o E myl \*
1—||‘_1Jr e0s y - - ) = |\' — pt cos I.'{1]—{—|Ir.——||[r-r.t.~:;'l) —i T J
] \ m, =1, \7 / \ / Iy == Mg
y=—"1%
008 7y
f - my 13 HEey (D
X )G CO08 a, + = |:5.' b o8 b, ) + i — plLcosy ]- [ ’ :|
( “ 11 n, -J- I'I!:\}] + . I ey ( I i1 \my —-my /s
My v — My V.0
WO P —— 22 jst.
m, |- ng
! e : : 1
Ist my = m, und », = v, so sind die Koordinaten des ruhenden Masgenmittelpunktes x = =,
28 dex 29 . ; - = : 3 3 i
y=0, 2 = 0; ferner ¥ | sin «;, und die beiden Punkie A und B bhewegen sich anf der Peripherie
= g {

des Kreises

G el o
]

4) Zu denselben Voraussetzungen beziiglich der Lage von AB am Anfange der Bewegung frete
noch die hinzu, dass die Richtungen von v, und v, in die xzEbene fallen. Unter diesen Voraus-
setzungen ist

----- 0% o — oy, A = 90% ¥ = 00% — @ ;

ty == UI f’jU B '.“_.III‘. Yo 1+ 1

== 1y, 72 == U()0 ¥y = qge — g,




Hieraus folgt . :
: : x Uy 811 €y 7y 51 Mg
wy' 8N @y == 0, @ " sin o = 0, @™ 810 ¥y = I E E
- (i, sin a; — #g 8IN ay)?
.'.l.\:l k® = : | = S r|:||_|_l L B |

Da cos a — cos kt, also a = kit ist, s0 hat man

o, sin ay i1y 810 g

dex ¥, SIN vy SIN oy
—
dt 1
i dy v, 85Il @, — Uy Sill e,

Uy J I 1
a0 a I |
Man erkennt aus diesen Resultaten, dass unter obigen Voraussetzungen die Bewegung des
Systems in der xzEbene stattfindet.
' Es sei hier noch erwihnt. dass man zur Losung dieser Aufgabe die lefzten Resultate der
alleemeinen Lisune entbehren konnte. Denn fiir den Fall, dass die Richtungen von v, und », in die

x#Ebene fallen, ist sin y cos a, also sin % - sin 2y = 1, folglich
1as ?
=0 PN ; oo i
S0 ¥. CO8 % it 1 . GOS8 «x T =
mithin ‘_’ e
dt’

| 1 e X g MO e : A | , @ At e
fg o - == sin “a | - =10 It== guer Lo a s - 008 " | Gos "o + =M
| t2 .:rJ i l £\ dt -l : d t* \dt Vit
llul'l-'!
e .
1 17
1 1
fee e ay
worans folet, dass ¢ d. h. oleich einer konstanten Grisse 1st. Da nun — = — (g
it ]‘]
ist. g0 hat man also i : :
(e v, Sl & vy, Sl s
1+ 1
i1 i

L1.

15, Ausser den Momentankriften seien die Massenpunkte des Systems nun noeh den Wirkungen
jer Schwerkraft unterworfen. Da alsdann X' = XY 0. Y =Y"=0, 48 =078"= o ist, so lautet
upter der Voraussetzung, dass die momentanen Impulse am Anfange der Bewegung des Systems erfolgen,
die Grundeleichunge nach dem d’Alembert’schen FPrineip:

{ dy! -
m, |8, €03 @ ¥ l ox' b m, |ve €08 a,
[} ! R s

Ay . dy*)

Il o W8 | ' 1 T Y T L
m, (¥ GOB [k il fﬁl‘- Mg | vy GO8 fig T ."!11.
oL/ 1 L& )
I 2! b - dz” N
-+ m, | vy 208 4 - — gt 0n' - m, | g €08 7y — e gt 029 = U,
welche in Verbindune mit den Variationen der Gleichung (x x4y — Y (7F— %" =%
zu den Beziehungen fithrt:
lxiar dx " dy’ dy*
m, —— = My — == 4; m; — Dy = h;
it *dt R W R
{ dz" L
il M, — [ 1} m. ) «t.
i dt !
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Die Integration dieser Gleichungen ergiabt:

! g . - m, 4-my .
m x - myx* =at+A; my 4 myy"  =>btB; mz 4+ my 2" = ¢t - C o ot
Bezeichuen x, y, z die Koordinaten des Schwerpunktes, so ist
a 1 A b , B ¢ , C g
= A R [ -3 Y= T ;% b 4 — g ¥
m, —{- Iy ' 1, +mg iy —- My ny -!- 1y my -!-1113 My == My &

Wir eliminieren t vermittelst der zweiten dieser Gleichungen, so resultiers

[ Ab — Ba
bx - ay = i

m, -} my

t be -+ Bg (m, - m,} : (m, + m,)? ey 2b (Cb — Be) — B (m; - m,)
Vi = — L L s = ry=s 1 — Lo
; h y 2h 8J 2b (m, -}- m,)

Die erste (tleichung ist die einer Ebene, welche auf der xyEbene senkrecht steht, wihrend die zweite
Gleichung die eines parabolischen Cylinders ist, welcher auf der yzEbene senkrecht steht. Mithin bewegt
sich der Schwerpunkt auf der durch diese beiden Gleichungen bestimmten Parabel,

16. Ferner ist

at 4+ A 11, bt4-B | Il
- — = lcog e: v = ; | | cos £
m; f-mg ' my -my ’ my -m, ' m, - my '
et C i1} g .
A— 7 -1 -4 | cos ¥ : =3
m, —}- m, m; - my 2
at - A 1y bt + B m
) ; — = lcosia; ¥" = i— o - 1 cos 8,
m; -+ m, m, —- my m; -}-m, m; - m,
et 4= C m o
7= 1 -- L_ 1 cosy =5
n,; —{- g m; -~ Dy 2
folglich
dy' a—m, lw sine dx* - m, 1w sin
dialss m, - my ! dt m, —- m, !
dy b—m,lw"sing dy* b-}-my1lw" sinp
dt m, +-mg it m, + m,
dz' ¢—m, 1w siny —(m -}-m,) gt dz" ¢+ my | @ siny — (m, 4 m,) gt
Rl m, - m, i it m, —}- my i

Substituiert man diese Werte in den Gleichungen

dx’ dy! : dv’
— ' 08 = v, COS O
it 1 1 1 i | dt

- o, cos ¥, - gt
dt -

il -]
Cos a cos Cos
welche sich aus den Ausdriicken fir 2 ergeben, so findet man, dass das Glied gt sich hebt, worauns
folgt, dass die Schwerkraft ohne Einfluss auf die Winkelgeschwindigkeit ist.

17. Naech dem d'Alembert'schen Prineip hat man auch

d2x’ o d3x” £l

1, s — & I'l ¢os e, 1M, = — 2 I'l cos e
i i
2y’ 2y

m - = 27| cos 4, 1 ; 271 cos £

Lo g2 ; 2 ]

1S g i
d2z ol d3z =

my —— —2Tlcosy —m, g, {2 - 3T1 cos y — my E.
IJ L1 af




Demgemiss resultie

dL [ dx* dx" (dy*  dy" dez’ L A f d#' dx
= 2T1 [ - ) cos o - [=2- —32—) cos i cosy ¢ — {m - m
dt Idi dt = ) Il,.lif- at ] ; +{ t } / ! i it AREL it
Da aber dx!  dx" e dy’ dy* | i 8
= o o' 810 ez, S e = — | m" 3 [¥5
di ~ dt S T et
dz'  dz" ) dz’ dz”
- - = —lw"siny, m 1, = ¢ — (m, -|- m,) gt,
dt dt i 1 di =ity dt ¥ :
30 ist
dL ; : _ |
e 9T12 (' sin @ cos @ 4= " sin § cos § - ' sin p c08 y) — J¢ — (0, — Nig) "[l'
also
il m, - m,) gt W
| . oreaf —
i (1, 1,) 8 oo
und
m; -- ms :
L o gi? — egt -|- const
a?-l b3 2 mp 12k
Const. = i ._j_l e w 1
2 (m, m,)
18. Ferner findet man:
i tl.“"’ - L1] Il::"-“ oam i I ¥ s 11 A8 - i A
oy % g - my z Tt 2TI1 (z' — 2") cos g = 2T1" cos § cos y,
d® d*z" i . e .
m, :."(“g-}-— .y XE = 2T (y* — y") cos y — (m, ¥ 4+ Mg y") & — 2T12 cos # cos y — (bt
2 qie ; ) 2]
d3x' d¥x” o ; Lid
m, = - 4+ m, 2" ~=2T1 (2" — z") co8 e = 2T1? ¢os a co8 y,
d t2 d t*
dzz’ j3z ¢ . e
m, x' —— -+ m, x* l _ —2T1 (x' — ") cos y — (my X' my x*) g = 27T1* cos a cos y — (al
dtr ' d t2 :
d*x 13" - T
my, y' NE + m, y" :l T 271 (y* — y") cos « = ZT1* cos a cos f,
d3y | B o e
m, ¥ =5 - mg x* S o] (x* — x") eos f = 2T1* cos « cos f,
i 1 . dt?
folglich
[i cddy d*z’ il ey d=z"
n o= — ¥ m; [z s — gt = (bt B) g
'1- fits dl”}l ( dig? d['—') W =
e i3’ (i [ dsx"
mj ( x* : %' i, — — " — — (at4-A)g
'(,_ d t? -tw] ( d t2 dF) TA)g
( ik - d“-".") Pt ("' s 11*\"‘} p
m; | ¥ Stk a ¥ ATy =
sl S el AESE A R d 6* /
oder
'1\.4 Ill‘l:’l | 'l\'“ Ij',-’_“
et = y' -m, d |z" = — ¥ — (bt B) g di
’ [\ dt <l ' il ( dt L T } U ) 81
( dz! dx’ ( dz" dx*
m, d| x — ] m, d [x* 2 } (fat 4= A) gdt
L 5 dt ) T dt dt | :
figo, 1T dyf\e fy drt dy"
my d — X bm, d|y" (o) =
- t dt dt ) : I\ di it ]

]-I

2
i

I'

Ll

B)g
A) g,
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Durch Integration folgt hieraus:

dy’ rI..f‘] M dy* i :lf”] b |
m = — 71 Ny |E7 = —— ¥ ; L ps | B {
L T AT e | dt vt 2 :

{2 e Lo B SRy s Gl o e NDE
m, | X = z }—'— I, {). i Gl j R o W T

dt

fiosdx! ALt b g DS [y , dy“y :
m, |y’ X l|I - om, |y — X' | ¢
i df = dt dt |
; : dx’
und nach Einsetzung der Werte fir x', y' 2/, x%, ..., TR
{
Ch Bl o, P e ; ;
- “— 1% ("' cos @ 8in y — w* 8in f 08 y) — ¢
m,—+mg ' m -mg
Ac —Ca | m,my . .
L = 12 (e s1n a cos ¥ 't B0s 810 )= ¢
Ty g Iy == Iy

Ba — Ab I 2 : ,
0 = 1% (e cos asin f — w' sin a cos f
Ity 1, n, —- 1y !

rste dieser Gleichungen mit cos e, die zweite mit cos £, die dritte mit

Wir multiplicieren die

cos ¥ und addieren die Produkte, so ist, wenn wir zugleich beachten, dass

(m, -+ my) ¥ — (at - A) : ny -~ my) y! bt + B)
COR it == - (s i == L .
n, | m, 1
(my == my) 2 (et -+ ) my — Hg) i
GOs ; - - = = 1_\:' 151
m, | 2m, ]

w
= (al |- A) ¢!+ (bt B) ¢" - (et - C) o™ | m; — Iy} ' - Ab f'-i‘J' 5 b
Dies st die Gleichung einer parallel mit sich selbst sich forthewegenden Ebene, Man sieht
also, dass die Verbindungslinie AB auch in dies Falle in einer Ebene rotiert, welche parallel mit

sich selbst fortschreitel. Man erkennt zugleich, dass diese Ebene parallel der ,Bewegungsebenet ist,
welche man fiir den Fall erhilt, wo nur Momentankrifte anf das System wirken. Demnach bewegt
sieh der Schwerpunkt des Systems im allgemeinen auf einer Parabel nach den Gesefzen
des schiefen Wurfes, wihrend die Verbindungslinie 1 mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit in einer parallel mit sich selbst fortschreitenden Ebene rotiert.

19.  Wir berechnen zum Schluss noch die Resultate fir den einfachsten Fall der Anfangslage
des Systems, wo AB mit der xAchse und B mit dem Anfangspunkte der Ioordinaten zusammenfillt,
Fiir diesen Fall ist zur Zeit t = 0:

Tot— lyrti— = oy — Yo =y =1 ay =0 fy =900 Q)0
b ] ] - 1) [
A=m 1l B=0C=10; A, 1, B, =, 0.
: _ ., GO H — ¢os 5, . vy, COB 5 — ¥, COS ¥,
;.;U' 81N ¢, = () W, ! 31n |'-'Il. e _i arfal | g e, m“... sin Vo = it AN L F i ;
daher
- . o8 I.'.' - Vo COS &5 1% —— (¥, CO3 %, — o (08 =
kf— 1 2 S e e R L S S i)
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Durch Integration folgt hieraus:

| [h" 1
m, [f,‘{"! - b=+ B gt !
|"\.‘f:"-‘ P =
Ty ) e S Ty
Vgt P
lr !
m, |y
) dt
und nach Einsetzune der Werte
Ch Be |
=k G038 ¥) = (
m, -+ m, .
Ac—0a | :
. I “]“. ;,.:l L\.JJ
m, -\ m,
Ba — Ab |
03 f'.' = !

n, -~ m,

Wir multiplicieren die

_ » aweite mit cos g, die dritte mit
» und addieren die Produkis

C08 ilass

, (my -+ m,) x - My} ¥ — (bt B}
LOR i — = =LA
g m, |
Ml
CO8 ¥ == &1 181
lum, + m,) ¢ 4 Be — {'h} x! {1, m,) ¢ =~ Ab Ehil %

— (at = A) ¢’ =L (bt |-

Dies ist die Gleichung
also, dass die Verbindungslinie 4
sich selbst fortsehreitet. Man e
welche man fiir den Fall erhiilt,
gich der Schwerpunkt des 5,
des schiefen Wurtes, wi
gesehwindigkeit in einer

firthewegenden Ehene, Man sicht
Hiene rotiert, welche parallel mit
allel der , Bewegungsebene' ist,
e wirken. Demnach bewegt
Parabel nach den Gesetzen
mif kounstanter Winkel-
fitenden Ebene rotiert.

TWFEN Gray Scale

_ 19. Wir herechnen zun
des Systems, wo AB mit der x.
Far diesen Fall ist zur Zeit t =

einfachsten Fall der Anfangslage
der Koordinaten zusammentillt.

Y'=1 ' =1%"= fo = 00% 74 == 909
A=] — (),
i T 9y GOS ¥y — Uy GOS8 Yo
wy' 810 ag = U3 wy" 8in f, = = 1 ”.__I 5 £
daher
S ks 85 m)
1.2 1 | e i |
k2 — 21 o und

|
i
i




£ G083 -‘)'. o '-} *03 .'I.i-_‘ v, 08 7, I‘}_: 08 }':'.

Ay =1, B, = - 5 : 3 N

( T 2 . 3 r . '] 3 A .'{I
N — I (¥, cos B, — v, 08 §.)% 4 (¥, COB Y, — ¥ CO8 ¥3) )
Man findet weilter:
) ] #
¢o3 @ — co8 kt, also a = ki
"1 03 .{:I ¥, GO3 I.'f_, h
cos B = . — = gin kt
E N
b, GOE ¥y — ¥a COS ¥

cos §¥ =

i N

Ferner ist ¢-=10

i
i |u,l

WS m, 1 ll
: m, | ||t!|_

remdss hat man fiir die ,Bewegungsebene® die Gleichung:

ioone B — a1 pos .
“11 [J1 COS [}y v, CO8 I.fgl .

C=1— Mg (II GOS8 ¥y — Uy .1,-5][,
l
J

(¥, co8 ¥y, — v, COS ¥a) ¥ (v, cos [ vy 003 (.} &
r 008 Y 08 ) 1. cos 8 p, oS fG.) ¢ o
(v, COS ¥, -':,ln_-‘jﬂ_l; 12y COS 2y s .g.’ t -l (v, cos 8 I.I'l‘:-'l.'.?'gf': t2.
l”l —1— My =
2

Die (Gileichung der Parabel lautet

m; 1
bx a4y — - . b 1
k m, = Ma l
2 ¢y — (m; | my)® = y*=— 3 bz 'l'

und die Gleichunzen der beiden Kreise. auf deven Peripherien sich die beiden Punkfe A und B bewegen:

: R ; . 2 I,
| at 1+ m; I b RS ¢l g £8) 2 2
L T ] :I e | B, =5 132
m; —— Mmg ; 1, - my \ m, —+ My 2 (ITk; =1 Mg
bg — cp o -
qy pi = : t — = pE
m, —— My 2
4
[ at - m, A l bt }'*' et R i, 12
i 1 -t ¥ o— f 4 — — 5 ” - | s 3 ]
\ m, - my ) : m,; - m, \ m, - g 2 (m, —+ my)
wo p =1, cos §, — b, cos B, und q ¥y COS ¥y 1y COS 7.

— iy -
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