Das Gleichgewicht des Dreirads beim Wenden auf der
schiefen Ebene.

Die. Frage nach den Gleichgewichtsbedingungen eines sich bewegenden Dreirads gehirt wegen der
Mannigfaltigkeit der wirksamen Krifte und der verwickelten Gestalt des Korpers, auf welchen die-
selben wirken, zu denjenigen mechanischen Aufgaben, deren Lisung von vornherein anf die volle
mathematische Strenge verzichten muss. Die numerischen Ergebnisse, zn denen die nachfolgenden
frorterungen in ihrer praktischen Anwendung fithren, haben nur den Wert einer angeniiherten
Richtigkeit, weniger darum, weil die Schwere und die Schwungkraft als allein wirksame Kriifte in
die Rechnung gezogen sind, als wegen der Schwierigkeit, den gegebenen Kirper in eine iibersicht-
liche mathematische Formel einzukleiden.

Die drei Punkte, in denen das Dreirad die Grundebene berithrt, bilden ein gleichschenk-
liges Dreieck ABC, dessen Basis BC = 2a der Breite des Dreirads und dessen Hohe AF =1 der
Liingsachse gleich ist.

Damit nicht das Gewicht allein schon das Gleichgewicht stort, wird die Lage des Schwer-
punktes anf den dreiseitigen prismatischen Raum besclriinkt, welchen die durch die Punkte A, B,
C gehenden Vertikallinien bestimmen; bei horizontaler Stellung des Dreirads und normalem Sitze
des Fahrers wird sich der Schwerpunkt in der durch die Lingsachse des Dreirads gehenden Ver-
tikalebene befinden, jede schiefe Stellung der Grundebene aber, sowie jede seitliche Kirperbewegung
des Fahrers wird die Lage des Schwerpunkts verschieben. Ausser dem Gewichte sollen nur noch
die durch eine drehende Bewegung erregten Schwungkriifte beriicksichtigt werden. Tritt bei iiber-
grosser Schwungkraft eine Storung des Gleichgewichts ein, so erfolgt das Umschlagen des Drei-
rads um die Gerade als Drehachse, welche den Beriithrungspunkt des Vorderrades mit dem Beriih-
rungspunkte des fussern Hinterrades verbindet. Es kommt zundichst daraunf an, die aus dem Ge-
wichte und der Schwungkraft herstammenden Drehnngsmomente um die bezeichnete Drehachse
festzustellen.

Ein soleches Moment aber stellt sich dar als das Produkt der zur Drehachse senkrechten
Componente der thittigen Kraft in den Abstand zwischen der Kraftrichtung und der Drehachse.

Um die soeben gekeunzeichneten Faktoren zu bilden, sollen verstanden werden unter

v der Neigungswinkel der schiefen Ebene, anf welcher das Dreirad sich bewegt;

TU die Spur der schiefen Ebene mit der horizontalen;

5 der Winkel zwischen TU und der Drehachse AB, beide Geraden in dem dureh die
Sehreibweise angedenteten Richtungssinne aufeefasst;

n der Neigungswinkel der Drehachse AB gegen die Horizontalebene;

£ der Flichenwinkel zwischen der schiefen Ebene und der durch die Drehachse AB be-
stimmten Vertikalebene,

Nunmehr gelten die folgenden stereometrischen Siitze:

1) Der Winkel, welchen die vertikale Kraft P mit ihrer senkrecht zu AB gerichteten
Componente einschliesst, ist gleich dem Neigungswinkel 5., den AB gegen die Horizontal-
ebene hat (Fig. 1);




2) sin ) = \\'}rf = 1\\,1 ; :"L\ = sin » . sin § (Fig. 2);
4) ans der dreiseitigen Fcke, deren Kanten die Spur TU, die Gerade AB und die Ho-
vizontalprojektion A,B, sind:
cot & = tg v . cos A (Mig. 3).

Betrachten wir jetzt ein Massenteilchen m des Dreirads, dessen Gewicht p sei (Fig. 4).
N sei der Punkt, in welchem die Vertikale MN die schiefe Ebene durchschneidet, MO das Lot von
M auf die schiefe Ebene gefillt; OQ uud NR seien in der schiefen Ebene senkrecht auf AB ge-
zeichnet. Die fiir die Drehung um AB zur Geltung kommende Componente des Gewichts ist nach
Satz 1 p cos i, und wir haben sie mit dem Abstande zu multiplicieren; welchen die Kraftrichtung
MN wvon der Drehachise hat; dieser Abstand aber ist gleich der Entfernung des Punktes N von der
durch AB gelegten Vertikalebene, also = NR sin £ Demgemdss ist der Wert des ans dem Ge-
wichte des Massenteilchens m hervorgehenden Drehungsmomentes p cos 1 . NR sin &, oder wenn wir
noch fiir cos ; und sin z die ans den obigen Sitzen 2 und 3 folgenden Werte einsetzen,

p.NRJV1I — sin % . sin % . g 1‘_.'1‘ e p . NR cos
Um fiir NR einen andern Ausdruck zu gewinnen, filliren wir die Griissen MO = d und OQ
= eein. DaON | TUund < OMN = . ist, so folgt ON = d . tg v und NR = e - ON cos &
= e 4 d tg v . cos g, und der Wert des Drehungsmomentes wird endlich
A =p.(e.coss -} d sin v cos g

Das zweite in Betracht Kommende Drehungsmoment rithrt von der Centrifugalkraft her.
Die Wendung des Dreivads erfolge nach links nnd zwar dadureh, dass die Achse des Vorderrades
nm den Winkel 5 gedreht wird. Die Projektion der so verschobenen Achse auf die sehiefe Kbene
schneide die verliingerte Projektion der Hinterachse im Punkte K (Fig. 5): dann ist die in K anf
der Ebene errichtete Senkrechte die Achse, wm welche sich die Wendung vollzieht. Um, nun fiir
das vorhin betrachtete, in M befindliche Massenteilchen das newe Drehungsmoment zn bestimmen,
nennen wir wieder O die Projektion von M. Die in M durch die Wendung hervorgernfene Centri-
fogalkraft wirkt in einer Richtung parallel KO uond hat die Grisse I::] wenn m die Masse und
v die Geschwindigkeit bedeutet; von ihr tritt nur der Teil in die Rechnung ein, welcher durch die
anf AB senkrechte Componente dargestellt wird. Zeichnen wir (Fig. 5) OL || AB und KL AB,

mv* cos OKL

= Multiplicieren wir sie mit dem Abstande d der

s0 hat diese Componente den Wert

Kraftrichtung von der Drehachse AB und setzen fiir m seinen Wert ;__ unter g die Beschleunigungs-
konstante der Erdschwere verstanden, so erhalten wir das aus der Centrifugalkraft stammende Drehungs-
moment p vid cos OKL
g KO

Um unsere Aufgabe zu losen, haben wir die dureh A und B aunsgedriickten Drehungs-
momente filr simmtliche Massenteilehen des Dreirads zu ermitteln und zun summieren; die Summe
der aus der Centrifugalkraft resultierenden Drehungsmomente darf nicht grosser aunsfallen als die
Summe der aus dem Gewicht rvesultierenden. Hiernach gewinnt die fragliche Gleichgewichtsbe-
dingung den Ausdruck X(A) — X(B) = o oder

=

i | 4 v2 ; pd cos OKLy
cos v . (Zpe) 4 sin ' . cos g . (Zpd) — - [.‘; )

KO




Schreiben wir denselben in der Form

AN eos v -+ B sin v cos 5 — @Gy= = 10,

so sind die Grossen

A = Zpe und B = Xpd
nur von den Dimensionen des Dreirads, dagegen
1 pd cos OKL
T KO
ansserdem noch von der Grisse der Kriimmung abhingig, unter der die Wendung erfolzt, und
welche gemessen wird durch den Winkel AKB (Fig. 5).

L{ L8

Bei gegebener Kriimmung ist fiir die Erhaltung des Gleichgewichts die Geschwindigkeit an

; : N cos W osin v cos g : ; : :
die Bedinguug gebunden v = G S Wird im andern Falle bei gegebener
Gieschwindigkeit nach der Grisse der zulissigen Kriimmung gefragt, so bleibt aus der Relation
y W ocos v+ Hosin . cosE L - z . = el iy A
G = = gine weitere Bedingung fitr den Winkel » abzuleiten. Der sich nur
v2 gung
auf das Gewicht beziehende Ausdrnek 9 eos » 4 B sin » cos § ldsst sieh  aueh schreeiben
V9B - B? cos 5= — (A sin v — B cos » cos §)%; er erveicht also fiir einen spitzen Winkel 3 seinen
N il 3
erissten Wert 1* - 8* cos 55 wenn tg v = :'l cos B 18t Die prosste Neigung 5, welehe die
schiefe Ebene fiir diesen Fall der crissten Standfestigkeit haben kann, wivd dureh die Gleichung
B . Al i e . . A A
tg v =g bestimmt. Fir g = 90" ist die Hovizontalebene die Ebene der grissten Standfestickeit.
Ist der Winkel 3 stumpf, so wird der Ausdruck ¥ cos » -+ B sin » cos 5 desto kleiner, je niiher
der Winkel an 180" herankommt; fiir 3 = 180" dart die Neigung der schiefen Ebene den Wert
a0
v, fer aus der Gleichung cot v - 9| folgt, nicht iibersteigen, wenn das Doeirad nieht sehon dureh

sein Gewlcht wmstiirzen soll.

Die Werte der Summen 2, 8, € lassen sich nnr niherungsweise und unter bestimmien
Voraussetzungen bestimmen. Untersuchen wir zundichst den emfachsten Fall, und nelmen wir an,
die Masse sei im Schwerpunkte vereinigt nnd in der Ebene gelegen, welche durch die Lingsachse
des Dreivads normal zur schiefen Ebene gperichtet ist, und von der dureh die Hinterachse gelegten
Normalebene um das Stitck :1 entfernt, unter - einen echten Bruoeh verstanden

Alzdann ist

(1 — <) la Pd 1 1 cot 5 -+ -a
R =P s = = R R = T ==l gt T e
FI2 - a% ' g F1* - a® I* cob »* —- |
tolelich
Pd 1 | cot Wi T e £ P “ - _j ].'l COS Y = :
- - T o s [ e = s v . coS 8
g 12 - a2 1 eot #* = FI® Ve VIE - a2
oier
vid l cot v + =2 \ S~
: — — = (1 — ) la cos v 4+ d V]* <= a® sin » cos &
B cot :r_" ' = T ( ) ;

Geschieht die Bewegung abwirts und senkrecht znr Spur wmit der Horizontalebene, so ist
a vdd leoty + e

€08 § == — ———==; daher - R 7 R T = (Il — %) la'cos v — ad sm
| -+ a? B cot Iy e




Unter d inhnlicl treffenden V t ot "‘l\'.ird : R0V ) ==
mter der gewi h zZu den Voraussetzung cot 5y —>— wird — Lot
Inter der gewihnlich zutreilen g cot n >4 oot 7 e g
hieraus folgt

i

vad .

- {1 — <) la cos » — ad sin ».

g . cot y
Der Ausdruck der rechten Seite muss positiv sein; demnn wiire er = o, so sagte die

: (1 — 2) 1 g - ; _‘
Gleichung tgy = - ) _ dass die Gerade, welche den Schwerpunkt mit dem Beriihrungspunkte

d
des Vorderrades verbindet, vertikal ist; eine Zunahme des Neigungswinkels wiirde schon durch das
Gewicht ein Ueberschlagen des Dreirads nach vorn zur Folge haben. Die aufeefundene Relation
wird noch einfacher, wenn man den Winkel ¢ einfihrt, unter welchem die Verbindungslinie des
Schwerpnnktes nud des Berithrungspunktes des Vorderrades gegen die schiefe Ebene geneigt isf;

dies eschieht mit Hiilfe der Gleichung (1 — ) .1 =4d. cot ~ und fithrt zu dem Resultate
Yo cos (o —+
T GOV =
ag sin o

Um ein Zahlenbeispiel durchzurechnen, geben wir dem Dreirad die folgenden Dimensionen:
] — Im, & = O4m, d = 1,08m, : = 0,15;

dazu setzen wir g 981 m und die Neigung der schiefen Ebene so gross, dass sin . 300

cot » -+ 0,06

T == 3,04,
cot »* -+ 0,0225

ist. Die numerische Rechnung liefert v .

Ist die Strasse, auf welcher die Abwiirtsbewegung geschieht, 6 m breit, so kann, um eine
ganze Wendung miglich zu machen, KB (Fig. 5) hiichstens — 3m sein; fiir diesen Grenzwert wird

cot n = 2,6 und v 2,78. Setzen wir anderseits die Geschwindigkeit als gegeben, und nehmen
- .. cot v + 0,06 ) y
wir an, es sei v — 8m, so folgt aus der Bedingung 64 . : s e 3.04 die andere
: % Fenb b i cot 2 + 0,0225 : ‘
cobt v > 21,1, also v 9049 Diesem Winkel entspricht der Kriimmungsradins 1 cot 4 4 a = 21,5

und zum Wenden wiire eine Wegbreite von 43m erforderlich.

Piir geringe Neigungen, wie sie bei unsern Verkehrsstrassen wewohnlich in Frage kommen,
wird es ausreichen, die Bedingung des Gleichgewichts fiir die lorizontale Bewegung zu kennen;
sip lautet fiir die angenommenen Zahlenwerte v* 3,06 cot ».

Die eben ausgefithrten Rechnungen, welche die ganze Masse in den Schwerpunkt verlegen,
weorden sich desto melr dem Falle der Wirklichkeit anpassen, je weniger das Gewicht des Dreirads
gegen das Gewicht des Falwers in Anschlag zu bringen ist. Hitte die bisherige Rechnung nur das
Gewicht des Fahrers beriicksichtigt, so miisste sie der Wirklichkeit gegenilber ein zu ungiinstiges
Resultat ergeben haben. Um im letateren Falle ein der Wahrheit niher kommendes Ergebnis zu
erzielen. fithren wir noch fiir jedes Hinterrad des Dreirads die Masse p und fiir das Vorderrad die
Masse p, in die Rechnung ein; die Massen seien in den Mittelpunkten der Rider concentriert. Die
Radien der Rider bezeichnen wir mit r und r,, und fiir die numerische Rechnung setzen wir: r = 0,6m,
p = 10kg; 1, = 0,35™, p, = 4kg; dazn das Gewicht des Fahrers P =80 kg. Im fibrigen lassen wir die
Bedingungen der vorigen Rechnung ungeindert und nehmen uns vor, unter den neven Voraussetzungen die
Grenzen der zulissigen Geschwindigkeit festzustellen. Es ergiebt nun die Ausfithrung der Rechnung:
P(1—: + 2p] . 1a

1z + a*

Y =

; B = Pd + 2pr -+ pr;




7
1 Pd |l coty -+ e lpr Ipr
3 SE— i Tl | e R | 4B g
e 1®F 1+ a* 1 cot v —+ s ) i I ] cot y — &
L PE 0 cot n == 4} . .xx'in-:'ﬂ:l‘.

32,68, B = 98,6, € = 3,66;
I — 0,002 5
demnach v < (I : 5 ) 2iggm..
&

und mit Einsetzung der Zahlenwerte
N =
withrend sich im vorigen bei Nichtberiicksichtigung der Dreiradmasse die Geschwindigkeitsgrenze

von 2,787 ergeben hat.
Um noch kurz die Frase zu erirtern, inwieweit es der Fahver in seiner (Gewalt hat, die

(ileichgewichtslage beim Wenden dadurch giinstiger zn gestalten, dass er sich seitwiirts biegt und
so den Schwerpunkt verlegt, machen wir die Voraussefzung, der Schwerpnnkt sei senkrecht zur

Drehachse und parallel zur Grundebene so verschoben, dass el sich von der Drehachse entfernt
hat. nnd zwar um das Stiick xl.

Soll der Schwerpunkt nicht riickwiirts fiber die Hinterachse hinweggehen, so ist der Wert

. wobei z den halben Winkel an der Spitze des Drei-

von x an die Bedingung gebunden x = &,

rads (= FAB Fig. 5) bedeutet.
Wir bestimmen die Grosse € mit Hillfe der Gleichungen
OK . cos OKL = (1 cot g a) cos a — (1 — z) 1 sin ¢ xl,
OK? = (1 cot n — x1 €08 o) (:1 — xl sin )%,
ans denen sich ergiebt:
: B ] eot ¢ . COS o sin X
B = L ! .. ; ;
ol (cot T X C0S a) T | — ¥ Bl o)
oder wenn zur Abkiirzung
H €Ot v COR o —— % sin . H, = cof . BN e CO8 o
wesetzt wird:
G Pd H — x
ol © (H — x) 3 Eedel
D=l =) sin x) ist, so bekommen wir fiiv die Bewegung anf der hori-
ra
| i

zontalen Ebene die Bedingung:
s _. ; (H — x°
\ i [{_1 — z) SN @ - \:l : i

Es wird durch die Verschiebung des Schwerpunktes eine Vergrisserung der Stabilitit ein-

getreten sein, sobald in der letzfen Relation der Ausdruck der rechien Seite fiir ein positives =
Der Unterschied aber zwischen dem Ausdruck mit dem positiven

gl” den Wert:

o hat mit Fortlassung der (srisse
(
(-H" H — x) )J

x nnd dem andern fiir x
= Mt HE |- (L— )&
. (H — x} + ; (1 — s) 5N i

und damit derselbe positiv wird, geniigt die Bedingung:
X — (1 — ) sin

==},

grosser ansfillt als fiir x

H




sein soll, in die andere Form brineen:

dieselbe lisst sich. weil x Sin

cos 2y
ot - l?-'- PR " - 4
| Bl o
aus der fir - = 45" noch einfacher cot + te o, also - 90" — » hervorgeht. Wo in der

Wirklichkeit diese Bedingung erfiilllt ist, wird auch die Seitwiirtsbewegung die Stabilitit des Drei-
rads withrend der Wendung erhthen. In welchem Grade diese Erhthung stattfindet, dariiber giebt

die numerische Rechnung Aufschluss, welche zu den Ergebnissen fithrt:
X = 0 0,01 0.1 0,2 0.3 0.4
¥ < 2.78 2,83 3,156 3,456 3,64 3,93

E. Jackwitz,

Oherlehrer.




dieselbe lisst sich, weil x = i bringen:

0° — « hervorgeht. Wo in der
bewegnng die Stabilitit des Drei-
doliung stattfindet, darviiber giebt
fithrt:

0,4.

.93

aus der fiir » = 45" noch
Wirklichkeit diese Bedingung
rads wiithrend der Wendung
die nnmerische Rechnung Aud
X
-

Jackwitz,

Oberlehrer.
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