(leichgewichtslagen und Schwingungen eines Pendelsystems.

1. Feststellung der Aufgabe. In derselben Horizontalebene werden die festen
Punkte A4, und 4, als Aufhiingepunkte von zwei Pendeln angenommen. In den Endpunkten
B, und B, der Pendelstangen A4, B, =1, und 4,B, = I, befinden sich die schweren Massen
m, und m,. Zwei andere Pendelstangen B,C =1, und B, =1 hiingen in dem Punkte C
gusammen, in welchem die Masse w durch ihr Gewicht wirkt. Die Pendelstangen werden als
gewichtslos vorausgesetzt und als gleich widerstandslihig gegen Yug- wie gegen Drock

=

spannungen. Aufser diesen Spannungen 1%, 7, 7\, 1", welche als eigentliche Spannungen

positive, als Pressungen negative Werte haben, sollen nur noch die Gewichte m,g, m.g, ug

die wirksamen Kriifte sein. Als Coordinatensystem wird ein Rechtssystem zugrunde gelegt

die durch A, A; gehende Horizontalebene ist die X ¥-Ebene; die auf 4,4, mittelsenkrechte
Vertikalebene die ZX-Ebene; die positiven y rechnen nach der Seife von 4, die positiven 2
nach unten hin.

Sind jetzt die Coordinaten von A4,, d4,, B,, By, C der Reihe nach 0, a, 0; 0, —a, 0;
Systems ihren mathematischen Aus-

o

i @y, Yyy 215 Ta, Yoy %3 & 7, & so findet die Bewegung

druck in den folgenden Gleichungen:

d* o . P aiit, sl my Leg— E
by el — e S fy g = — Ty -2 — T -2
My ! My Ty I T,
dy, .oty [ L T Pty
| d*z, e By S E
| My T3 T, T T, 7 -~ Hial
| L'
| =
—
= 3 __!_ g

Nimmt man noch die vier Gleichungen hinzu, welche die Erhaltung der Pendelliingen
ausdriicken, so hat man im ganzen dreizehn Gleichungen, deren Anzahl notwendig und aus-
reichend ist, um die neun Koordinaten der drei Massenpunkte, sowie die Spannungen der vier
Pendelstangen als Funktionen der Zeit darzustellen.

2, Einschrinkung der Aufgabe auf ein symmetrisches Pendelsystem und
auf unendlich kleine Schwingungen, Angesichts der Schwierigkeiten, welche die Lisung
der Aufgabe schon am einfachen Pendel verursacht, wiire es ein aussichtsloses Unternehmen,
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auf die Behandlung der aufgestellten Gleichungen in ihrer allgemeinen Form weiter einzugehen,
Die Aufgabe goll darum die folgenden Einschriinkungen erfahren, welche ihre Lisung wesentlich
erleichtern. Durch die Annahmen [, =, =1, ' =1, =’ und m; = m, =m soll das System
als ein symmetrisches vorausgesetzt werden, Ferner soll die Behandlung des dynamischen
Teils der Aufgabe auf die unendlich kleinen Schwingungen beschriinkt bleiben, welche das
System macht, sobald es durch irgend welche kleinen Antriebe ans seiner stabilen Gleich-
gewichtslage verschoben wird.

Die zunichst vorzonehmende Umformung bestelit in der Einfihrung zweckmiilsiger Polar-

coordinaten, Die Linge A, B, befindet sich im Zustande des Gleichgewichis in der ¥ Z-Ebene;
beim Heraustreten aus derselben soll @, den Winkel bedeuten, den 4, B, mit seiner Projektion
auf die YZ-Ebene macht, positiv genommen nach der Seite der positiven #, negativ nach der
entgegengesetzten. Ferner soll 4, der Winkel sein, den diese Projektion mit der durch A4,
gehenden, abwiirts gerichteten Yertikalen einschliefst, wieder positiv nach der Seite der positiven
4, negativ nach der Seite der negativen y gerechnet. Die gleiche Bedeutung sollen ¢, und 0,
f

r die Pendellinge A, B,, sowie ¢ und ¢ (ohne Index) fiir die geometrische Linge OC = 1

haben (Fig. 1). Der Zusammenhang zwischen den nen eingefithrten Winkeln und den alten
Coordinaten wird duorch die Gleichungen vermittelt

@, = I sin g, 2y == [ gin g, E= Asing
4y, =a- I cos @ 8in ¢, |; Yy =— a - I cos @, sin ¢, | ; = Acosg@siny -
2, ==l ¢o8 @, cO8 U _ g, — [ c08 o, co8 P, £ = A cosqcos

Die Winkel ¢ und ¢ sind siimtlich spitze Winkel und geeignet, die Lage des Systems
vollstiindig zu bestimmen. Da nar unendlich kleine Bchwingungen betrachtet werden sollen,
so lilst sich schon ilbersehen, dals die Winkel @, @,, @, unendlich klein bleiben miissen,
indem sie in der Gleichgewichislage ganz verschwinden; das Gleiche gilt fiir den Winkel 1,
15

Dagegen sl

e Winkel 4, und 1, von ihren Werten in der Gleichgewichtslage abhiingig,
welche wir kiinftig mit ¥, und ¥, bezeichnen werden, und die unter Umstiinden recht betriicht-

. T . 1
|Jc_f.|II' 1r!'l_']I:-'l']I se1n Konpen.

Bevor wir in diesen Betrachtungen weiter gehen, ist es geboten, die statischen Ver-
hiiltnisse des Systems genaner zn untersuchen.

3. Gleichgewichtslagen des Systems. Wir betrachten zuniichst die ahsolut
sichere Gleichgewichislage (Fig. 2), bezeichnen mit = und z’ die im Ruhezustande auf ! und 1’
herrschenden Spannungen und mit ¢ und ¢ zwei Winkel, welche in dieser Untersuchung stets

'E'[J:'iJ[::\' sind und so definiert \'|'l.’['l||_"l'_l‘ dals 1 den Winkel .|'-'l"-.|"||1|3i-, um welchen die durch ‘;i]
nach unten gehende Vertikale sich im Sinne der Uhrzeigerbewegung drehen mufs, um in die
Lage von ! zn kommen, — ehenso ¢ denjenigen Winkel, um welchen die durch £, nach unten
gehende Vertikale sich im glei

hen Sinne wie vorhin zu bewegen hat, um die Lage von I’ zu
erreichen. Fiir die Hauptgleichgewichtslage sind ¢ und & spitze Winkel; es giebt aber andere
Gleichgewichtslagen, fiir welche ¥ und & allen vier Quadranten angehiren konnen, und es wird
sich zeigen, dafs die filr den Hauptfall aufgestellten Bedingungsgleichungen hei den so definierten
Winkeln ¢ und & allremeine Giiltickeit haben, sofern nur die Grofsen = und £’ an den Stellen,
wo sie nicht Spannungen, sondern Pressungen ausdriicken, als negative Grifsen aufgefalst werden.



Wegen des symmetrischen Banes des Systems 1st es nur nitig, aulser fiir den Punkt

noch fiir einen der Punkte B, oder B, die Bedingungen des Gleichgewichts aufzufinden; wir withlen

dazu den Punkt B,. Nach den Grundgesetzen der Statik sind nun die Dedingungen des

Gleichgewichts fiir den Punkt C: gg = 27" cos & und fiir den Punkt B, :

In £ Bl gin (g — )

Hierzu kommt die rein geometrische Gleichung 1 sin ¢ - 1" sin e = a. Aus diesen Gleichung
folgt unmittelbar

e tg e g SN E

Bgin W gin (8 — )

, 1w
I 7= -
2 cos
I COB £ 8l to &
2m 1l l::l'- tg

Verbindet man mit der geometrischen Gleichung die Beziehung 7 :7" = sin & : sin ¥, =0

at R at’
. osin P =

—+ 1"z’ Iz + 'z

und Spannuncen in die Hechnung eintreten, so empfiehlt es sich, die folgende Bezeichnung
]. =] (] ? ) = o

Da nur die Verhiiltnisse der ].J:LE.!:".?:E'H, Gewichie

findet sich sin g = 5 g

einzufithren:

[ [i’ ) 2 i
ooy B ]
l." }J! lr J.":‘ l i :'4 .‘..
T gin £
I R L S
T Bl %
3 s : ']
31N & = ! 81l i = lrl
7 -+ g 4

Aus den gegebenen Grbfsen p, ¢, NV wird die noch unbekannte Grofse u und mit ihr
s und ¢ vermittelst der folgenden Schlufskette bestimmt:

¥y \ 2
(,'-. }- ain 5\ 2 cogd 1 — sin® v = b
= "\slnw/  cos®s 1 —sinte fn W N3
el il
Wiy == s

deren Ergebnis sich unter den folgenden Formen darstellen liilst:

(f pu )2 Tk w!
ey e

111
- 2qu® - [¢* — N? 4-p* (N2 — 1)] - u* — 2qN*u g INF =0,

Die Gleichung ist vom vierten Girade, und gleichgiiltiz, ob der in den eckigen Klam-
mern stehende Ausdruck positiv oder negativ ausfillt, nach den Gesetzen der Algebra muls
sich unter ihren vier Wurzeln eine positive und eine negative reelle befinden. Wir werden
unsere Betrachtungen vorliufig auf diese zwei mit Sicherheit existierenden Wurzeln beschriinken.
Damit ist aber noch nicht gesagh, dafs unter allen Umstiinden Gleichgewichtslagen miglich
sind: die einfache Annahme z. B. a>1- 1" oder p > g - 1 macht das System physikalisch
unmoglich, wihrend die mathematische Gleichung III immer noch ihre reellen Wurzeln liefern wird.

Aus der ersten Form der Gleichung IIT schliefst man, dafs die reellen Wurzeln der
fik

— sin ¢ kein unfichter

Gleichung zwischen — N und -+ N liegen miissen. Weil ferner
- L L ({




Bruch sein kann, so schlielst man weiter, dafs «® > 1 sein muls, um physikalisch bedeutsam

zu werden. Der Grenzfall u = -+ 1 liefert die Zwangslage p =g+ 1 oder a =14 1';
die zugehtrige negative Wurzel wird nicht zwischen — 1 und — N liegen diirfen, weil ihr
keine physikalische Bedentung zukommt. Der Wurzel w = — 1 entspricht p — (g — 1) oder
a= (I —1), woraus fiir & und 4 die Werte 90° und 270" folgen, sodafs siimtliche Lingen
gich in der Richfung von @ befinden; die Gleichgewichtslage ist eine illusorische, indem s

. : : =g

und daher aunch N sich unter der unbestimmten Form : darstellen. Im letztern Falle bewahrt
die positive Wurzel ibren physikalischen Sinn. Die Grenzfille @ — - N verlangen entweder
p=0 oder g —=occ. Im ganzen sind die Grenzfillle von keiner besondern Wichtigkeit, und
wir lassen sie darum ganz aulser Betracht,

Fassen wir das Wesentliche der letzten Befrachtung zusammen, so liegt die positive
Wurzel der Gleichung 1T zwischen ++ 1 und -+ I, die negative zwischen — 1 und — . Wir

. . . [ pu . o sy -
schreiben jetzt sin & =L 21 ”\] und sin i - '{é jl |:) nnd deuten durch die Klammern an, dals
o \g

rechts die absoluten Werte genommen werden sollen; alsdann sind & und g fiir einen jeden
der beiden Wurzelwerte bestimmte Winkel des ersten Quadranten. Die den verschiedenen Gleich-
gewichtslagen L'1|[:-'I.\|'l‘.t:'||1:||1]{5u £ und 7 unterscheiden wir jetzt durch Suffixe. Bei der nega-
tiven Wurzel miissen wir die Fille ¢ 4+ w >0 und ¢ 4 # < 0 auseinanderhalten; der Fall

g+ u=0 verlangt p =10 und wird nicht weiter beachtet. Wir erhalten nunmehr

fiir die positive Wurzel

entweder & = & und ¥, = ¢ oder & = 180" — & und ¢, = 180" — ¢;

fiir die negative Wurzel und ¢ + >0

O L & und ¢, =1 oder & = 360"— & ond vy, = 180" — 7;

1
entweder & = 180

tive Wurzel und ¢ + u <0

fiir die neg

o i

entweder & = 180° — & und o, — 360° — ¢ oder & = & und ¢, = 180° -} ¢.

Die Winkel sind dabei so gepaart, dafs beide Winkel eines jeden Paares im ersten und

. - . - . - . . o tg e
dritten Quadranten oder beide im zweiten und vierten Quadranten liegen, damit N i
L=

positiv. wird. Diese sechs Gleichgewichtslagen sind in Fig. 3 dargestellt; es ist wohl darauf
zu achten, dafs & > ¢ ist. Die Lage I ist die einzige absolut sichere und diejenige, welche
iter zu entwickelnden Bewegungsgleichungen allein in Frage kommt. Die Lagen III
nnd V lkonnen als relativ sichere angesehen werden, indem sie sich stabil verhalten, so lange
es sich nur um Verrtickungen in der ¥ Z-Ebene handelt. Die tibrigen Lagen sind unsichere.
— Zur Ergiinzung dieser allgemeinen Betrachtungen wird uns die genauere Untersuchung

filr die srp

einiger Beispiele fithren.

Als erstes Beispiel wiihlen wir das Pendelsystem a =2, | =8, I' =15, N = b; also
p=04, g=16. Um iiber die Wurzeln Aufklirong zu bekommen, wenden wir auf die
Gleichung IIT den Sturmschen Satz an und bilden die fiir denselben charakteristischen Funk-
tionen, Mit Weglassung von iiberfliissigen positiven Faktoren liefert die Rechnung




V= u* - 3,2u° — 18,6u* — 80u — 64 TR s e S i
Vi=ut 4 2402 —93u— 20 —o0 4+ — 4
]'.2= T —|— T’,“f:f” 4— {1 d 5] _|_ 2 _}_ e
Vi=—u— 006 — 1 — 4+ 4+ —
Vo= —1 b
AT N e ==
HEEGL ALl .

tosicbid 4 =
Hieraus ist ersichtlich, dafs die Gleichung aulser der positiven Wurzel zwischen S5
und - 5 und der negativen zwischen — 1 und — 5 keine reellen Wurzeln hat. Diese Wurzeln
sind w = 4495 und v = — 1,14. Die erste Wurzel liefert ¢ = 2°5

.'.‘|| EJ_'J" L | I L ]

p=>5"13, e =058"56T Da g+ w >0 ist, so entsprechen die Gleichgewichtslagen des Pendels

¢ = 17" 10, die zweite

den Formen I—IV der Fig. 3. Die Gleichgewichtsformen V und VI sind dem Pendel
nicht eigen.

Als zweites Beispiel wiihlen wir a =2, | =4, I’ =5, N=}/5; also p = 04, ¢ = 08
und bekommen :
V—=u"+4 164" — 3724* — 8y — 32 i R R TP R P
Vi=— w4 124 — 1,86u — 2 — 4+ - 4+ 4 ]
Vo= u? + 2,246u + 1,0256 ; Sy A T e
Vo= u + 1,7354 e e
Vi=—1 0 ST
+1 — — + 4+ —
+V5 + + + + —
oot LNt

Die Gleichung ITI hat wieder nur zwei reelle Wurzeln, von welchen die positive etwas
kleiner als 2,16 ist, die negative ungefihr — — 0,6, Da die letzte Wurzel die Bedingung
u* > 1 nicht erfiillt, so palst sie filr unser System nicht, und dasselbe ist nur fihig, die Gleich-
gewichtslagen I und II einzunehmen. Soll diese unbrauchbare Wurzel schon bei der Wahl
des Systems vermieden werden, so hat man es so einzurichten, dals der Wert der linken
Seite der entwickelten Gleichung III fiir w = — 1 negativ ausfillt; dieser Wert ist aber
[p*— (g — 1)"] - (N* — 1), und die hinreichende Bedingung dafiir, dafs die negative Wurzel
brauchbar wird, ist p* — (g — 1)* < 0 oder a < (I — I'); sie ist in unserm Systeme nicht erfiillt.

Ein drittes Beispiel ordnen wir so an, dals N eine grifsere Zahl ist: damit wird m

grofs angenommen im Vergleich mit g. Wir setzen ¢ =4, | = 10, I' =5, N = 21, mithin
p=08 ¢g=2, m=10u. Es ergiebt sich:
V = u* 4 4u® — 15544® — 1764u — 1764

Vi=u' 4 3u* — T7,Tu 441
['-:: = g? -4 I-_’_." i 1 |151-]

Vo= — u - 245

Vi= — 1.




g

e Gleichong V= 0 hat demnach zwei imaginiire Wurzeln; von ihren reellen Wurzeln
ist die positive = 14,903, die negative =— — 1,11, Da ¢ — 1,11 > 0 ist, so ist das System
fiihig, die Gleichgewichtsficuren I—IV anzunehmen,

Wenn wir die Liingen des letzten Pendelsystems beibehalten, die Gewichie aber so
grofs annehmen, dals p = 10m wird, so ist p =08, g =2, N = 1,2, Die Rechnung giebt

Vo=t 4 40 -+ 284160° — 5,T6u — 5,76
V,— u® 4 3u? 4 1,4208u — 1,44

Vo= u® 4 3,635264 - 2,73b656

PR W e 8 Lo ¥, |

Demnach sind zwei Wurzeln imaginii

; die positive Wurzel liegt zwischen -~ 1 und
-+ 1,2, die negative zwischen — 1 und — 1,2, Da ¢ — 1,2 > 0 ist, so sind wieder nur die

Gleichgewichtslagen I—1V miglich.
Andern wir das im zweiten Beispiecle behandelte Pendelsystem nur soweit um, dafs

wir [ halbsolang wie dort annehmen, so haben wir ein Pendel, bei welchem die Gleichgewichts-

figuren V und VI zum Vorschein kommen; denn fiir a =2, =2, I' =15, N= /5, also
p=04, ¢ =04 giebt die Rechnung
Ve=u'4 08u® — 42u* —du— 08 U 5 N P e
Fi=u"+40,60* — 21u — 1 — 4+ - 4 — 4
Vo= uf + 1,1620 + 0,27 : o i
Vy=u + 0,494 —1 — + + — +
y,—1 - 05 + + +
0 — — + + +
- g = - 4+ 4 +
+V5 + + + + +
+oo 4+ 4+ + 4+ 4.

Von den brauchbaren Wurzeln liegt die positive zwischen 2,15 und 2,16 ; die negative

ist genan = — 2. Da in diesem Falle ¢ — 2 < 0 ist, so haben wir wirklich die Gleichgewichts-

lagen ¥ und VI, denen hier die Winkel &= 30" und % = 14° 28" zukommen, Dieses letzte
Beispiel lehrt uns aber aulserdem, dafls die Haupt

leichung TIT unserer Aufgabe nicht not-
wendig zwei imaginiire Wurzeln hat, wie es nach den iibrigen Beispielen zu sein schien; der
Sturmsche Satz zeigt uns, dals die Gleichung noch eine reelle Wurzel zwischen 0 und — 0,5
und eine andere zwischen — 0,0 und — 1 hat.

Gehen wir nun zu den allgemeinen Betrachtungen zuriick, und fassen wir zusammen,
was uns aus den Beispielen ersichtlich geworden, indem wir die Grenzfille als unwesentlich
aulser acht lassen, so kinnen wir das I_!'r:];__{em]t: ;|_|]:<.=:5.]-m;]];_|1|:

Erfiillt das System die Bedingung {4 1" >a, so ist dasselbe imstande die Gleich-

gewichtslagen I und II einzunehmen. Erfiillt das System aulserdem die Bedingung a < (i —1'),
0 kann es noch zwei andere Gleichgewichtslagen einnehmen und zwar die Lagen 111 und

IV, wenn g -} 2% > 0 ist, die Lagen V und VI, wenn q - # < 0 ist, unter u die negative




Wurzel der Gleichune I1I, welche < — I ist, verstanden. Da nur die

sechs Gleich-

gewichtslagen der Fig. 3 denkbar sind, so giebt es nur eine positive Wurzel, zwischen

und - N gelegen, und nur eine negative Wurzel, zwischen — 1 und — N gelogen,

N
Velcne

die Aufgabe ldsen; das System kann nie mehr als vier Gleich

rewichtslagen einnehmen.

Die beiden iibrigen Wurzeln der Gleichung 111 rden im allgemeinen imaginiir sein: sie
kibnnen aber auch, wie ans dem letzten Beispiele hervorgeht, reell ausfallen. Sind die

der Aufgabe fremden Wurzeln reell, so miissen dieselben zwischen -~ 1 und 1 liegen,

g w < N* jede

weil die aus der ersten Form der Gleichung IIT sich ergebende Beziehun
andere Lage ausschlielst.

4. Bestimmung der Spannungen bei dem in Bewegung befindlichen Systeme.
3

Wir gehen nunmehr in den Erorterungen des Abschnitts 2 weiter, und es sollen kiinftig wieder

nach der dort festgestellten Definition die Grifsen ¢, ebenso wie die @, positive oder negative

spitze. Winkel sein. Da die Aufgabe sich darauf beschriinkt hat, nur die unendlich kleinen

Schwingungen um die absolut sichere Gleichgewichtslage herum zu untersuchen. so

1 801t

liche ¢ als unendlich kleine Winkel zu behandeln, wihrend bei den @ nur ihre Abweichunoe

von den: ¢ der Gleichgewichtslage als unendlich klein gelten. Als o der Gleicl

wichts

i v ¥ TR = ] 7 A . - .

kommt nur der spitze Winkel ¢ der Gleichung sin ¢ — —— in Betracht, in welcher u die
i == d

[lll-ﬁ'i“‘\'l’ Wurzel der ]lll‘\;lbl:_'_"L-'Jll‘a]l‘..ll'_" IIT bedeutet; er soll |1(I"I].':|'ii:_5' mit ¥ bezeichnet werden.

Indem wir die vorhin erwihnten, unendlich kleinen Abweichungen der %, und ¥, von ihren
Werten in der Gleichgewichtslage mit y, und g, benennen, haben wir nur

P =—1t 4 g5 und Py =1 4+ 7,

zu setzen, und die Vorzeichen von y, und 4, werden sich genau nach den fiir die ¥

Feststellungen regeln. Durch diese Substitution bekommen die im Abschnitt 2 aufo
Werte der Coordinaten die folpende Gestalt:

Iy = "I{l' 13 i = f { sin B _:' "I."."l cos i, £ == [ cos 1 _:' J"I Sin iz
Ty =lpy, Yo=—a-+1lsing 4 lycosy, & =1cosy— ly, sny:
E = Ji i, N = li 1 ai— ) : a0 C

In den letzten Ausdriicken bedentet % die Strecke der Gleichgewichtslage
OC0=h =1cost 4 1 cos?

4] - g Y - . : o 3 4 VL %
und # bestimmt sich analog dem v durch die Gleichung sin & — X . der

iiber dem ¢

wird aber fernerhin als tiberfliissig fortgels

ssen werden, Weiter bedeutet 0 die unendlich kleine

Veriinderung, welche die geometrische Strecke OC wihrend der Bewegung erfihrt, sodals 4-p

eine Verliingerung, o eine Verkiirzung ansdriickt.

Setzen wir die neuen Coordinaten in die beiden geometrischen Gleichunger
178 = (& —m )+ (5 — i) - (E :I-;:' = (¢ ’,J - |_';-I: Vo) (6 — )"

ein, so erhalten wir mit Vernachlissigung der unendlich kleinen Grofsen zweiter Ordnung:




2 = (hip (== { s 1 — .';'r: cos )" - (h :— 7] { cos o "'yl sin .1

= (ki + a— Isiny Iggcos ) + (h+ o0 — leos @ - Iy, sin 9)*

f B o E 1 I i
Ll - o810 ) = | S &

und durch Entwickelung der Quadrate und mit Beriicksichtigcung der Relation

die folgenden zwei wichtigen Gleichungen:

| ] *-EI_
{ - | 24
A1 f
{ 1
- | 1
IV
| : COE E
=] 0
i Bin (& 1

Indem wir jetzt anch die nenen Coordinaten in die dynamischen Grundgleichungen
en drei Tripel von Gleichunger
auf die drei Punkte B,, 5., €’ beziehen:

einfiihren, erhalten wir die folgend

welche sich der Reihe nach

{ ! & o s iy [
it Lt i [ + .
| d 1Y I i
|
! — =y o : 1 Lot Jel a <= 1 gin 9 1¥, cog
1 il i 5 . I = S 08 W = . -
WmE Cos iy it Ly 510 ¥y OB 4| £

2w
mii s yr

; _.|"| - o a',-_-.\l.-ll-.‘_': Ly, min —I— g

L a 1 gin oy — 7. cos 1

I cos ap - f_;{. gin
e S i [

e e 4= @ — I sm F Ly, co8 4

|'"

dip S,

" me W~ p—1cosy o Ly giny

L l”'_. i i = = Lyt 7 T L

Multipliciert man die zweite Gleichung mit sin

die dritte mit cos @ und subtrahiert

die so entstandenen Gl gen von einander, und verfihrt man in dhnlicher Weise mit der
fiinften und sechsten Gleichung, so ergiebt sich unter Beriicksichticung der Relationen

a—Ilsmy=1{ sne h—I[cosy =1 coses:

o CosT — A sind —= |

I 'J'l': =} CO8 3 -::- _.l'

V1

[ ..l' = },u.'_:.,: cos i AL F




Aus denselben Paaren von Gleichungen findet man:

,l.'!lr_,r :*_-']III

T

Ty ot [ C08 W L psin g — Iy,
2R 4 e e

=3 L gin (& (T
: A PR = cosy —psiny —Iz ol .
”._.]l 511 U — “f-_-',._-.: —- J"_’ & , 21 (10
Aus den leteten zwei Gleichungen des Systems V leitet man ab:
T T ' AR T e S - L o 1 i
. diw d*o 1 T\ hteine g 008 8 / lain (2 T, I gin
; o B i =2l B By . e B e b
Jisin ¢ o5 eosE = { ; B i ) / Wl 7 =
) . 7
cosds— - |- geoseE
T
|||'ll1
hsi a2 d*p 45 T\ hypsine —peoss , 1, Igin (e —%) , Ty Tgin (g |- Ty
SiNE—— — COSE == = = . ; —~+ ¥yt ; o A -
VBINE —o COSE o [ . r ) 7 R 1 7 U £ I
T,
+ =L =% cos 26 —pcosa
Bedenkt man, dafs nach IV
Tiap g1n & = p CO8 & Jeab gin £ P COH ¥
Loy = > Sy und ly, = —————
b a A fa— ) 4 gin {& — 5)
» N . ol 1 i . .y ]
ist. so miissen die rechten Seiten der beiden vorhergehenden Gleichungen den mit
nu:lt;:|.~]|'::i-:'|'h-|| rechten

Seiten

der

‘.i|l.‘i-']|ll]'|‘

i

V1l

g beziehungsweise gleich sein,
Weise entstehen die folgenden Gleichungen:

Auf diese
i by 'Irll
g0 \&E— W

| . Tor coBp -+ o Bin i
J-jgsiny —— g

= > -sin (g — ) ||

r £
T leinfe4%) ; 1) | 1 .
22 Ly, —— - == COR2E—GCOSE:
iL L2 I T E ) = A
o ] - |
viil e E | : 4 T ThepeosP—osin—1Ip | &
sin (¢ — @) |—gsinp—2 .y + 25| : - sin (& b=
( Iy & "F i sing |- geose | Xy Igin (= <
\ [Ty i’ [T iy
s 18in (s — % T 1 35
: “ > Ly e el YVOIE &
AT o i 7 r CO3 & 7 1= COS &,
Jetzt substituleren

wir zunfichst fir 7, und T, die Werte aus VI und richten es duarch
Addition und Subtraktion der Gleichungen so ein, dafs 7 <4 1}" und T
Grolsen auftreten,

7," als nnbekannte

Schreiben wir zur Abkiirzung
el S
L =2¢g; :

il

= i T : \
& 8N (& — - m T —T gin (& )
=== L — : -2q 1T = : -2aV;
I i i So0s BRI Y . i L n 2O 1 2
8in COB § i
- — 08 5 == 3N
s (g — : | gin &:cob(e—1 sin {2 — ) , CO08 cot (&
=15 SRR : -




go werden 4 nnd B endliche, durch das g

ebene Pendelsystem bestimmte Grofsen bedeuten,

withrend [T und V die zo bestimmenden Unbekanuten sind. Die Heehnune nn von hier ab

"

zwei Wege einschlagen, indem entweder o und ki oder g, und gz, beibehalten werden. Wir

reducieren auf g und /iy und erhalten die fo

renden Gleichungen:

in & i P gin e cob gin® ¢ . -
hre] Ao Tle B (e —7) )i
1" ain (& Ty | I° gin (g — 17). £083 & 5in
E |'l.'|'_ in & — B
— W
[ : 0t e 1 i t B : gin & i :
e ..L - =g —sn(E—9) | U4 by = T e ]

0 CO8 g COR 1)

-+ cos P eot (¢ — P)=0.
Bis wiirde zu uniibersichtlichen Aunsdriicken fiihren, wollte man diese linearen Gleichungen
auf die gewthnliche Art auflosen: wir werden aus dissem Grunde anders verfahren. Da wir
die unendlich kleinen Grofsen zweiter Ordnung vernachliissicen, so miissen 7 und ¥ die
Formen haben

U=a-d o+ yhe, V=un 1 o+ ¢ hw.

setzen wir diese Werte in die C

eichungen ein, so sind beide Gleichungen identizch

fillt, und wir diirfen die Coefficienten von o, diejenigen von Ay und endlich aueh die freien
(Glieder einzeln 0 setzen. Daraus ergeben sich sechs Gleichungen, welche zur Bestimmung

Konstanten «, 8, ¢; «', §, " ausreichend sind. Auf diese Weise findet man chne

weitere Schwierickeit:

BN 5 g 1 21N £ C03 & 1 ]
i I = . — - = COS% 1 | ST —
—1 g in (e — ). cos (g — 1 I sin(e —7) 1 |2
B 1 sn*s | 1 . : !
e A = =7 « (810 & = BIn ap - 008 (& — A7) |
0 0 ‘ B (8 — 1) { |
L =, p —

-+ sin (= — )

g qre_ mqie

= Zq(le -4 fo L — Paguhy

'k B et o - it
e . PrTi T I r M
._lllj = M- (e - .n' o — ylth), -If.:: = g (& '|' ]'3’? ‘I‘ ¥ "I-'i:'_J-

Mit Hiilfe der Gleichungen VI kann man hinzufiigen:

o o afs o v < o o rr
Ti=mg- (" + "0 — ¢ he), a=mg (e -4 0 4+ ¢ hy),
WOrin
i BN & oy o COB : : = o« 50 A . ¥
A — - ! . B i ] o= - A s pog (e —T0)
i =) 2 7 - cos (¢ Q| — 7 = ¥ 008 ( ).

Um di

holung der Rechnung auf die Variabeln 7 und y Bezng genommen, Auf einem ihnlichen

ZeWOIni

ien Resultate auf ihre Richtigkeit zu priifen, wurde bei einer Wieder-

und auch nicht weniger mithsamen Wege wurde dabei das folgende Ergebnis erzielt:




r ! A |
e i 1 YT T O ¥i | oy It i 1 y =
piiee ) [ S i S S T ) e e L9 E 4B
] GO B 2 2 o < 2 Leoge ! 2 2
LL 1 o -
T g 3 | ] D e =g £ ew e s . S [ - ¥
I —mgeos 5 C0S { P | = ) e g
= . ng R e L .t — 7
Ty =mgceost++ —-cos (s — o o M S
[,\_ - . 2 _COSE - &
. . ! G i =4l Q0B (& ) - i cos? W .
BN & CTN RETI - Bl0 8 === » BN (8 — 7
9[ — ging W 1 COR &
& BIn® g —,l- UQ8 & - 81T Al - 8101 (F — 10 | ’ i COS &+ COBAD» COB [E = 1
: { Bin T . Bin (g == )
BID B == o ¢ = e —
™ i 8IN & - CO8 & - co8 (&8 — 0 ) e
ll_:_ — 12 y o — —
CO8 v+ co8 (&

sin* & =f- ¢08 & - in - 8in (£ — )

&n
vorher entwickelten zn iiberzengen. Auch scheint es iiberfliissier, die frither durch o und ke

Hs hat keine Schwierigkeit, sich von der Ubereinstimmung dieser Formeln mit

ausgedriickten Werte fiir die Spannungen auf die Form der Gleichungen IX za bringen, weil
erforderlichen Falls eine Substitution mit Hiilfe von IV wviel einfacher zum Ziele fiihrt,

b, Die Integrale der Bewegungsgleichungen. Substituiert man die fiir die
cpannungen gefundenen Werte in die Formeln VII, so findet man die Gleichnngen

(i ) g s ~ [ sineg I sin*m ; : .
: - = — = (g A e e e e ceob (& ) ¢os & sino - Y
i Ma - ) sin (& 4 ) ' | sin & . ’
i
8ln" & = ¥ SH1 1
— : oy
M B e — ) [gin® e - cos e sin AP sin (g —37)] ?
@ (e — 11) i s S - i ginp-.cost — ey
L& MEAE o o _ i . = s ks 't A e -
; = ( i) b - ; cot (& ) cos&-810 P - 3D
di® ] \ Xz X1 Lgin (s — 35) k=] cos £ ]
i 1 sin 2 g I sin2%]
=_:J'[:I.J_J"]- - - i - f e ! |
e /% gin2(e—ap) Leosay ' | cos & J
I'ithrt man hier die neuen Lingen £, und £, mittelst der Gleichungen ein
gin (g — ) it Z : ; A 1 e i S
= [s1n® £ 4 cos & - sin 7 sin (& p)] = -sin’e | = sin®
X i
gin 2 (g — 1) 1 sm2e , 1 sn2%
Sy ST g A s coss !

g0 nehmen die Differenzialgleichungen die hiochst einfache Gestalt an:

L1 :
a O 1 25
und man kann sofort ihre Integrale hinschreiben:

Fir

: /
. /g = q
[ ¥s + 14 = ¢ 8in ’; -u-_--f -+ ¢, cos I,f ot

X1 Gt
2 ..-"' ¥ ek 7/ i
¥s — T = G Sin ] ot - ¢, cos [ =t

Zur Bestimmung der vier Konstanten dienen die vier linearen Gleichungen, welehe ans

den gegebenen Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten entweder von g, und 7, oder von

g und Ay hervorgehen. Vermodge der Gleichungen IV geniigh es aber auch, wenn die vier
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oinnt die Bewegung duarch einen

icen Btilcke in anderer Kombination gegeben sind, Be

notwent
beginnt sie dagegen ans einer

Stofs aus der Gleichgewichtslage heraus, so ish 6z = ¢,
oo ohne Anfangsgeschwindigkeiten, so ist ¢ = ¢, = 0.

Die Gleichunzen X, XI, IV driicken die Projektion der Bewegung in der ¥Z-Iihene aus.
Um die Bewegung kennen zu lernen, welche die Projektion in der ZX-Ebene aus.
Setzen wir in

fiihrt, haben wir die ersten Gleichungen der drei Gruppen in V zu benutzen.

denselben filr die Bpannungen ihre Werte ein, so ergiebt sich

38 7 =
iy, lain e wq Tty Ly
)i = — W s B SR =il 5l
z (die g [ ain {e—70) P _| 2 005 8 [}
7 .;'"'J.,r I i I i} Tep — irrf._,
e - = i - L . =7
dt* X I sin ) ¥ 2 cos & i
A i 2hy Iy -+ a)
uh = S X ELIR
: i 2 008 # !

Aus diesen 1_iJ¢i:-|1Li.n:_=;|'11 leitet man ab:

ry Py — P
¥ - i BlN & i 210 1) LS P, g P,
di? F; i pins — ) 9 R 2 1
B
il 9 i BiNE=Bin T o, g, ., 0h 5in 7 i m, - T, { T
e T B e Sy p—" = — LR o
£ i gln (& — 1) 2 PV smm(e—w P & 2 P
d'q 1 0 T i gl gin ap Pa ~1 Py 1] S I R
== i e e = - L T =
it I" 8in (& — ) ' il s (e 2 R A 2
WOTin
1“gin (s — “ I gin (& 1
= 2ok . :
gin e ~ 810 ¢ f 81n 1
I’ 5in (& 1 ' hi*® sin{s— d
e diainach. s == )
8in I 211 1

mit den Beziehungen

- : 1 i
=TT/ . . = -
/ VE - & Ty =T
Von den drei Differenzialgleichungen liefert die erste filr sich allein das Integral
P /g
P . 1/ 3/ 4
— e ¢ 8in II -:".'-Ir —+ ¢, cos l; .f {:

die beiden andern lassen sich zwar niecht selbstindig integrieren, wohl aber, wenn man ihre

Zusammengehtrigkeit berficksichtigh, Setzt man ndmlich in diesen Gleichungen versuchsweise

okt A m .ﬁjl'[[ {]’J{JI:—J'" _:_ ‘,}.‘

rd

# Tn Fig. 4 ist die geometrische Bedentung der Grifsen A, %, &, E' veranschanlicht. Man ver-

) In Fig,
liingere .-[I fl',
D die Parallele zn OJ, welche
welcher J I verliingert in &
i L CB, D die Z-Achse trifft, -
(e

in I trifft, beschreibe den Kreis durch die Punkie O, J, D,

hezeichne endlich mit & den Punkt, in welchem die Halbiernngs-

lime von

by, OF =F, OG =%
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" » . 4 & (- J ij g A 1 " L
so entstehen mit Weglassung des gemeinsamen Faktors Ag - sin { ! 7 - r'} die Gleichungen

i L : i 1 @
=y s s o 7 L
aus welehen hervorgeht
1
ki 1 | 1 1 ) 1
= 1 W A Y, {1
k A I/ L I 1
Ln"'.ll'l'
il BB 1) 1
ll': .'l.' = _j._'] ; tl"n’I I JIJ ; .'I!J K :

Die Wurzeln d

er

1 i 1

G ,( 5 }1
1 13

ol

Aus der zweiten Form schlielst 1

letzten Gleichung sind:

1/ 0 i e 1
Voo Nk ko I l & ‘l
AT

4

nan, dafs’ die Wurzeln reell, aus der eraten weiter,

dals beide Wurzeln positiv sind. Setzt man wieder fiir die Grofsen &, & und »° ihre Werte
gin, so wird
1 1 i e (e g Ty
= > - 810 & 1= Bl i == l SIN° & == S1I1™ 1
f.: 5in I: {1 |_'J R J ity L i :
il [t . l g e
; = = gin & - | gin* & -}~ sm= o |
@, P gin ¢ - 1 8in 1 |
X11 ;
I : | 2 sin s+ gin 7 } ! sin? s - sin®%
L, [ sin(s TS v e G e i g :
I B e - At e
=tk ; gin & - l sin® ¢ L sin®* ¥ |-
E Peinap | 2

}

g Foad
L

p = 4, sin L[

Lit
*

- e = A,m, .-iin[f\l:'.l:.:a'

u Integrale lanten jetzt:

»

) + Ay sin (]

)3

t+ ;)

¥

_-r. :
/I A e

o, :| + A4,@, sin [ I ;'l
LY

Man hat nur notig, andere Konstanten einzufithren, um ihnen die Form der Integrale

XI zu geben; alsdann wird die Projektion

Gleichungen iliren Ausdruck finden:

| oy P { i
- nl/f 2%t g o5
I_ a L i I: ! e ! {
7 | o L I s ' /
X111 1 @ = ¢; 8in I L t -+ ¢, cos
g i 3 e ,-" g
| 9 == L1004 =111 l _|r_|

f _|_ Cq 00 cOs I-"

. der Bewegung in der ZX-Ebene in den folgenden

i

=

!
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1’ sin (e — )

in welchen &= ist, und L;, L,, ©,, @, die in XIT angegebene Bedeutung haben.

SN & ~= BHL %
Zur Bestimmung der sechs hinzugekommenen Konstanten dienen wieder die sechs linearen
Gleichungen, weleche von den gegebenen Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten geliefert

werden., IMe ¢ mit geradzahlicemm Index werschwinden, wenn die Anfaneslace die Gleich-
= - y = o

gewichtslage ist, die mit ungeradzahligem Index, wenn es keine Anfangsgeschwindighkeiten giebt.

Die Gleichungen 1V, XI, XIII geben die vollstindige Lisung unserer Aufgabe, sobald
die zehn in ihnen auftretenden Konstanten gehorig bestimmt sind. Die Schwingungsbewegungen
stellen sich als Ubereinanderlagerung von fiinf Einzelschwingungen dar, welche von den Pendel-
lingen &, ¥, L;, Ly, k abhiingig sind, Die Mbglichkeit ist nicht ausgeschlossen, dafs die-
selben sich in einzelnen Teilen oder in ihrer Gesamtheit periodisch gestalten. Soll eine Periode
fiir das ganze System vorhanden sein, derart, dals jeder Teil nach derselben Zeit in die nim-
liche Lage zuriickkehrt, so muls es gelingen, ganze Zahlen n und eine positive (rationale oder
irrationale) Grofse » so aunsfindig zu machen, dals &5 = & n2 =L n® = ety = hin, =
wird; die Periode ist alsdann 7' = 2= l,r’f:|l

6, Der besondere Fall, dafs ¥ unendlich klein ist Ans der Gleichung

i COs & 81N T 4 . o . : ; : J
= : geht hervor, dafs die Masse u hinreichend klein sein muls gegen m, wenn es

I W)
erlaubt sein soll, ¥ als unendlich klein aufzufassen. Die im Vorigen entwickelten Formeln,
welche 1hre Gilltigkeit behalten, lassen in diesem Falle mancherlei Vereinfachung zu; ins-

besondere erlangen die in den Integralen vorkommenden Grofsen die folzenden Werte:
I | (=]

| | 1 Ll 5 1 cos Ze
Bl R, I"coss ! PR
1 1 T 1 W 1
—_ — = — —— — -« 0ok - - — — e 3
! Iy fLamiasid PR 1" sin £ o
Tl gin & ¥iET
i}y = = 3 e
g Iy 7 g lgin &

Durch Einsetzung dieser Werte, und indem man vermittelst der Gleichungen y, = ¥ - ¢,

und g, = ¥~ ¢y wieder auf die urspriinglichen Grofsen zuriickgeht, erhilt man die Lsung
der Aufgabe in den folgenden Gleichungen:

( o e o e 2 AT

Vo T % = £; BN I ”-n' == (3 COB I_.r '(,u_"r-.

L1 18
\ — . Vi i i
P, — ¥, = 2% 4 ¢, sin l_r a ¢ ¢, cos [’ e
Ath = :

X111 | T S C % ;
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Zur Bestimmung der Konstanten mit geradem Index dienen immer wieder die anfiinglichen
Lagen, zur Bestimmung derer mit ungradem Index die anfinglichen Geschwindigkeiten.

Um die Rechnung in einem Falle durchzufithren, machen wir die Voraussetzung, dafls
die Bewegung ohne Anfangsgeschwindigkeiten beginnt, und dals die anfiingliche Lage durch

die Grofsen ¢y, T Poor Paoi Po gegeben ist. Aus den nunmehrigen Gleichungen:

e+ 1y (W, -+ 10y,) cos -l -

Py — 29 + (¥, Pia :

L] oy e op o, A -[;'J'ﬂl !
2 2 ¢ k

i 'i'q" [\q _l: Byt q-:,,m::l - p0s l/fr i - p, @, COS J-:.;{:!;
2 e . P, .|I- s S i ';_‘_‘[ =0 t. "- T .,)

lifst sich fiir jede Zeit ¢ die Lage der drei schwingenden Massenpunkte eindeutig bestimmen,
Zu einem Beispiele fiir das soeben betrachtete System eignet sich ein Pendel, welches

wir schon bei der Bestimmung der Gleichgewichtsfiguren in 2. benutzt haben,

das Verhiltnis der

Die Dimensionen desselben waren [ = 1m, I’ = 0,bm,

Massen :ll =0,1. Die gegebenen Anfangswerte sollen sein: g,,==0,07=4% @g,— — 0,04 =—2"18]
p,— — 002 = 129 L--“ = 0,06 =2952"; ¢,,=0,06=23" 26, Mit Hiilfe der e¢harakteristischen

Wurzel u = 14,903 (ef. 3 p. 8) berechnet man & — 44952 T — 0,0476 = 2°44": h = 1,353 m;
o, — — 20,004 o, = 0,09, Mit diesen Zahlengrdfsen ]mnm-.l. man zu dem lwnuli.lll t
0 or _.';. i =T R L 1 j} if

g, = 4% 6"« cos -l,- —f — 0"6 . cos I, |l: i
ot %
\ ] f R W
p, = — 212" cos l,-" fJ. f— 076 - cos l T, £
e 1/ 4 , Ry 1/ 0 ,
p=—0"25 . cos L j::_r — 126,67, pos l_f i
& .'J- f’
g, — — 2" 44" 4 39" . cos |f sﬁ—{— 2085, cos l,f =i
. ’ Ll
1_2'.3 . :_‘!ll _1.1-' + 111} || cos l ; i ::“;II 2._.: Y I:U'-.:\' 11; ‘,I ’1!

und hierin ist:

ﬂ_ _ 1618 .}{qu'l o, - Jr_-"' i 1 1B == 85O mEr
jr”- - _.’J4\ =2 i g _L___ = 3 o == ]y eheld .
fa % e 2 S ErT f ;
Pl a9 1900 a7', g a Fn __ anat 10
.13. 1}: ) = ] (9% & 3 —I.-r (18 _ -P_,-_]_-f‘ = 2”_. il_l :
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7. Das dem mathematischen Pendelsysteme iquivalente physische. Um
die an dem mathematischen Pendelsysteme gewonnenen Resulbate durch den Versuch bestitigen
zu konnen, haben wir ein physisches Pendelsystem notig, dessen Schwingungen diejenigen des
mathematischen zu ersetzen vermbgen; das Yerfahren, ein solches herzustellen, soll an dem
letzten Beispiel, das wir zahlenmiifsig durchgerechnet haben, erliutert werden.

Wir nehmen als Masse g eine 100 g schwere I'l]._-ﬁ,»:in,t_r!.;ugrdl und fiir die ]'_,'-,'mgc]] &
ditnne Fiden an. Indem wir die Ausdehnung der Kugel und das Gewicht der Fiiden unberiick-

sic

itigt lassen, entspricht die Einrichtung bis hierher den mathematischen Anforderungen. Die
Masse m dagegen, welche nach den Bedingungen der Aufgrabe jetzt ein Gewicht von 1000 o
haben mulfs, ist zu grofs, als dafs man ihre Ausdehnung vernachlissigen diirfte, und aufserdem
verlangt die Pendellinge I einen festen, unbiegsamen Stab, dessen Gewicht mit in Rechnung
zn ziehen ist. Wir nehmen daher zur Pendelstange einen 40 g schweren Fisendraht von der
erst noch zu bestimmenden Linge [ 4~ z und als schwingende Massen zwei gleich grofse
Messingkugeln von je 480¢g Gewicht, welche wir auf beiden Seiten von B, (Fig. 5) in dem
gleichen Abstande @ anbringen. Da wir wissen, dafls die reducierte Liinge eines physischen
Pendels gleich ist dem Quotienten aus der Summe der Triigheitsmomente und der Summe der
Drehungsmomente, so haben wir nur die Masse einer jeden Kugel mit M, die des Drahtes mit
M und den Radius Jjeder Kngel mit # zu begeichnen, und wir erhalten zur ]_Seslimmuu;:-' von &
die Gleichung

Y re 1 re :
T M M| o = 2 | M S g oy
2 3 i 4 L5 .

{ = - —

M (@4 0+ M({l—a)+ M+ 2)

B

Fiir die angenommenen Zahlenwerte findet man # — 0,0813m. Da # = 0,0243m ist, so
15t micht zun befiivchten, dafs der Faden " wiihrend der Bewegung eine der beiden Kugeln
beriihrt und dadurch in seiner freien Bewewunge hehindert wird. Die Pendelstange hat, ent-
) Sm, und da sich hieraus der Durchmesser des
Drahtes = 2,5 mm berechnet, so liegt kein unerlaubter Fehler vor, wenn die Dicke des Drahtes
von vorn herein nicht beriicksichtigh worden ist.

sprechend dem Werte von x, eine Linge = 1,08

8. Ube riragung der Schwingungen. Man hat ein Pendelsystem von der zuletat
betrachteten Form dazn benutzt, um in der Physik die Erscheinungen der Resonanz und Ab-
sorption durch einen sichtharen mechanischen Vorgang zu veranschaulichen,®)

Um zu erkennen, in welchem Umfange an unserm Pendelsysteme eine Ubertragung
der Schwingungen stattfindet, machen wir die miglichst einfache Voraussetzung, dals die Be-
wegung aus der Gleichgewichtslage heraus und durch einen einzigen Stols erfolgt, der gegen
B, parallel der X-Achse gerichtet ist. Von den Gleichungen in XIV bleiben alsdann nur die

Fin solches Pendeleystem , welches der helkanute Experimentalphysiker Herr &. Diiline ans

Dresden-Blasewitz bei einem hier gehaltenen Vortrage gebrauchte, hat die Anregung =zu der vorliegenden
Arbeit ben. Nachiriiglich hat Herr Diihne dem Verfasser auf Anfrage die folgende Mitteilung gemacht:
wBei der Aufnahme des Pendelversuchs habe ich mich angelehnt an Holtz: Poskes Ztschr. f Ph, u, Ch.

i ondere Oberbeck ebenda p. 254, An letzterer Stelle befindet sich auch die

1887 —18ER p- 164 ond in :

mathematische Behandlung des Versuches",

et
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drei letzten wvon Bedeutung, und man erhilt, wenn die durch den Stols erteilte Anfangs-

geschwindigkeit mit ¢iy bezeichnet wird, nach gehoriger Bestimmung der Konstanten:

Ps — P10 ; / ;
_— . _.' I
o “k 4
Py 1 Fio e 1 _-r-l, 19 ity T e I
= — — . 3111 ~b+ = - |/ sin |y
2 S Yy k 2wy — oy g

Setzt man L, — n'f, so wird n eine desto grifsere Zahl bedeuten, je kleiner ¥ ist.

Setzt man aufserdem zur Abkfirzung so entstehen ans den vorigen Gleichungen

die beiden folgenden:

et AR | % gin & sin n | :
el _

=0/

(j'.: o —_—

o, : .
. : |:H sin & — sin 4| -
g — )

Wollten wir hier, wie es bisher geschehen ist, die unendlich kleinen Grofsen der

5

zwelten Ur:]uu]lj_\“ aus der Rechnuneg fortlassen, so wiirde gy = 0 sein wewen des Faktors ek
= 4 C 0, = @

und von einer Ubertragung der Sehwingungen konnte dann tiberhaupt nicht mehr die Rede

i v a E . 4 ¥ w 1 X LU . y
sein. Wir vernachliissigen aus diesem Grunde den Ausdruek mit dem Faktor - nicht
= e — Iy
und machen nur den Sechlufs, dals die Schwingungen, welche sich von dem ersten Pendel auf
das zweite fibertragen, von einer Kleinheit hitherer Ordnung sind.

= - o ¢ . 3 o 2 N=x e oty

Der Faktor [n sin & — sin #4] nimmt fir & = ; den Maximal- oder Minimal-
. e

. T - 2N= e s - ’ . NYor]
wert (s -r- 1) 8in i A, unter N eine positive ganze Zahl verstanden. Aus der Gleichune
Jiol L) =g f g
5 I gin & : - : i : iR 2 R
= 5% = —— - 2cos" - berechnet man flir das in 6. gewiihlte Zahlenbeispiel n — 4,086,

: ~ . P10
Der absolute H{!t‘l’;ll:_:" yon gy, der nach dem soeben G sagten Immer << —
sein muls, ist demnach [g,] < 0,0024¢;,.
Die Maximal- oder Minimalwerte von g, stellen sich ein nach Verlauf der Zeiten
m ealN=z7/% 2 i by : s - :
L= o fiilr das behandelte Zuhlenbeispiel ist, den beiden Vorzeichen entaprechend,
g =

Ty = 108N und T, = 1,T8N. Ferner berechnet sich:

N 1 | 2 3 2 | 3 5
T ! 1,08 2,16 3,24 4,82 5,40
Jrh I Lis 3,56 ;‘iJ?‘]-I
1. 10 225 121 145 —131  —117 230 —17 —18
Pig |
N i 6 4 7 8 5 0 6 10
/2 | 6,48 7,06 4,64 972 10.80
i I 7,12 8,90 10,68
r. 108 Zl8y =lnEREtsg - L 306 S g o maat L aE S ey
P10
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Es verschwindet ¢,, wenn # sin@ — sin né =0 wird; die ersten zwei Wurzeln
und ihnen entsprechen die Zeiten # = 2,65,

dieser Gleichung sind &, = 38,1185, #, = 6,52
f = :'Il‘l-l|_i_

Aus diesen Rechnungen geht hervor, dals das zweite Pendel dorchaus nicht jedesmal
J

3
15 '

durch die Gleichgewichtslage hindurchgehen mufs, bevor es umkehrt, ferner dafs seine Ampli-
tuden wohl gesetzmiifsigen Schwankungen unterliegen, aber keineswegs in einer so ithersicht-
lichen Weise, dals dieselben geeignet wiren, eine Anschauung davon zu geben, wie sich mole-
kulare Schwingungen {ibertragen.
Wenn man durch ein #ihnlich gebautes Pendelsystem es wirklich erreicht, dals das

(Glang gesetzte eine Pendel nicht blofs ein Mitschwingen des andern zur Folge hat, sondern
dafs die Amplituden des ersten kontinnierlich abnehmen, die des zweiten kontinuierlich wachsen,
so lange bis der ganze Vorgang sich umkehrt, so mufs die Ursache dieser Erscheinung in der
Art der Aufhiingung der Pendel gesucht werden. Die im Vorigen durchgefithrte Rechnung hat
zur Voraussetzung, dafs die Pendel nach allen Seiten Bewegungsfreiheit haben, und an den
Aufhiingungspunkten keéinerlei Widerstiinde wirksam werden, wihrend die Pendel, bei denen
die erwiihnte Erscheinung beobachtet wird, auf Schneiden schwingen. Das Bestreben des Ver-
bindungsgewichtes, die seitlichen Pendel aus ihren Schwingungsebenen herauszuziehen, ruft an
den Zapfenlagern Widerstiinde hervor, und die aus diesen Widerstinden resultierenden Drehungs-
momente wirken wesentlich auf den ganzen Bewegungsvorgang ein. Diese Drehungsmomente
bei einer allgemeinen Behandlung der Aufgabe mit in die Rechnung .1Lt|.’unu1umn, ist wegen

der damit verbundenen mathematischen Schwierigkeiten nicht angingig. Die in der Zeitschrift

tir physikalischen und chemischen Unterricht (Berlin, 1887—1888, p. 256) zur Erklirung der
agung aufgestellte Theorie beschriinkt sich auf die Untersuchung der DBe-

Sehwineungsil

wegung von zwei Punkten, welche Schwingungen um zwei bestimmte Gleichgewichtslagen in
der Richtung ihrer Verbindungslinie ausfithven und sich gegenseitig anziehen oder abstolsen,

je nachdem ihre Entfernung grofser oder kleiner als eine gewisse mittlere Entfernung 1st.

Schrimm, Ostern 1899,

Ernst Jackwitz.
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