Britvag u ciner genetilfdyen Entwidiclung der
Planimetrir.

@heil 11

LA 0.
Punkt und LHeis,

Cebriap: Bow allen Steeden, weldye iy von cinem Punfre imerhalb eined Kreifes,  ber nidht
ber Mittclpunte ift, obey attferbalb teffelben, nady feiner Leriphervie aichen laffen, it 4 bie turdy ben Mitiel
punft qehenbe die: qrifte, 2) bie, deren Verlangerung durdy ven - Mittelpunte geht, vie Fleinfte, 3) bic nbris
gl find poavweife einanber qleidy, wenn dbre Entpmtte aleidien Bogenabitand beiberfeits von bem Pinkie
ber Fleinften Gnifermung Haben und &) defte qeofer, feoqréfer diejer Bogenabftanb: ift (Ju beadyten it
babel 8. 4, 6.)

Sy (Fig. 4,0a w by BD Durdymefier bes Kreifed, Are. DE = Are. DE,, DF > DE.

Thef.: 1) AB bie aréfite, 2) AD bie Heinfte Steede von A big jur Periphevie, 3) AE AR,
£) AF > AE. '

By ad 10(Figo 1, e b Jiche ten Raviug FC, o ift OF o CA > AF; mun ift CF
= OB, alis

s + (_ \=-~. AT,
0. 1. AB
ad 2:(Fig. 1, a) CF — CA < AF; nmmift CR—:CD, aljp

Ch —GAY | :
bisiie ARk ok o
(Fig. 1, by CA == CF < AF; nun it CE = CD, aljo
CA f'l}ll
ool ADY
ad 3: Bringt man die beiven Halbfreife aur Dedung, fo fallt E auf E,, aljo it AE = AE,.

nd &:  JFiche EC, fo ift in Sen Dreieden FCA und ECA die Seite AF > AE nad) §. 10,

< AF.

ebrf. 2.

Fujag: Qicgt A in ber Peripheric, 3 B in D, o ift die:grope Strede ber Turchmefier, bie
fleinfie Strede ift = 0.

Folgerung: Dee Duvdmeffer ift bic qropre Sebhne eined Kreifed.
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§. 15.
Grade Linic und Hreis,

1. Grflarung: e soel Ravien theilen ven Kreeid in poei Theile, qenannt Kreidaudfdnitte
ober Sectoren. Ein Kreidausidnite ift alfo ecine von ywei Kreidvabien und cinem ber au {hnen gebdriz
gen Bogen begrenate Figur.

Anm.: Jji ber Kreidaud{dhnitt fein Halbreis, fo verfteht man unter thm tmmer den Fleineren,
wenn nidt ver grofere auderidlidy begeichnet ift, analog wie bei einem 2Winfel.

I. Sehrias:  Je nadbem pic Entfermung ciner Givaben. von dem Mittelpuntic eined: Kreifed
gréfer, cben fo gqrof, ober feiner, ald ver Mabiud (r) ift, teifft bic Grabe bie Kreidperipherie i feinem,
i einem, ober i Feed, und nur i el Buntten.

Bew. ad 1: (Fig. 2.) CA fei MN; ba CA > r, fo licgt A auficehalb bed Rreifed.  Jebe
fihiefe Linic von € nady MN, 3 3B, CB ijt > CA; mithin lieat B, ©. b. jeder anbere Punfi von MN
chenfalld auperbalb bed Ricijed.

ad 2: Tem verigen qang analeq.

ad 3: CGA,, fd MN; ta nun CA,, << r, o liegt A,, innerhald bed Rreifed, trifft alfo,
ba fte nady beiben Michtungen unbegrengt qu denfen ift, ben Wmfang ver Figur nady jeber der beiben Nidhs
tungen bin wenigftend cinmal, 4 Bl in D und B, Trafe fie ihn ofter ald gweimal, fo hatte man von
cinem Punfie nady ciner raben mehr ald el gleidhe Streden, wad nady §. 9 Folg. 2 unmoglidy it

. Folagerung: Der Hrad it cime foumme Linic.

9 Folgerung: Gine Schne lfeat gang innerbalb, ibre Verlingerngen auferhald bed Kreifed.

2. Ertlarung: Gine verlangerte Sehne Heift cine Secante. — Jnnever, dufere Abjdmitte. —
Gine burdy ben Mittelpunte bed  Rreifed qebende Secante heipt Eentvalfecante

3. Grfldrung: Gine Selyne theilt ben Kreid i yoei Theile, qenonnt Kveidalbfdinitie ober
Segqmente.  Ein Seament dft alfo cine von cinem Bogen and ver quaehoriqen Sehne beqrengte Figur.

Anme: 3t ber Kreisabichnitt Fein (Halblreid, fo verfiebt man unter ibm dmmer ben, in weldyem
ber SMittelpuntt nidt legt, avenn oer anbere nidst audtridlidy beacidhnet it

2, Lehrfat: Der Mittelpuntt cined Kreijes liegt fenfredht dber bem Mittelpuntie ciner Sehne

Beaw. ;[ Ficht mon vie Hadien nady: bon Endpunften ey Sebne, o folgt ber Bews qud §. 11,
Lehifs 2.

Anvere Fajjungen ved Saped jind:

D) Tie Sentrechte aus dev Mitte cimer Sebne qebt vuedh ven Mittelpunkt ded Kreifes.

2y Tad Loth aud vem Mittclpuntie cined Kreifesd auf cine Sehue balbive viefe.

3) Die Verbinoungdlinie ved Mittelmunfies des Kreifed mit vem ciner Schne ftebt jenfrecht
auf biefer.

Fufas: Dad Loth and vem: Mittelpuntte ciner Strede it der qeometeijde’ Oet ver Miteelpuntte
ber Streife, von weldven vic Strede cine Selne ift, (8. 11, Lebrf. 20

. Aufqabe: 3 einem gegebenen Kveife vent Mistelpuntt ju finden.

Nuflofung: DMai fudbt nady Lehrfat: 2 den-Duedymelfer und: halbivt ihn, ober jieht jwei con
vergente Sehnen . ..

2. Nufgabe: Duedy poci Punfte einen Sreid gt legen.

afl dfunla: , Kolgt and vor. Fuf.

3o 80w abe ;L DuedySbrel nidye in quaver Liniviliegenve A Bunfredcimen: feis: ju legen.

Nuiléfung: Folgt aud vor. Juf. und § 6, Folg. 4

Folgerung: Em von - orei “Punfien Gev Pevipherie aleichaveit entfeviter: Punki ije ooy Mittel:
punft bed Hreijes.

3. Cehriap: Gleide Sehnen cined Kreifed fine vom: Mittelpunfte gleid) weit entfernt.
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Bew.: ikt man vic Verbinbungdlinien ves Mittelounkied ved freifed mit oenen’ ber! Sehne unb
mit einem Gnopunfte jever Sehne, fo folgt ter Sap aug §. 1078 L

g Lehriap:  ®lidy weit som Mittelpwitte cined Kreijed entfernte. Schnen find gleich.

Pew.: Dem vorigen analog,.

5 Cebefas: Bon poel ungleiden Sebmen djt die fleinere vom Mittelpunfee weiter entfernt.

Bey.: Legt man, wic ¢8 nady Lehef 3 geftattet ift, vie Sehnen wic in Fig. 3, o it CG <
CH <ICFi

6. Cobrian: Won swvel wngleidy weit vom Mittelpunfte cined Sreifed entfernten Selnen ift bie
wom Diittelpuntie weiter entferniere die Feinere.

Rew,:  Gontrapofition von Lebrf. 3 und Anwenbung von Lelbrf. 5.

A Nufgabe: Gine Lnie ju jichen, bie mit einem gegebenen Kreife nur cinen Punfe gemein hat.

Aufldjung: 3iche vurdy ven Gnopunfe eined Raviud cine auf ihm fenfrechte Grave, fo ift diefe
pie verlangte Sinie (nady Lebef. 1 diefed §). :

A Grilarung: Gine Grave, welde mit cinem Kreeife nur einen Punft gemein bat, beift cine
Tangente ted freifed in bem Punfie.

7. @chrfan:  Gin Kreid bat in cinem Punfte nur cine Tangeonte.

Bey.: (Fig. 4) icht man durdh A aufier ver auf AC Senfredyten nody bie auf fhr febiefe
Zinie AE, fo muf vas auf viefe gefallite Perpenvifel CF innerbalb ves fpigen LWinfeld fallen, weil i ent:
geacngefepten Falle ein Dreied mit cinem vechfen und fumpjen 9Rinfel Fuqleidy entftande.  Mun aber ijt
CF < CA, alfe F innerbalb ped Sreifed; mithin fdmeibet pic febiefe Rinie ben Sreid in el Punften
und it fomit cine Secante.

MAnmerfung: Bei ver Entjichung bes Kreifed dnvert der beweglidhe Gnbpunft bed Mabiud in
iebem Buntte feiner BVabn feine Ridtung. . Denft man fich aber, baf er eimmal in irgend cinem Punfte
feine Michtung beibehiclte, alfo in ciner graben Linie fortginge, fo wdre diefe vie Tangente in van Puniic.
Deshalb fagt man, jeber Naviug feeht aui ter Ridtung bed Kreifes in feinem Treffpunfre, Hirger auf bem
Kreife fenfrechi.

8 Lehrias: Der Mittelpunte vined Kreifed Hegt fentrecht fiber bem Beriihrungspuntte der Tanaemnte,

Bew.: Da vic Tanaqente auf bei Rabiud fenfredht ftebt, fteht audy ver RNabius auf ber Tangente
jenfrechi.

NAnoere Fafjungen ves Eabes find:

1y ©er nady vem Beedbrungdpunfie ciner Tangente geioqene Raviud fteht fenfredt aunf iy

2) bie auf einer Tangente in ihrem BVerithrungdpuntre evvichiere: Senfrechte gebt - bued) ben
Mittelpuntt ved RKreifed, und

3) bie aus  vem Mittelpuntic cined Kreifes aui vie Tangente gefillte Senfredyte trifft ben
Berfhrungspumft.

Taraud folgt vow jelbjt vic Yojung: der

Nuiqaben: 5y Ginen Sreis qu seichmen, ter vine Geabe ineinem qegebonen Punfie bevithre,

G) 2n einen Kreid in einem beftimmten Punfie cine Tangente au gichen.

Fouwfaabe:  BVon einem Pavrkee auperfalboeines Kreifes anvicfen eine Tangente qu Fichen.

Nufldfumg:  (Figd 53 it AB dbie won A qud an ten Rreld wm Clgezoqene Tangente, o7 muf
A CBA in'B rechtwinflig feins @iess it wer Fall, wenn vic Mittellinie ool B ang =" CA jt Chad
§ 11, ufg. 7, Folg. 20 Halbivt man affo’ €Ay fo muf 8, va' A€ frerd Fleiney, "ald bie gropic und
grifer, als pie flemfte Gnifermma: bed Punbles A von ter fKreldperipherieift, nady '§. 14, Hebef 2, von
emy Halbirungepuntte tm . AC entfernte Punfre B une! B, geben, tweldhe bic Berabrung@puitte ter beis
pert moglichen. Tangenten fink.



(Eongrueif. 1.0

—
3ufat:  Dic beiben von einem Punfte auferhalb cined Kreifes an ihn gegogenen Tagenten find
bis aum Bertibrungdvunfie aenommen, qleid.
o laerudtas @
Ded

Der von beiven: Tangenten eingefchlofjene. Winkel wivd burdy bie Berbinbungslinie

geqebenen Lunfred mit tem Mittelpuntie ted Kreifes halbict, ober; bie Halbirungglinie bed von el

"5.\1:1}1.1'“:“1 aebilveten concaven Winfels gebt vuedy e Mittelpunit des Kreifes.

B, Nufqabe:  Ginen Sreid u conftvuiveir, ber poed gegebene  Linjen berilbre,
Nufldfung:

§. 12, Lehef.A, Zuf 2, ober 8 14, Mufas

2, Bolg. 2
ibre Werlanaerung big jum Durdhfibmitte nicht qeftatter, fo verfalire man folgenbermagen: (Gig. 6 Jiche
in At AR = EhE:

Sie berubt, jc nadbem bdie geqebenen Linden pavallel, ober convergent find, auf
2,8 2, Sdwmeiben qidy bie Gonvergenten nidt, wnd ijt
auéd cinem belicbigen Punfic yon, OF AB || MN, chenfo CD || OF, mady AG=CD, amd ziche FE || OF,
Tie Halbicunaslinie vow AFE halbirt audy ben purdy bie Berlangering ooy Eonvergen:
ten enttebenten Winkel nady § 12, 4 Lebef., Folg. L une §. 12, 13, Ll

§. 1.

Winkel untr Kreis.
Gritarung: Periphecieninfel vined Kreifes
Peripherie leat unt veffen. Sehienfel enbmeber wel Sebnen,
avifden feinen. Sehenfeln legente Kreigbogen heipt au ibm

1, Xehrefabs

ift cin (eoncaver) MWinfel, befjonr Sdeitel I ber
ftehenben Gentriminfels.

ober cine Sebne und etne Tangente find.

aehorig, ber Binkel auf i jiebend.

Ter
Gin Perivheriowinfel cines Kreifes ift vie Halfre bed mit-ibm auf gqleichem Bogen
Peweid:

1. Kall: Der cine Schenfel it cine Tangente (Fig. 7 a).  Halbire DCE burdy CF, fo
ift EDB = DCF, al8 Gomplemente won CDE umd ADE — DCG, als
2 Fall:  Beive Scventfel find Sebnen (Fig. T, B), Fiche
pic Tanaemte EF, o ift BBA — 1 ACH ox
Geichinqen von 2 R

Supplemente pleicher 2Winkel.

vy ben Scheitel B ped Winkeld ABD
. 1 BCD.

=i
.

wolgerung:
Anmerbung:

¢ FBD
R, fo bleibt 2 ABD —

o'
Subtrabirt man bie Swmme bdiefer
1 ACD.
Tier Peripheriowinel any vem Halbfreife ift ein Nedster.
Hicraud crgicbr jieh audy vie obige Lojung ber 7
einfacdhe Gonftrnction eined ‘redyten QWhinkels.
2.0 Fplgering:
unt wmgekelrt.

7. Nufpabe bicfes §. und cine
M gleiden aroferen Voqen qeborven gleiche arofiere Leripheviewintel
3. Folgeruna: Peripbericwinfel itber Implementbogen find Supplementivinfel.
2. Sehrfas:  Ginauf cinem Kreidbogen jichonber Winfel, vefjen Epike fmerhalb ober auperbalb
oer’ Pevipherie Lieat, it besiighdy areger over fleiweral8 v gugehorige Peripherienintel:
Pew.: G berubt auf § 10, 1. Lebif. 2
Folgerumyg:

Won bomr durdy dle Spihe undo cinon - boliebiqen  Vunft in jebem

Winfeld gelegten Kreffe ift ver ven Winkel cinfhlicfenbe Bogen ver geometvifdye: Dre ' aller

9Rinfel qleichen, ber von dem TWinfel Lefpannte Bogen der foiner Supplementwinfel.
Wupgobe:

Schenfel cined
bem gegebenen
Weber ciner geqebenen Stoedte ald Sebne einen Kecidbogen qu beydyreiben; | ber cinen
acqebenen Winfel Tapt.
Nuilofung: Die

Stree fei o, der Winfol e pann ift ver au ihm gehovige Gentrivvinfel
une ber Bafiswinfel ved pleidjchentligen Dreiedd, in weldyem er an ver Spige livgt, = R —«, woburd)
bie eitere Yojung-gegeben (ift. — @ine 3
L, Anmevfung:
2. Anmerfunyg:
ihrem @egenmminfel 3u confteaiven.

—
3
[ — T

eite ¥ofung craicdt fidh aud bem 2. Fall bed 1. Lelf. biefes §.

— I'l'-|,
2, fo fdiligt man Gber a cinen Halbfreis.
Gine anbere Faffung der legien Aufgabe ift: Ein Decled aud einer Seite und

.g'i_:!..i
AU man fidy vabel quf bie wickidy wen cinanber veridichenen Dreiede
cinfdveanfen, fo veidht bagw, wie leidyt crfichtlich, bie cine Halfte ved beteeffenvon Bogens aus.

="
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§.117.
Parallelen und Hreis
{. Qchrfap: 2Wird cin Kreid von jwei Parallelen getroffen, jo Liegen swifhen ibnen gleithe Vo=
gen, o8 mogen Die Parallelen beibe Sehnen, Sebne unb Tangente, ober beive Tangenten fein.
Bew.:  Jicht man (Fig. 8.) BC, BI umd KI, fo ift beyiglich
AEC — DCB, ABI — FIB, GKI — FIK,
A = PR ST BT Gl =TT
2 Lehrefas: (Umbchr. v.1.) Edneivet man eincrfeitd ciner Seline von ihren Endpunften aud
wom Sreife aleidie Bogen ab und verbindet beven Endpunfte, fo find bic Selnen parallel. Leat man burdy
pen Halbivungdpumit cined Bogens einer Sehne eine Tangente, o ift audy dicfe ver Selme parvallel. Die
burdy pie Enbpunfte cined Turdymefierd gelegten Tangenten jinb paraliel.
Bemweid: [eidt.

§. 18.
Figuren und KHreis
I. Grilarung: Gine Figur heipt in ben Kreis bejdriedben, wenn ihre Seiten Selhnen bed
Sreifed find; der Hreid iff vann der Figur umfdricben.
2. Erflarung: Gine Figur Heift wm den Kreid befdricben, wenn ihre Seiten Tangenten
ped Sreifed {ind; Der Mreid it bann ber Figur cinbefdwicben.
L ©reicd unt: Kreid.
1. Rebhriat: Um jeved Dreied (GFt fidy ein Kreid bejdyreibon.
Bew.: Liegt in 6. 15, Auf. 3.
Folgerung: Die aus ven Mitten ber Decieddfeiten erviditeten Perpenvifel {dmeiven fich in einem
Punfte, ver, j¢ nadbem bas Dreied viss, vecdts, ober fumpfwintlig ift, inherhalb bed Dreieds, im Mittel-
punfie der J}nporrmlﬁ, ober auperhalb bed Dreiedd  legt.
Bew.: Beim piswinfligen Dreiede ftebt jeber Winkel auj einem Bogen, feiner ald ber Halb-
Freig, alfo liegt ber Mittelpunfr ved KLreifed awifden jeder Winkelfpige und ihrer Gegenjeite.  Veim vedhts
winfligen Dreiede fallt Kreis= und Hovetenufenmittelpuntt jufammen, wund vabin geben audy vie Perpenbifel
aud ven Mitten ber Katheten. Beim ftumpfwinfligen Drciede freht der fumpfe Winkel fiber cinem Bogen,
qrofier ald ber Halbfeeid, alfo liegt feine Gegenfeite wifdyen vem Mittelpunfee bed Kreifed und der Spige
feined Geqenmwinfeld.
2, Lehrfag: 3n jeved Dweied (aft fidy cin Kreid befdyreiben.
Beweid: Beruht auf §. 11, Aufgabe 2, Folg. 2 unv ' §. 5, Lehpf, 2, Folg. 2.
Darvaud erqicht fich augleidy bie Lojung Der allyomeinen
Hufqabe: Fuw brel Graven cinen berithrenben Kreid ju seidmen.  (Analogon ven §. 15, Aufy 3.)
Determination: Haben die vvei Graven Feinen Durchjdhnittépuntt, v. h. find alle brei cinan:
ver parallel, oder Baben fie mur cinen Durchichnittdpuntt, b0 W gehen alle orei turdy einen Pamft, fo ges
jtattet bie Aufgabe feine Lofung. Durvdchneiven fidy vie trei Graben in zwel Punfeew,” b b find oed
von thuen parvallel und werben von ber  oritten  burdfebuntiteen, o find awel Lonomgen moglidy.  Durdy
jdbmeiben fie fidh in brei Punfien, {o {ind vicr Lojungen moglid.
Fnnerer;, auficre Berhbrungsheeife cined Dreicdd.
Grilarung: Die Mitelpuntic ved cinem Dreiede cinbefdrichenen unt  umfhricbenen: Kreifed
beifien: awei mer Bwfivdige Punbre bed Decieds.  (Bergleiche § 19, Lebrf. 7, Wninr. 2)
IT. Wiered unb Hrecis.
o 2ebhrfaf: Die ®egenvinkel cined Vicvedd im Kroife find Supplementvinfel.
Bew.: Liegt n §. 16, Folg. 3.
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2. Lehriag:  (Mmfehnmg von 1.) Sint: in cinem Vievede die Gegenwingel Supplemente, o
[Gfit fidh um vajfelbe efn SKreis befhreiben,

Bew.: Der durd) brei Winkelpunke legbare freid qebt nady . 16, Lchef. 2, Folg. audy durds
oen wiceten,

Solgerung: Um vie redytivinfligen Pavalielogramme, und  gqraden Traveie [apt fich ein Krels
bejchreiben,

3. ¥ebhrfag: Jn cinem tem Sreife umfbricbenen Vierede find vie Summen ber ®eqenfeiten
cinanber gleid.

B Riegt in §.15, Mifg: 70 ufas.

A% hefal: (Wmbehiung von' 3 Weniin' chem Vierede vie Summen ver Gheqenfeiten gleich
find, jo Tapt fidy in-vaffelbe ein Recid befdweiben.

Bew.: 3u drel Seiten tes Vieredd (@Gt fidh nads ber [eten Aufgabe fevenfalls ein Berithritnigs:
freig ichen. @8 it nur nadgwweifen, daf viefer Kreis audy bie vierte Seite 3. B, DB (Fiq: 09 bevithre,
Berdihree er fie nicht, fonbern 3. B. DF, o verlamgere: man AB b8 jum Dawedyichnitte mit DF: bann
ware nady vem vorigen Sage EA 4 DF =— ED AR mady Vorausdfebung it

EA -+ DB — ED + AB;
DF DB = AF — ABi— BF,
mwasigegen §.000, ¥ehrioh, Folg: 2 fireiter. — Schnitte DP ten {vels, o whre Dot Beiweis qanz analvg.

L. Solgerung: 3n bdie gleichieitiqen Pavallelogramme &t fich vin Sreis: befdiveibin.

2. Folgerung: Jn und um ein Quavvat [t fidy el freis Oefdreiben.

3. Felgerung: ©ic Mittelountte ver cinbefdhricbenen wnd wnfdicbenen Parallelogramme fallen
mit bem WMittelpunkee deé Sreifed wfommen.  3n oen gleidhfeitiqen Parallelogrammen feaen aljel alle Sei-
tenoon Miteelpunbre gleidwoeit entfernts. in  ben ungleidyfeitigen gt bic gqedfere bem: Mitkelpuntie naber.

L MegulareBolygone unb Kreid

Lo Yebrfag: Um und in jeoed requlive Pologon (et fich ein Keeis’ Gejdeeiben,

Bew, :oiBient g 13, Folgu2,

Lo Aupgabe: Jnoeinenw Sreid ei vequidves med 3 befdhreiben,

Auflofungs CThoift maw ven wollen: Winfel win' ven Mittelpuntt in n gleidywe Theile, oo qebovo

taju n gleidhe Schuen, von benen e awei sufamnenjtofente einen 2infel bilken, weldser - “ = ven ber
Periphevie befpannt.  Uniere bidhevigen Mitiel geftatten und vie Eonfiruction ber vequiaven 3. 24: Swid
4. 2rede, wo n jebe endlidye qange 3abl, 0o mit gevedmet, bebeuten: fain,

2. Nufgabe:r Ein Quavvat dn:ben: Keeis e zeidmen,

Auflofung: Berbinde die Endpunfte awvoier auf einanter jenfredten Durdymeifee.

Folgerung:  Durdy fortacfeste Halbivemg  ver Centrivoinfel gelangt man s fammtliden reque
lGren 4. 2= edon.

o Aufgaber  Gin vequidres Sedéed n ven Kreld qu zeidmen,

Nuildsfung: Doy Raviud it feine Seite.

L@ olgevung: Berbinver man die- abwedsielnben Gefen bed requldarven Sechdedd  vurdy Selnen,
fo entftebt bas aleichieitige Dreied.

2 Folgerung: Durdy fortgefette Halbivung der Centrivvinkel aelangt man qu fammtliden ve
aularen 3. 2 = ecfen.

4. Aufgabe: G requidred ned (mit ber obigen Befchrantung) tn venr Kreld s geidynen.

Aufléfung: Man theilt den vollen MWinfel wm ben Mittelpunft in n gleide Theile und legt
burch dic Gurpuntte bee theilenden Madien Tangenten.. Dann find (Fig- 10) dbie Winfel G =H =1 =1. . .,
als Supplemente gleidyer Winkel.  3icht man ferner OH wund O0G, fo ift OA = 0A, x HOA = GOA,;
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alé $Haljten gleidher Gangen, OAG = OAH (= R), folglich /\ OAG 22 OAH unb AG — AH.

Gbenfo wicd feve Seite bes nedd in ihrom Berlhrungdpunfie Halbitt. Da mm nah §. 15, ufg. 7,
uf. bie balben Seiten gleich find, jo find ¢ audy bie gangen.
IV, 2mwei Kceife
1, Ecflarung:  Haben gwei verfhicorne Keeife ven Mittelpuntt gemeinjdafilidy, fo Beifen fie
concentrijdy und ihre Differeny cine Covona ober cin Ring.
9 EFlarung:  Sreife mit' nidt gemeimfehaftlichem  Mittelpuntee beifen ereentrifdy und bie
@Entfernung ihrer Mittelpimete Eentrale.
Greentrifihe Sveife fonnen folgente ¥agen habot:
1) Eic haben feinen Punft gemeinfdyaftlic.
e, Jeber liegt gang auferhald Ded anbdern.
s, Giner lieat qang innerhall bed anben
2) Eie haben einen Punft qemeinfchaftlich. . Eie beifen tann berfibrenbe und ber gemein:
fhaftliche Puntt Berliihrungdpunktt,

e, Seber leat auferhalb ded anbern, — augieve Beribhrung,.
g, Der fleinere liegt tnnerbalb bes gquofiern, — innere Beerihrung.

3. Sie fdimeiven fich,

1. Qehrfap: Riegen awel Sreife auferhalb cinanver, olme fidy3u berithren , jo ift ibre Gentrale
qrofer, ald bic Summe ibrer Rabien.

Bew. oo (Fig, 11 Das Gange ift qrofer ald win Eheil von ibm;

2 Lebriat:  Legt ein freis, gang innerhalb eined anbern, fo it die Genteale: fleiner, alé bie
-5 Tiffereny ibrer: Mabien.

Bew.: (g 120, Die, Biffereny ey Nabdien, CA G Biift = CC; #= BA, aljv > CCy.

3. Lebriap: Jwei fidy beritbrente Kreife haben im BVertihrungspuntte cine gemeinfdiaftlidhe Tangente,

Bew, 1, (Fig 13 a 1. b, Legt mon  burdy ben Bevihrungdpunkt A an, ben, cinen | Kreid, 3. B
am e ume G, eine. Tangente; BD, fo hat dicfe miv pon gweiten Keeife audh e ben s Pundt A gemeins
jchafilich, it alfo audy e ibm eine. Tangente. . Aud Fig. 13, & cebellt bied auf ber Etelle. ) Tive, fic in
Tig. 43 b oau ihm Secanie, fo lige ¢in Seqment ved Keerfed aom C, omit bem freife um € auf) einer Seite
per Tangente.  Jrgend cine in dicforn Segmente von A aud gezogene Sehne yoticbe, fomit i ben Kol
um C fallen und mit iho ein, Theil bed betreffenven Sequented, b b, die Kveife hatten mebr alé cinen
Tunft” qemeinfam, toad wiber bic Vorausiegmg ijt.

1. olgerung: Bei poei cinander vom aufen - obeeinmen: berthrenben, Keeifen lieqen: bie Mittels
punfte wit beme Berdbrumpdpwifee, i graber Yinde, ober bie Gentralet gebt, bei ber) inneren Berithrung ver-
langert, burdy ben Berlibrungdpuntt,

2. Folgerumg: «Bei 3wei cinanber von aufien ober inmen bevihrenben Kreifen iff dic Gentrale
begtialich gleich ber Swmme over Differeny ver Nabien.

A 0% eheTagr rSdneived fidi et Wrafei=fo fdnebénfie it i aiel Paniften; teren Vegs
binbumgslinie, oie Detben Rreifen qemeinfhaftlidhe €ebne, auf ber Gentrale fenfredyt ftelht wnb von b
ljalbive yoire.

Bew.: Dip Eentrale und bie Nadien beider Heeife nady cinom  Sdpvittpuntee’ Biloen “anf einer
Sette ver Gentvale’ e el Dreted, auf fadandan Seite ebenfalls it eing, Cbem Ceeften | comgtiented unb
fo licgenoed, ‘Do piegleiden Seitent voneinen’ b “bemfelben Punfie 'audgelen! Ulfe find e 0w
Durchichnitte moglich.  Dic von beiven Drefeden qebilocte Fiaqur ft nun entweber cin Deltolb, obee el
gleichichentliged Dreeted, fedadbeny cin ‘Keci@mittelpuntt aufierhall ver geméimfcharilidhien. Sehne ober in ihr
liegt.  Dic wbrigen Theile der' Bebauptintg eegeben fidh mun nady §. 11, Gebif. 1 1.3,
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Folgerung: Bei ywel fich fbneivenden Rreifen ift die Gentrale bestiglidh z ald bie Snmme
ober Differensy ter Havien.

3. Grildrung: Die beiven nicht gemeinfibafilidhen Theile pweier fidh fdneidenden Sreife Deifien
Monbhen (lunulac).

5. Rebhrefap:  Von ven Eehpfdpn 1 amd 2, ber Folg. 2 bes Mebef. 3 unbr ver Folgerung oes
ebrf. 4 gelten audy vie UmFehrungen.

Bew.:  Hatten die beiden Kreife bie in frqend einem diefer Umfchrungdfape behauptete age nidyt,
fo Honnten fie, ba durdy bic fiinf Fale alle moglichen Yagen eefehopfe fink, mue eine ber oo anbern haben;
Jebe dicfer anbern Yagen bat aber ein Verhdltnig der Centrale At bem - beiben Madien jur Folge, die bem
in bem betrefenven Wmbehrumgsfate angenommenen wiberfprid.

§..19.
Vergleidhung viumlicher Grafen in Seyug auf ihre Grifie.

L. %ehriag:  (Grveiterig von §. 12, Lebef. 17) Trdgt man auf einér von el converqenten
Linien von einem beliebigen Puntte aus n an fidy beliebige, aber unter fich aleiche Streden ab, und zicht
burdy bie Theilpuntte Parallelen bis sum Schnitte mit ter anvern: o find die von ven Durchichnittavuntten
bearenzten n Streden ebenfalld unter fidy qleich,

Bew.:  (Fig. 14) Man ziche twedy A, B,, C,, . . . dic Parallelen A, F, B,G, C,H,
gw MNS  panit’ find ‘die” Treiede A, FB, ,'B,GC,, C\HD,, ... congruent, (4. @Gongrenii), alfo
AB, =B,C; =CD,,....

1. Aufgabe: (Vergleidhe 63, Anm '2.) Gine geqebene Strede in o gleidie Theile wu theilen.

LoAuflofung:  Regt man an einen ihrer Gidvunfre unter cinem belicbigen 2Winfel eine qrabe
Yinie und tragt vom Anfangdpunfie aud n belicbige, aber unter fidy qleiche Strecten ab, fo folat bic meitere
Lofung aus vorigem Lehrfag. Der Unbequemlichfeit, wicberbolt Rarallelen sichen au miffen, entacht man
pirdy felgenbe

2. Auflofung: Man fege durdy Oeive Endpuntre ver gu theilenden Steecfe, aber  auf verfdies
pertey Seite goel Pavallclen, fdneide auf jever verfelben vom MAnfangdpunfee aus n — 1 belichige, ‘aber
unter fidhy gleidhe Steeden ab wne verbinve ven erfien, wweiten, .. . Theilpunkt ber cinen Beyitqlidh it dem
legten, worleBten, . . . ‘ver gociten’ Parallelen, o wird durdy bie Durdidmittsountte bicfer Berbinbungs:
linient mit ber geqebenen’ Strede’ diefe i m gleidhe Theile getheilt. Der Boweid ift leidyt.
mq - p

o fo fdmeibe man auf

L. Anmerfung: 3Jft o cine gemifdte 3abl, 3 B.=m-4 !; =
per Hilfstinie mq = p gleicdhe Theile ab und faffe je q sufanunen.
1. Folgervung:  @us 4. Aufltdfung.y Dieo bei Ler Theilwng ciner Stvede in o gleide Theile
: : . y = : - i e L B Jas
gesogenen Parallelen biloen cine avithmetifhe Reibe, fo vaf fie besiiglich e or —o s e o Dor @trede find,
¥ I

n'
. ber fie parallel gezegen find.

2. Anmerfung:  Hicrauf berubt bic Gonftruction und ver Glebraudh  ved we ¥ilingien
Magitabes.

2. Aufgabe: (Bergl. § 3, Aujg. 5.) Das (irrationale) BVerbaltnif aweier incommeniurablen
Streden - anndbernd angugeben.

Aufldfumg: Die gegebenen Streden foit AB wnd €D, Man theile AB in n gleiche Theile
=« unb trage « auf CD fo oft alé moglid), 3. B. m mal ab, fo bag alfo AB = ne und me < CD
< (m + 1), e,

el Sty ERLe D g @ i gl G s ikl

AB Mz n AB I

wh

&=
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Ter Unterfiicd aoifdien ten beien Gremgverbidlinifien ift der endlidye Brudy —, alfo bie rveciprofe
n

Nzahl ber Theile von AB,  Je aréfer man aljo n annimmt, befto fleiner wird o une fann fo Fleiner,

alds fobe: anaebbare Jabl, b b wnendlich Flein gemadyt serben.  Mithin: fann man ;- je groger n ift, mit
befto mebr Medyt bie beiden rationalen Grenzoerbaltnifie einanber, unbd jebed von ihnen ihver Mittelgrode,
bem qefuchien: iveationalen Verhalmifie, qleidhjesen:

3. Anmerfung: Dafielbe Verfalyren  gilt bei’ ver Ermittelung - bed Verhalimiffed  ocier Winfel
ober Rrcidbogen.

& fAnmerfung: In der Pravid bedient man fich fu ciner anndbhernd Hodit qenaten Bejtimmung
tes Verbaltniifed aweier qraben Sinien ober Jweier Streigbogen bed Noniusd oder Bernier

5. Anmerfung: Die wirflidhe Erijten; incommenjurabler Streden [aft fid 3. B.an ber Seite
wnb Diagenale eined Quadrars: nadymeifen Y Fig. 15 fei ABCD cin Duabrat amb AC eine feiner
Tiagonalen.  Tragt man CB —= CE auf CA ab, fo ift per Meft BA-<< AB, | Grridytet. mon EF 11 AG,
io ift EF — EA —/FB, (§. 9, %hef. 2). E8 ift alfo AEF ivic ABC cin rechtivintliq = qleidy{chent-
[fqed Dreie und AE in AF cinmal plus einem Refte, alfo in AB jweimal plug cinem Mefte - enthalten,
Die oben angejtelite Betradbtung muf fidy wegen ver Gleidbartighert ber betradyteren Flauren mwicoecholew,
o b, ed g fters cin Rejt bleiben.  Dad Verhalimif Lafe fidy alfe darftellen i bem unendliden Kettenbrudye:

Diagonale 1
w e L . I
Seite 5 -+

S ehd S UL
a0 s B
peflen - Mahooungdwerthe 1, ;, _;:., :;J ih, {_;::,

2. Folgerung: Fragt man auf ciner von Jvel convergenton Qinien von cinem beliebigen Punkie
aud n belichiae Streden ab aund aicht burdy vie Theilpuntie Parallelen bid jum Sdhynitte mit ber anbern,
fo find bie Gomologen Steeden gwifdhen, den Pazallelen proportionirt,

Bew.: Man denfe fidh im Falle der Commenfurabilitat ju ven Streden AB und BC (Fig. 16)
bas grofte qemeinfchaftliche Maf gefucht, auf AB und BC abpetragen und burdy bic neen Theilpuntie
Parallefr 3 AA, geoqen; dann berubt ber Beweid anf Lebrf. 1 biefes §.  Fiw ben Fall ‘oer JIncommmer:
fucabilitdt ift die 2. YAufgabe au beriidjichtigen. Da ver Werdly ber Gremyverhalinifie unabhangiq von « ift,
fo find nothwendiq bic Grengverhalmifie fite bie Steeden auf beiven Convergenten gleidy.  Denne wifdien
penjelben, fich iné Unenblicdhe nihernoen Ghrengen liegt mue eine Mitkelqrofe.  Nimme man’ ndmlbid)  zwei,

O 11

£ .  BIRS 8l :
1 B.ovound vy, an, fo muf v— v, < — fein, welde Diffeveny, wemn o nur qrof genug angenommen
) n

wirt, ter O belichiq nabe gebradyt werben fann. — Alfo verhalt fidy aligemein AB: BCr; AQ = A)B
ByCine 830y

3. Folgerung: Werben' auf cinem Schenfel eines Winkels vom Scheitelmmbte ausd belichige
Streden abgetragen und burdy bie Theilvunfte Parallelen bis um andern Edyenfel qezoqen; o find bie
vomt Sdicitel aus qerechneten homologen Abfdnitte unter fich unb ten trdy ihre Endpunfie gehenten o=
rallelen proportiomivt, alfo (Fig. 1D

AB -#AC : AD : AE — AB,: AC, : AD, 1 AE, = BB, = CC, : DD, : EE,.

3.%Uufqabe: Gine Strede in el ober mehrere anbere von  gegebenem Rerbaltnifie gu Heilen.

Hufldfung, ver ver Aujg. 2 analog-

A NAufqabe: Bu vrei gegebenen Stveden bic vierte Proportionale ju finden.

ufléfungen ergeben fidy aus vem Vorhergehenben mehrere, fo wie fir bie ipecicllere

5. Aufgabe: Su pwei Streden die britte Proportionale yu finden.

ne




— 12 —

§. 20.
Proportionen am Dreiedie, Achulidhheit dev Dreiedie und Polygone.

Fine wnmiteelbare’ Folgermmg aud bem BVorherqebenben it ver

1. Qehrfaf:  Gine Pavallele ju ciner Dreieddfeite theilt bie beiben anbern /o, baf bie homologen
Stiicte proportionivt jind.

2. Lehrfas:  (Umbehrung von 1.) Theilt cine: grade Linie el Dreieddfeiten o, dah bie homo:
Topen 2Abjdmitte propertienict fink, fo ift fie ber brittem pavallel:

Bew.: Jnbiveft (Fig.- 19).

3. Lelbrfas: Wird ineinem Dreiect ju ciner: Seite eine Parallele gezogen, fo jinb bie Seiten
bed abpefdmittenen Dreiedd demen bed crften preportionive und bie Winfel beiver Dreiede ver Reibe nady pleidy.

Bew.: Folgt aud Folg. 3 ved vorigen: §-

Erildarung:  Gradlinige Figuren, berew Winfel ver Reihe nady gleich und deven homologe Eeiten
proportionirt find, Deipen: dbulidy (o).

1. Folgerung:  Roguldve Polygone von derjelben Eeitenzahl fink abmlidy.

2. Folgerung:  Gine grave Linie, soclde i cinem Dreiece g ciner Seite parallel gezegen ijt,
fyneivet von ibm cin ibm @bnliches: Dreiedt  ab.

pmerfungs  Um die Achnlichfeitsfape flr vie Dreiede ju finoen, ubtrzeugt mon fich aud ber
@cfanung fofort, vaf ur Achnlidyfeir eine @eidumg weniger cxforberlidh ift, ald jur Gongrueny, dem bei
per Gongrueny auer ver Gleichheit per Winfel bic (GHeichheit aller trei Sciten, bei ber AchnlichFeit nur bie
®leidyheit ber Verhaliniffe sweier Seiten, jur Britten gefordert wird. Die [gegenjeitige Abhangigeit ber
Dreiedaftife Dleibt natirlich biejelbe.

1. Aehnlichfeitdfap: Jwel Dreiede find abulidy, wenm, bie, brel Seiten beé cinen benen Ded
anbern proportionict fink.

Bem. . Made (Fig. 19 AB,, = A B, und jiche B,,C,, || BC,

fol 1A MERD S T ARG aIfs AR B S €0 ©C) A =""AB 1"'BC T CAj

nady Vorausfepung ift aber AB~ 1 BC : CA = A B, BAG O A
AB:, i BiChat Cond = A Byt RGOl
@ mut AB, . — A B, ; {o it audy B,,C,, = B,C, mp C,; A = C A, und AGABC, 22 AB . C oy
und ow, ABC.

2. Mehnlidfeitdfas: Jwei Dreiede jind, dbnlid; wen o ESeiten bed einen Hocion bed ans
bern, proportioniet wnd; die cingefcblofionen: Wintel gleich find.

Bew.: Rerbalt ficd (Fig. 19 A, B, : AB — A, 0, : AC und ift < B,A,C, = BAC,, o
madye man AB,, = A B,, AC,, = A, C, und jiche B,,C,,, fo ift mady” Yebrf. 2 bvicjed §.
B, {4, S BC, alfel ABS, Cyyiedn ABE fimb &S AL B, C,yimiithin A, B Ciiee ABC.

3. NehnlidFeitefas: Swei Dreiede find Abnlich, wenn poel Seiten bed cinen poeien bed it
bert proportionivt i i Gegenyoinfel Ber gefern von dhnen Dbeatiglicy gleidy find.

Bie woer Berhalt fid (Figr 4900 A B mAB == AyCy 0 ACT unbift; e AR ihAC,
K Q== @y, formadhe) man AB, = AyB, VAC = AyG, funb yichen B, 4 €yylofouift B, Cyy | BE;
alfe % AC, ,B,, = C = ©,. Femer ift AB,,C,,, und jomit aud) A G lies NABGY

AoMehnlichfeitdfas: o Bk Diviede fns abulih, wain el DBinkel ed dilten uacien bed
antieeit: qleidy i

Bew.: It (Fig. 190 X A = A,, B = B gojornmadye man ABy, == A By mb giche

iy || BC, fo ity AB, 4C e ABE :
1. Bitfas: o Dwel Drelede findbmlidy wenu i Seitertpaarweife parallel Jind.
Rew.: Ter Sab wirdromedy: §ul6;0 Folge 3 aufiberd. ehnbidfeitdinl uridgefithet
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2. Jufag: Jwei Dreiede find dhnlidy, wenn die Seiten bed ¢inen auf benen bed: anbern fenfe
recht fetehen.
X e Bo—a = = 05
Bew.: (Fig. 20.) I,ali\ Supplemente beffelben MWinfeld.
7

Jeber ver vorftehenven Aehnlidhleitafape giebt cine Auflojung, bev

{. Nufgqabde: Gin einem gegebenen Teeiede @hmlides Dreied i jeichnen:

A Rehrfat: Die ' Winkelhalbivenbe eined Dreiedd theilt die Gegenieite im BVechaltniffe ver beis
ben anberm.

Rew.: Verlangert man eine ber bon Winfel emfdylivpenben Seiten’ fiber benw Ecbeitel bed Winfeld
Hinaus um fidy felbft unt werbinbet ven Gribpunft mit der Spige ves Gegemvintels, fo it ver Sap ouf
Qefyef. 1 dicfed §. quriidgefibre.

5. %chefas:  (Wmfchrung v. Cehef. &) Theilt cine von einer Drefedaipipe (andqebenbe Trands
verfale bie Gegenfeite in gwei den anbern Seiten provortionirte Stide, fo ift fic bie Winfelhatbivende.

Bew.:  Iieht maw durdy cinén’ Eopmft ooy Gegenfeite eime Parallele bid yum Durchjenitte mit
per Verlangerning feiner Geqenfeite, fo it der Sap cbenfalls anf Lebrf 4 bicjed §. auriidnerlibr.

6. Qehriak:  ®ie orel Mittellinien cined Dreicdd fdmeiben fich i einem Panfte (com Edywer=
punfte bed Treiedd), ber fle i bem Verhalmifie von 2 -1 theilt.

Bew:: (Fig.-21.) Die beiven Mittellinien BB, unb CC - fhneiden fich i O Berbinbet man bie
Mittelounte D wnd B won BO umd CO unv 3ieht C, B, fo finb DE umb C,B, || BC, (Lchrf: 2 bicjed §.,
it = LBC(§. 19, Folg. 3).  Jicht man nody €, D unb BiE,, jo it 'C,DEB, cin Parvaliclogramm,
mithin OB, — OD = BD = } BB, und OC, = OE = CEi— 4 1C0. —JBags nuw von je awei
Mittellinien gite, ‘gilt vow allen drcien.

7. Cehriap: Die brei (aus ven Winkelfpisen gefallteny- Hobhen cined Dreieds jdhneiden fih in
cinem Puntic und verhalien fidy wingefebrt, wie die Seiten, auf weldye fic qefdlit find.

Rew.:  Sicht man durdy vie: drei Spien, ved, Dreieds | Pavallelen ju den ®eqenfeiten bid zum
Durdyfchnitic, fo ift ver, evjte Theil bed Saped quf §. 18, Lebel. 1, Folg. andaefibet. . er yeite Theil
folgt aus ber Achnlichfeit gocier Theilvreiede, weldhe cinen. Drcicddwinkel gemeinichaitlich baben.

1 Anmerfunqg: Der Hbbhenpuntt liegt, je nadyvem bad Dreiedt i, vedyi= oder frumppvintlig
ift, innerhalb ted Dreieds, in pber Spife bed redien infeld, ober auficehalb bed Dreivcd.

9, AnmerFung:  Sdwverpimft  aund | Hohenpumt find o pie beiden anveen . merho firbigen
Punfte eined Dreiedd (Vergl. §. 18, Lebrf. 2, Grilanmg).

Folagbrung: S rechtwintligen: Drelede 4ft vas Lotly aud: der Epipe ved vechionw IWinfeld bie
pierte Proportionale ju ber Hypetenufe und ben beien Satheton.

8. Lehefas: . Das Lot aud ber Spise bed redyten Winfeld ! eined: vechtwinfligen, Deivds  heilt
pad Dreied in o pvei dibm) alfe audy ficdh dbnlide Treicde

Peam Holat!aus Wehnlichfeitsjay 4.

1. Folgerung: Dad Loth aud ber Epise ved vechten TRinfeld eitred! rediintliqen Dreiecsiijt
piemittlere Proportionate jwifden by’ leiten Supotemufeiabidmitten

2. Folaerung:: Jeoeathere cimed rodinvin g Toeoechs it bie mitttlere ABropovtivnale yroijdien
ber ganzen Hppotenufe und vem an ibr liegenben, burdy bad Loth aud oer Spie ped rvedhbern JLitels pes
biloeten Sunetenujenabjdyniff

Wicvaus refqebe fidy el einfade 2uiléfunge b

Dolufqaben Jwgwel grgcbenen Steecer bio mitthere: Proportionale yu fuden.

3. Folgerung: (Umfchrung von Folg. 1. Jft ein dnoeineny-Punfee eine Strece evviditeted oth
biti mittlere Propedtionale: awifdien den beiven 2Ab{dmitten vexs Sevece, fo ijt- ad iburd) bie) brew Gubpuntte
o8 Spigenybeftinomten Dreied” vedyoeinflig:




Penr' (Fig. 22) Whee, wenn CA 1 CD = CDI'v CB X BDA {dief, fo madé mian ADB,
= R; bann ift CA ; CD = CD = CB,; folglih mifitt CB = CB, fein. Da dies unmoglich tft;
fo it ¥ BDA = R.

9 ¥ehriap: Alle Tronsverfalen cined Treiedd von einem Winfelpunfre nady ber Seqenfeite qe-
oqen theilen jebe Rarallele jur Gegenfeite “in gleichen Verhbtniffe mit ihr.

Bew.: Wicberhiolte Amvendioig von §.19, Anfq. 1, Foelg 3.

. ®ebefas: 3n abnbicheir Dreiecten verfalten fidy Homeloge Hébhen wie cin Baar: homologe
Sriten. :

Bew. o Folgt aud ver: Aehnlidhbeit Jweier Homelogen Dreiede.

Anmerfung:  Dafjetbe 1age fich vou. allen i abnliden Dreieden anter gleichen Bevingungen
gegogenen ¥inten, ven Mittellinien, den RHabien bed in= und umidyicbenen Kreifes beweifen.

b Eebhrias:  Acdhnliche Polpgone werben - durdy  homolege Biagonalen - in - beyliglidy dbnliche
Treieee, Jerlepk.

Bew.: Felgt aus- Hehnlidhbeitsfas 2. Darvaus ergiebt fich vie: Lofung ber

Nufgabe: Em cinem gegebenen Polvgene abnliched su jeidhnen.

12, &cehrfat Requlice Pelpgone von deefelben Seitengabl Babew dhnlide Beftimmungsbreiede.

Bew.: Folgt aud Achnlichbeitéfas 2. Davaud ergicht fich eine leidyte Lofimg der

Nupgabe: Einltequiared Polvgon, weldied elementargeometeifdy conftenicbay ift, aus feiner Seite
ju confteuiren.

3. Yehrfans Die Umfange ahnlicher, Polpgone verhalten fidy, wie ein Paar hemeloge Seiten,

Bew: Die Seiten bed einen Pelpgons feien a, b, ¢, . o, die Homologen bed mmbern a;,
by, €y, -« + ; bann verbdlt fih a : &, = b : b; = ¢ : ¢; == e Mithinea b Feds
118 tr,-{—a.-r-{-_.,:a:a,ﬂb:b,=‘3:‘5|:--—

§. 21.

Proportionalital grader Tinien am Hreile,

I @elrfak:  3icht man duedy cinen Punfe innerbalb ober aufierhalb eined fieifed begitglich 3ivei
Sehnen over el Secanten’ {1t bem Kreife, To bilven bie Entfermmaen bed Punfted von den Durdifdinits:
pumntten ber emen biejer Linien 'Die dinneven o feine Gnitfermingen won ben Durchjdynittdpunfien. der anbern
Yinie bie duferen’ Gilicder einet Provortion. :

Bew.:o (Figs 28 a w b)) 3ieht man CDune EB, fo it A CAD ~ EAB (Mehnlidifeits]. 2),
alfo AB : AD — AE : AC,

UnmecFung: Vo demr crjten Theile dicfed Saped ift §. 20, Lebrfe 8, Folg. 1 cin fpecieller
&all, beffen Umfelrung&fas fidh mm fo austwiden [afit:

GEine gefchloffene frunume: Linie ift cine Kreislinie, wenn ju ihr eine grade Linic fo geiogen werden
fann, bag jebed Perpendifel auf ber (epteren bid g ver frummen Linie cerichier pie mitttere Proportionale
awifden ben burdy ben Fufpunft ved Perpentifeld und bic beiven Dawdidimittspuntte ver Graden mit ber
frumumen @ic qebilbeten Abfehnitten fjt.

2. ¥ehriag: MWerben von einenn Punfee auferhalb cined Keeljed cine Tangente und cine Secante
jum Rreife gezogen, fo ift bie Tangente vie mittlere Proportionale ywifdien dér gangen Secante und ihrem
augent Abfihnitte.

Bew.: (Fig: 24.) A CDB o« DBA, alfo AB : AD = AD : AG.

Unmerbung: Der 2. Yebrf. ift dber Grengfall vom pweiten: Theile bed 1. Lebriaped und ftimmt
mit §. 20, Lehrf. 8, Folg. 2 volljtdnvig fberein, wovon man ficy leicht iberzeugt, wenn man fidh wm cing
ber: Theiloveiede einen Kreid Defchrieben benft,

Jufag: Jit vie Tangente gleidy bem. inncren Secantenabjdynitte, o ift vie Secante fo getheilt,
bag ihr inmever Abfdhnitt bie mittlere Proportionale awifden ber gamen Lnie unb dem Auferen bs

o
S

A et
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fehmitie ift. Die Bebingqung [Gft fich mic Jubiilfenalme von §. 15, Lhifos 4 leidit allqemein erfitllen,
wenn ber Durdymeffer bed: Kreeifed e nicht fleiner| ald) die: Tangente ift, am einfadften aber bavurdy, bap
man ben Durdymeffer bed Kreifed und bie Tangente qleidh madt.

Erflarung: Jijt cine Strede fo getheilt, daf ihr gedfeeer Abfdhnitt die mittlere Propertionale
aifhen ver ganzen Strede und bem fleineren Abjdmitte ift, fo beipt die Steede fretig getheilt. Die ftetige
Theilung filrt awdy ten Namen gqolbener Sdinitt ober sectio aurea (s. divina),

1. Aufgabe: Gine gegebene Strede AB fietiq su theilen.

Auflofunyg: (Fig. 25.) Grrichte in cinemr Endpuntte von AB ¢in Loth BC — L AB, f{ihlage
um C mit CB als MNadiud cinen Kreid, Fiche vie Centralfecante AE, vann EB und burdy D' ju ' ihr ‘bie
Rarallele DE, fo theilt F bic Steede AB ftetig, weil AE ftetiq, qetbeilt it (8. 20, Lehif. 1.

2. Aunfgabe: An cine gegebene Steodfe begliglich eine: Heinere ober grofere fo amutragen, ' vaf
pie qange ftetig getheilt ift.

Nuflofung: Man zeidme fidh eine belicbige ftetiq aetbeilte Linies bann ift die Auggabe ouf bic
(Eonftruction ber vierten Broporvionale juriidqefibrt.

Jufag: Fragt man ben Heineren Abjdynitt ciner ftetig getheilten Stvede anf tem qroferen. ab,
fo wird biejer wicber fietig getheilt und ver frithere fleinere Abjchnitt it mun ihr qeéferer.

e o B (Ftg- 26, AB . BC — BC ; AT, wmp AC — A C, o ijt AB — BC. : BC —
AC BCAC b1, AOA B=BC: A C ober BC: A, C— A C:A B

1. §olgerung: Sept man bies BVerfabren fort, ober tragt umgefebrt an cine ftetiq qetbeilte
Linie tmmer fhren gréfeven ACFhnitt, o erhalt man Bezlglich' cine Bid “ind Unendbliché abnehmende ober
sunchmende Reihe ftetig qetheilter 2inien. Dic Uebereinftivmmmg ved erften Verfabrens mit bem  3ur i
fuchung ves grogten gemeinfdaftlihen: Mafes amb, vie Sncommenfurabilitdt ver Abfehnitte einer ftetig qe-
theilten $imie mit Der. qapien, unb unter fidy echellt fofort.

3. Lebrias: Bejdweibt man aud veny, Heineren Abfdnitte einer fetig getheilten. Linie alé Bajia
unt ifrem groferen Abfcnitte ald Schenfel ein gleidyihentliged Dreiedt, fo ift vaffelbe dad Beftimmungs-
preiect bed vequliren Jehneds.

B, : (Fig. 27.) At ACB vad aud oven Abfdynitien ver ftetiq qetheilten Cinie conftruirte qleids
fibentlige Dreicd, 1md verldngeet ' maf BA wm ADI = AC unb zicht DO, {o/ift DB/ BC BC : BA:
ba mm X B = B, fo ijt /A DBC & ABC, alfo ¢ D — ACB. ‘Shmiifti ¥ CAB'=—2D:—'2 ACE,
aljp CAB ~+ B -4 ACB = 5 ACB = 2 R, unt ACB = £ R,

Doavaud, cryiclt fidy fofort bie Lofung  ber

ufgaben: 1) 3In cinen Keeid, cin requlared  Jebned,  Finjed, Jwanziged, algemein ein
5. 2red qu befdyreiben.

2) Ein requiared Sebned, Finfed u. {. w. mit gegebener Seite 3 befdyreiben.

3. Aufgabe: In cinen gegebenen Kreid ein vequlares Funfzehned ju zeichnen.

Nuflofung: Man fdneive vom fechjten Theil ber Rerivherie den ehnten Theil berfelben ab,
GRS T |
Fufas: Man fum alfo audy ein requiared 3. 5. 2 "ed conftruiren.

Anmerfung: Yufer den angegebenen vequldren RPolpgenen Laffen fidy nodh, wie querit Gaug
in jeinen disquisitiones arithmeticae* nadygewicfen bhat, bie veguldren Bolpgone von ber Seitenzabl
20 4+ 1 conftruiven, wenn 2 4 1 eine Primgabl ift.

fo bleibe ber Peripheric.
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Bergleidung des Slidjeninhalts gradliniger Siguren,

Gileidheil gradliniger Figuren,

L, Greldarung: . 3wei Figueen beifien inhaltdgleidy ober firger gleidy, wenn fie entiweber
congritent, over; Summe ober Tiffereny begliglich congruenter Figuren finkd.

2. Grflarvung: RNimmt man ywei Gegenfeiten cined Parallelogramms a8 feine Grimblinien an,
fo  heifit ifr ober dhrer Werlangevungen Abjtand feine H ohe; ~ Bei ' einem: Trapese it cbenfalld ber Ib-
frand ber Grundlinien bie Hoke.

Lo%ehrefag: Parallelogramme von' gleidyer Grundlinie wnd Hobe find qleich. '

Bew.: Haben die beiden Parallelogramme ABCD und EFGH (Fig. 28.) aufierdem nody einen
gleidyen Winfel, fo find fic congruent; wenn nidht, fo leat man fic, wic e8 offenbar fmmer méglich ift,
wifdhen bicjelben Parallelen, fo daf fie gany auferhald cinander fallen.  Dann ift Frapey AEGC 2C BFHD,
weil alle Serten und Winfel in berfelben Dromumg beatighdy gleidh find,  3icht man von ifnen bas g
meinfehaftliche Trapey ab, fo bleibt || gr. ABCD — DEFG.

Lo Jujag:  Gin Deejed it bic Halfte jobes PBavallelogramms,, weldyed it {Hin gleidie Gounbs
linte unb Hobe: hat.

2. 3ufab: Dreiede von gleidher Grundlinie und Hebhe fint gleidh. it

2. ¥cehriap: (Umfehrung von Celnf. u. Suf. 2. Gleide Drciede, o wie Pavallelogramme, Ha-
ben: bel gleicher Hobe gleidfe ' Grumblinte' wd bei gleicher Gnmblinic gleidie ' Sohe.

Biem. inbirect.

S Grflarung:  Gine Fgur vevwanbeln heifit ibren Flacheninhalt in anberer Geftalt barftellen.

1 Aufgabe:s Ging Deoied i cing anberes mits gegobenem - Winkel 3w verwandeb,  (Beim uns
gleidhfeitigen Drefede! brei Aufldfungen.)

2. Auigabe:  Ein ungleidyjeitiges Dreied in ein’qleidfeientlined e vevwahveln, (I8 bei Mufy. 153

3. Aufgabe: Gin Dreied in cin andered von qeqebercr” Grumblitie A vermanteln,

Auflofung: (Fig: 200 Made 3B, AD 22 &) Siehe' DO 1id BE || DC unip verbiind E mit D,

Bew.: N EBC — EBD CIuf. 2 bicfed 8.0, Abbirt man befberfeits ABE, o eraiebt fid) bie
Behaupting,

L Anmexfung: Daf bie Aufldfung fite ben Fall, bafa < AB, gani analvg ijt,. fieht man fofort,
twenn man ADE al8 bas verwantelte und ABC alé bad new entftanbene anfiehr.

®any abnlidy ift bic Aufléfung ber

E

i. Uufgabe: i Dreefedinbein Sandered mit geqebener $ohe du vermvanbeln.

20 Anmer By - Div Gisherigon Anfqaben (affen fidh conmibiniven 98 e man Hie'Swmme ober -
Differeny-voi "Ditiecen i Gftalt ¢t Diviecd Sarftele ! eohellt fofore! b’ To bie Theilumg in'eine by
liebige Anzabl aleicher Theile.

5. ufgabe: Gin Parallelogranum in cin andered mit geacbenem JBinfel ju werwanbeln. '
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6. Aufgabe: Ein Parallclogramm in cin, andered mit- gegebener Seite au vermanteln,

Yufléjung: WVan halbice bad Parallelogramm durdy eine Diagenale, verwantle cnd ver Drei:
ecfe nach Aufg. 3 in eind mit der gegebenen Grundlinic und veroolljtdndige biefed au cinem Pavallelogramme,

Aufass Fig. 30 zeigt,’ baf aufer ben Parallelogrammen AB wnd AG audy HC unp HE aleich
find. © Fener felgt, weun man CD amb EGbig ju threm Tuididnitte in F verlangert und AH und AF
afeht, aus ber Wehnlichleit ber Dreiede ABH und HGF, bag AF bie Tiagonale bed Parallelogramnsd AF
ift, ‘und hievaud ber

3. Yehriap: Yegt man vurdy cinen Punft ver Diagonale cines Parallelogramms Varvallelen u
pen Seiten, fo find ie nidyt von ber Diagonale gefhnittenen Parallelogramme  (bic fogenannten Grgdan-
sungdvarvallelogramme) qleidy.

Der Boweid ift cinfad).

2. Jufap: (Gu Aufg. 6.) Aud Fig. 30 folgt ferner: Jroei Varallelogramme, beren Grunblinien
fich wmgefelre wie ibhre Hohen verbalien, find gleich, und ber

3. Jufas: Bei jever Provorton wifhen vier Linien ift tad aué ben aufiern Gilicvern qebilbete
Redbtedt gleich bem aud ben innern gebilbeien,

Holgerung: Bei einer fretigen Proportion ywifden brei Linien ift bas Suabrat ber mittleren
Lroportionale gleidy vem Nedhtede aud ben dufiern Gilicdern.

Der Auflofung ber 4. Aufgabe analog ift die der

9. Aufgaber  Gin Varallelogramm in ein anbered mit qeqebener Hole i werivanben, Gine
aweite Aufléfung aritnbet fidh auf 3uf 2.

A Crilarung:  Gin Redted mit ven Seiten a und' b foll ber Kiirje weqen burdy tad Probuet
a b, cin Luabrat mit ber Seite a entiprechend burdy a? Geeiditet werben.  Ten Gomd fil piefe Pe-
jeidhming wird bie Lehre von ber Audmefiung ver Figuren qeben.

6. Uufgabe: Gin Redyted (ober ein belichiges Parallclogramm) in ein Quadrat w verwanbeln.

Auflofungen folgen aud §. 20, Lhrfap 8, Folg. 1 unb 2 und §. 21, Leluf. 2.

7. Aupgabe: Ein Dreeied i cin Duabrat u verwandeli.

Auflofung: Die mittlere Proportionale wifden Grundlinie wnd halber Hohe ift bie gefudite
Lluabratfeite,

8, Aufgabe: Die Summe gweier Quabrate als Quabdrat davzuftellen,

Huflofung: Heifen bie beiben Katheten cined redytwinfligen. Dreieds a, b, die Hypotenufe o
und ibre burdy tad Yofh aud ber Spige bed rediten Winfels qebilveten Theile p unt q, fo ift 4* = ecp,
b = eq, aljo a® 4+ b —=cp +eq = ¢ (p + q) = e

Taraud folgt

4. Ychriag (ver Puothagoraifdie: JIm rechtwinfligen Treeiede it bad Hipotenujenquabrat
aleidy ber Swmme ber Kathetenquabrate.

L. &olgerung: Gin Kathetenquabrat ift gleicy bex Tiffereny awifdhen dem Huypotenufens und dem
anbern Kathetenquabdrate.

T
L

2 Folgerung:
§ 19, Anm. 5.

ad Diagonalenquadrat eined Duabratd ift bad Topvelte von ihm. (Lergl.
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5. Tebriag: Dad Luadrat ber Summe ober Differeny yweier Steeden ift bézhalich um vas
voppelte Rechted aud ibnen’ grofer ober: Fleiner, alé bic. Summe ihrer Duabrate.

Ter Beweid ergicbt fidy wmmitielbor aud ben Fiaqueen.

5. Gritdvung:  Unter ber Vrojection ciner Sirede auf eine grade Linie verftebt man bies
fenige Strede auf ber [egterem, weldhe buvd) pie Fupfpunfte ver von den Endpunfien der evfteren auf fie ge-
fallten Berpendifel beqrenit wird.

6. ¥chrfag (oer allgemeine Pothagordifde): Dad Quabrat ber Gegenieite eined frumpfen
ober fpifen Linfeld in einem Dreiede ift beyliglich um tad beppelte Redhted aud ciner ter anbern Seiten unb
per SBrojection ber brittem auf {ic qroficr ober fleiner, al bic Summe ber Suabrate ber beiben andern Seiten.

Bew.: (Fig. 31 a u. b)) Jjt BD dic Brojection von BC auf AB, o ift

AC* — AD?* o4 DC:  fun ijt aber
AD? + BD: + 2 AB. BD, je nadhbem B ftwmpf obee fpib, unt
DC: — BC(C? BD*

e
b
s
e

AD* 4. DC* — AC* — AB* 4 BC* + 2. AB. BD.

7. Cebhrfag (Umfehrung ber Lehef. 4 u. 6.):  Jenadybem bad DQuadrat einer Dreieddfeite qudfier,
ehen fo grofi ober fleiner ald bic Summe ber Tiuadrate der beiden andern ift, ift ibr Geqomvinfel frumypf,
redht ober fpig,

Bew.: inbirect.

Eine, Gombination beiver Falle von Lehrf. 6, ober cine sweimalige: Anvenbung. von Lebrf, 4 ift ber

7. Lebriab: Jn jedbem Dreiede ift vie Summe der Quavrate sweier Seiten qleich ver Swmme
aud bem boppelten Lluabrate ber halbew britien Seite und bem, doppelten Duabrate bee Mittelinie nadh ibr.

§. 24.
AnsmefTung grabdliniger Liguren,

L. Grilarung:  Gine Figue meffen beipt vad Verhaltnip einer als Ginbeit angenommenen Flide
At ibr angeben,

Jum Fladenmage hat man von benjenigen reqelmafigen Figuren, bie an einander gefest eine
lidenfoje §ladye bifoen, (bem requldren Dreiz, Vier- und Sechdedr) a8 Quadrat genommen, fowohl
wegen per Unmittelbarfeit feiner BVeredmung, ald audy wegen feiner wnmittelbaren Amvendungéfabhiafeit jur
Mo . sl tr b Foyweldye g ini Hiqur iy
Mefjung ved Redyteds, auf weldyes nady bem Vorbergehenden ber Inhalt jeber gradlinigen Figur juriicqes
fithet werben Famn.

2. Grilarung: WS Ginbeit bed Fladenmafes vient in e Pravis vie Duwadratruthe (3°);
nady bem Buobecimalmag (dde.) ift

1 0% = 144 Quadratfup (09, 1 O = 144 O u. |. w. Rad bem Tecimalmaf (de) it

18 { o 1, =144 -t . y ¢ If
1 O%= 10000, 1 0 =100 " wf. v, da allgemein (! ) =k
n n

I. Aufgabe: GEin Redied su meffen.

Auflofung: Man fudse ju swei anfofenden Seiten bad qrofte qemeinfdaftlice Maf, fo ift
bad Produet ver beiven VerbalmiGiablen tasd Perhalmif ved Suabratd oed  gemeinfehaftlichen Maged ju
bem Rechrede.  Dicd [aFt fich Hirger o ausbriden: Gin Redbied ift qleidy pem *Producte aud ben i'_{ia@qu
avocier Winkelfeiten, wenn man mit diejem Ausbrude nur vie obige Bebeutung verbinbet.

L |

=
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Hicebei fink folgenbe Falle s berdedfidhtigen :
1. Der Fall per Eommenfuvabilitat der Winfelfeiten ift vardy obige NAufléfung erledige.
9. @inb bic Winfelfeiten incommenfurabel, fo ift ver Fladeninbalt bed Nechredds rrational,
0. b. of qicht Fein Tuadrat, weldies von dem NRedytede cin Maf wire.  Jnveffen qicht ¢d
nach §. 19, Auig. 2 jtetd soei vationale Verbaltniffe, denen tas ircationale gleidiqefeht wir:
ten fann, fo baf baburdy ber Fall ver Sneommenfurabilitdt auf ven ber Commenfurabilitat
quritcgefiihre ijt.

3. Mimmt man, wic ed in der Prarvis gejhicht, jum Mage ber Winfelfeiten ein willirlid qe-
gebenes. Maf, 3. B cinen: Fug, jo Fann bex Fall eintreten, daf bic Magzablen Bedche finb.
Einb 3. B. bie beiben Seiten begliglich 44’ wnd 33/, o erhilt man cin gemeinfdhaftliches
Maf beider Seiten, wenn man dic Briide gleidmamiq madt, alfo My ST

i

35 = 22 Y et Dann ift nady bem 1. Fall 6 vad grofite gemeinfdartliche Maf und

: ; ? Py e | L ., I
ber Fladeninbalt bes Medytedts = 27. 22, (n ) = o7 gy L=ty
— 4. 3 ()
&8 qilt alfo oic obige Meqel fite alle ‘Falle,
Tarausd erqeben fich folqenbe
Lehriase: 1. Der Fladeninhalt cined Paralelogramms ift gleidy vem Produet aud Grunblinie
b Hike.
2, Ter Fladeninbalt cined Teeiedd ift gleidhy bem Balben Product aud Grwidlinie und Hohe.
Jufag: Der Fladeninbalt cines rvedybwinfligen Dectedd it qleich feinem Halben Kathetenprobucte.
3. Der Fladeninhalt eined Trapeged ift gleidh bem Producte aus dem arithmetifchen Mittel feiner
Gruntlinien in bic Hobe
4. Der Fladeninbalt eined requldren Polvgons ift aleidy tem Halben Probducte aud feinem Um
fange in ben feinen Mabius.
2. Ter Fladeninhalt eined belicbigen nedd ift gleidh ber Summe feiner Theilbreiede.

8. 24,
Verhiiltnifi des Lladgeninhalts gradliniger Sigureen.

Uug pen Yehrfagen 1 unb 2 bed vorigen §. cegeben fich fofort folgende

Yehriape: 1. Parallelogramme ober Teeiedr ftebhen im gufammengefesten BVeehdltniffe ihrer
Girunblinien une Hohen.

2. Parallclogramme. eder Dreiede von gleidher Grumblinie ober Hohe wverbalten fich besiighich, wie
ihre Hoben ober Grunblinien.

3. Jn gleidien Parallelogrammen ober Treieden fichen bie Grundlinden fim wmgekehrton Verhale:
niffe ber Hshen und umgefehre: Parallelogramme ober Dreiede find gleidh, mwenn ibre Grundlinien im um-
aefebreen Veehiltniffe ver Hoben fiehen.

) {4'. } ift gu lefen:  Qunbrat. Sedhfielfuf,
3



aw B s=x

i. Parvallelogramme obver Dreiede, relde beyiiglidy cinen Winkel qleidy, wnd Dreiedfe, toeldhe woel
FWinkel haben, bie fidh qu 2 R ocrgangen, fichen im gufammengefesten LVerhalmific ber diefe Winkel cin:
fiblichenven Seiten.

Bew.: Madye man vie gleidyen Winfel 3w Sdeitehoinfeln (Fig- 32,0 und seidnet vad Parallelo:
qramm ober Treied £ fo verhilt fidh F o0 f = b 1 ¢

b e s od
E B — ab:oed

Haben die beiven Dreiede cin Paar Supplementwinfel, fo braudt man nur bie pocite Diagonale
in tem Pavalelogramme F, - zu geichnen, um' fich von ver Nichrigheit ver Behauptung ju iiberieugen.

Ein Jpecicller Fall dbavon ift:

5, Uebnlidhe Dreicde verbalten fidh wie bie Suabrate homologer Seiten ober Hohen.

Bew.: Sind dic Drelecde F und F,, o verbalten fie fich, wie die Prodbucte vou je cinem Paare
homologer Seiten, alfe wie ab:a,b, 5 ba aber b:by=a:a,, jo ift F:F, —a%:a,?.

6. chnlide Vielede verhalten ficdh wie oie Duabrate homologer Seiten.

Bew.: ESind dbie homologen Dreiede, in weldye ahnliche Polpgone aerlegt werden Fonnen, beytiglich
ABC ... .umvA B ,C, ... b tie homologen Seiten in ihnen beyiiglidy, a, b, e, ... unb a,, b,
pyiisir nsealinfidy A Ay —at a t o RopR e == hie hi? e— b 200 510 —cat spyt —— gl
8% ... folglihA: A, =B:;B, =0:0,...=a%:ia,;*, mMbA+B4CH...:A, + B, 4
G i o miad

7. Sind dic trei Seiten eined reditwintligen. Dreiedd homologe Seiten abnlicher Polygone, fo it
pad Lolvgon 0ber ber Hyvotenufe aleich ver Summe ver Polvgone tfiber den Katheten,

3
1¥

Bew.: Eind tie Katheten ded vechwinfligen Dreeiedd a und b, dic Hypotenufe e, bie Fladen
per abnlicden Figuren dber ihnen beyglidh A, B und C, o werhalt fidy
A B at o b® aljpf AP R A= A e hY o Al
Do ninoandy C A = c? : gl
b a® - b2 et fp {ftaud)' A B = C.
Aus pem Umijtande, baf fidy a® : b verhdlt, wic die Projectionen von a und b auf dic Hypotes
nufe, erqicht fich tie
1. Bolgerung: UWeber ben Satheten cined reditvoinfligen Dreiedd ald homeloaen Seiten cons
fruirte ahnliche Volpgone verhalten' fidy wie' vie Projectionen der Katleten’ anf vie” Hhvotenuje: — nalog
ergiebe fidy bie
2, Folgerung: Ueber ver Hupotenufe und ciner Kathete eined reditwinfligen Dreiccks’ ald Homo:
logen Seiten conjieitivee” dhnliche Polvaone veehalten fidh wic bie Hppotentife ' ot Projection der beivef
fenben Mathete auf jie.
Lo Anfgabe: G einem  gégebenen ' Polbgone dbnliches 30 Jeidhnen, weldied 3w thm in bem
gegebenen Verhalmifie m: o febt,
Aufldfung: Eind s unb x zwei Homeloge Seiten ver Abnlichen Figuren, fo ift 2 : x* =m;n,
woraud fidy tie Auflofung nady voviger Folgerung fofort ergiebt.
2. Nutgabe: Gin ungleidhieitiqes Dreiedt A in cin gleidieitiqrs X qu veryvandeln.



Nuflofung: Lapt man junddft dic Bebingung ter' Glcidbeit fallen unb berfidfichtint wur, tie
worgefdiricbene Form , fo licgt.¢8 nabe, Nber ver Grunblinie a vou A ein aleidjeitiges Trcied B it con-
fteufren.  Dann verhalten fich vie’ Dreiecfe mit gleidyer Seimdlinie wie hre Hiben, olfo

B: A L, : b, 3Jft x nun bic Hohe ved, gefucdhten Dreieds, fo ift
Bt Xi=h,* uix? snba nu X — Aqfein, foll,

: 4 2ol
hsoqih i

woraud obie weitere Yonog fidh wicter nady voriqer Folgerung exgicbt.

/

§. 25,

ectification und Duadratur des Hreiles.

1. Sehrefap:  Jeber Kreidbogen ift qrifer ald feine Schne,

Bew.: Die grave Linie ift bic Hirefte Cntfermung wcier Punfte,

2 Lchrfap; Jever Kreidbogen it fleiner ald bic Summe ber beiben an feine Gnbpunfte Bid au
ihrem Durdbfchmitte gesogenen Tangenten.

Bew.: Betradhtet man ben BVogen ald cine gebrodyene Linior mit einerfeitd nur concaven Winfeln,
fo ift madgumweifen, vafi, wenn auf ciner Eeite Gber ciner Strede awei qebrodiene, nur mit concaven Tins
feln geqen jie gefebrie gebrodyene finien qeacidinet werben, ven benenr bie eine von! ber anbern unifhlofien
ijt, bie inneve gebrodene Linie fleiner ald, bic aupere ift. Sicht man (Fiag. 33.) bie punftirten Hilfélinien,
o ijt a-+h>c-I

I + ¢ -\:‘ I"i + ga

Bk >
at+h4 T4 ecduppk >abisd4 g4 e und
”__i_h_t_ et |{}‘f+']+['-, 0

X
:l—|—l:}v—|—ﬂ—1—~c.

Folgerung: Die Periphevie bed cinem reqularen Polvgone eine ober wmbefchvicbenen Kreifed
ift begiiglich fleiner, ober grofer ald ver Umfang bed Polhgones.

[. Grflarung: Mectification des Kreifed ijt vie Berpdnung ted Verbalmified feined Halbe
ober Durdhmefferd jur Beripherie.

SHiersu aeigh vie folgente Vetraditung ven ey,

Wenn man im EStande ift, cin requlaved LVolvgon mit qeaebenem Umfange fo ju beftimmen, baf
ver Mnterjchicd feiner beiben Radvien 'ober Tuirdymeffer, 0. ho! ver Nabien bed eins unb umbefdricbenen Krei:
jed, alfo audy der Unterfchicd ber beiben Sreife felbjt fleiner, ald jebe angebbare 3abl, alfo unendlich flein
ift: o fam mon oad Verhalmif ves Polpgenumfangsd ju cinem feiner Ravien fir pad BVerbalmif bed
freigumfangd su feinem Radiud fepen,

1. Aufgabe:  Aud bem fHeinen und grofen Raviug, r und R eined cinem Kreife einbefdricbenen
tequldren nedd bic beiben Rabien v, unb R, dedjenigen 2nedd au finden, weldyed mit ibm gleiden Ums
fang bat (ihm ifoperimetrifdy ift.)

Nuflofung: It (Fig. 34 AB vie’ Seite meé gegeberien’ nedd, alfo CD'=r, AC = R, fo

ift, wenn A, unb B, besliglidy die Mittelpuntte bor beiben Sehneny AE und BE find, A;B, =

1
B
-
-
o

-



ALCB, L ACB, alfe A,CB, taé Beftimmungstreied bes bem gegebenen nede ifopevimetrifhen 2n s
unb CD4 =y, CA, ==IRy feine Geiben Nabict o Da mun D, = DD, fo ift CD; = & (CE—CD)
+ CD 3 (CE = CDy, bui. 1y LR e Fomer it odin vem redbwingligen  Dreiede CAE,
A, C? — CE. CD,;/b.50R,2 = Rey unt B =] Ry,

. Folgerung: ®eht man fo'von tem requldven nede gu den  ifoperimetrifhen 2ns, fn:,
8n- . . . eden fort und Begeidnet die Mavien bealiglich mit v, By vy By vy, Byysryyy, By,
fo find won r, an jammtlidie © die avithmetifhen, und von Ry an fammilide R bie geometrifhen. Mitrel
awifden ben beiven ibnen unmittelbar vorangehenben Gilicoern der Neilye.

2 Folgerung: Die Gleidhungen ter 1. Aufgabe und die barausd geiogene Folgerung gelten and
fitr bic :Iurd\m-.-i.{fr d, D; d,, D, ber Polpgone und bie Verhalimiffe ted conftanten Polpgonumfanged p
e ben Durchmefiern, &8 it alfe

d, \ (n] + I)): D, I/D.d‘f M
P TR P P PP
Geht man nun von bem requldren. Secdhdede aus, und fept feine Seite R — 1, fo ift fein
D 2 1 ; ol pe 1 "
fi — — = — = = 0,333333. Der feine Rabiud: o ift= l l— > =4 /3, alfp
Umfang p e 6 3 ,33333 er Fleine Mabiug r i / i s 300
| o ) A ) . : . :
d ==/ 3 und = (Vi 0,2858675. Wenbet, man mun die obige Rednungsregel an, fo erbalt
; .

man leicht folaendbe Tabelle:

Ungahl | Lerhaltnif bed Polgonumfanges

ber | au feinem: Pleinen | au feinent gropen
Seiten, | Ducchmeffer. | Thiechmefjer.
i (288675 |  0,333333

12 6311004 | 0321975

ok | 0316490 | 0319221

48 | 0,31785 | 0,318537

96 0, 318196 0, 318367

192 | 0,318281 { 0,318324
38% | 0,318303 : 0318313

768 | 0,318308 | 0,318311

1536 0,3183049 0,318310

3072 1 0,318310 | 0,318310
Daraus ergicht fich, daf bei einem 3072k bie BVerhaltniffe ber beiven Durdymeffer jum Umfange
fich nidht wm cin Milliontel bed lepteren won cinanber unteridyeiven, diefe Durdymefjer alfo naberungsweie
gleiy, unbd bic beiben Srcife miteinander wunb mit vem wifdien huen Hegenden Polpgene sufammenfallend
qebadht werben fomnen. Begeidmen wir nun vad Werbaltmif bed " Kreidburdimeiferd aur Veriplerie’ mit =,

fo ift, ba L_-::ihSIHRIH, 7 = 3141591 . . . Der vichtige Werth ift & = 3,14159265 . . . G ift

alfe per gefumoene LWerth orft ‘in ber G Stelle wum 1 e fein.



23
3n Form ecined Kettenbrached ijt

i 1
T <i+7+l {

S 15 _I_.
1
+ y 5 - ’

. 3 22 333' 355 I 335 : thea) =

pefjen. Mihevungdwerthe =, =, Soo, T L. . find, von benen der lefte 31415929 . . . fid)
; 74068 113 113 :
erft in ber Ttem Dectmaljtelle von bem wabren Werthe unterfdeibet.

1. Folgerung: Die Kreidperipherie ift = 2 7.

= s = i o e ol o v

2. Folgerung: Gin Kreidbogen, befjen jugehoriger Eentriminfel = e i, it {800

3. Folgerung: Dic Perivberien jveier Kreeife verbalten fidy awic {bre MNadien oder Durdmeffer,

2. Grflarung: Duabratur bed Kecifes it vic Berednung feined Fladeninhalis,

Nufgabe: Einen Kreid su quabriven.

Nufldfung: DBetradtet man den Kreid ald die Grenge aller requldven Polygone, fo gebt bie
Formel fiir vie Flade ver lebteyen FI = & Ug fiber in 4. 2 r7. r = ris.

- p - Are. r .2
. Folgerung: Gin Kreidfector ift sl = T 2R
B J60°
Anmerfung: Die Beredmung eined Scqmentd wiivbe hier nur flic die foecicllen Falle moglidy
-t fein, wenn jeine Sehne vie' Seite eined clomentar = geometrifeh conjtruicbaren vequidren Polpgonsd ift.  Eine
allgemeine wnd cinfade Auflojung diefer NAufgabe gicdt bie Trigonomeirie.

2, Folgerung: Die Fladen jwcier Kreife verbalien fidy wie bic Duabrvate ihrer Rabien ober
Durdmefer.

3. Bolgerung: Nimmt man dic Katheten und vie Hopotenuje cined rechtwinflinen Dreledd be:
iglich au Halb: ober Durdymefjern dreicr Kreife, fo ift die Summe der beiden exften Kreife gleich bem britten.

4. Holgerung: 2Wenn man uber ben brei Eciten cined redbwinfligen Dreiedd ald Durchmefiern
Halbfreife conftruivt, fo ift vie Swmme ter Gber ben Katheten entftehenven Monvchen gleidh bem geacbenen
Dreiece.

Bew.: Crgiebt fidh fofort aud Fig. 35,

1. Nufqabe: Einen Kreeidring in cinen Kreid ju vermwanoel.

Nuflofung: Sind bie Rabien ber Kreife, vevren Differeny ver NRing ift, bezliglich B unb r, ber
bed gefudhten freifed x, fo ijt x*7 = (R* — r2) m, alio x? R? rt worand fidh (Kig. 36.) er:
giebt, baf x ber burch ben BVerihrungspunft und vie Peripherie ved grofen Kreifed begrengte Theil ber
Tangente bed Heinen SKreifes ijt.

2 2. NAufgabe: GEinen freid ju seidmen, ver 3 chem geqebenen in cinem Beftimmion Verhali-
-

niffe fteht.
Auflofung: Analog ver von §. 24, Aufqg. 1.

3. Aufgabe: Die Peripherle eined Kreifed anndbernd qeometrifd u vectificiven.



Aufldfung: Wablen wir ju dem Jwede ben Naberungdwerth II

16 : 16
113 i 49464

conftriiven :

Man madye (Fig. A7) bie Schenfel ved vecdhten Winkeld ABC — d

bindbe A mit D, halbive AB'in E, traqe AE

D mit H und ziche FG || DH, fo ijt AG

8 werbalt fic
AT AD
AlFios ATy

AFE D ADY
|1‘\3 :
(2) '

()"

B,

4 8 47

G5 ift fomit bie grabe finje 3 AB 4 AG

malftelle gqleidy ber Sreidperipherie.

3 + j-:ii;_hlz'

)

(8)? - (70)*

195

{30 1o ift beefelbe =3 -

Ter ertly [afit fich in folgenber Weife [eidht

A2
T4 8

| unp. CD g d, vers
AF auf AD pot Avqus ab, giche FH || CB, werbinbe

42
72 8
+

AH @ AB unb

=" AG Y AH

AG ; AB, b. 1.

AG : d, ober
Qi = FAG 7 dtbuiarfie di==bt)
e Ak ! A2
AG : 1, folglich AG T B
A 15 i = i Ahn !
i3 ped Drdymefierd, b, b, i@ auf bie Tte Deci:
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