
Beitrag tu einer genetischen Cntniickelung der
Planimetrie.

MeI II.

8- 14.

Punbt und Kreis.

Lehrsatz: Von allen Strecken, welche sich von einem Punkte innerhalb eines Kreises, der nicht

der Mittelpunkt ist, oder außerhalb desselben, nach seiner Peripherie ziehen lassen, ist 1) die durch den Mittel¬

punkt gehende die größte, 2) die, deren Verlängerung durch den Mittelpunkt geht, die kleinste, 3) die übri¬

gen sind paarweise einander gleich, wenn ihre Endpunkte gleichen Bogenabstand beiderseits von dem Punkte

der kleinsten Entfernung haben und 4) desto größer, je größer dieser Bogenabstand ist. (Zu beachten ist

dabei 8- 4, ti.)

Hyp.i (Fig. 1, an. d.) Lv Durchmesser des Kreises, ^.re. OL — ^ie. vlil,, O? > OL.

Thes.: 1) die größte, 2) die kleinste Strecke von ^4 bis zur Peripherie, 3) ^ ^4tZ,

4) ^4? >

Bew: ack 1: (Fig. 1, n u. b.) Ziehe den Radius so ist >-s- L^4 > nun ist

— EL, also

W Z- Er4s

d. i. ^4L<^

nck 2: (Fig. 1, n.) <ükp — <ü^4 < ^4?; nun ist L? — Lv, also
LI)

d. i.

(Fig. 1, k>.) (ö'^4 — (Zie nun ist Lk? ^ <ö'v, also

d. i.

-eck 3: Bringt man die beiden Halbkreise zur Deckung, so fällt L auf L,, also ist ^4L — ^41^ >.

-eck 4: Ziehe L<ü, so ist in den Dreiecken ?<ü^4 und blL!^4 die Seite ^ nach 8- 10,

Lehrs. 2.

Zusatz: Liegt ^4 in der Peripherie, z. B. in v, so ist die größte Strecke der Durchmesser, die

kleinste Strecke ist — ü.

Folgerung: Der Durchmesser ist die größte Sehne eines Kreises-
I"



8- 15.

Grade Linn- und Kreis.

1. Erklärung: Je zwei Radien thcilen den Kreis in zwei Theile, genannt Kreisausschnitte

oder Steteren. Ein Kreisausschnitt ist also eine von zwei Kreiöradien und einem der zu ihnen gehöri¬

gen Bogen begrenzte Figur.

Anm.: Ist der Kreisausschnitt kein Halbkreis, so versteht man unter ihm immer den kleineren,

wenn nicht der größere ausdrücklich bezeichnet ist, analog wie bei einein Winkel.

1. Lehrsatz: Je nachdem die Entfernung einer Graden von dem Mittelpunkte eines Kreises

größer, eben so groß, oder kleiner, als der Radius (r) ist, trifft die Grade die Krcisperiphcrie in keinem,

in einem, oder in zwei, und nur in zwei Punkten.

Btw. all 1: (Fig. 2.) sei dM; da > r, so liegt außerhalb des Kreises. Jede

schiefe Linie von nach dM, z. B. LD ist > mithin liegt 1Z, d. h. jeder andere Punkt von dIN

ebenfalls außerhalb des Kreises.

ack 2: Dem vorigen ganz analog.

uck 3: , sei dM; da nun , < r, so liegt innerhalb des Kreises, trifft also,

da sie nach beiden Richtungen unbegrenzt zu denken ist, den Umfang der Figur nach jeder der beiden Rich¬

tungen hin wenigstens einmal, z. B. in I) und U. Träfe sie ihn öfter als zweimal, so hätte man von

einem Punkte nach einer Graden mehr als zwei gleiche Strecken, waö nach §. 9 Folg. 2 unmöglich ist.

1. Folgerung: Der Kreis ist eine krumme Linie.

2. Folgerung: Eine Sehne liegt ganz innerhalb, ihre Verlängerungen außerhalb des Kreises.

2. Erklärung: Eine verlängerte Sehne heißt eine Secantc. — Innerer, äußere Abschnitte. —

Eine durch den Mittelpunkt des Kreises gehende Secante heißt Centralsccante.

3. Erklärung: Eine Sehne theilt den Kreis in zwei Theile, genannt Kreisabschnitte oder

Segmente. Ein Segment ist also eine von einem Bogen und der zugehörigen Sehne begrenzte Figur.

Anm.: Ist der Kreisabschnitt kein Halbkreis, so versteht man unter ihm immer den, in welchem

der Mittelpunkt nicht liegt, wenn der andere nicht ausdrücklich bezeichnet ist.

2. Lehrsatz: Der Mittelpunkt eines Kreises liegt senkrecht über dem Mittelpunkte einer Sehne.

B c w.: Zieht man die Radien nach den Endpunkten der Sehne, so folgt der Bew. auö §. 11,

Lehrs. 2.

Andere Fassungen des Satzes sind:

1) Die Senkrechte auö der Mitte einer Sehne geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

2) Das Loth aus dem Mittelpunkte eines KrciseS auf eine Schuc halbirt diese.

3) Die Verbindungslinie deS Mittelpunktes des Kreises mit dem einer Sehne steht senkrecht

auf dieser.

Zusatz: Das Loth aus dem Mittelpunkte einer Strecke ist der geometrische Ort der Mittelpunkte

der Kreise, von welchen die Strecke eine Sehne ist. (8- 11, Lehrs. 2.)

1. Aufgabe: Zu einem gegebenen Kreise den Mittelpunkt zu finden.

Auflösung: Man sucht nach Lehrsatz 2 den Durchmesser und halbirt ihn, oder zieht zwei kon¬

vergente Schnell li. s. w-

2. Aufgabe: Durch zwei Punkte einen Kreis zu legen.

Auflösung: Folgt auS vor. Zus.

3. Aufgabe: Durch drei nicht in grader Linie liegende Punkte einen Kreis zu legen.

Auslösung: Folgt auö vor. Zus. und 8- 6, Folg. 4.

Folgerung: Ein von drei Punkten der Peripherie gleich weit entfernter Punkt ist der Mittel¬

punkt des Kreises. .

3. Lehrsatz: Gleiche Sehnen eines Kreises sind vom Mittelpunkte gleich weit entfernt.
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Pkw,: Zieht man die Verbindungslinien dcö Mittelpunktes des Kreises mit denen der Sehne und
mit einem Endpunkte jeder Sehne, so folgt der Satz a»S 8- 10 s. k.

4. Lehrsatz: Gleich weit vom Mittelpunkte eines Kreises entfernte Sehnen sind gleich.
Bcw.! Dein vorigen analog.
5. Lehrsatz: Von zwei ungleichen Sehnen ist die kleinere vom Mittelpunkte weiter entfernt.
Bew-! Legt man, wie es nach Lchrs. 3 gestattet ist, die Sehnen wie in Fig. 3, so ist OOl <

OH < O?.
0. Lehrsatz: Von zwei ungleich weit vom Mittelpunkte eines Kreises entfernten Sehnen ist die

vom Mittelpunkte weiter entferntere die kleinere.
Bew.! Contraposition von Lchrs. 3 und Anwendung von Lehrst 5.
4. Aufgabe: Eine Linie zu ziehen, die mit einem gegebenen Kreise nur einen Punkt gemein hat.
Auflösung! Ziehe durch den Endpunkt eines Radius eine auf ihm senkrechte Grade, so ist diese

die verlangte Linie (nach Lchrs. 1 dieses 8).
4. Erklärung! Eine Grade, welche mit einem Kreise nur einen Punkt gemein hat, heißt eine

Tangente des Kreises in dem Punkte.
7. Lehrsatz! Ein Kreis hat in einem Punkte nur eine Tangente.
Bew.! (Fig. 4.) Zicht man durch ^ außer der auf Senkrechtennoch die auf ihr schiefe

Linie so muß das aus diese gefällte PerpendikelOlk innerhalb dcö spitzen Winkels fallen, weil im ent¬
gegengesetzten Falle ein Dreieck mit einem rechten und stumpfen Winkel zugleich entstände. Nun aber ist
O? < also ? innerhalb des Kreises; mithin schneidet die schiefe Linie den Kreis in zwei Punkten
und ist somit eine Secantc.

Anmerkung! Bei der Entstehung des Kreises ändert der bewegliche Endpunkt des Radius in
je ' jedem Punkte seiner Bahn seine Richtung. Denkt man sich aber, daß er einmal in irgend einem Punkte

seine Richtung beibehielte, also in einer graden Linie fortginge, so wäre diese die Tangente in dein Punkte.
Deshalb sagt man, jeder Radius steht auf der Richtung des KrciseS in seinem Treffpunkte, kürzer auf dein
Kreise senkrecht.

8. Lehrsatz! Der Mittelpunkt eines Kreises liegt senkrecht über dem Berührungspunkteder Tangente.
Bcw.! Da die Tangente auf dem Radius senkrecht steht, steht auch der Radius auf der Tangente

senkrecht.
Andere Fassungendes Satzes sind!

1> Der nach dem Berührungspunkte einer Tangente gezogene Radius steht senkrecht auf ihr;
2) die auf einer Tangente in ihrem Berührungspunkte errichtete Senkrechte geht durch den

Mittelpunkt des Kreises, und
3) die aus dem Mittelpunkte eines Kreises auf die Tangente gefällte Senkrechte trifft den

Berührungspunkt.
Daraus folgt von selbst die Lösung der
Aufgaben: 5) Einen Kreis zu zeichnen, der eine Grade in einem gegebenen Punkte berührt.
0) Zln einen Kreis in einem bestimmten Punkte eine Tangente zu ziehen.
7. Ausgabe! Von einem Punkte außerhalb eines KreiscS an diesen eine Tangente zu ziehen.
Auflösung! (Fig. 5.) Ist die von ^ aus au den Kreis um O gezogene Tangente, so muß

/X in L rechtwinklig sein. Dies ist der Fall, wenn die Mittellinie von L aus — ^ ist (nach
8- 11, Ausg. 7, Folg. 2). Haibirt man also O^., so muß cS, da l stets kleiner, als die größte und
größer, als die kleinste Entfernung dcö Punktes ^ von der Kreisperipherieist, nach 8- 14, Lehrst 2, von
dem HalbirungSpunkteum ^ entfernte Punkte L und L, geben, welche die Berührungspunkte der bei¬
den möglichen Tangenten sind.



Zusatz: Die beiden von einen? Punkte außerhalb eines Kreises an ihn gezogenen Tagenten sind

bis zum Berührungspunkte genommen, gleich. (Congruenzs. 1.)

Folgerung: Der von beiden Tangenten eingeschlossene Winkel wird durch die Verbindungslinie

deS gegebenen Punktes mit dem Mittelpunkte des Kreises halbirt, oder: die Halbirungölinic des von zwei

Tangenten gebildeten coneaven Winkels geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

8. Aufgabe: Einen Kreis zu construircn, der zwei gegebene Linien berührt.

Auflösung: Sie beruht, je nachdem die gegebenen Linien parallel, oder eonvcrgcnt sind, auf

8- 12, Lehrs. ä, Zus. 2, oder §. II, Aufg. 2, Folg. 2. Schneiden sich die Convergenten nicht, und ist

ihre Verlängerung bis zum Durchschnitte nicht gestattet, so verfahre man folgendermaßen: (Fig. 6.) Ziehe

auS einem beliebigen Punkte von Ol? ^,lZ ^ bllK, ebenso LI) >>Olch mache ^.LlnnLO, und ziehe Dich

so ist ^ I'L. Die Halbirungslinie von halbirt auch den durch die Verlängerung der Convergen¬

ten entstehenden Winkel nach §. 12, 4. Lehrs., Folg. I und 8. >2, 111. Lehrs.

8- 16-

Winkel und Kreis.

Erklärung: Pcriphcriewinkel eines Kreises ist ein (concaver) Winkel, dessen Scheitel in der

Peripherie liegt und Dessen Schenkel entweder zwei Sehne», oder eine Sehne und eine Tangente sind. Der

zwischen seinen Schenkeln liegende Kreisbogen heißt zu ihm gehörig, der Winkel auf ihm stehend.

1. Lehrsatz: Ein Periphcriewinkcl eines Kreises ist die Hälfte des mit ihm auf gleichem Bogen

stehenden Centriwinkelö.

Beweis: 1. Fall: Der eine Schenkel ist eine Tangente (Fig. 7 a). Halbire OLL durch L?, so

ist lllvIZ — OL?, als Complemente von LVIZ und ^ VLLl, als Supplemente gleicher Winkel.

2. Fall: Beide Schenkel sind Sehnen (Fig. 7, b). Ziehe durch den Scheitel L des Winkels ^.LI)

die Tangente Lll, so ist 2h LWV .( ^.LL, 2h I'lil) - ^ .( LLV. Subtrahirt inan die Summe dieser

Gleichungeir von 2 R — 2 L, so bleibt 2h ^ 2

1. Folgerung: Der Periphcrinvinkcl auf dein Halbkreise ist ein Rechter.

Anmerkung: Hieraus ergiebt sich auch die obige Lösung der 7. Aufgabe dieses 8- und eine

einfache Construction eines rechten Winkels.

2. Folgerung: Zu gleichen ^ größeren Bogen gehören gleiche — größere Peripheriewinkel —

und umgekehrt.

ll. Folgerung: Peripheriewinkel über Jmplementbogcn sind Supplementwinkel.

2. Lehrsatz: Ein auf einem Kreisbogen stehender Winkel, dessen Spitze innerhalb oder außerhalb

der Peripherie liegt, ist bezüglich größer oder kleiner als der zugehörige Pcriphericwinkel-

B e w,: Er beruht auf 8- 16, I. Lehrs. 2.

Folgerung: Von dem durch die Spitze und einen beliebigen Punkt in jedem Schenkel eines

Winkels gelegten Kreise ist der den Winkel einschließende Bogen der geometrische Ort aller dein gegebenen

Winkel gleichen, der von dem Winkel bespannte Bogen der seiner Supplementwinkel.

Ausgabe: lieber einer gegebenen Strecke als Sehne einen KäeiSbogen zu beschreiben, der einen

gegebenen Winkel faßt.

Auflösung: Die Strecke sei a, der Winkel dann ist der zu ihm gehörige Centriwinkcl — 2 «,

und der Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks, in welchem er an der Spitze liegt, 2^ R — «, wodurch

die weitere Lösung gegeben ist. — Eine zweite Lösung ergiebt sich aus dem 2. Fall des 1. Lehrs. dieses 8-

1. Anmerkung: Ist « — Ii, so schlägt man über a einen Halbkreis.

2. Anmerkung: Eine andere Fassung der letzten Aufgabe ist: Ein Dreieck aus einer Seite und

ihrem Gegenwinkel zu construiren. Will man sich dabei auf die wirklich von einander verschiedenen Dreiecke

einschränken, so reicht dazu, wie leicht ersichtlich, die eine Hälfte des betreffenden Bogens aus.
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8- 17-

Parallelen und Kreis.
M. ?. ^ - SN 't 1,p>. i't'k'i ,»11lk < .,«i."7- .

1. Lehrsatz: Wird ein Kreis von zwei Parallelen getroffen, so liegen zwischen ihnen gleiche Bo¬

gen, cS mögen die Parallelen beide Sehnen, Sehne und Tangente, oder beide Tangenten sein.

Bew.: Zieht man (Fig. 8.) LO, LI und LI, so ist bezüglich

^.LO — VOL, ^.LI LIL, ELI — LIL,

— VL^ ^1 ^ LI, LOI — ILL.

2. Lehrsatz: (Umkehr, v.l.) Schneidet man einerseits einer Sehne von ihren Endpunkten auS

vom Kreise gleiche Bogen ab und verbindet bereit Endpunkte, so sind die Sehnen parallel. Legt man durch

den HalbirungSpunkt eines Vogens einer Sehne eine Tangente, so ist auch diese der Sehne parallel. Die

durch die Endpunkte eines Durchmessers gelegten Tangenten sind parallel.

Beweis: leicht.

8. 18.

Figuren und Kreis.

1. Erklärung: Eine Figur heißt in den Kreis beschrieben, wenn ihre Seiten Sehnen des

Kreises sind; der Kreis ist bann der Figur umschrieben.

2. Erklärung: Eine Figur heißt um den Kreis beschrieben, wenn ihre Seiten Tangenten

des Kreises sind; der Kreis ist dann der Figur tinbeschrieben.

I. Dreieck und Kreis.

1. Lehrsatz: Um jedes Dreieck läßt sich ein Kreis beschreiben.

Bcw.: Liegt in 8- 15, Ausg. 3.

^' Folgerung: Die aus den Mitten der Drciccköseitcn errichteten Perpendikel schneiden sich in einem

Punkte, der, je nachdem das Dreieck spitz-, recht-, oder stumpfwinklig ist, innerhalb des Dreiecks, im Mittel¬

punkte der Hypotenuse, oder außerhalb dcS Dreiecks liegt.

Bcw.: Beim spitzwinkligen Dreiecke steht jeder Winkel auf einem Bogen, kleiner als der Halb¬

kreis, also liegt der Mittelpunkt des Kreises zwischen jeder Winkelspitze und ihrer Gegenseite. Beim recht¬

winkligen Dreiecke fällt Kreis- und Hypotcnusenmittclpunkt zusammen, und dahin gehen auch die Perpendikel

aus den Mitten der Katheten. Beim stumpfwinkligen Dreiecke steht der stumpfe Winkel über einem Bogen,

größer als der Halbkreis, also liegt seine Gegenseite zwischen dem Mittelpunkte des Kreises und der Spitze

seines Gegenwinkels.

2. Lehrsatz: In jedes Dreieck läßt sich ein Kreis beschreiben.

Beweis: Beruht auf 8- 11, Aufgabe 2, Folg. 2 und 8- 5, Lehrs. 2, Folg. 2.

Daraus crgiebt sich zugleich die Lösung der allgemeinen

Aufg abe: Zu drei Graben einen berührenden Kreis zu zeichnen. (Analogon von 8- 15, Aufg 3.)

Determination: Haben die drei Graden keinen Durchschnittspunkt, d. h. sind alle drei einan¬

der parallel, oder haben sie nur einen Durchschnittspunkt, d. h. gehen alle drei durch einen Punkt, so ge¬

stattet die Aufgabe keine Lösung. Durchschneiden sich die drei Graden in zwei Punkten, d. h. sind zwei

von ihnen parallel und werden von der dritten durchschnitten, so sind zwei Lösungen möglich. Durch¬

schneiden sie sich in drei Punkten, so sind vier Lösungen möglich.

Innerer, äußere Berührungökrcise eines Dreiecks.

Erklärung: Die Mittelpunkte dcS einem Dreiecke cinbcschriebcncn und umschriebenen Kreises

heißen zwei merkwürdige Punkte deS Dreiecks. (Vergleiche §. 19, Lehrs. 7, Anm. 2.)

II. Viereck und Kreis.

1. Lehrsatz: Die Gegenwinkel eines Vierecks im Kreise sind Supplementwinkel.

Bew.: Liegt in 8- 16, Folg. 3.



2. Lehrsatz: (Umkehrungvon 1.) Sind in einem Vierecke die GegenwinkelSupplemente,so
läßt sich um dasselbe ein Kreis beschreiben.

B e w.: Der durch drei Winkelpunkte legbare Kreis geht nach 8. IL, Lehrs. 2, Folg. auch durch
den vierten.

Folgerung: Um die rechtwinkligen Parallelogramme und graben Trapeze läßt sich ein Kreis
beschreiben.

3. Lehrsatz: In einem dem Kreise umschriebenen Vierecke sind die Summen der Gegenseiten
einander gleich.

Bew.: Liegt in 8- 15, Ausg. 7, Zusatz.
4. Lehrlatz: (Umkehrung von 3.) Wenn in einem Vierecke die Summen der Gegenseiten gleich

sind, so läßt sich in dasselbe ein Kreis beschreiben.
Bew.: Zu drei Seiten des Vierecks läßt sich nach der letzten Aufgabe jedenfalls ein Bcrührungs-

kreis ziehen. Es ist nur nachzuweisen, daß dieser Kreis auch die vierte Seite z. B. DU (Fig. 9.) berührt.
Berührte er sie nicht, sondern z. B. DU, so verlängere man bis zum Durchschnittemit vv: dann
wäre nach dem vorigen Satze -s- vv — UV -j- ^1': nach Voraussetzungist

Z-< vu — UV -s- :
OU — VL — ^.u — ^.IZ ^ LU,

was gegen 8- >9, Lchrsi 5, Folg. 2 streitet. — Schnitte VU den Kreis, so wäre der Beweis ganz analog.
1. Folgerung: In die gleichseitigen Parallelogramme läßt sich ein Kreis beschreiben.
2. Folgerung: In und um ein Quadrat läßt sich ein Kreis beschreiben.
3. Folgerung: Die Mittelpunkte der Unbeschriebenenund umschriebenenParallelogramme fallen

mit dem Mittelpunkte des Kreiseö zusammen.In den gleichseitigen Parallelogrammen liegen also alle Sei¬
ten vom Mittelpunkte glcichweit entfernt; in den ungleichseitigen liegt die größere dem Mittelpunktenäher.

VI. Reguläre Polygone und Kreis.
1. Lehrsatz: Um und in jedes reguläre Polpgon läßt sich ein Kreis beschreiben.
Bew.: Liegt in 8- <3, Folg. 2.
1. Ausgabe: In einen Kreis ein reguläres »eck zu beschreiben.
Auflösung: Theilt man den vollen Winkel um den Mittelpunkt in n gleiche Thcile, so gehören

dazu n gleiche Sehnen, von denen je zwei zusammenstoßende einen Winkel bilden, welcher von der
Peripherie bejpannt. Unsere bisherigen Mittel gestatten uns die Construction der regulären 3. 2„- und
4. 2 »ecke, wo n jede endliche ganze Zahl, 9 mit gerechnet, bedeuten kann.

2. Aufgabe: Ein Quadrat in den Kreis zu zeichnen.
Auflösung: Verbinde die Endpunktezweier aus einander senkrechtenDurchmesser.
Folgerung: Durch sortgesetzte Halbirung der Centriwinkcl gelangt man zu sämmtlichen regu¬

lären 4. 2 " ecken.
3. Aufgabe: Ein reguläres Sechseck in den Kreis zu zeichnen.
Auflösung: Der Radius ist seine Seite.
1. Folgerung: Verbindet man die abwechselnden Ecken deö regulären Sechsecks durch Sehnen,

so entsteht daö gleichseitige Dreieck.
2. Folgerung: Durch fortgesetzteHalbirungder Centriwinkclgelangt man zu sämmtlichen re¬

gulären 3. 2" ecken.
4. Aufgabe: Ein reguläres neck (mit der obigen Beschränkung) um den Kreis zu zeichnen.
Auflösung: Man theilt den vollen Winkel um den Mittelpunkt in n gleiche Theilc und legt

durch die Endpunkte der theilenden Radien Tangenten. Dann sind (Fig. 19) die Winkel 0 — v I — u. s. w.,
als Supplemente gleicher Winkel. Zieht man ferner 0V und 00, so ist 0^. um (RH ^ 110^. — 0(VV,



als Hälften gleicher Ganzen, 0^-Ll 0^.kl (^- R), folglich /X ^ und — ^.11.

Ebenso wird jede Seite des n ccks in ihrem Berührungspunkte halbirt. Da nun nach §. 15, Aufg. 7,

Zus. die halben Seiten gleich sind, so sind es auch die ganzen.

IV. Zwei Kreise.

1. Erklärung: Haben zwei verschiedene Kreise den Mittelpunkt gemeinschaftlich, so heißen sie

ronccntrisch und ihre Differenz eine Corona oder ein Ring.

2. Erklärung: Kreise mit nicht gemeinschaftlichem Mittelpunkte heißen crccntrisch und die

Entfernung ihrer Mittelpunkte Centrale.

Erccntrische Kreise können folgende Lagen haben:

1) Sie haben keinen Punkt gemeinschaftlich.

«. Jeder liegt ganz außerhalb des andern.

,s. Einer liegt ganz innerhalb des andern.

2) Sie haben einen Punkt gemeinschaftlich. Sic heißen dann berührende und der gemein¬

schaftliche Punkt Berührungspunkt.

«. Jeder liegt außerhalb des andern, — äußere Berührung.

/Z. Der kleinere liegt innerhalb des größer», — innere Berührung.

3) Sie schneiden sich.

1. Lehrsatz: Liegen zwei Kreise außerhalb einander, ohne sich zu berühren, so ist ihre Centrale

größer, als die Summe ihrer Radien.

Bcw.: (Fig. 11.) Das Ganze ist größer als ein Theil von ihm.

2. Lehrsatz: Liegt ein Kreis ganz innerhalb eines andern, so ist die Centrale kleiner, als die

Differenz ihrer Radien.

Bcw.: (Fig. 12.) Die Differenz der Radien — <Ü,IZ ist — (ÜL, -s- L^,, also > (lO,.

3. Lehrsatz: Zwei sich berührende Kreise haben im Berührungspunkte eine gemeinschaftliche Tangente.

Bcw.: (Fig. 13 n u. b.) Legt man durch den Berührungspunkt an den einen Kreis, z. B.

an den um L, eine Tangente Lv, so hat diese mit dein zweiten Kreise auch nur deu Punkt gemein¬

schaftlich, ist also auch zu ihm eine Tangente. AuS Fig. 13 a erhellt dies auf der Stelle. Wäre sie in

Fig. 13 l> zu ihm Sccante, so läge ein Segment des Kreises um 0, mit dem Kreise um 0 auf einer Seite

der Tangente. Irgend eine in diesem Segmente von aus gezogene Sehne würde somit in den Kreis

um 0 fallen und mit ihr ein Theil dcö betreffenden Segmentes, d. h. die Kreise hätten mehr als einen

Punkt gemeinsam, was wider die Voraussetzung ist.

1. Folgerung: Bei zwei einander von außen oder innen berührenden Kreisen liegen die Mittel¬

punkte mit dem Berührungspunkte in gradcr Linie, oder die Centrale geht, bei der inneren Berührung ver¬

längert, durch den Berührungspunkt.

2. Folgerung: Bei zwei einander von außen oder innen berührenden Kreisen ist die Centrale

bezüglich gleich der Summe oder Differenz der Radien.

4. Lehrsatz: Schneiden sich zwei Kreise, so schneiden sie sich nur in zwei Punkten, deren Ver¬

bindungslinie, die beiden Kreisen gemeinschaftliche Sehne, auf der Centrale senkrecht steht und von ihr

yMW'MtW"«, "ivuz stmllmwll- «Ur.mlliwni-, HkT (.5 .gsulb .st .8 D

Bcw-: Die Centrale und die Radien beider Kreise nach einem Schnittpunkte bilden auf einer

Seite der Centrale nur ein Dreieck, aus der andern Seite ebenfalls nur eins, dem ersten cougruentcs und

so liegendes, daß die gleichen Seiten von einem und demselben Punkte ausgehen. Also sind nur zwei

Durchschnitte möglich. Die von beiden Dreiecken gebildete Figur ist nun entweder ein Deltoid, oder ein

gleichschenkliges Dreieck, jcnachdcm ein Krciömittelpunkt außerhalb der gemeinschaftlichen Sehne oder in ihr

liegt. Die übrigen Theilc der Behauptung ergeben sich nun nach 8. 11, Lehrst 1 u. 3.
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Folgerung: Bei zwei sich schneidenden Kreisen ist die Centrale bezüglich ^ als die Summe
oder Differenz der Radien.

3. Erklärung: Die beiden nicht gemeinschaftlichen Thcilc zweier sich schneidenden Kreise heißen

Möndchcn (lmmls,ö).

5. Lehrsatz: Von den Lehrsätzen 1 und 2, der Folg. 2 des Lehes. 3 und der Folgerung des

Lehrs. 4 gelten auch die Umkchrungen.

Bew.: Hätten die beiden Kreise die in irgend einem dieser llmkchrungssätzc behauptete Lage nicht,

so könnten sie, da durch die fünf Fälle alle möglichen Lagen erschöpft sind, nur eine der vier andern haben.

Jede dieser andern Lagen hat aber ein Verhältnis der Centrale zu den beiden Radien zur Folge, die dem

in dein betreffenden UmkchrungSsatze angenommenen widerspricht.

8- 19-

Vcrglcichung räumlicher Größen in Bezug aus ihre Größe.

1. Lehrsatz: (Erweiterung von §. 12, Lehrs. 17.) Trägt man auf einer von zwei convcrgentcn

Linien von einem beliebigen Punkte aus n an sich beliebige, aber unter sich gleiche Strecken ab, und zieht

durch die Theilpunkte Parallelen bis zun, Schnitte mit der andern: so sind die von den Durchschnittspunktcn

begrenzten n Strecken ebenfalls unter sich gleich.

Bew.: (Fig. 14.) Man ziehe durch L,, 0,, . . . die Parallelen L,C, 0,13, . . .

zu bllK; dann sind die Dreiecke . . . congruent, (4. Congrucnzs.), also

^ kZ,e, — o.v,, ....

1. Aufgabe: (Vergleiche §. 3, Anm. 2.) Eine gegebene Strecke in n gleiche Theilc zu thcilen.

1. Auflösung: Legt man an einen ihrer Endpunkte unter einem beliebigen Winkel eine grade

Linie und trägt vom Anfangspunkte auö n beliebige, aber unter sich gleiche Strecken ab, so folgt die weitere

Lösung aus vorigem Lehrsatz. Der Unbequemlichkeit, wiederholt Parallelen ziehen zu müssen, entgeht man

durch folgende

2. Auflösung: Man lege durch beide Endpunkte der zu thcilenden Strecke, aber aus verschie¬

dener Seite zwei Parallelen, schneide auf jeder derselben vom Anfangspunkte aus n —1 beliebige, aber

unter sich gleiche Strecken ab und verbinde den ersten, zweiten, . . . Thcilpunkt der einen bezüglich mit dem

letzten, vorletzten, . . . der zweiten Parallelen, so wird durch die Durchschnittspunkte dieser Verbindungs¬

linien mit der gegebenen Strecke diese in n gleiche Theile gethcilt. Der Beweis ist leicht.

1. Anmerkung: Ist n eine gemischte Zahl, z. B. — m-s- ? ^ ^ ^ , so schneide man aus
der Hülfslinic mg -s- x gleiche Theile ab und fasse je g zusammen.

1. Folgerung: (Aus 1. Auflösung.) Die bei der Thcilung einer Strecke in n gleiche Theile
1 ) 3

gezogenen Parallelen bilden eine arithmetische Reihe, so daß sie bezüglich ^ ü' W ' ' ' - der Strecke sind,

zu der sie parallel gezogen sind.

2. Anmerkung: Hierauf beruht die Construction und der Gebrauch deS verjüngten

Maßstabes.

2. Aufgabe: (Vcrgl. 8. 3, Aufg. 5.) Das (irrationale) Verhältnis, zweier inkommensurablen

Strecken annähernd anzugeben.

Auflösung: Die gegebenen Strecken seien und 01). Man theile in u gleiche Theile

— « und trage « auf OD so oft als möglich, z. B. m mal ab, so daß also ^1Z — n« und m« < OD

< (m 1)

Mithin ist — < < ' d. h. - < < !
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Der Unterschied zwischen den beiden Grenzvcrhältnissen ist der endliche Bruch also die reciprokc

Anzahl der Thcile von ^L. Je größer man also n annimmt, desto kleiner wird ^ und kann so kleiner,

als jede angcbbare Zahl, d. h. unendlich klein gemacht werden. Mithin kann man, je größer n ist, mit

desto mehr Recht die beiden rationalen Grenzverhältnissc einander, und jedeö von ihnen ihrer Mittelgröße,

dem gesuchten irrationalen Verhältnisse, gleichsetzen.

3. Anmerkung: Dasselbe Verfahren gilt bei der Ermittelung des Verhältnisses zweier Winkel

oder Kreisbogen.

4. Anmerkung: In der Praris bedient man sich zu einer annähernd höchst genauen Bestimmung

des Verhältnisses zweier gradcn Linien oder zweier Kreisbogen des Nonius oder Vcrnicr.

5. Anmerkung: Die wirkliche Eristcnz inkommensurabler Strecken läßt sich z. B. an der Seite

und Diagonale eines Quadrats nachweisen. In Fig. 15 sei ^LOV ein Quadrat und ^.0 eine seiner

Diagonalen. Trägt man OL — OL auf ab, so ist der Nest < ^.L. Errichtet man LL ^,0,

so ist LL ^ ^ LL. (§. 9, Lehrs. 2). Es ist also ^.LL wie ^.LO ein rechtwinklig-gleichschenk¬

liges Dreieck und in einmal plus eitlem Reste, also in ^.L zweimal pluö einem Reste enthalten.

Die oben angestellte Betrachtung muß sich wegen der Gleichartigkeit der betrachteten Figuren wiederholen,

d. h. es muß stets ein Rest bleiben. Das Verhältniß läßt sich also darstellen in dem unendlichen Kettenbruche:

Diagonale
Seite

2 ^ 2 4- t2 -P '

3 7 17 äl 99

dessen Nähcrungswerthe 1, 5, -m, sind
2' 5' 12' 29' 70'

2. Folgerung: Trägt man aus einer von zwei convcrgcnten Linien von einem beliebigen Punkte

auö n beliebige Strecken ab und zieht durch die Thcilpunkte Parallelen bis zum Schnitte mit der andern,

so sind die homologen Strecken zwischen den Parallelen proportionirt.

Bcw.: Man denke sich im Falle der Commensurabilität zu den Strecken rVL und LO (Fig. 16)

das größte gemeinschaftliche Maß gesucht, aus ^L und LO abgetragen und durch die neuen Thcilpunkte

Parallelen zu 2^, gezogen; dann beruht der Beweis auf Lehrst 1 dieses §. Für den Fall derJneommen-

surabilität ist die 2. Aufgabe zu berücksichtigen. Da der Werth der Grenzverhältnissc unabhängig von « ist,

so sind nothwendig die Grenzverhältnissc für die Strecken auf beiden Convergenten gleich. Denn zwischen

denselben, sich ins Unendliche nähernden Grenzen liegt nur eine Mittelgröße. Nimmt man nämlich zwei,
1

z. B. v und v,, an, so muß v — v, < sein, welche Differenz, wenn r> nur groß genug angenommen

wird, der 0 beliebig nahe gebracht werden kann. — Also verhält sich allgemein ^.L: LO : ^.0 ^,L, :

L.O, : ^.0..

3. Folgerung: Werden auf einem Schenkel eines Winkels vom Scheitelpunkte aus beliebige

Strecken abgetragen und durch die Thcilpunkte Parallelen bis zum andern Schenkel gezogen, so sind die

vom Scheitel auö gerechneten homologen Abschnitte unter sich und den durch ihre Endpunkte gehenden Pa¬

rallelen proportionirt, also (Fig. 17)

2I.L : ^.0 : — r1.L, : ^0, : : ^.L, — LL, : 00, : OL, : LL,.

3. Aufgabe: Eine Strecke in zwei oder mehrere andere von gegebenem Verhältnisse zu theilen.

Auflösung, der der Ausg. 2 analog.

ä. Aufgabe: Zu drei gegebenen Strecken die vierte Proportionale zu finden.

Auflösungen ergeben sich aus dem Vorhergehenden mehrere, so wie für die specicllcre

5. Aufgabe: Zu zwei Strecken die dritte Proportionale zu finden. 2'
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Proportionen <nn Dreiecke, Aehnlichlwit der Dreiecke und Polygone.

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Vorhergehenden ist der

1. Lehrsatz- Eine Parallele zu einer DrcicckSscitc theilt die beiden andern so, daß die homologen

Stücke proportionirt sind.

2. Lehrsatz- (Umkehrung von 1.) Theilt eine grade Linie zwei Dreiccksseiten so, daß die homo¬

logen Abschnitte proportionirt sind, so ist sie der dritten parallel.

Bew.- Indirekt (Fig. 19).

3. Lehrsatz- Wird in einein Dreieck zu einer Seite eine Parallele gezogen, so sind die Seiten

deö abgeschnittenen Dreiecks denen deS ersten proportionirt und die Winkel beider Dreiecke der Reihe nach gleich.

Bew.- Folgt auö Folg. 3 des vorigen §.

Erklärung- Gradlinige Figuren, deren Winkel der Reihe nach gleich und deren homologe Seiten

proportionirt sind, heißen ähnlich (<>?).

1. Folgerung: Reguläre Polygone von derselben Seitenzahl sind ähnlich.

2. Folgerung- Eine grade Linie, welche in einem Dreiecke zu einer Seite parallel gezogen ist,

schneidet von ihm ein ihm ähnliches Dreieck ab.

Anmerkung: Um die Aehnlichkeitssätze sür die Dreiecke zu finden, überzeugt man sich aus der

Erklärung sofort, daß zur Aehnlichkeit eine Gleichung weniger erforderlich ist, als zur Kongruenz, indem bei

der Kongruenz außer der Gleichheit der Winkel die Gleichheit aller drei Seiten, bei der Aehnlichkeit nur die

Gleichheit der Verhältnisse zweier Seiten zur dritten gefordert wird. Die ^gegenseitige Abhängigkeit der

Drciccköstückc bleibt natürlich dieselbe.

1. AehnlichkcitSsatz: Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn die drei Seiten des einen denen des

andern proportionirt sind.

Bew.: Mache (Fig. 19.) und ziehe lZO,

so ist /X also - LO -

nach Voraussetzung ist aber - DO - 0^

- L,O, -

Da nun . — rL.L,, so ist auch IZ. ,<ü,, mu und L, und /X ^ ,0,,

und

2. Aehnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Seiten des einen zweien des an¬

dern proportionirt und die eingeschlossenen Winkel gleich sind.

Bew.: Verhält sich (Fig. 19.) - rLO und ist < — L^.0, so

mache man um und ziehe so ist nach Lehrs. 2 dieses §.

L.,0,. P ue, also und ^ mithin c»

3. Aehnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Seiten des einen zweien des an¬

dern proportionirt, und die Gegenwinkel der großem von ihnen bezüglich gleich sind.

Bew-- Verhält sich (Fig. 19.) um - ^.(l, und ist, wenn >- ^.0,

O um O,, so mache man rLL,, umL.,L,, und ziehe lZ,,L,,, so ist ^ ZZE,

also ^ um O um O,. Ferner ist und somit auch o-

.1. Aehnlichkeitssatz: Zwcr Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Winkel des einen zweien deS

andern gleich sind.

Bew.: Ist (Fig. 19.) , L — D>, so mache man und ziehe

!! ^ ist cx->

1. Zusatz- Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn ihre Seiten paarweise parallel sind.

Bew.: Der Satz wird durch §. t>, Folg. 3 aus den ä. Aehnlichkeitssatz zurückgeführt.



— 13

2. Zusatz: Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn die Seiten des einen auf denen des andern senk¬

recht stehen.

Bcw.: (Fiq- 20.) ^ Supplemente desselben Winkels.0 — v I

Jeder der vorstehenden Aehnlichkeitssätzc giebt eine Auflösung der

1. Ausgabe: Ein einem gegebenen Dreiecke ähnliches Dreieck zu zeichnen.

4. Lehrsatz: Die Winkelhalbirende eines Dreiecks thcilt die Gegenseite im Verhältnisse der bei¬

den andern.

Bew.: Verlängert man eine der den Winkel einschließenden Seiten über den Scheitel des Winkels

hinaus um sich selbst und verbindet den Endpunkt mit der Spitze des Gegenwinkels, so ist der Satz auf

Lehrs. 1 dieses 8- zurückgeführt.

5. Lehrsatz: (Umkchrung v. Lehrs. 4.) Theilt eine von einer Drciecksspitze ausgehende Trans¬

versale die Gegenseite in zwei den andern Seiten proportionirte Stücke, so ist sie die Winkelhalbirende.

Bcw.: Zieht man durch einen Endpunkt der Gegenseite eine Parallele bis zum Durchschnitte mit

der Verlängerung seiner Gegenseite, so ist der Satz ebenfalls auf Lehrs. 1 dieses §. zurückgeführt.

0. Lehrsatz: Die drei Mittellinien eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte (dem Schwer¬

punkte des Dreiecks), der sie in dem Verhältnisse von 2 : 1 theilt.

Bcw.: (Fig.21.) Die beiden Mittellinien Bö, und 00, schneiden sich in 0. Verbindet man die

Mittelpunkte!) und 0 von U0 und 00 und zieht 0,L,, so sind OL und 0,L, si L0, (Lehrs. 2 dieses §.),

und — z U0 (§. 19, Folg. 3). Zieht man noch 0,I) und U,0,, so ist 0,V0!Z, ein Parallelogramm,

mithin OL, um 01) -m LI) um ^ LL, und 00, mu 00 um 00 ^ ^ 00,. Was nun von je zwei

Mittellinien gilt, gilt von allen dreien.

7. Lehrsatz: Die drei (aus den Winkelspitzcn gefällten) Höhen eines Dreiecks schneiden sich in

einem Punkte und verhalten sich umgekehrt, wie die Seiten, auf welche sie gefällt sind.

Bcw.: Zieht man durch die drei Spitzen des Dreiecks Parallelen zu den Gegenseiten bis zum

Durchschnitte, so ist der erste Thcil des Satzes auf §. 18, Lehrs. 1, Folg. zurückgeführt. Der zweite Theil

folgt aus der Aehnlichkeit zweier Thcildreiccke, welche einen DreicckSwinkel gemeinschaftlich haben.

1. Anmerkung: Der Höhenpunkt liegt, je nachdem das Dreieck spitz-, recht- oder stumpfwinklig

ist, innerhalb des Dreiecks, in der Spitze des rechten Winkels, oder außerhalb des Dreiecks.

2. Anmerkung: Schwerpunkt und Höhenpunkt sind die beiden andern merkwürdigen

Punkte eines Dreiecks (Vergl. §. 18, Lehrs. 2, Erklärung).

Folgerung: Im rechtwinkligen Dreiecke ist das Loth auS der Spitze des rechten Winkels die

vierte Proportionale zu der Hypotenuse und den beiden Katheten.

8. Lehrsatz: Das Loth aus der Spitze des rechten Winkels eines rechtwinkligen Dreiecks thcilt

das Dreieck in zwei ihm, also auch sich ähnliche Dreiecke.

Bew.: Folgt aus Aehnlichkcitssatz 4.

1. Folgerung: Das Loth auS der Spitze des rechten Winkels eines rechtwinkligen Dreiecks ist

die mittlere Proportionale zwischen den beiden Hypotenusenabschnittcu.

2. Folgerung: Jede Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist die mittlere Proportionale zwischen

der ganzen Hypotenuse und dem an ihr liegenden, durch das Loth aus der Spitze des rechten Winkels ge¬

bildeten Hypotcnusenabschnitt.

Hieraus ergeben sich zwei einfache Auflösungen der

2. Aufgabe: Zu zwei gegebenen Strecken die mittlere Proportionale zu suchen.

3. Folgerung: (Umkehrung von Folg. 1.) Ist ein in einem Punkte einer Strecke errichtetes Loth

die mittlere Proportionale zwischen den beiden Abschnitten der. Strecke, so ist das durch die drei Endpunkte

als Spitzen bestimmte Dreieck rechtwinklig.
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Bew.: (Fig. 22.) Wäre, wenn 0^.: OD — OD : OL, xst LO^. schief, so mache man ^,VR,

— R; dann ist 0^. : OD OL ^ OL,z folglich müßte OL ^ OL, sein. Da dies unmöglich ist,

so ist — R.

9. Lehrsatz: Alle Transversalen eines Dreiecks von einem Winkelpunkte nach der Gegenseite ge- --K. '

zogen theilen jede Parallele zur Gegenseite in gleichem Verhältnisse mit ihr.

Bew.: Wiederholte Anwendung von 8. 19, Ausg. 1, Folg. 3.

19. Lehrsatz: In ähnlichen Dreiecken verhalten sich homologe Höhen wie ein Paar homologe
Seiten.

Bew.: Folgt aus der Aehnlichkeit zweier homologen Dreiecke.

Anmerkung: Dasselbe läßt sich von allen in ähnlichen Dreiecken unter gleichen Bedingungen

gezogenen Linien, den Mittellinien, den Radien des in- und umschriebenen Kreises beweisen-

11. Lehrsatz: Achnliche Polygone werden durch homologe Diagonalen in bezüglich ähnliche

Dreiecke zerlegt.

Bew.: Folgt aus Achnlichkeitösatz 2. Daraus crgiebt sich die Lösung der

Aufgabe: Ein einem gegebenen Polygone ähnliches zu zeichnen.

12. Lehrsatz: Reguläre Polygone von derselben Seitenzahl haben ähnliche Bestimmungsdrciecke.

Bew.: Folgt aus Achnlichkeitösatz 2. Daraus ergicbt sich eine leichte Lösung der

Aufgabe: Ein reguläres Polygon, welches clementargcomctrisch construirbar ist, aus seiner Seite

zu construircn.

13. Lehrsatz: Die Umfange ähnlicher Polygone verhalten sich, wie ein Paar homologe Seiten.

Bew-: Die Seiten des einen Polygons seien a, b, e, . . . , die homologen des andern

1>,, o,, . . . ; dann verhält sich a : s,, ^ b : b, ^ o : e, ^ . . . ., mithin a Z- b Z- o -j- . . . :

b, -1- <z, Z- . . . a : a, b : b, <z : o, . . .

§, 21, ' '

Proportioimlitiit grab er Linien am Kreist.

1. Lehrsatz: Zieht man durch einen Punkt innerhalb oder außerhalb eines Kreises bezüglich zwei

Sehnen oder zwei Secanten zu dem Kreise, so bilden die Entfernungen des Punktes von den Durchschnitts¬

punkten der einen dieser Linien die inneren, seine Entfernungen von den Durchschnittspunktcn der andern

Linie die äußeren Glieder einer Proportion.

Bew.: (Fig. 23 u u. b.) Zieht man OD und LL, so ist /X (Achnlichkcitss. 2),

also ^L : : ^40.

Anmerkung: Von dem ersten Theile dieses Satzes ist §. 29, Lehrst 8, Folg. 1 ein speciellcr

Fall, dessen Umkchrungssatz sich nun so ausdrücken läßt:

Eine geschlossene krumme Linie ist eine Kreislinie, wenn zu ihr eine grade Linie so gezogen werden

kann, daß jedes Perpendikel auf der letzteren bis zu der krummen Linie errichtet die mittlere Proportionale

zwischen den durch den Fußpunkt des Perpendikels und die beiden Durchschnittspunkte der Graden mit der

krummen Linie gebildeten Abschnitten ist.

2. Lehrsatz: Werden von einem Punkte außerhalb eines Kreises eine Tangente und eine Secante

zum Kreise gezogen, so ist die Tangente die mittlere Proportionale zwischen der ganzen Secante und ihrem

äußern Abschnitte.

Bew.: (Fig. 24.) /X <^VL cx- VL^., also ^.L : ^ .4V : ^.0.

Anmerkung: Der 2. Lehrst ist der Grenzfall vom zweiten Theile des 1. Lehrsatzes und stimmt

mit §. 29, Lehrst 8, Folg. 2 vollständig übcrein, wovon man sich leicht überzeugt, wenn man sich um eins

der Thcildreiccke einen Kreis beschrieben denkt.

Zusatz: Ist die Tangente gleich dem inneren Secantenabschnitte, so ist die Secante so gcthcilt,

daß ihr innerer Abschnitt die mittlere Proportionale zwischen der ganzen Linie und dem äußeren Ab-



_ 15 -

schnitte ist. — Die Bedingung läßt sich mit Zuhülfcnahme von §. 15, Lehrsatz 4 leicht allgemein erfüllen,

wenn der Durchmesser des Kreises nur nicht kleiner als die Tangente ist, am einfachsten aber dadurch, daß

man den Durchmesser des Kreises und die Tangente gleich macht.

Erklärung: Ist eine Strecke so getheilt, daß ihr größerer Abschnitt die mittlere Proportionale

zwischen der ganzen Strecke und dem kleineren Abschnitte ist, so heißt die Strecke stetig getheilt. Die stetige

Theilung führt auch den Namen goldener Schnitt oder ssotio aui-ss, (s. ckivin-e).

t. Aufgabe: Eine gegebene Strecke ^L stetig zu theilen.

Auflösung: (Fig. 25.) Errichte in einem Endpunkte von ^.L ein Loch LO — ^ schlage

um O mit OL als Radius einen Kreis, ziehe die Ccntralsecante dann LR und durch D zu ihr die

Parallele DD, so theilt D die Strecke ^.L stetig, weil stetig getheilt ist. (§. 20, Lehrs. 1.)

2. Aufgabe: An eine gegebene Strecke bezüglich eine kleinere oder größere so anzutragen, daß

die ganze stetig getheilt ist.

Auflösung: Man zeichne sich eine beliebige stetig gethciltc Linie; dann ist die Aufgabe auf die

Construetion der vierten Proportionale zurückgeführt.

Zusatz: Trägt man den kleineren Abschnitt einer stetig gethcilten Strecke auf dem größeren ab,

so wird dieser wieder stetig getheilt und der frühere kleinere Abschnitt ist nun ihr größerer.

Bew.: Ist (Fig. 26.) ^.L : LO ^ LO : ^O. und ^.O ^ ^..O, so ist ^.L - LO : LO —

^O — LO: ^.O, d. i. ^..O : ^.,L — LO : ^..O oder LO : ^,O — ^.,O: 2r,L.

1. Folgerung: Setzt man dies Verfahren fort, oder trägt umgekehrt an eine stetig gecheckte

Linie immer ihren größeren Abschnitt, so erhält man bezüglich eine bis ins Unendliche abnehmende oder

zunehmende Reihe stetig gecheckter Linien. Die Ucbcreinstiinmung des ersten Verfahrens mit dem zur Auf-

^ suchung des größten gemeinschaftlichen Maßes und die Jncommcnsurabilität der Abschnitte einer stetig ge¬

thcilten Linie mit der ganzen und unter sich erhellt sofort.

3. Lehrsatz: Beschreibt man aus dem kleineren Abschnitte einer stetig gethcilten Linie als Basis

und ihrem größereil Abschnitte als Schenkel ein gleichschenkliges Dreieck, so ist dasselbe das Bestimmungs-

drcicck des regulären ZchneckS.

Bew.: (Fig. 27.) Ist ^.OL das aus den Abschnitten der stetig gecheckten Linie construirte gleich¬

schenklige Dreieck, und verlängert man L^. um ^.D — ^O und zieht DO, so ist DL : LO —i LO: L^.;

da nun 2s U — L, so ist /X ivLO <» ^.LO, also 2s O — ^.OL. Nuir ist 2s — 2D — 2 ^.OL,

also O2rL Z- L -s- ^OL 5 ^.OL 2 L, und ^.OL — Z- K.

Daraus erzielt sich sofort die Lösung der

Aufgaben: 1) In einen Kreis ein reguläres Zehneck, Fünfeck, Zwanzigeck, allgemein ein

5. 2 "eck zu beschrcibeu.

2) Ein reguläres Zchneck, Fünfeck u. s. w. init gegebener Seite zu beschreiben.

3. Aufgabe: In einen gegebenen Kreis ein reguläres Fünfzehneck zu zeichnen.

Auflösung: Man schneide vom sechsten Theil der Peripherie den zehnten Theil derselben ab,

so bleibt ^ — ist) ^ ^ Peripherie.

Zusatz: Man kann also auch ein reguläres 3. 5. 2 "eck construircn.

Anmerkung: Außer den angegebenen regulären Polygonen lassen sich noch, wie zuerst Gauß

in seinen „clisguisitionss arltbinstieas" nachgewiesen hat, die regulären Polygone von der Seitenzahl

2 " -f- 1 construircn, wenn 2" -f- 1 eine Primzahl ist.
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Vergleichung des Flächeninhalts gradliniger Figuren.
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Gleichheit gradliniger Figuren.
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1. Erklärung: Zwei Figuren heißen inhaltsglcich oder kürzer gleich, wenn sie entweder

congrucnt, oder Summe oder Differenz bezüglich congruenter Figuren sind.

2. Erklärung: Nimmt man zwei Gegenseiten eines Parallelogramms als seine Grundlinien an,

so heißt ihr oder ihrer Verlängerungen Abstand seine Höhe. Bei einem Trapeze ist ebenfalls der Ab¬

stand der Grundlinien die Höhe.

1. Lehrsatz: Parallelogramme von gleicher Grundlinie und Höhe sind gleich.

Bcw.: Haben die beiden Parallelogramme ^LOV und W'OTI (Fig. 28.) außerdem noch einen

gleichen Winkel, so sind sie congrucnt; wenn nicht, so legt man sie, wie es offenbar immer möglich ist,

zwischen dieselben Parallelen, so daß sie ganz außerhalb einander fallen. Dann ist Trapez ^OOlO ^ LWV,

weil alle Seiten und Winkel in derselben Ordnung bezüglich gleich sind. Zieht man von ihnen das ge¬

meinschaftliche Trapez ab, so bleibt!! qr. WOI) — VWd.

1. Zusatz: Ein Dreieck ist die Hälfte jedes Parallelogramms, welches mit ihm gleiche Grund-

UM Wd Höheühst^lmswN'itF mstn ä'M spmmmistlmli'1'ilk st? .mini? pinn dcknllt dili'imckniiix

2. Zusatz: Dreiecke von gleicher Grundlinie und Höhe sind gleich.

2. Lehrsatz: (Umkehrung von Lehrs. u. Zus. 2.) Gleiche Dreiecke, so wie Parallelogramme, ha¬

ben bei gleicher Höhe gleiche Grundlinie und bei gleicher Grundlinie gleiche Höhe.

Bew. mdirect.

3. Erklärung: Eine Figur verwandeln heißt ihren Flächeninhalt in anderer Gestalt darstellen.

1. Aufgabe: Ein Dreieck in ein anderes mit gegebenem Winkel zu verwandeln. (Beim un¬

gleichseitigen Dreiecke drei Auflösungen.)

2. Aufgabe: Ein ungleichseitiges Dreieck in ein gleichschenkliges zu verwandeln. (Wie bei Ausg. 1.)

3. Aufgabe: Ein Dreieck in ein anderes von gegebener Grundlinie zu verwandeln.

Auflösung: (Fig. 29.) Mache z. B. ^ a, ziehe 1)0 und kZlll

ö Irn IL

Wv (Zus. 2 dieses §.).

DO und verbinde O mit I).
.il'i'Ii'ncknvt in .«">

Addirt man beiderseits WO, >o ergicbt sich die.? .jj l ^
Bew.: WO

Behauptung.
.ninckn'u Ii; bdrstluodd nid di'i'lA. ndll'nldndn Ndnid nf "i^nninIL st

1. Anmcrkun g: Daß die Auflösung für den Fall, daß n < W, ganz analog ist, sieht man sofort,

wenn man WO als das verwandelte und WO als daö neu entstandene ansieht.

Ganz ähnlich ist die Auflösung der

ä. Aufgabe: Ein Dreieck in ein anderes mit gegebener Höhe zu verwandeln.

2. Anmerkung: Die bisherigen Aufgaben lassen sich combiniren. Wie man die Summe oder

Differenz von Dreiecken in Gestalt eines Dreiecks darstellt, erhellt sofort, eben so die Thcilung in eine be¬

liebige Anzahl gleicher Theilc.

5. Aufgabe: Ein Parallelogramm in ein anderes mit gegebenem Winkel zu verwandeln.
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6. Aufgabe: Ein Parallelogramm in ein anderes mit gegebener Seite zu verwandeln.

Auflösung: Man Halbire das Parallelogramm durch eine Diagonale, verwandle eins der Drei¬

ecke nach Aufg. 3 in eins mit der gegebenen Grundlinie und vervollständige dieses zu einem Parallelogramme.

Zusatz: Fig. 30 zeigt, daß außer den Parallelogrammen und auch HO und AO gleich

sind. Ferner folgt, wenn man OD und OO bis zu ihrem Durchschnitte in ? verlängert und ^.11 und

zieht, aus der Aehnlichkeit der Dreiecke und lIOlO, daß die Diagonale des Parallelogramins

ist, und hieraus der

3. Lehrsatz: Legt man durch einen Punkt der Diagonale eines Parallelogramms Parallelen zu

den S eiten, so sind die nicht von der Diagonale geschnittenen Parallelogramme (die sogenannten Ergän¬

zung s p a r a l l e l o g r a in m e)' gleich.

Der Beweis ist einfach.

2. Zusatz: (zu Aufg. 6.) Aus Fig. 30 folgt ferner: Zwei Parallelogramme, deren Grundlinien

sich umgekehrt wie ihre Höhen verhalten, sind gleich, und der

3. Zusatz: Bei jeder Proportion zwischen vier Linien ist daS aus den äußern Gliedern gebildete

Rechteck gleich dem aus den innern gebildeten.

Folgerung: Bei einer stetigen Proportion zwischen drei Linien ist das Quadrat der mittleren

Proportionale gleich dem Rechtecke aus den äußern Gliedern.

Der Auflösung der 4. Aufgabe analog ist die der

5. Aufgabe: Ein Parallelogramm in ein anderes mit gegebener Höhe zu verwandeln. Eine

zweite Auflösung gründet sich auf Zus. 2.

4. Erklärung: Ein Rechteck mit den Seiten a und b soll der Kürze wegen durch das Product

a b, ein Quadrat mit der Seite a entsprechend durch bezeichnet werden. Den Grund für diese Be¬

zeichnung wird die Lehre von der Ausmessung der Figuren geben.

6. Aufgabe: Ein Rechteck todcr ein beliebiges Parallelogramm) in ein Quadrat zu verwandeln.

Auflösungen folgen aus §. 20, Lehrsatz 8, Folg. 1 und 2 und §. 21, Lchrs. 2.

7. Aufgabe: Ein Dreieck in ein Quadrat zu verwandeln.

Auflösung: Die mittlere Proportionale zwischen Grundlinie und halber Höhe ist die gesuchte

Quadratscite.

8. Aufgabe: Die Summe zweier Quadrate als Quadrat darzustellen.

Auflösung: Heißen die beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks a, d, die Hypotenuse e

und ihre durch das Loch aus der Spitze des rechten Winkels gebildeten Theile x und q, so ist a- ^ op,

1>2 ^ cg, affv kO -s- l)2 ep -ff. eq — e (p Z- q) oO

Daraus folgt

4. Lehrsatz (der Pythagoreische): Im rechtwinkligen Dreiecke ist das Hypotcnuscnquadrat

gleich der Summe der Kathetenquadrate.

1. Folgerung: Ein Kathctcnquadrat ist gleich der Differenz zwischen dem Hypotenusen- und dem

andern Kathetenquadrate.

2. Folgerung: Das Diagonalenquadrat eines Quadrats ist das Doppelte von ihm. (Vergl.

§. 19, Anw. 5.)
3
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5. Lehrsatz: Das Quadrat der Summe oder Differenz zweier Strecken ist bezüglich um das

doppelte Rechteck aus ihnen größer oder kleiner, als die Summe ihrer Quadrate.

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus den Figuren.

5. Erklärung: Unter der Projektion einer Strecke auf eine grade Linie versteht man die¬

jenige Strecke auf der letzteren, welche durch die Fußpunkte der von den Endpunkten der crstercn auf sie ge¬

fällten Perpendikel begrenzt wird.

6. Lehrsatz (der allgemeine Pythagoräische) : Das Quadrat der Gegenseite eines stumpfen

oder spitzen Winkels in einem Dreiecke ist bezüglich um das doppelte Rechteck aus einer der andern Seiten und

der Projcction der dritten aus sie größer oder kleiner, als die Summe der Quadrate der beiden andern Seiten.

Bew.: (Fig. 31 a u. d.) Ist kZO die Projektion von LO auf so ist

Äff — Äff -ff IXff. Nun ist aber

Xlff — ZD- 2 LO, je nachdem L stumpf oder spitz, und

vsff — L(ff

Äff -ff vffff — -ff 1Ä2 ch 2. ^.L. Rv.

7. Lehrsatz (Nmkehrung der Lehrs. 4 u. 6.): Jcnachdcm das Quadrat einer Drciecksseite größer,

eben so groß oder kleiner als die Summe der Quadrate der beiden andern ist, ist ihr Gegenwinkel stumpf,

recht oder spitz.

Bew-: indirekt.

Eine Combination beider Fälle von Lehrs. 6, oder eine zweimalige Anwendung von Lchrs. 4 ist der

7. Lehrsatz: In jedem Dreiecke ist die Summe der Quadrate zweier Seiten gleich der Summe

aus dein doppelten Quadrate der halben dritten Seite und dem doppelten Quadrate der Mittellinie nach ihr.

§. 23.

Alismcffmig gradliniger Figuren.

1. Erklärung: Eine Figur messen heißt das Verhältniß einer als Einheit angenommenen Fläche

zu ihr angeben.

Zum Flächenmaße hat man von denjenigen regelmäßigen Figuren, die an einander gesetzt eine

lückenlose Fläche bilden, (dem regulären Drei-, Vier- und Sechsecke) das Quadrat genommen, sowohl

wegen der Unmittelbarkeit seiner Berechnung, als auch wegen seiner unmittelbaren Anwcndungsfähigkeit zur

Messung des Rechtecks, auf welches nach dem Vorhergehenden der Inhalt jeder gradlinigen Figur zurückge¬

führt werden kann.

2. Erklärung: Als Einheit des Flächenmaßes dient in der Praris die Quadratruthc (Uff);

nach dem Duodeeimalmaß (ckcko.) ist

1 lü° — 144 Quadratfuß (lDff, 1 üß — 144 lü", u. s. w. Nach dem Dccimalmaß (cko.) ist

1 Uff — 100 ffF, 1 ÜN — 100 lH" u.s.w., da allgemein ^

1. Aufgabe: Ein Rechteck zu messen.

Auflösung: Man suche zu zwei anstoßenden Seiten das größte gemeinschaftliche Maß, so ist

daö Produkt der beiden Verhältnißzahlcn das Verhältniß des Quadrats des gemeinschaftlichen Maßes zu

dein Rechtecke. Dies läßt sich kürzer so ausdrücken: Ein Rechteck ist gleich dem Produkte aus den Längen

zweier Winkelsetten, wenn man mit diesem Ausdrucke nur die obige Bedeutung verbindet.



Hierbei sind folgende Fälle zu berücksichtigen:

1. Der Fall der Coimnensurabilität der Winkelseiten ist durch obige Auflösung erledigt.

2. Sind die Winkelsciten incommensurabel, so ist der Flächeninhalt des Rechtecks irrational,

d. h. es giebt kein Quadrat, welches von dem Rechtecke ein Maß wäre. Indessen gicbt es

nach 8- 19, Ausg. 2 stets zwei rationale Verhältnisse, denen daS irrationale gleichgesetzt wer¬

den kann, so daß dadurch der Fall der Jncounnensurabilität auf den der Coimnensurabilität

zurückgeführt ist.

3. Nimmt man, wie cS in der Praris geschieht, zum Maße der Winkelseiten ein willkürlich ge¬

gebenes Maß, z, B einen Fuß, so kann der Fall eintreten, daß die Maßzahlen Brüche sind.

Sind z. B. die beiden Seiten bezüglich 4z' und 3z', so erhält man ein gemeinschaftliches

Maß beider Seiten, wenn man die Brüche gleichnamig macht, also 4z' — 27. und

3z' — 22. z' setzt. Dann ist nach dem 1. Fall ^ das größte gemeinschaftliche Maß und

der Flächeninhalt des Rechtecks — 27. 22. H — 27. 22. ^ ^ H>'
— 4.s. 3z üj'

Es gilt also die obige Regel für alle Fälle.

Daraus ergeben sich folgende

Lehrsätze: 1. Der Flächeninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem Produet aus Grundlinie

und Höhe.

2. Der Flächeninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produet auS Grundlinie und Höhe.

Zusatz: Der Flächeninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich seinem halben Kathetcnproduete.

3. Der Flächeninhalt eines Trapezes ist gleich dem Producte auö dem arithmetischen Mittel seiner

Grundlinien in die Höhe.

4. Der Flächeninhalt eines regulären Polygons ist gleich dein halben Producte aus seinem Um¬

fange in den kleinen Radius.

5. Der Flächeninhalt eines beliebigen necks ist gleich der Summe seiner Thcildreiecke.

8- 24.

Verhältnis; des Flächeninhalts gradlinigerFiguren.

Auö den Lehrsätzen 1 und 2 des vorigen 8- ergeben sich sofort folgende

Lehrsätze: I. Parallelogramme oder Dreiecke stehen im zusammengesetzten Verhältnisse ihrer

Grundlinien und Höhen.

2. Parallelogramme oder Dreiecke von gleicher Grundlinie oder Höhe verhalten sich bezüglich wie

ihre Höhen oder Grundlinien.

3. In gleichen Parallelogrammen oder Dreiecken stehen die Grundlinien im umgekehrten Verhält¬

nisse der Höhen und umgekehrt: Parallelogramme oder Dreiecke sind gleich, wenn ihre Grundlinien im um¬

gekehrten Verhältnisse der Höhen stehen.

^ ^ ^ Quadrat-Sechstelfuß.



— 20 —

4. Parallelogramme oder Dreiecke, welche bezüglich einen Winkel gleich, und Dreiecke, welche zwei
Winkel haben, die sich zu 2 R ergänzen, stehen im zusammengesetzten Verhältnisse der diese Winkel ein¬
schließenden Seiten.

Bew.: Macht man die gleichen Winkel zu Scheitelwinkeln(Fig. 32.) und zeichnet das Parallelo¬
gramm oder Dreieck k, so verhält sich ? : k ^ b : e

k a : ä

? : IH kb : eck

Haben die beiden Dreiecke ein Paar Supplementwinkel, so braucht man nur die zweite Diagonale
in dem Parallelogramme zu zeichnen, um sich von der Richtigkeit der Behauptung zu überzeugen.

Ein spcciellcr Fall davon ist:

5. Aehnlichc Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate homologer Seiten oder Höhen.

Bew.: Sind die Dreiecke ? und so verhalten sie sich, wie die Producte von je einem Paare
homologer Seiten, also wie ab : a,b,; da aber b : b, — s : s,, so ist K : ^ ^ : n.,2

6. Aehnliche Vielecke verhalten sich wie die Quadrate homologer Seiten.

Bew.: Sind die homologen Dreiecke, in welche ähnliche Polygone zerlegt werden können, bezüglich
L, O, . . . und X,, L,, O,, . . . und die homologenSeiten in ihnen bezüglich a, b, o, . . . und a,, b,,

o,, . . . , so verhält sich X : : a, kZ : 0, — b^ : b, ^ — g,2 - s., ^ — ^2 . ^ 2 ^2 .
a.', . . . folglich X: — kZ : L. ^ v : v. . . . —und X-s-kZ-P O-s-. . . : X. -s-L,-P
O. . . . — : a, 2.

7. Sind die drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks homologeSeiten ähnlicherPolygone, so ist
das Polygon über der Hypotenuse gleich der Summe der Polygone über den Katheten.

Bew.: Sind die Katheten des rechtwinkligen Dreiecks a und b, die Hypotenuse 0, die Flächen
der ähnlichenFiguren über ihnen bezüglich L und O, so verhält sich

^ : L — a- : b-, also X -P kZ : X ^ a- -s- b- : a-.
Da nun auch O : X —

u nd b^ ^2 o^, ^ X -s- L — (Z.

Aus dem Umstände,daß sich ^ b^ verhält, wie die Projektionen von «. und b auf die Hypote¬
nuse, ergiebt sich die

1. Folgerung: Ucbcr den Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks als homologen Seiten con-
struirtc ähnliche Polygone verhalten sich wie die Projektionen der Katheten auf die Hypotenuse. — Analog
ergiebt sich die

2. Folgerung: Ucber der Hypotenuse und einer Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks als homo¬
logen Seiten eonstruirtc ähnliche Polygone verhalten sich wie die Hypotenusezu der Projcction der betref¬
fenden Kathete auf sie.

1. Aufgabe: Ein einem gegebenenPolygone ähnliches zu zeichnen, welches zu ihm in dem
gegebenen Verhältnissem : r> steht. ^

Auflösung: Sind « und x zwei homologe Seiten der ähnlichen Figuren, so ist : x^ — in:u,
woraus sich die Auslösung nach voriger Folgerung sofort ergiebt.

2. Aufgabe: Ein ungleichseitiges Dreieck ^ in ein gleichseitiges X zu verwandeln.

« '
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Auflösung' Läßt man zunächst die Bedingung der Gleichheit fallen und berücksichtigt nur die
vorgeschriebene Form, so liegt es nahe, über der Grundlinie «. von X ein gleichseitiges Dreieck L zu con-
struiren. Dann verhalten sich die Dreiecke mit gleicher Grundlinie wie ihre Höhen, also

L : X — Ii, : Ii. Ist x nun die Höhe des gesuchten Dreiecks, so ist
L : X — b, 2 : x'^; da mm X X sein soll,

1>2 I ll ^ ll, 2 . x2,
woraus die weitere Lösung sich wieder nach voriger Folgerung ergicbt.

8. 25.

Rcetisicickio» und Bundratur des iärcilcs.

1. Lehrsatz: Jeder Kreisbogen ist größer als seine Sehne.
B cw.: Die grade Linie ist die kürzeste Entfernung zweier Punkte.
2. Lehrsatz: Jeder Kreisbogen ist kleiner als die Summe der beiden an seine Endpunkte bis zu

ihrem Durchschnitte gezogenen Tangenten.
B c w.: Betrachtet man den Bogen alö eine gebrochene Linie« mit einerseits nur concavcn Winkeln,

so ist nachzuweisen, daß, wenn auf einer Seite über einer Strecke zwei gebrochene, nur mit concaven Win¬
keln gegen sie gekehrte gebrochene Linien gezeichnet werden, von denen die eine von der andern umschlossen
ist, die innere gebrochene Linie kleiner als die äußere ist. Zieht man (Fig. 33.) die punktirtcn Hülfslinicn,
so ist a -s- ll > o -s- k,

k Z- <- > ck Z- Z,
Z Z- k > s

g, -s- Ii -P- k -P e -P A -P Ir o -P k »P ck A -P» s, und
s. Z- ll Z- d. i.

aZ-b)>o-s-ck-Ps.
Folgerung: Die Peripheriedes einem regulären Polygone ein- oder umbcschriebencn Kreises

ist bezüglich kleiner, oder größer als der Umfang des Polygoncs.
1. Erklärung: Rcctification des Kreises ist die Berechnungdes Verhältnisses seines Halb-

odcr Durchmessers zur Peripherie.
Hierzu zeigt die folgende Betrachtung den Weg.
Wenn man im Stande ist, ein reguläres Polygon mit gegebenem Umfange so zu bestimmen, daß

der Unterschied seiner beiden Radien oder Durchmesser, d. h. der Radien des ein- und umbeschriebcnenKrei¬
ses, also auch der Unterschied der beiden Kreise selbst kleiner, als jede angebbarc Zahl, also unendlich klein
ist: so kann man das Vcrhältnißdeö Polygonumfangö zu einem seiner Radien für das Vcrhältniß des
KrciSumfangs zu seinem Radius setzen.'

1. Aufgabe: Aus dem kleinen und großen Radius, r und U eines einem Kreise cinbeschricbenen
^ ' regulären n eckS die beiden Radien i-, und Ii, desjenigen 2n eckS zu finden, welches mit ihm gleichen Um¬

fang hat (ihm isoperimetrisch ist.)
Auflösung: Ist (Fig. 34.) XU die Seite des gegebenen necks, also UV ^ r, XU ^ L, so

ist, wenn X, und Uz bezüglich die Mittelpunkte der beiden Sehnen XU und LU sind, X,L, - ^ XL,
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^ also das BestimmungSdreieck des dem gegebenen necke isoperimetrischen2nccks
und LI), —r,, ^ U, seine beiden Radien. Da nun Lv, ^ VU^, so ist L0, z (LL — (lv)
-s- OD — ^ (<ÜL -f- LI)), d. i. r, — z (U -f- r). Ferner ist in dem rechtwinkligen Dreiecke
Xsö- — eu. ev^, d, i. Ii, 2 — Li-, und k. -rn s "lü-..

1. Folgerung: Geht man so von dem regulären necke zu den isoperimetrischen 2n-, 4o-,
8n- . . . ecken sort und bezeichnet die Radien bezüglich mit i-, U; r,, R,; r,,, R,,; r,,,, Ii,,,;. . .,
so sind von i-, an sämmtlichc i- die arithmetischen,und von Ii, an sämmtlichc Ii die geometrischen Mittel
zwischen den beiden ihnen unmittelbar vorangehendenGliedern der Reihe.

2. Folgerung: Die Gleichungender 1. Aufgabe und die daraus gezogene Folgerung gelten auch
für die Durchmesser S, v; ck,, v, der Polygone und die Verhältnissedes constanten Polygonumfangcs p
zu den Durchmessern. Es ist also

6. „ ^
' d" n '/NN

u ^ 1,
1

x r> et r/ 4

^ 4- ^ ^ I/" "' ". s. f.Vp > x>/ x k/ x x>
Geht mait ntm von dem regulären Sechsecke aus, und setzt seine Seite -

Umfang p^-6, 0,333333. Der kleine Radius i- ist — ^/!

so ist sein

? 3, also

<l i-n t/ 3 und ^ r/ 3 — 0,288675. Wendet man nun die obige Rechnungsrcgelan, so erhältp ()
man leicht folgende Tabelle:

Anzahl
der

Seiten.

Verhältniß des Polygonumfanges

zu seinem kleinen ! zu seinem großen

Durchmesser. ^ Durchmesser.
6 0,288675 0,333333

12 0,311004 0,321975
24 0,316490 0,319221
48 0,317855 0,318537
96 0,318196 0,318367

192 0,318281 0,318324
384 0,318303 0,318313

768 0,318308 0,318311

1536 0,318309 0,318310

3072 0,318310 0,318310

Daraus ergiebt sich, daß bei einem 3072 eck die Verhältnisseder beiden Durchmesser zum Umfange
sich nicht um eilt Milliontel des letzteren von einander unterscheiden,diese Durchmesser also nähcrungsweise
gleich, und die beiden Kreise miteinander und mit dein zwischen ihnen liegenden Polygone zusammenfallend
gedacht werden können. Bezeichnen wir nun das Verhältniß des 'Kreisdurchmcsserszur Peripherie mit 7/,

so ist, da 0,318310, ^ 3,141591 . . . Der richtige Werth ist n ^ 3,14159265 ... Es ist

« ^

also der gefundene Werth erst in der 6. Stelle um 1 zu klein.



In Form eines Kettenbruches ist

miMz

dessen Näherungswerthc
3 22 333 335

1' 7 ' 100' 113' '

370

. . sind, von denen der letzte — 3,141.7929 . . . sich

erst in der 7ten Dccimalstelle von dem wahren Wcrthc unterscheidet.

1. Folgerung: Die Krcispcripheric ist — 2r^-.

2. Folgerung: Ein Kreisbogen, dessen zugehöriger Centriwinkel — «ist, ist —

3. Folgerung: Die Peripherien zweier Kreise verhalten sich wie ihre Radien oder Durchmesser.

2. Erklärung: Quadratur des Kreises ist die Berechnung seines Flächeninhalts.

Aufgabe: Einen Kreis zu quadriren.

Auflösung: Betrachtet man den Kreis als die Grenze aller regulären Polygone, so geht die

Formel für die Fläche der letzteren bll — ^ über in 2 i-n-. i- —

Anmerkung: Die Berechnung eines Segments würde hier nur für die specicllen Fälle möglich

sein, wenn seine Sehne die Seite eines elementar-geometrisch construirbaren regulären Polygons ist. Eine

allgemeine und einfache Auflösung dieser Aufgabe giebt die Trigonometrie.

2. Folgerung: Die Flächen zweier Kreise verhalten sich wie die Quadrate ihrer Radien oder

Durchmesser.

3. Folgerung: Nimmt man die Katheten und die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks be¬

züglich zu Halb- oder Durchmessern dreier Kreise, so ist die Summe der beiden ersten Kreise gleich dem dritten.

4. Folgerung: Wenn man über den drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks als Durchmessern

Halbkreise construirt, so ist die Summe der über den Katheten entstehenden Möudchcn gleich dein gegebenen

Dreiecke.

Bew.: Ergicbt sich sofort aus Fig. 37.

1. Aufgabe: Einen KreiSring in einen Kreis zu verwandeln.

Auflösung: Sind die Radien der Kreise, deren Differenz der Ring ist, bezüglich R und r, der

des gesuchten Kreises x, so ist x^ — (ü^ — rQ also x^ — woraus sich (Fig. 36.) er¬

gicbt, daß x der durch den Berührungspunkt und die Peripherie des großen Kreises begrenzte Theil der

Tangente des kleinen Kreises ist.

2. Aufgabe: Einen Kreis zu zeichnen, der zu einem gegebenen in einem bestimmten Verhält¬

nisse steht.

Auflösung: Analog der von §. 24, Ausg. 1.

3. Aufgabe: Die Peripherie eines Kreises annähernd geometrisch zu rectificiren.

1. Folgerung: Ein Krcisscetor ist —
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Auflösung: Wählen wir zu dem Zwecke den Näherungswert!) so ist derselbe ^ 3 -s-

16 . 16 42 ^2

113 " ^ ^ X9ZXF4 ^ ^ ^ 72 ^ ' ^er Werth 72 ^Z2 läßt sich in folgender Weise leicht

construircn:

Man mache (Fig. 37.) die Schenkel des rechten Winkels ^,1ZL! ^ ck ^ k und (lv — ^ ck, ver¬

binde mit v, Halbirc in L, trage ^k-l --- auf ^.v von .4, aus ab, ziehe OL, verbinde

v mit H und ziehe Dil, so ist ^.6! —

Bew.: Es verhält sich

: ^.v — und

A.? : ^.v — 1

X?^ : XÖ' — d. i.

^ 8' 72 ^ : 1, folglich ^ ^
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Es ist somit die grade Linie 3 ^IZ -s- ^.6l — ^ des Durchmessers, d. h. bis auf die 7te Deci-

malstclle gleich der Kreisperiphcrie.
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