
MtrG su einer genetischen Entmichrtung der
Planinietrie.

ie folgende, lediglich im Interesse des mathematischen Schulunterrichts geschriebene Abhandlung

beansprucht weniger einen wissenschaftlichen, als didaktischen Werth. Sic gicbt nichts Neues, sondern Altes

in neuer Form und Verbindung und, durch den Raum beschränkt, auch nur in einem beschränkten Gebiete.

So sehr man auch principielt dein Ausspruche des Aristoteles (^.nal^t. xost. I. 27):

x«r ?/7-L x«r' /) «//?«

//// T'^/ce ZesVe bcistiimnt und denselben in der Bearbeitung und dem Ver¬

trage sämmtlicher Wissenschaften zu befolgen strebt: so hat sich doch sonderbarer Weise grade in der Mathe¬

matik, die wie keine andere Wissenschaft ihre Keime einzig und allein in den ursprünglichsten Anschauungen

des Menschen hat und sich aus diesen mittelst der ursprünglichsten Begriffe klar und sicher entwickelt, und

noch dazu in dem anschaulichsten, dem geometrischen Theile derselben das fast unvertilgbare Vorurtheil fest¬

gesetzt, daß zur Begründung ihrer Lehren der logische Nachweis ihrer Richtigkeit allein hinreichend, die

Darlegung des Weges zur Auffindung der bewiesenen Wahrheiten aber mindestens überflüssig sei. Ob

dieses Vorurtheil in wissenschaftlicher Beziehung der Mathematik mehr genützt als geschadet hat, will ich

hier nicht untersuchen-, wohl aber glaube ich die Behauptung aussprechen zu dürfen und dabei der Zustim¬

mung vorurtheilSfreier Sachkenner gewiß zu sein, daß in didaktischer Beziehung die ausgesprochene Methode,

mathematische Lehren zu behandeln,' die ihr Vorbild in Euklid's Elementen hat, dem Verständniß und der

Verbreitung mathematischer Lehren entschieden hinderlich gewesen ist und noch ist. Euklid's Elemente sind

in ihrer Art ein unübertreffliches Muster von cvnsegucntcr Durchführung eines auf logischen Gesetzen be¬

ruhenden Systemes und erreichen ihren Zweck, die Richtigkeit ihrer Lehren nachzuweisen und so deren

Existenz zu sichern, auf das Vollkommenste. Aber darum ist die in ihnen befolgte Methode, wenn man

darunter mehr versteht, als die nie genug zu rühmende und keiner andern Rücksicht Zu opfernde mathema¬

tische Strenge, noch nicht die beste Unterrichtsmethode. Denn sie widerspricht sowohl den Forderungen, die

an jeden Unterricht, besonders aber an den auf wissenschaftlichen Anstalten crtheilten zu stellen sind, daß

nämlich der Schüler weniger Gedachtes, als denken lerne, als auch besonders dem Geiste der Jugend, die

ohne Vergleich mehr Verständniß und Sinn für das Werdende, als für das Fertige hat.
1 *



Der synthetische Vortrag der Mathematik mit seinem fast durchgängigen Mangel an übersichtlicher
Zusammenstellung der gleichartigen Objccte, mehr noch einer logischen Anordnung der Begriffe und beson¬
ders einer organischen Entwickelung der Lehren bleibt mehr oder weniger immer ein dogmatischer. Ist der
Schüler auch von der logischen Richtigkeit eineö Satzes überführt, so ist er dadurch von seiner Wahrheit
noch nicht überzeugt. Beides steht sehr oft im umgekehrten Verhältnisse.Der dem Schüler hierbei angc-
thane Zwang beengt ihn, aber fesselt ihn nicht. Je rüstiger die Kraft, desto mehr lehnt sie sich oft gegen
ihn auf. Je höher die Bewunderung dcö aus den Beweis verwandten Scharfsinns steigt, desto tiefer sinkt
die Zuneigung.

Diese letztere, die der Zweck alles wissenschaftliche» Unterrichts ist und bleiben muß, kann nur er¬
zeugt werden, wenn dem Schüler das innere Verständlich dcS Gelernten aufgeschlossen wird. Und hierzu
ist eine genetische, anschauliche Entwickelung der mathematischen Lehren nothwcndig. Jeder andere Weg
vcrurtheilt den Lernenden zu einer bloßen Reccptivität, verhindert aber die Productivität. Blindlings steht
er sich geführt, wo er selber gehen möchte und könnte, wenn ihm nur der Weg gezeigt würde. So wird
daS Bewußtsein eigener Kraft und das Selbstvertrauen systematisch gelähmt und eine vollständige Rathlosig-
keit bei einer selbstständigen Leistung ist die unausbleiblicheFolge.

Die entgegengesetzteMethode, die Begründung der Lehrsätze der Geometrie bloß der Anschauungzu
überweisen und, wie es leider geschehen ist, die Geometrie zu einer rein beschreibenden Wissenschaft zu
machen, hat auf viel schlimmere Abwege geführt, und nichts ist geeigneter, als sie, nicht allein den mathe¬
matischen, sondern auch den wissenschaftlichenSinn überhaupt zu ertödten.

Eine Verbindung beider Methoden, eine Anordnung der Sätze, eine Führung der Beweise, die
gleichzeitig der größten Srenge der Beweise, sowie der Darlegung des Weges, wie die bewiesenen Wahrheiten,
wenn nicht gefunden sind, so doch hätten gefunden werben können, Rechnung trägt, wird ohne Zweifel die für
den Unterricht geeignetste sein. Vorzugsweisewichtig ist sie für den ersten mathematischen Unterricht,weil sich
in keiner andern Wissenschast ein früherer Fehlgriff so sehr rächt, wie in der Mathematik. Darum erschien
mir die Ausarbeitung dieses Versuches zur Lösung eines kleinen Theiles einer größeren Aufgabe nicht unnütz.



Erklärungen.

8. l.
Alle Körper, möge» sie wirklich vorhanden, oder nur gedacht sein, haben drei endliche Ausdeh¬

nungen oder Dimensionen: Länge, Breite und Dicke, die den Begriffen vorn und hinten, rechts und
links, oben und unten entsprechen. Mit andern Worten - Alle Körper nehmen einen Theil d e s R a u m e s ein.

Den Raum können wir uns nicht ohne folgende Eigenschaften denken: I> Er hat unbegrenzte
Ausdehnungen; 2) er hat, wie auch alle seine Thcile, eine unbegrenzte THeilbarkeit; seine Theile
sind gleichartig, d.h. sie unterscheiden sich durch nichts, als höchstens durch ihre Größe; er ist stetig,
d. h. keiner seiner Theile ist von einem andern durch etwas, was nicht Raum wäre, oder Raum einnähme,
getrennt, oder seine Theile haben einen ununterbrochenen(eontinuirlichen)Zusammenhang.

Da der Stoff der physischen Körper der verschiedenstenArt sein kann, ein bestimmter Stoff also
einem Körper nicht wesentlich ist, die Physik außerdem die Eigenschaftender Stoffe behandelt: so können
wir denselben insoferii unberücksichtigtlassen, als wir uns die Größe und Gestalt deS Körpers unabhängig
von einem besonderen Stoffe denken. Wir verstehen deshalb unter einem mathematischen Körper
einen vollständig begrenzten Theil des Raumes.

Die gemeinschaftliche Grenze zweier benachbarten Raumtheile, d. h. dasjenige,was, ohne selbst
ein Theil des Raumes zu sein, zwei Raumtheile von einander scheidet, heißt eine Fläche. Die beiden durch
sie getrennt gedachten Raumtheile heißen ihre beiden Seiten. — Die Fläche hat nur die beiden Ausdeh¬
nungen Länge und Breite. Sic ist entweder gekrümmt oder eben eine Ebene —, unbegrenzt
oder begrenzt. Zu den letzteren gehören die Grenzen eines Körpers, die entweder aus einer Fläche, (z. B.
die Kugel) oder aus mehreren Flächen (z. B. die Halbkugel, der Würfel) bestehen. — Die Gesammt-
bcgrcnzung eines Körpers, aufgefaßtals eine einzige, in sich zurückkehrende Fläche, heißt seine
Oberfläche.

Wir betrachten vorläufig nur die Ebene, und alle künftigen Gebilde werden, auch ohne weitere
Erinnerung, oder wenn nicht ausdrücklich eine Ausnahme davon gemacht wird, als in ihr ausgeführt gedacht.
Die Wissenschaft von den mathematischen Gebilden in einer Ebene heißt Planimetrie.

Die gemeinschaftliche Grenze zweier benachbarten Theile einer Fläche heißt eine Linie. Die bei¬
den durch sie getrennt gedachten Theile der Fläche hcijzen ihre Seiten. — Die Linie hat nur die Ausdeh¬
nung der Länge. Sic ist entweder krumm — eine Curve, — oder grade, begrenzt oder unbe¬
grenzt. —' Die graben Linien nennt man, je nachdem sie anfangs- und endlos, mit Anfang und endlos,
mit Anfang und Ende sind, bezüglich Grade, Strahl, Strecke.

Ein von einer Linie, (z. B. der Kreis) oder von mehreren (z. B. Halbkreis, Quadrat) begrenzter
Theil einer Ebene heißt eine ebene Figur. Die Gcsammtbegrenzung einer Figur, aufgefaßt als eine ein¬
zige, in sich zurücklaufende krumme, gebrochene oder gemischte Linie, heißt ihr Umfang.
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Die gemeinschaftlicheGrenze zweier benachbarten Thcile einer Linie, also anch die Grenze einer
Linie heißt Punkt. Er ist ohne Ausdehnung, also ohne Theile. Der bestimmte Ort im Räume, den er
einnimmt, heißt seine Äage.

Linien, Flächen und Körper heißen gemeinschaftlich räumliche oder stetige Größen. Die Wis¬
senschaft von ihnen heißt Geometrie.

Anmerkung: In Wirklichkeit eristirt der Punkt nicht ohne die Linie, die Linie nicht ohne die
Fläche, die Fläche nicht ohne den Körper und der Körper nicht ohne Materie, da die Grenze nicht ohne ein
Begrenztes, die Form nicht ohne eine Materie ist; doch können wir uns, wie schon oben bemerkt, eins
unabhängig von einer bestimmten Art des andern denken und ihm so wenigstens in Gedanken eine abge¬
sonderte Eristcnz geben. — Man verstnnlicht sich den Punkt durch einen materiellen Punkt, die Linie durch
einen materiellen Strich und bezeichnet verschiedene Punkte durch verschiedene Buchstaben meist des großen
lateinischen Alphabets.

s. 5

Grundsatz: Durch einen Punkt können wir unendlich viele Grade, durch zwei Punkte dagegen
nur eine ziehen oder uns gezogen denken. — Anwendung des Linealcs zum Prüfen, Zeichnen und Verlän¬
gern einer graden Linie. — Mit dieser letzteren Graden erhält man zugleich den Begriff der Richtung
von einem Punkt nach einem andern und der dieser direkt entgegengesetzten Richtung.

Die Richtung einer graden Linie wird durch zwei beliebige Punkte in ihr bestimmt. Daraus folgt
die Grundeigenschaft der graben Linie, daß alle ihre Thcile dieselbe Richtung haben, oder daß sie
zwischen je zweien ihrer Punkte nur auf eine Art liegen kann.

1. Folgerung: Zwei verschiedene grade Linien können nicht mehr als einen Punkt gemein
haben, sich nur in einem Punkte schneiden.

2. Folgerung: Zwischen zwei Punkten, z. B. zwischen den beiden Spitzen eines Zirkels ist nur
eine einzige Strecke möglich. --- Diese Strecke ist kleiner, als jede andere die beiden Punkte verbindende
Linie und heißt deshalb die Entfernung der beiden Punkte. — Die Länge und Lage einer Strecke wird
durch die Lage ihrer Endpunkte bestimmt. Deshalb bezeichnet man sie, indem man ihre Endpunkte bezeich¬
net. Soll die Länge allein bezeichnet werden, so genügt dazu ein Buchstabe.

Anmerkung: Die Begriffe grade und eben, sowie ihre Gegensätze sind so ursprünglich, daß ihr
Verständlich durch keine andern Begriffe vermittelt werden kann. Als Grundcigenschaft der Ebene crgicbt
sich dem Obigen analog, daß sie durch drei nicht in grader Linie liegende Punkte nur auf eine Art gelegt
werden kann, oder daß in ihr von jedem Punkte nach allen Richtungen grade Liniciwgezogen werden können.

8. 3.

Beziehungen zwischen den Nngcn zweier Strecken.

1. Aufgabe: Eine einer gegebenen Strecke gleiche Strecke zu zeichnen.
Auflösung: Man setzt die Spitze eines Zirkels in ihre Endpunkte oder trägt die Entfernung

ihrer Endpunkte auf der Kante eines Lineales ab und trägt dann die Entfernung der Zirkclspitzen oder die
Entfernung der Endpunkte auf einer zweiten graden Linie ab.

1. Erklärung: Legt man zwei Strecken so aufeinander, daß sich das eine Paar ihrer End¬
punkte deckt, so sind die Strecken, wenn sich auch daS andere Paar ihrer Endpunkte deckt, gleich <—), wenn
nicht, so ist die die kleinere, deren zweiter Endpunkt zwischen die Endpunkte der andern fällt. DaS Zeichen
für kleiner ist <, das für größer >.

2. Erklärung. Räumliche Größen überhaupt, die zur Deckung gebracht werden können, heißen
eongruent (^).



2. Aufgabt: Zwei gegebene Strecken zu addiren, oder ein? gegebene Strecke
uu> eine andere zu verlängern.

Auflösung: Man trage eine von ihnen auf der Verlängerung der andern von dem Endpunkte
aus, über den hinaus sie verlängert ist, ab, so ist die Entfernung der nicht gemeinschaftlichen End¬
punkte die verlangte Summe.

Zusatz: Wie mehr alö zwei Srecken zu addiren sind, erhellt aus Ausgabe 2 sogleich.
Z. Aufgabe: Eine kleinere gegebene Strecke von einer größeren zu subtrahiren,

oder eine gegebene Strecke um eine kleinere zu verkürzen.
Auflösung: Legt man die kleinere Strecke auf die in Erkl. 1 angegebene Weise aus die größere,

so ist die Entfernung der nicht gemeinschaftlichen Endpunkte die verlangte Differenz.
Als specieller Fall des obigen Zusatzes crgicbt sieb die
4. Aufgabe: Eine gegebene Strecke mit einer unbenannten ganzen Zahl zu

multip lieircn, nebst der Auflösung. -
1. Anmerkung: Zwei Linien können natürlich nicht mit einander multiplicirt werden, da nach

dem Begriffe der Multiplieation der Multiplieator stetö eine unbenannte Zahl sein muß.
2. Anmerkung: Die Aufgabe, eine gegebene Strecke in eine bestimmte Anzahl gleicher Theile

zu theilen, welche sich als erste Umkehrungder 4. Aufgabe crgicbt, kann hier noch nicht gelöst werden und
bedarf hier der Lösung auch noch nicht.

Der zweiten Umkehrung von Ausg. st (siehe Ausg. 5) ist Folgendes voranzuschickcn:
2. Erklärung: Eine Strecke, die in einer andern beliebig vielmal enthalten ist, obnc baß ein

Rest dabei übrig bleibt, heißt von dieser ein Maß, diese von jener ein Vielfaches, und die Zahl, welche
angicbt, wie oft das Maß in der gemessenen Strecke enthalten ist, heißt das Verhält» iß beider Strecken.

Eine Strecke, die von zwei und mehr Strecken zugleich ein Maß ist, heißt ein gemeinschaft¬
liches Maß derselben. (Größtes, kleinere gemeinschaftliche Maße.)

1. Lehrsatz: Ein Maß einer Strecke ist auch ein Maß ihres Vielfachen.
2. Lehrsatz: Ein gemeinschaftliches Maß zweier Strecken ist auch ein Maß von der Summe

und Differenzderselben. Die Beweise beider Sätze sind leicht.
3. Aufgabe: Eine gegebene Strecke durch eine andere zu messen, oder das

Verhält»iß beider Strecken in den kleinsten Zahlen zu suchen.
Auslösung, k. Fall: Sind beide Strecken einander gleich, so ist ihr Vcrhältniß die Zahl l.
2. Fall: Sind sie ungleich, so trage man die kleinere aus der größeren von einem Endpunkte auS

so oft als möglich ab. Kann dies z. B. n mal geschehen,ohne daß ein Rest übrig bleibt, so ist die
ganze Zahl o also das gesuchte Vcrhältniß, und die kleinere Strecke von der größeren ein Maß.

st. Fall: Bleibt dagegen z. B. nach einem n maligcn Abtragen ein Rest übrig, so ist keine
unmittelbare Messung mehr möglich. Es fragt sich also, ob nicht eine mittelbare Messung stattfinden kann.
Dies wird aber der Fall sein, wenn man im Stande ist, eine dritte Strecke zu finden, die von beiden ge¬
gebenen Strecken ein gemeinschaftliches Maß ist. Das dabei zu beobachtendeVerfahren ist dasselbe, wie bei
der Lösung der arithmetischen Aufgabe, zu zwei gegebenen Zahlen das größte gemeinschaftliche Maß zu
stechen. Die also zunächst in Frage zu stellende Strecke ist augenscheinlich der Rest selbst. Denn ist dieser
ein Maß der kleineren Linie, so ist er es auch von ihrem n fachen und mithin auch von der Summe aus dem
»fachen und sich selbst, d. h. von der größeren, also ein gemeinschaftliches Maß beider. Ist er dagegen kein
Blaß, so mache man dieselbe Untersuchung mit dem neuen Reste an dein ersten u. s. w. Hierbei sind
wieder zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem einmal kein Rest mehr, oder stetö einer übrig bleibt.
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Im letzteren Falk nennt man dic Strecken inc o in mensurabel und ihr durch keine Zahl genau

anzugebendes Verhältniß irrational. Die Art und Weise, wie man ein irrationales Vcrhältniß annä¬

hernd bestimmt, muß, da sie aus der in Anmerkung 2 besprochenen Aufgabe beruht, einer spätem Unter¬

suchung vorbehalten bleiben. Jedoch erhellt hier schon die Möglichkeit einer solchen Bestimmung, da die

Reste nach und nach immer kleiner werden und sich zuletzt aller Wahrnehmung entziehen, so daß man sie

einmal, je nach dem Grade der beanspruchten Genauigkeit, unberücksichtigt lassen kann.

Den Gang der Untersuchung im crsteren Falle, den man in Verbindung mit dem Falle, wo die

kleinere Strecke von der größeren ein Maß ist, den Fall der Commensurabilität nennt, und wo das

Verhältniß rational ist, mag folgendes Schema verdeutlichen. Dic Längen der beiden Linien seien der

Kürze wegen bezeichnet durch a und b, u. z. sei a > b. Das Resultat der ersten Vergleichung »verde

dargestellt durch dic Gleichung»

k) s. ^ „b -st r, speeiell » ^ 3K -st das der zweiten durch

2) b — -st „ b — 2i- -st i-,,' „ „ dritten

3)r — IW1-,, „ Iäi',,

wo r, also ein Maß von i- sein mag. Dann ist das größte gemeinschaftliche Maß von o, und b. Um

nun schließlich das gesuchte Vcrhältniß zri finden, muß man er und b durch ausdrücken, welches leicht auf

folgende Art geschieht. Setzt man aus Gleichung 3 den Werth für i- in die 2. Gleichung, so ist

4) b n, 1^2 r, -st 1'^ — (ll, „2 -st l )i',, spccicll b — >3r, -st r, — 9r,.

Setzt man schließlich aus Gleichung 4 und 3 die Werthe für b und ,- in Gleichung 1, so ist

5) a — I, (ii, N2 -st 1) i', -st ri^ specicll o — 27r, -st äi-,

- hst ^ st. ->s°

n n, 1,2 -st n -st »2 , - . „ 3k ,
g. — —'—,—st - b, wecicll a — b.

ii, „2 -st k 9

Beweis: r, ist ein Maß von r, mithin auch von r und n, i- -st d. h. von b, mithin

auch von „>> und „b -st r, i>. h. von a, also ein gemeinschaftliches von o rmd d. Es ist aber auch das

größte; denn wäre z. B. ein gemeinschaftliches Maß und m > i-, so wäre eS auch ein Maß von „b,

also auch von o.—nb, d. h. von r, also auch von r und b—i-, d. h. von r,, was dem Begriffe

des Maßes widerspricht. Es sind also in dem specicllcn Beispiele 3kl und 9 dic kleinsten Zahlen, in denen

das Verhältniß von s. zu b angegeben werden kann.

Folgerung (aus dem 2. Thcilc des Beweises): Dic kleineren gemeinschaftlichen Maße zweier

Strecken sind Maße deS größten.

Zusatz: Das Verfahren, zu mehr als zwei gegebenen Strecken das größte gemeinschaftliche Maß

zu suchen, ist den, angegebenen ganz analog. Sind z. B. b, v drei Strecken, so sucht man zu -> und b

das größte gemeinschaftliche Maß; es sei m. Nun sucht man es zu m und o; es sei dann ist m,

das gesuchte größte gemeinschaftliche Maß zu b und o.

Beweis: Da m, ein Maß von m, so ist es auch eins von a und b, außerdem von o. Gäbe

es ein größeres, z. B. Al, so wäre es auch ein Maß von n, und o, also auch von m,, was wieder un¬

gereimt ist.

Anmerkung: Diese Lösung der vorigen Aufgabe hat einen mehr wissenschaftlichen, als prakti¬

schen Werth, da sie oft sehr weitläufig wird und doch nicht immer zu einem Resultate führt, welches,

auch wo es gefunden werden kann, für die Praris unbrauchbar wäre. Das praktische Leben bedarf eines



vin für alle Mal bestimmten Maßes und kam: sich mit einer näherungswcisen Bestinimung des Verhält¬

nisses zweier Strecken begnügen. Als Einheit des Längenmaßes dient die Ruthe, (">, die als Werkmaß in

12 Fuß, ("), der Fuß in 12 Zoll, ("), der Zoll in 12 Linien, ("'), gctheilt wird, weil 12 die häufig ge¬

brauchten Maßzahlen 2, 3, 4 und 6 hat (Duodceimalmaß). Für wissenschaftliche Zwecke, z. B. für Feld¬

messerarbeiten, theilt man die Ruthe ein in IG, 1' in 10", I" in IG", wegen der Ucbereinstimmung mit

der Einrichtung des dekadischen Zahlensystems. (Deeimalmaß.)

8. 4.

Beziehungen zwischen den Richtungen zweier grade» Linien.

1. Erklärung: Dreht man eine grade Linie um einen in ihr befindlichen, als fest angenom¬

menen Punkt, der Einfachheit wegen z. B. einen Strahl um seinen Anfangspunkt stetig nach einer Seite

hin bis in eine beliebige andere Richtung, so heißt die Größe der Drehung, durch welche der Strahl von

seiner ursprünglichen Richtung in die neue gelangte, ein Winkel.

Denkt man sich die ursprüngliche Richtung des Strahles durch einen zweiten Strahl vertreten, so

kann man auch sagen:

Ein Winkel ist der Richtungsuntcrschied zweier von einem Punkte ausgehen¬

den Strahlen.

Der Drehpunkt heißt der Scheitel oder die Spitze des Winkels, die beiden Strahlen seine

Schenkel. Man bezeichnet einen Winkel, indem man seine Schenkel bezeichnet und den Buchstaben am

Scheitel in der Mitte liest und schreibt. Kürzer bezeichnet man ihn auch durch einen zwischen seine

Schenkel an den Scheitel gesetzten kleinen Buchstaben oder durch den Scheitelbuchstaben allein, wenn da¬

durch keine Zweideutigkeit entstehen kann.

1. Folgerung: Je weiter die obige Drehung fortgesetzt wird, desto größer wird der Winkel.

2. Folgerung: Die Größe eines Winkels ist von der Länge seiner Schenkel unabhängig.

2. Erklärung: Die Richtungen der Schenkel eines Winkels heißen in Bezug auf einander di¬

v ergent, die ihnen direkt entgegengesetzten, nach dem Scheitel gehenden Richtungen heißen eonvergent.

3. Folgerung: Linien mit convergenter Richtung müssen sich bei gehöriger Verlängerung schneiden.

3. Erklärung: Um eine ganz bestimmte Vorstellung von der Größe eines Winkels zu erhalten,

denken wir uns in einen beliebigen Abstände vom Anfangspunkte dcS sich drehenden Strahles einen zweiten

Punkt. Dieser beschreibt, während der Strahl eine volle Umdrehung (einen vollen Winkel) macht, eine

krumme Linie, welche überall von dem festen Drehpunkte gleich weit entfernt ist. Diese Linie heißt eine

Kreislinie (Krcisperipheric), irgend ein Theil von ihr ein Kreisbogen, die Hälfte Halbkreis,

das Viertel Quadrant, die von ihr begrenzte Figur ein Kreis, der Drehpunkt Mittelpunkt (Cen-

t r u m), die sich drehende Strecke Halbmesser (Radius). Eine zwei beliebige Punkte einer Kreisperipheric

verbindende Strecke heißt eine Sehne. Geht diese durch den Mittelpunkt, so heißt sie Durchmesser

(Diametcr). Der Richtungsunterschied zweier Radien heißt ein Centriwinkel.

Aus der Entstehung des Kreises folgt nun unmittelbar:

1) Ein Kreis hat nur einen Mittelpunkt.

2) Alle Radien, also auch die Durchmesser eines Kreises sind einander gleich.

3) Ein Punkt liegt innerhalb oder außerhalb der Krcispcripherie, je nachdem seine Entfernung

vom Mittelpunkte kleiner oder größer als der Radius ist, d. h.

4) die Kreislinie ist der geometrische Ort aller von einem Punkte, ihrem Mittelpunkte, gleich-

weit entfernten Punkte, indem man unter einem geometrischen Orte die Gcsammthcit aller der Punkte ver¬

steht, die sämmtlich, mit Ausschluß aller übrigen, eine und dieselbe Bedingung erfüllen.
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5) Kreise mit gleichen Radien sind congruent.
6) Zu gleichen Centriwinkelngehören in einem Kreise und in gleichen Kreisen gleiche Bogen und

gleiche Sehnen — und umgekehrt, wenn man die Bogen gleichzeitiggrößer oder kleiner, als den Halb¬
kreis oder ihm gleich nimmt, weil zu jeder Sehne zwei Bogen gehören. Beweis durch Deckung.

Zusatz: Zum nfachen Ccntriwinkclgehört ein asacher Bogen — und umgekehrt.
Wir haben hier also eine bestimmte Abhängigkeit zwischen Winkeln und Bogen, die uns zugleich

die Lösung giebt zu folgender
1. Aufgabe: Einen Winkel zu zeichnen, der einem gegebenen gleich ist.
Auslösung: Soll z. B, (Fig. l) -- in an angetragen werden, so schlage man von

dem Scheitel des « aus mit einem beliebigen Radius einen Bogen der seine beiden Schenkel
trifft, schlage von aus mit demselben Radius einen treffenden Bogen Lift mache Sehne Lv ^ 5llVI
und ziehe ^.v, so ist X « nach k.

Erklärung. Legt man zwei Winkel mit dem Scheitel und einem Schenkelpaareaufeinander,
so sind die Winkel, wenn sich auch das andere Schenkclpaardeckt, gleich, wenn nicht, so ist der der kleinere,
dessen zweiter Schenkel innerhalb der Schenkeldes andern fällt. — Je nach ihrer Größe haben die Winkel
verschiedeneNamen.

5. Erklärung: Denkt man sich die Drehung des beweglichen Schenkels so lange fortgesetzt, bis
er in die en tgegengesetzte Richtung des festen fällt, so heißt der so entstandene Winkel ein gestreckter. Ein
gestreckter Winkel ist also ein solcher, dessen Schenkel eine direkt entgegengesetzteRichtung haben.

Folgerung: Alle gestrecktenWinkel sind einander geich.
6. Erklärung: Ein Winkel, welcher kleiner ist, als ein gestreckter,heißt hohl (concav). Ist

er größer, als ein gestreckter,so heißt er erhaben (eonver).
7. Erklärung: Der Schenkel ^.1) (Fig. 2) des hohlen Winkels L^.1) theilt den gestreckten Winkel

in zwei Thcile, die de» Scheitel und einen Schenkel gemeinschaftlich haben und auf verschiedenen
Seiten des gemeinschaftlichen Schenkels so liegen, daß ihre nicht gemeinschaftlichenSchenkel direct entgegen¬
gesetzte Richtung haben. Solche Winkel heißen Nebenwinkel.

8. Erklärung: Jeder von zwei gleichenNebenwinkeln heißt ein rechter Winkel oder ein
Rechter (R). Die Schenkel desselben stehen aufeinander senkrecht oder lothrecht (perpcndieulär,
Ist der eine Schenkel vom Scheitelpunkteaus gezogen, so heißt er ein auf dem andern errichtetes Per¬
pendikel; ist er dagegen nach demselben hin gezogen, so heißt er ein gefälltes Perpendikel.

1. Folgerung: Ein rechter Winkel ist die Hälfte eines gestreckten, oder ein gestreckterWinkel
ist gleich 2 R.

2. Folgerung: Aste rechten Winkel sind einander gleich.
3. Folgerung: Die Summe je zweier Nebenwinkel ist gleich 2 R.
k. Anmerkung: Es ist in Folg. 3 nur von hohlen Nebenwinkeln die Rede. Der Nebenwinkel

eines erhabenenWinkels ist, wie man sich aus Fig. 3 leicht überzeugt,ebenfalls erhaben, und ihre Summe
beträgt l> Ii.

1. Folgerung: Die Summe aller einfachen Winkel auf einer Seite einer graben Linie, die in
derselben den Scheitelpunktgemeinschaftlich haben, ist gleich 2 K.

5. Folgerung: Die Summe aller einfachen Winkel um einen Punkt herum als gemeinschaft¬
lichen Scheitelpunktist gleich 4 R.

6. Folgerung: In einem Punkte einer graben Linie kann auf einer Seite von ihr nur ein
Perpendikelerrichtet werden, oder, was dasselbe ist,
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7. Folgerung: Eine Linie kann auf beiden Schenkelneines nicht gestreckten Winkels nicht zu¬
gleich senkrecht stehen, wovon wieder nur ein andrer Ausdruckist die

8. Folgerung: Von einein Punkte aus kann nach einer gradcn Linie nur ein Perpendikel
gefällt werden.

9. Erklärung: Jeder von zwei ungleichenNebenwinkelnheißt ein schiefer Winkel; seine
Schenkel stehen schief auf einander. Je nachdem ein schiefer Winkel größer oder kleiner ist, als ein rechter,
heißt er stumpf oder spitz.

2. Aufgabe: Zwei gegebene Winkel zu addiren.
Auflösung: Man legt den Scheitel und ein Schenkelpaar auf einander und die Winkel auf

verschiedeneSeiten des gemeinschaftlichen Schenkels. Der Nichtungsuntcrschiedder nicht gemeinschaftlichen
Schenkel ist die verlangte Summe.

Zusatz: Wie mebr als zwei Winkel zu addiren sind, erbellt aus Aufgabe 2 sogleich.
2. Anmerkung: Daß die Summe^ wie auch schon aus der Drehung folgt, größer, als vier

Rechte werden kann, sieht man leicht. Wir schließen jedoch von unserer Betrachtung Winkel auö, die größer
als 4 ld sind.

19. Erklärung: Je zwei Winkel, deren Summe gleich einem Rechten, zwei Rechten, vier
Rechten ist, heißen bezüglich Komplement-, Supplement-, Jmplementwinkcl.

1. Zusatz: Mit jedem Winkel ist sein Jmplcmentwinkelunmittelbar gegeben.
'T Zusatz: Gleiche Winkel haben gleiche Komplement-,Supplement- und Jmplementwinkel.
I. Lehrsatz: (Nmkchrungvon Folg. 3) Complementwinkellassen sich in die Lage von Neben- '

winkeln bringen.
Beweis: Sie müssen jedenfalls, mag man sie nach Aufgabe 2 addiren oder ein Schenkelpaar

zu einem gestrecktenWinkel machen, den Raum einerseits einer Gradcn ganz ausfüllen und nie mehr
als diesen.

3. Aufgabe: Einen kleinern gegebenen Winkel von einem größerenzu subtrahiren.
Auflöjung: Man lege die Winkel wie bei Aufgabe 2 mit dem Scheitel und einem Schenkel-

paarc auf einander, aber die Winkel auf dieselbe Seite des gemeinschaftlichen Schenkels; dann ist der Rich-
tungsunterschicd der nicht gemeinschaftlichen Schenkeldie gesuchte Winkeldiffereuz.

4. Aufgabe: Einen gegebenen Winkel mit einer unbenannten ganzen Zahl zu multipliciren.
Auflösung: Spceicllcr Fall von 2. Ausg., Zusatz.
3. Anmerkung: Die Aufgabe, einen Winkel in eine beliebige Anzahl gleicher Thcile zu theilen,

gestattet keine allgemeine Lösung. Specicllc Fälle werden unten behandelt werden.
5. Aufgabe: Das Verhältnis?zweier Winkel zu suchen.
Auflösung: Ganz analog der 5. Ausg. 8. 3.
4. Anmerkung: Den rechten Winkel, so wie den Quadranten, gebraucht man wegen ihrer

beständigen Größe als Maßeinheit der Winkel und Bogen, thcilt sie jedoch noch für praktische Messun¬
gen auf mechanische Weise in 99, vier Rechte und einen ganzen Kreis also in 369 gleiche Theile, genannt
Grade ("); I" wird gethcilt in 69 Minuten (Z, in 69 Secunden ("). Ein auf die angegebene Weise
meist nur in 189" getheilter Halbkreis heißt ein Transporteur. Man bedient sich seiner zu einer an¬
näherndenMessung gezeichneterund Zeichnung gemessener Winkel.

Mit dein einfachen Winkel ist die verschiedene Richtung zweier Strahlen, mit den Nebenwinkeln die
verschiedeneRichtung einer Gradcn und eines Strahls betrachtet. ES bleibt die Betrachtung zweier Graden
von verschiedener Richtung übrig.

2'
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11. Erklärung: Zwei sich schneidende Grade und OD (Fig. 4) bilden an ihrem Durch¬
schnittspunkte 0 4 einfache Winkel, von denen die beiden Nebenwinkeleines und desselben dritten Winkels
Scheitelwinkel heißen, also » und x, m und o. Oder: der Scheitelwinkeleineö Winkels ist der Rich¬
tungsunterschiedder RückVerlängerungen seiner Schenkel.

2. Lehrsatz. Je zwei Scheitelwinkelsind einander gleich, z. B. c> — m.
Beweis: Sic sind die Nebenwinkel eines und desselben Winkels z. B. m. Oder: Um die

Richtung 0^, von aus zu erzeugen, bedarf es derselben Drehung, wie zur Erzeugung der Richtung
OlZ von 0V aus.

3. Lehrsatz (Umkchrung des vorigen): Je zwei gleiche Winkel lassen sich in die Lage von
Scheitelwinkelnbringen.

8. 5.
Von den Parallel Uni en.

Mit dem im vorigeil §. erörterten Begriffe des Richtungsunterschicdes zweier Graden ist von selbst der
ihm entgegengesetzteder gleichen Richtung gegeben. Folgende Betrachtung mag dies noch veranschaulichen.

Wenn die Richtungen und OD (Fig. 5) divergent sind, so läßt sich jedenfalls um einen
in ihr liegenden Punkt 0 so weit drehen, daß sie z. B. in der Richtung (L IU gegen convergirt. Bei
dieser Drehung muß sie dann sicher einmal eine Richtung, z. B. L" v" haben, die weder gcgen
convergent,noch divergent ist, sondern der Richtung von gleich ist.

I. Erklärung: Grade Linien in einer Ebene und von gleicher Richtung heißen parallel (si).
1. Folgerung: Parallellinien können sich nie schneiden, so weit man sie auch nach beiden Rich¬

tungen verlängern mag.
2. Folgerung. Zwei sich schneidende grade Linien können nicht beide zugleich einer und derselben

dritten parallel sein.
Beweis: Ist z. B. (Fig. 6) ^lZ OD, so weicht UU in der Richtung von ab, weil sie

von OD abweicht.
Nur ein anderer Ausdruckdieser Folgerung ist: Wenn eine grade Linie die eine von zwei Paral¬

lelen scheidet, so scheidet sie hinreichend verlängert auch die andere.
3. Folgerung: Wenn zwei grade Linien einer und derselben dritten parallel sind, so schneiden

sip sich nicht, d. h. sie sind parallel.
Beweis: Durch Contraposition von Folgerung 2.
Anmerkung: Will man nun zwei verschiedene grade Linien in Bezug auf ihre gegenseitigeRichtung

vergleichen, so muß man, wie man bei der Auffindung des Größenverhältnisses zweier Strecken und zweier Winkel
bezüglich eine dritte Strecke und einen dritten Winkel als gemeinschaftliches Maß zu Hülfe nehmen mußte,
auch hier die Richtung einer dritten Linie zu Hülfe nehmen, am einfachsten eine solche, welche die beiden
gegebenen schneidet. Daß sich eine solche Linie, falls die gegebenen Linien nicht direct entgegengesetzteRich¬
tungen haben, >vo also eine weitere Untersuchung unnöthig ist, immer ziehen läßt, ist klar.

2. Erklärungen: Werden (Fig. 7) zwei grade Linien von einer dritten geschnitten, so ent¬
stehen an den beiden Durchschnittspunkten zusammen acht einfache Winkel, von denen je zwei an je einem
Durchschnittspunkreliegende ihre Benennung haben, die an verschiedenen Durchschnirtspunktcn liegenden jetzt
benannt werden sollen.

t) Die vier Winkel o, x, g, r, welche den initiieren Abschnitt der schneidenden Linie zum gemein¬
schaftlichen Schenkel haben, heißen innere, die vier m, n, s, r, welche die äußern Abschnitte der schnei¬
denden Linie zu Schenkelnhaben, heißen äußere Winkel.
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2) Jc zwei Winkel auf derselben Seite der schneidenden Linie und auf glcichlicgendcn Seiten der

geschnittenen heißen Gegenwinkel oder corrcspondirendc Winkel, also m und g, o und «, n nnd

r, x und t.

3) Je zwei Winkel auf derselben Seite der schneidenden Linie und auf verschiedenen Seiten der

geschnittenen heißen entgegengesetzte Winkel, als5 in und s, c> und g, n und t, p und r.

4) Jc zwei Winkel auf entgegengesetzten Seiten der schneidenden Linie und auf verschiedenen Sei¬

ten der geschnittenen heißen Wechsel Winkel, also in und t, o und r, g und p, s und n.

Anmerkung: Die Winkclpaarc auf entgegengesetzten Seiten der schneidenden und gleichlicgcnden

Seiten der geschnittenen Linien haben keinen besonderen Namen.

1. Lehrsatz: Werden zwei grade Linien von einer dritten geschnitten, und sind

1) zwei Gegenwinkel gleich, oder

2) zwei Wechsclwinkel gleich, oder ist

3) die Summe zweier entgegengesetzten Winkel — 2 Ii, so sind die geschnittenen Linien parallel.

1. Hvpothesis: z. B. (Fig. 8) n ^ r; Thesis: Lv.

Beweis: Da wir uns die Richtungen ^.IZ und <ÜI) durch eine nach derselben Seite genommene

Drehung der Linien und Lv tun die Punkte und L aus der Richtung KL hervorgegangen denken

können, so müssen sie, da die Größen der Drehungen gleich sind, gleich sein, d. h. iVL ist Lv.

2. Hyp.: z. B. a — i-z Thcs.: OD.

Beweis: Da o — r und o ^ n ist, so ist i- ^ n, also nach dem ersten Theilc unseres

Satzes ev.

3. Hyp. z. B. p -s- r — 2 R; Thcs.: LO.

Beweis: Da p -st- i- — 2 R und p -st- nnn 2 Ii, so ist p -st- r nn p -st- n, also r a

und wieder ^ <üv.

Bei den andern Winkelpaaren wäre der Beweis ganz analog.

Wir haben somit ein Mittel zur Lösung der

Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt (Fig. 9a.) zu einer gegebenen Graden LL eine

Parallele zu ziehen.

Auflösung: Wan ziehe von nach LL unter einem beliebigen Winkel die Strecke und

trage einen der bei O entstehenden Winkel, z. B. in ^ an als Wechselwinkel von ihm an, so

ist sein zweiter Schenkel ^.L LL.

Anmerkung: Auch die bekannte praktische, durch Fig. 9k>. veranschaulichte Lösung der Aufgabe

vermittelst dcS festen Lincales 1 und des beweglichen 2 beruht auf Lehrsatz I.

2. Lehrsatz: (Umkehrung von 1) Werden zwei Parallelen von einer graden Linie geschnitten, so sind

1) je zwei Gegenwinkel gleich,

2) jc zwei Wechsclwinkel gleich, und

3) die Summe je zweier entgegengesetzten Winkel ist — 2 Ii.

Hyp. (Fig. 8) OD; Thcs.: z. B. n — i-, o — r, r -st- x nn 2 Ii.

Beweis: Da ^ Lv, so können diese Richtungen nur durch gleich große, nach einer Seite

genommene Drehungen aus der Richtung KL hervorgegangen sein, also ist n -m i- u. s. w.

Ist n n- i-, so ist, da auch n im o, o i- u. s. w.

Ist n in- i-, so ist, da n -st- p -n 2 Ii, auch i -st- x — 2 Ii. u. s. w.

1. Folgerung (aus Lehrsatz 1 durch Contraposition). Sind die geschnittenen Linien nicht pa¬

rallel, so gilt keine der Gleichungen in der Hypothesis.
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2. Folgerung (aus Lchrs. 2 durch Coutraposition und Umkchruug von Folg. 1.) Gill keine
der Gleichungenin der Behauptung, so sind auch die geschnittenen Linien nicht parallel, und zwar eonver-
giren sie auf der Seite der schneidenden Linie, auf welcher die Summe der iuuern entgegengesetztenWinkel
kleiner als 2 Ii ist.

Von der Richtigkeit der letzten Behauptung überzeugtman sich leicht, wenn man einen der in
Rede stehenden entgegengesetztenWinkel znm Supplemente des andern vergrößert und dann die 2. Folgerung
der ersten Erklärung dieses 8. anwendet.

8. 6.
Die allgemeinenResultate des vorigen 8- wollen wir nun aus besonders wichtige speeiellc Fälle

anwenden.
1. Folgerung (aus Lehrs. 1): Alle Senkrechten auf einer graden Linie (oder aus den Schenkeln

eines gestreckten Winkels) sind einander parallel, <falls sie nicht zusammenfallen,vergl. 8. 4, Folg. 5, oder
einen gestreckten Winkel bilden).

2. Folgerung (aus Lehrs. 2 und Umkehr, von Folg. I): Eine Senkrechte auf der einen von
zwei Parallelen ist eS auch auf der andern, oder: Wenn eine von zwei Parallelen auf einer graden Linie
senkrecht ist, so ist sie es auch aus der andern.

3. Folgerung: Sind zwei Linien je einem Schenkeleines Winkels parallel, so sind sie conver-
gcnt und schneidensich hinreichend verlängert unter einem dem gegebenen Winkel gleichen Winkel oder
seinem Supplementwinkel, je nachdem beide Linien mit ihrem parallelen Schenkel einerseits gleich, oder
entgegengesetztgerichtet sind, oder andererseitsdie eine Linie mir ihren parallelen Schenkel gleich, die andern
aber entgegengesetztgerichtet ist.

Beweis: Verlängert man (Fig. l<>) LI) bis zum Schnitte mit UL, so folgt die erste Behaup¬
tung durch zweimalige Anwendung von 8. 3, Lchrs. 2. Die zweite Behauptung ergicbt sich, weil die
Nebenwinkel von OLL, nämlich DLL und DLII die Supplemente des ihm gleichen Winkels ALL sind.

Anmerk: Ist ALL conver, so wird er im letztern Falle zu 6 R ergänzt.
4. Folgerung: Sind zwei grade Linien aus je einem Schenkel eines nicht gestreckten Winkels

senkrecht, so sind sie convergent und schneiden sich hinreichend verlängert unter einem dein gegebenen Winkel
gleichen Winkel oder seinem Supplementwinkel, je nachdem beide Perpendikel nach derselben Seite ihrer
Schenkel oder nach entgegengesetztenSeiten gezogen sind.

Beweis: Denken wir uns (Fig. II.) beide Perpendikel im Scheitel des Winkels errichtet (vergl.

8. 4, Folg. Ii), so ist im ersten Falle DAL ebenso LAD ^ LAL, weil DAL und LAL Supplemente
desselben Winkels LAL sind. Zweitens sind die NebenwinkelDAD und LAL von DAL die Supple¬
mente des ihm gleichen Winkels LAL. Sämmtliche Parallelen zu DL und LD liefern dieselben Winkel
nach Folgerung 3.

1. Anm.: Ist LAL conver, so gilt auch hier die vorige Anmerkung.
2. LI um.: Beide Sätze sind speeiellc Fälle eines ebenfalls leicht zu erweisenden allgemeiner».

8. 7.
Von den ebenen Figuren im Allgemeinen.

Erklärungen: Schneiden und begrenzen sich 3, 4, .... n Strecken bezüglich in 3, 4 .... n
Punkten, so heißt die von den diesen Strecken eingeschlossene Figur bezüglich ein Dreieck, Viereck, neck.
Von mehr als vier Strecken begrenzte Figuren heißen Vielecke, Polygone. Die einfachste gradlinige
Figur ist das Dreieck. Die eine Figur begrenzenden Strecken heißen ihre Seiten, die Punkte Ecken oder
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Spitzen. Die von dm Seiten innerhalb der Figur gebildeten Winkel heißen Innenwinkel, Polygon¬
winkel, knrz Winkel der Figur.

Sind die Innenwinkel alle concav, so heißen sie aus springend und die Figur conver; sie
liegt also ganz auf einer Seite jeder ihrer Seiten. Sind unter den Innenwinkeln eonvere, so heißen sie
einspringend und die Figur eoncav; sie liegt also nie ganz auf einer Seite jeder ihrer Seiten.

Die Nebenwinkel der Innenwinkel einer Figur heißen Außenwinkel der Figur. Sie ergänzen
also den zu ihnen gehörigenInnenwinkel, je nachdem dieser eoncav oder conver ist, bezüglich zu 2 R
oder zu 6 R.

Eine grade Linie, welche zwei nicht durch Seiten verbundeneEckpunkte einer Figur verbindet, heißt
eine Diagonale. Sie kann ganz innerhalb, ganz außerhalb und theils innerhalb, theils außerhalb der
Figur liegen.

In jedem n ecke lassen sich n—3 einander nur in den Ecken der Figur schneidende Diagonalen ziehen,
die entweder alle von einer Ecke ausgehen, oder eine gebrochene Linie bilden, oder auch nicht. Dadurch
wird das neck in n—2 Dreiecke gcthcilt.

Im Ganzen lassen sich in einem necke—Diagonalen ziehen und zwischen n Punkten, von

denen nicht drei in grader Linie liegen, ^ - verschiedene Verbindungslinien Der Beweis ist leicht.

8. 8.
Von den Drei e ck r » .

Beziehungen zwischenden Winkein eines Dreiecks.
!. Lehrsatz! Die Summe zweier Winkel eines Dreiecks ist kleiner als 2 R. Beweis leicht.
1. Folgerung: Ein Dreieck kann nur einen rechten ober einen stumpfen, aber keinen con-

vercn Winkel enthalten.
Erklärung! Ein Dreieck mit einein rechten Winkel heißt rechtwinklig. Die den rechten

Winkel bildendenSeiten heißen Katheten, die ihm gegenüberliegende Hypotenuse. Ein Dreieck mit
einem stumpfenWinkel heißt stumpfwinklig, nur mit spitzen Winkeln spitzwinklig.

2. Lehrsatz! Die Summe zweier Winkel eines Dreiecks ist gleich dem nicht zu ihnen gehörigen
Außenwinkel.

Beweis! Man zeichne (Fig. 12) durch Verlängerung von den Außenwinkelzu ziehe
LL, so ist

^ (§. 5 Lehrs. Z),
(8. 5 Lehrs. 1),

LVO -P kZE^ — P- — 1)^.0.
3. Lehrsatz! Die Summe der drei Winkel eines Dreieckes ist gleich 2 K.
Beweis ergiebt sich unmittelbar aus vorigem Lehrsatze.
1. Folgerung! Wenn in einem Dreieck zwei Winkel bekannt sind, so ist es auch der dritte,

oder! Wenn in zwei Dreiecken zwei Winkel bezüglich gleich sind, so sind es auch die dritten.
2. Folgerung! Die Summe der drei in einem und demselben Sinne genommenen Außenwinkel

eines Dreiecks ist gleich 4 R.
Diese Folgerung läßt sich auch von dem vorigen Lehrsatze unabhängig so beweisen!
Dreht man (Fig. 13) die Linie rplt um L bis in die Richtung von LL, so entsteht der Winkel m.

Dreht man sie weiter um Q WS in die Richtung von E.-L, so entsteht der Winkel n. Dreht man sie
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schließlich um bis sie wieder in ihre ursprüngliche Richtung fällt, so entsteht der Winkel o. Indem
also die Linie eine volle Drehung, d, h. eine Drehung von 4 R macht, beschreibt sie die Winkel m, n
und a; also ist m -s- n a — 4 L. — Hieraus ließen sich dann in umgekehrter Reihenfolgedie vor¬
hergehenden Sätze dieses 8. ableiten.

1. Anm.: Will man die Drehung um verschiedene Punkte vermeiden, so kann man sich Linie
in ihrer jedesmaligenneuen Richtung so weit sortgeschoben denken, bis L aus die andern Eckpunkte

fällt, oder man dreht um 1Z allein zuerst bis in die Richtung von LO, dann in eine Richtung parallel
mit 0^4 und schließlich wieder in ihre eigene Richtung.

2. Anm.: Daß sich die eben gegebene Betrachtungsweiseauf alle c onveren Polygone mit dem¬
selben Resultate ausdehnen läßt, erhellt sogleich. Wollte man sie auch auf die coneaven Polygone aus¬
dehnen, so würde man einen Fehler begehen. Z. B. durch Fig. 14, in welcher um den Punkt ^4 herum
die Drehung einer Seite vorgenommenist, überzeugt man sich leicht, daß in ihr die Summe, der Außen¬
winkel — 8 Ii ist.

8. II
Sesichunge» Zwilchen den Seiten und Windeln, sowie den Seiten eine? Dreiecks.

I. Erklärung: Die einen Winkel bildenden Seiten heißen die ihn einschließen den Seiten, die
ihm gegenüberliegende Seite seine Gegenseite, die Winkel, deren Scheitel die Endpunkte einer Seite sind,
heißen der Seite anliegende Winkel, der einer Seite gegenüber liegende Winkel ihr Gegenwinkel.

-2. Erklärung: Diejenige Drciecksseitr, welche man als die erste betrachten, oder auf deren
einer Seite man sich das Dreieck liegend denken will, heißt die Grundlinie desselben. Es kann also
jede Seite Grundlinie sein. Der senkrechte Abstand der Spitze des Gegenwinkelsvon der Grundlinie oder
deren Verlängerung heißt die zu dieser Grundlinie gehörige Höhe.

3. Erklärung: Nach dem Längenverhältnisse der Seiten theilt man die Dreiecke ein in ungleich¬
seitige, gleichschenklige und gleichseitige, je nachdem in einem Dreiecke alle drei Seiten ungleich,
zwei gleich oder alle drei gleich sind. Die gleichen Seiten -des gleichschenkligenDreiecks heißen Schenkel,
die ungleiche Grundlinie oder Basis, die ihr anliegende»Winkel Basiswinkel, der Scheitel ihres Ge¬
genwinkelsSpitze.

1. Lehrsatz: In einem Dreiecke haben gleiche Seiten gleiche Gegenwinkel, oder die Basiswinkel
eines gleichschenkligenDreiecks sind einander gleich.

Beweis: Das Dreieck rVIKl (Fig. 15) kann in umgekehrter Lage mit sich selbst zur Deckung ge¬
bracht werden, indem man 0 aus 0 liegen läßt, OL mit 0^., und, wegen der unveränderten Größe des
Winkels <ü, 0^4 mit OL zur Deckung bringt. Dann ist zwischen und L nur die eine grade Linie
möglich, folglich ist ^ ^ ^

1. Folgerung: Der Basiswinkel eines gleichschenkligenDreiecks ist spitz, der Winkel an der
Spitze kann dagegen recht, spitz oder stumpf sein.

2. Folgerung: Der Außenwinkelan der Spitze eines gleichschenkligenDreiecks ist gleich dem
doppeltenBastswinkel.

-3. Folgerung: Mit einem Winkel eines gleichschenkligenDreiecks sind alle gegeben.
4. Folgerung: Im gleichseitigen Dreiecke ist jeder Winkel — ^ 60°.
4. Erklärung: Eine Figur, in welcher alle Seiten und alle Winkel einander gleich sind, heißt

regelmäßig, wenn dagegen nicht alle Seiten und alle Winkel gleich sind, unregelmäßig.
2. Lehrsatz (Umkchrung von Lehrs. 1): In einem Dreieckehaben gleicht Winkel gleiche

Gegenseiten.
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Beweis- Das Dreieck )^LO (Fig. Ig) kann wieder in umgekehrter Lage mit sich selbst zur

Deckung gebracht werden, indem man L^. mit ^,L zur Deckung bringt. Dann fällt, weil ll —

LO längs ^.O, ^O längs LO; sie schneiden sich also wieder in O und fallen somit auch mit ihren zweiten

Endpunkten zusammen, sind folglich gleich.

Folgerung: Gleichwinklige Dreiecke sind auch gleichseitig.

3. Lehrsatz: In einem Dreiecke hat die größere Seite den größeren Gegenwinkel.

Beweis: Verlängert man in Fig. 1k eine der gleichen Seiten beliebig, z. B. OL um Lv und zieht ^.v,

so ist X > O.-VL, b. h. auch > OL>V. Nun aber ist OL.) > OH), also unr so mehr 11)1) > OI)^.

1.. Lehrsatz (Umkehrung von Lchrs. 3): In einem Dreiecke hat der größere Winkel die größere

Gegenseite.

Beweis: Vergrößert man in dem gleichschenkligen Dreiecke ^.LO (Fig. ll>) den Winkel O^L

um L^O, so kann ^.1) nur die Verlängerung von OL schneiden, es ist also OD > ^.O. Da nun nach

dem vorigen Satze 2h O^LV > OI)^ ist, so liegt die größere Seite dem größeren Winkel gegenüber.

1. Folgerung: Im stumpfwinkligen Dreiecke ist die Gegenseite des stumpfen Winkels, im rechte

winkligen die Hypotenuse die größte Seite.

2. Folgerung: Das von einem Punkte auf eine Linie fällbare Perpendikel ist die kleinste Ver¬

bindungslinie beider. Alle schiefen Verbindungslinien werden um so größer, je weiter ihre Durchschnitte

mit der gegebenen Linie vom Fußpunkte des Perpendikels entfernt sind, und sind paarweise vorhanden, näm¬

lich einander gleich, wenn ihre Durchschnitte mit der gegebenen Linie sich auf beiden Seiten vom Fußpunkte

des Perpendikels gleich weit entfernen.

Beweis: Die beiden ersten Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus Folgerung 1. Die letzte,

daß z. B., wenn (Fig. 17) L^. ^ Ol) und ^)O ^ ist, auch LO — LI) ist, crgicbt sich, da 2h

mit L^.v als rechter zur Deckung gebracht werden kann. Fällt L^L auf L^., so fällt ^.O auf und O

auf v, LO und LI) decken sich also und sind somit gleich.

5. Erklärung: Die Entfernung eines Punktes von einer graben Linie — und umgekehrt —

ist das von ihm auf die Linie fällbare Perpendikel.

3. Folgerung: Von einem Punkte nach einer graben Linie lassen sich also mit Ausnahme deS

Perpendikels, welches einfach vorhanden ist, immer nur je zwei gleiche grade Linien ziehen. Sic liegen dann

beide auf einer Seite einer größeren und auf verschiedenen Seiten einer kleineren Verbindungslinie.

4. Folgerung: Sind zwei Verbindungslinien eines Punktes mit einer Graden einander gleich,

so liegen ihre DurchschnittSpunktc mit derselben glcichwcit vom Fußpunkte des von de»? Punkte ans die

Grade fällbaren Perpendikels entfernt.

Beweis: Ist (Fig. 17) Lv — LO, so muß, wenn man den rechten Winkel L^.v mit L)LO

zur Deckung bringt, LO auf LO, also auch I) auf O fallen, weil LI) sonst ^ LO sein müßte, was gegen

die Voraussetzung ist. Also ist ^v ^ ^.O.

3. Lehrsatz: Die Summe je zweier Seiten eines Dreiecks ist größer, als die dritte.

Beweis: Die grade Linie ist die kürzeste Entfernung zweier Punkte.

1. Folgerung: Im gleichschenkligen Dreiecke ist ein Schenkel größer, als die Hälfte der Basis.

2. Folgerung: Die Differenz je zweier Seiten eines Dreiecks ist kleiner, als die dritte.

8. 10.

Construction der Dreiecke, Congrnenffiitze.

Die in den beiden vorigen Paragraphen nachgewiesene Abhängigkeit zwischen den sechs Stücken

eines Dreiecks zeigt, daß zu seiner Construction nicht alle sechs Stücke gegeben zu sein brauchen, woraus
3
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sich dic Fragt nach der Anzahl und Beschaffenheit der zur Construction eines bestimmten Dreiecks nothwendigen,

der BestimmnngSstückc desselben, ergiebt. Daß dic Aufgabe, aus einem Stücke, also aus einer Seite

oder einem Winkel, aus zwei Stücken, also aus zwei Seiten oder einer Seite und einem Winkel, oder zwei

Winkeln, mithin auch aus drei Winkeln, falls die Größe der Winkel der in dem Vorigen nachgewiesenen

Beschränkung unterworfen ist, ein Dreieck zu construiren, unendlich viele Lösungen zuläßt, also eine mehr

oder minder unbestimmte ist, erhellt alsbald.

Dic Betrachtung zweier Dreiecke mit nur einer oder zwei gleichen Seiten führt uns zu folgenden

Sätzen:

1. Lehrsatz: Wenn zwei Dreiecke auf derselben Seite einer gemeinschaftlichen Grundlinie liegen, und

1) die dritte Spitze jedes Dreiecks außerhalb des andern liegt, so ist dic Summe der sich schnei¬

denden Seiten größer, als die Summe der sich nicht schneidenden. Wenn aber

2) dic dritte Spitze des einen Dreiecks in einer Seite des andern oder innerhalb des andern

Dreiecks liegt, so ist die Summe der beiden nicht gemeinschaftlichen Seiten des ersten kleiner, als des

zweiten, der von ihnen eingeschlossene Winkel aber größer, als der des ersten.

Beweis ack 1 (Fig. 18) ^.0 ff- 012 ^-0

DO ff- LO > LV

^.0 ff- LO ff^ÖÖ"ffft LO > ^.0 Lv, d. i.

^.v ff- LO > ^.0 ff- Lv.

sä 2. r^O ff- OO > ^.O

OL ^ 1215

^.0 ff- 012 ff- OL > ^.O ff- OL d. i.

^.0 ff- OL > ^.0 ff- OL.

Ferner ist ffs ^.OL > ^O'L (als Außemvinkel). Daß ^.0 ff- OL > ^.0 ff- OL und r^OL >

^.OL, folgt aus einer zweimaligen Anwendung dcS letzten Falles.

2. Lehrsatz: Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten bezüglich gleich, die eingeschlossenen Winkel

aber ungleich sind, so hat der größere Winkel dic größere Gegenseite.

Beweis: Vergrößert man z. B. in Fig. 19 den Winkel L^.0, indem man ^.0 in die Richtung

von ^.0' bringt, und zieht LO', so muß der nicht gemeinschaftliche Winkelpunkt 0 außerhalb des Dreiecks

^LO' liegen. Denn da L^.0' > L^O ist, so muß ^.O'L ff- ^.LO' < ^.OL ff- ^.LO sein. Diese

Ungleichung kann aber nur dann stattfinden, wenn mindestens einer der letzteren Winkel größer als der ent¬

sprechende der echteren ist. Hier sei ^VLO > v5L0'. Wäre dagegen nur ^5OL > ^.O'L, so kann man

sich ^.0 mit ^.0' zusamincnfallend denken. In beiden Fällen liegt also der dritte Winkclpunkt außerhalb

^LO'. In unserem Falle ist nun ^.0 ff- LO' > ^.0' ff- LO; nach Voraussetzung ist

^,0 ^ ^.0'

LO' > LO.

3. Lehrsatz: (Nmkehrung von Lchrs. 2) Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten bezüglich gleich, die

dritten aber ungleich sind, so hat dic größere Seite den größeren Gegenwinkel.

Beweis: Es sei in Fig. 19 ^.L — ^.L, ^0 — ^.0', L0> > LO, so ist LO' ff- ^.0 >

LO ff- L.0'. Daraus folgt, daß ^.0' außerhalb des Dreiecks ^LO liegen muß. Denn ^-0' kann weder

auf ^.0, noch mit 0 ' auf die Linie LO fallen, weil sonst LO' ^ oder < LO sein würde, was gegen

dic Voraussetzung ist. Fiele 0' innerhalb ^LO, so wäre, da LO' ff- L.0 >- LO ff- ^.0' ist, auch

LO' ff- ^.0' > LO ff- L.0,



— I'.» —

was nach Lehrs. 1 unmöglich ist. Schnitte schließlich die Linie LL, so wäre -s- ^.0 < LtZ -s-

was wieder gegen die Voraussetzung ist.

Prüfen wir nun die Bestimmtheit folgender

k. Aufgabe: Aus drei gegebenen Strecken a, b und o als Seiten ein Dreieck zu eonstruiren.

Auflösung: Welche Seite man auch als Grundlinie annehmen mag, ihre Endpunkte bestimmen

immer zwei Ecken des Dreiecks. Durch <- werden also die beiden Eckpunkte (Fig. ZV) und L bestimmt,

und eS ist somit nur noch die Lage des dritten Eckpunktes zu suchen. Es sei nun z. B. b die Gegenseite

von L, also le die Gegenseite von so muß der dritte Eckpunkt sowohl in der mit t> um als auch in

der mit » um L beschriebenen Kreisperipherie, d. h. also in dem Durchschnitte beider liegen. Hieraus

ergicbt sich wieder die Nothwcndigkeit der Bedingung, daß die Summe zweier Dreiccksseiten größer sein muß,

als die dritte, indem die beiden Kreise, wenn die Summe ihrer Radien -e und b gleich o oder kleiner als o

wäre, entweder einen gemeinschaftlichen Punkt in v oder auch gar keinen gemeinschaftlichen Punkt haben.

Ist dagegen a -s- b > o, so fallen die Kreise thcilweise in einander, und ihre Peripherien schneiden sich in

zwei Punkten auf verschiedenen Seiten von o, wodurch wir vorläufig zwei Dreiecke mit den gegebenen

Strecken als Seiten erhalten. — Nun aber hätten wir statt der in der Figur gewählten Anordnung der

Seiten bos. auch folgende nehmen können: aob, ubo, obs,, voll, bao, von denen jede eine entsprechende auf der

anbereit Seite der mittleren Seite hätte. Es sind also, wenn alle drei Seiten ungleich sind, zwölf Dreiecke möglich,

von denen sich aber leicht nachweisen läßt, daß sie sich durch weiter nichts, als ihre verschiedene Lage unterscheiden.

Man überzeugt sich nämlich sofort, daß alle zwölf Dreiecke so auf eine Seite einer gemeinschaft¬

lichen Grundlinie, z. B. «, gelegt werden können, daß die Seiten d alle von dem Punkte und die Seiten

a alle von dem Punkte kZ ausgehen, wenn man bedenkt, daß ein Dreieck auch eine Betrachtung von der

Rückseite der Ebene, in der es liegt, also eine Umkehrung zuläßt. Daß dann die dritten Ecken der Dreiecke

sämmtlich iit den einen Durchschnittspunkt der beiden oben beschriebenen Kreise fallen, also die Dreiecke sich

decken, mithin cinS sind, ergiebt sich leicht, da eine entgegengesetzte Annahme nach Lehes. I zu Beziehungen

zwischen den Seiten führen würde, die der Voraussetzung widersprechen.

Hieraus folgt der

1. Congruenzsa tz: Dreiecke sind congruent, wenn sie die drei Seiten be¬

züglich gleich haben.

Alt in.: Da man also nur ein Dreieck zu zeichnen braucht, so kann man sich auch, statt die gan¬

zen Kreise zu zeichnen, auf die Bogen derselben beiderseits eines Durchschnittspnnktcs beschränken.

Zusatz: Die Construction eines gleichschenkligen Dreiecks aus Basis und Schenkel und des

gleichseitigen Dreiecks aus seiner Seite ergiebt sich leicht.

Folgerung: In congruenten Dreiecken sind je zwei homologe Stücke, d. h. die Gegenseiten

gleicher Winkel und die Gegenwinkel gleicher Seiten einander gleich.

An m.: Diese Folgerung giebt uns noch eine allgemeinere, wenngleich unbequemere Lösung der

Aufgabe in 8.4, einen einem gegebenen Winkel gleichen Winkel zu zeichnen, indem man, statt wie oben den

gegebenen Winkel zu einein gleichschenkligen Dreiecke zu vervollständigen, ihn zu einem beliebigen Dreiecke

vervollständigen kann. Zeichnet man ein diesem congrucntcs Dreieck, so hat man in den homologen Win¬

keln gleiche Winkel.

2. Aufgabe. Ein Dreieck zu eonstruiren aus zwei Seiten u und b und dem von ihnen einge¬

schlossenen Winkel L.

Auflösung: Man mache die beiden Schenkel des gegebenen oder eines ihm gleichen Winkels

bezuglich gleich a und d und verbinde ihre Endpunkte, so ist diese Verbindungslinie o die dritte Drciecks-
3"
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seite. Es können so, wenn nicht grade a ^ t>, zwei Dreiecke entstehen, je nachdem man a auf dem einen

oder dein andern Schenkel des Winkels abträgt. Daß diese beiden Dreiecke aber zur Deckung gebracht wer¬

den können, sieht man leicht. Es ergicbt sich also als

3. Congruenzsatz: Dreiecke sind congruent, wenn in ihnen zwei Seiten und

der von ihnen eingeschlossene Winkel bezüglich gleich sind.

3. Aufgabe: Ein Dreieck zu construiren aus zwei Seiten -r, b (Fig. 21) und dem Gegen¬

winkel der einen, und zwar

1) dem Gegenwinkel rL der größeren ».

Auflösung: Da ^ Gegenwinkel von a ist, so muß er ein anliegender von L sein. Man

mache darum einen Schenkel von -4 oder von einem ihm gleichen Winkel gleich K und bezeichne den freien

Endpunkt durch 0. Die dritte Spitze des Dreiecks liegt nun sowohl in dein andern Schenkel von rV, als

auch in dem mit a um 0 beschriebenen Kreise, also in dein Durchschnittspunktc beider. Ein Durchschnitt

z. B. in li muß aber nach 8- 9, Folg. 3 stets stattfinden. Der zweite nothwendigc Durchschnitt fällt da¬

gegen nach demselben Satze iir die Verlängerung des andern Schenkels. Das zweite so entstehende Dreieck

L'rLO hat zwar mit LrLO zwei Seiten gleich, ist aber, wenn ein schiefer Winkel ist, demselben incongrucnt,

dagegen wenn — R, nach 8. 9, Folg. 4 und dem zweiten Congruenzsatze congruent, gilt also mit ihm

nur für eins. Läge am andern Endpunkte von d, so wäre das neue entstehende Dreieck dem ersten

aus schon bekannten Gründen ebenfalls congruent.

2) dem Gegenwinkel der kleineren Seite a. (Fig. 22)

Auflösung: Die Construction ist ganz wie vorher. Da aber a -< b, so können in Betreff

des Durchschnittes von a mit dem freien Schenkel von ^ folgende Falle eintreten:

1) Wcmu s. größer als das Perpendikel ist, so gicbt es zwei Durchschnittspunktc des Kreises mit

dem Schenkel einerseits von rä, also auch zwei vou einander verschiedene Dreiecke, in welchen die Gegen¬

winkel von s, Supplemente sind.

2) Wenn s. gleich dem Perpendikel ist, so haben Kreis und Schenkel nur einen Punkt, den Fuß¬

punkt des Perpendikels, gemeinschaftlich; es giebt nur ein Dreieck, und zwar ein rechtwinkliges.

3) Wenn a kleiner, als das von <ü auf den freien Schenkel von fällbare Loth ist, so schneidet

der mit a als Radius um 0 geschlagene Kreis den Schenkel gar nicht, es ist also kein Dreieck möglich.

Daraus ergiebt sich als

3. Congruenzsatz: Dreiecke sind congruent, wenn in ihnen zwei Seiten und

der Gegenwinkel der größeren bezüglich gleich sind,

allgemeiner: Dreiecke sind congruent, wenn in ihnen zwei Seiten und der Ge¬

genwinkel der einen bezüglich gleich und die Gegenwinkel der andern gleichartig, d. h.

gleichzeitig entweder recht oder spitz oder stumpf sind.

4. Aufgabe: Ein Dreieck zu construiren aus einer Seite a und zwei Winkeln, und zwar

1) aus den beiden der Seite a anliegenden Winkeln /Z und > (Fig. 23).

Auslösung: Man trage an den einen Endpunkt von a, z. B. an L den Winkel /? und an den

andern Endpunkt auf derselben Seite den Winkel >/, so ist der Durchschnittspunkt ^4 der freien Schenkel die

gesuchte dritte Dreiecksspitzc. Die vier so constnnrbaren Dreiecke sind congruent.

2) auS einem der Seite a anliegenden Winkel B und ihrem Gegenwinkel «.

Auflösung: Da mit zwei Winkeln auch der dritte mittelbar gegeben ist, so ist die Auflösung

auf die des ersten Falls zurückgeführt. Wie die Konstruktion des dritten Winkels am zweckmäßigsten mit

der Konstruktion des Dreiecks verbunden wird, zeigt Fig. 24.
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4. Congruenzsatz: Dreiecke sind congrucnt, wenn in ihnen eine Seite nnd zwei

in Bezug auf diese gleichliegende Winkel bezüglich gleich sind.

Anm.: Daß eine Seite und zwei in Bezug auf sie nicht gleichliegcnde Winkel ein Dreieck nicht

bestimmen, zeigt die Betrachtung von Fig. 25. Ist z. B. in /X ^0 D > L, so mache man ODO

— kZ. Die beiden Dreiecke D1Z0 und "DOO haben eine Seite DO und zwei, aber nicht glcichliegende

Winkel gleich, sind aber nicht congrucnt.

Folgerung: Rechtwinklige Dreiecke sind also congrucnt, wenn in ihnen

1) die beiden Katheten, (2.' Congruenzsatz),

2) die Hypotenuse und eine Kathete, (3. Congruenzsatz),

3) eine Kathete und ein spitzer Winkel, >

4) die Hypotenuse und ein spitzer Winkel, j ^ Congruenzsatz), also allgemein

1) zwei gleichlicgendc Seiten, oder

2) eine glcichliegende Seite und ein spitzer Winkel bezüglich gleich sind.

8. 11.

Eigenschaften gleichschenkligerDreiecke. Fundaincntalansgabcn.

Im vorigen Paragraphen gab uns der Umstand, daß die bei der Cvnstruktion eines Dreiecks aus

seinen Bestimmungsstücken sich ergebenden Dreiecke zur Deckung gebracht werden können, Gelegenheit zur Auf¬

findung der Congruenzsätze. Betrachten wir nun noch zwei congruente Dreiecke in der Lage auf beiden

Seiten der Grundlinie, wie sie z. B. aus der Construktion eines Dreiecks aus seinen drei Seiten unmittel¬

bar hervorgehen, so erhalten wir, wenn wir in den Fig. 26, 27 und 28 0 mit 0' verbinden, je nachdem

z. B. D ein rechter, spitzer oder stumpfer Winkel ist,

1) ein gleichschenkliges Dreieck WO' über der Basis 00',

2) zwei gleichschenklige Dreiecke OlZO' und ODO' auf verschiedenen Seiten der gemeinschaftlichen

Basis. 00' oder

3) zwei gleichschenklige Dreiecke OLO' und ODO' auf derselben Seite der gcmcinschastlichenBasis 00 '.

Aus 1 folgt unmittelbar der

1. Lehrsatz: In einem gleichschenkligen Dreiecke ist die HalbiruugSlinie des Winkels an der

Spitze zugleich auch 1) das von der Spitze auf die Basis fällbare Loth, 2) halbirt sie die Basis und ist

3) auch das aus der Mitte der Basis crrichtbare Loth — und umgekehrt, da es von jeder dieser Linie nur

eine einzige gicbt.

Erklärung: Jede grade Linie, welche wie die oben genannten von einer Winkelspitzc cincö

Dreiecks nach der Gegenseite oder deren Verlängerung gezogen ist, so wie allgemein jede grade Linie,

welche andere grade Linien schneidet, heißt eine Transversale oder Querlinie. Die Transversale von

einer Winkelspitzc nach der Mitte der Gegenseite heißt Mittellinie.

Von den llmkchrungssätzen des vorigen Satzes ist besonders wichtig der folgende

2. Lehrsatz. Das auS der Mitte einer Strecke errichtete Perpendikel nebst seiner Rückverlängc-

rung ist der geometrische Ort aller von den Endpunkten der Strecke gleich weit entfernten Punkte, also der

Spitzen der über der Strecke als Basis construirbarcn gleichschenkligen Dreiecke.

Bcw.: Daß jeder Punkt im Perpendikel die behauptete Eigenschaft hat, folgt aus Z. 8, Folg. 2.

Daß sie dagegen kein Punkt außerhalb des Perpendikels hat, läßt sich leicht nachweisen. In Fig. 29 sei

DL die Strecke, DO das in ihrer Mitte crrichtbare Perpendikel und OD schneide DO in O. Zieht man

Ott, so ist X OLD > OLD, also auch > ODlch mithin DO > IZO.



Aus 2 und 3 folgt der

3. Lehrsatz: Die Verbindungslinie der Spitzen zweier, entweder auf einer oder auf verschiedenen

Seiten einer gemeinschaftlichen Basis construirtcn gleichschenkligen Dreiecke halbirt, im 3. Falle verlängert,

1) die Winkel an der Spitze,

2) die gemeinschaftliche Basis und steht

3) senkrecht aus der Basis.

Beweis: Bringt man (Fig. 27 und 28) die beiden Dreiecke beiderseits zur Deckung, so

decken sich auch L-I) und wodurch sämmtliche Thcile der Behauptung bewiesen sind.

Folgerung: Die Halbirungslinie des Winkels an der Spitzt eines Dreiecks halbirt auch den

Winkel an der Spitze in dem andern Dreieck.

Anm.: Durch diese beiden Sätze sind wir in den Stand gesetzt eine Reihe von Aufgaben zu

lösen, wodurch wir die wirkliche Existenz einiger im Vorigen nur hypothetisch angenommenen Begriffe nachweisen.

l. A ufgabc: Eine gegebene Strecke zu Halbiren.

Auflösung: Man construire über ihr als Basis die Spitzen zweier gleichschenkligen Dreiecke;

dann halbirt nach Lehrs. 3 die Verbindungslinie dieser Spitzen die gegebene Strecke.

1. Folgerung: Eine Strecke hat nur einen Halbirungspunkt.

2. Folgerung: Durch fortgesetzte Halbirung kann man eine Linie in 4, 8 . . . 2" gleiche

Theilc theilen.

2. Aufgabe: Einen gegebenen Winkel zu Halbiren.

Auflösung: Man schneide vom Scheitel aus auf den Schenkeln gleiche Stücke ab, construire

über der (nur gedachten) Verbindungslinie die Spitze eines zweiten gleichschenkligen Dreiecks, so halbirt nach

Lehrsatz 3 (oder nach Congruenzsatz 1) die Verbindungslinie dieser Spitzen den gegebenen Winkel.

1. Folgerung: Die Halbirungslinie eines Winkels halbirt gehörig verlängert auch sein Jmplement.

2. Folgerung: Ein Winkel hat nur eine Halbirungslinie, und diese ist der geometrische Ort

sämmtlichcr von seinen Schenkeln glcichweit entfernten Punkte.

Der Beweis der ersten Behauptung ist leicht, der der zweiten folgt aus der Kongruenz der Dreiecke

und (Fig. 30). Daß dagegen kein Punkt außerhalb z. B. ? von und gleich-

weit entfernt ist, läßt sich folgendermaßen beweisen. Ziehe ck'll Trick ^n Durch¬

schnittspunkte Iii der letzteren mit lv.l so ist, wenn man (kck zieht, diese Linie die Basis der

beiden gleichschenkligen Dreiecke (klick und (ck^Lck, also ^cki (ckck in seinem Mittelpunkte. Darum ist ldck

< lktck, nach Lehrs. 2. Da aber ckckck < ?ck, so ist um so mehr l?H <( ll'tck.

3. Fo lgerung: Durch fortgesetzte Halbirung kann man einen Winkel in 4, 8, .'. .2" gleiche

Theile theilen.

3. Ausgabe: In einem Punkte (Fig. 31) einer gegebenen graden Linie lck^l auf ihr ein

Perpendikel zu errichten.

Auslösung: Man schneide auf beiden Seiten von aus auf lckdk zwei beliebige, aber gleiche

Stücke ab, z. B. und construire über lZO die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks lZOI), bann

ist 1)^. als Mittellinie des gleichschenkligen Dreiecks von der Spitze aus gezogen nach Lehrs. 1 Z. lckbk.

Anm.: Die Aufgabe ist von der zweiten ein spccicller Fall, insofern den gestreckten Winkel

lck^,5l halbirt.

4. Aufgabe: Von einem Punkte auf eine gegebene grade Linie lckdk ein Perpendikel zu fällen.

Auflösung: Man schlage mit der Entfernung des Punktes von einem beliebigen Punkte

jenseits lckDl einen Kreisbogen, welcher lck5l zweimal, in L und O, trifft, construire über LL die Spitze
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eines zweiten gleichschenkligen Dreiecks LOV und verbinde dieselbe mit dem gegebenen Punkte H, so steht

diese Verbindungslinie auf HM senkrecht, (nach Lehrs. 3).

Diese Aufgabe ist ein specieller Fall von der allgemeineren

5. Aufgabe: Von einem gegebenen Punkte H aus nach einer gegebenen graben Linie HM unter

einem gegebenen Winkel eine grade Verbindungslinie zu ziehen.

Auslösung: Man lege in irgend einem Punkte an die gegebene Grade den gegebenen Winkel

und ziehe durch H zu dem freien Schenkel eine Parallele bis zu HM.

Beweis folgt aus §. 5 Lehrsatz k.

A n in.: Ausgenommen, wenn der gegebene Winkel — L, giebt es immer zwei unter gleichem

Winkel gegen die Grade geneigte Verbindungslinien. — Die vorige Aufgabe läßt sich dieser analog lösen.

k». Ausgabe: In dem Endpunkte H (Fig. 32) einer gegebenen graben Linie ein Perpendikel

zu errichten.

Auflösung: Kann die grade Linie über den Endpunkt H verlängert werden, so verlängere man

sie und verfahre nach Aufgabe 3. Kaun die grade Linie nicht verlängert werden, so construire man über

einer von H aus auf ihr abgeschnittenen Strecke HD ein gleichschenkliges oder gleichseitiges Dreieck, HLO,

verlängere LO über 0 hinaus um sich selbst bis v und ziehe LH, so ist OH. HM.

Beweis: Die Dreiecke HOL und HOL sind gleichschenklig, also o ^ 2m, p — 2o, somit

o Z- x — 2m -s- 2ll ^ 2 (m -s- ll); o Z- x ist aber — 2 L, also m Z- n ^ R. — Ist HOL gleichseitig,

so ist OHL, — R. uird I>HO ^ ^ L. Man braricht also OHL nur noch zu halbiren zur Lösung der

Aufgabe: Einen rechten Winkel in 3 gleiche Theile zu theilcn. — Einfacher ist jedoch folgende

Auflösung: Man zeichne zwischen den Schenkeln des rechten Winkels mit einem beliebigen

Radius den Quadranten und trage von jedem seiner Endpunkte aus den Radius als Sehne in ihn. Die

Endpunkte der Sehnen theilcn den Quadranten und die nach ihnen gezogenen Radien den rechten Winkel

in 3 gleiche Theile.

1. Folgerung: Berücksichtigt man Ausg. 2, so lassen sich außer dem rechten Winkel und seinen Viel¬

fachen auch noch von ihm und deren Vielfache, also allgemein-^-R in drei gleiche Theile theilcn.

Anmerkung: Die Drcithcilung jcdcö beliebigen Winkels ist mittelst Lineal und Zirkel nicht

ausführbar.

Daß z. B. der Winkel an der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks nicht in drei gleiche Theile

gethcilt wird, wenn man die Basis in drei gleiche Theile thcilt und die Theilpunktc mit der Spitze ver¬

bindet, zeigt folgende Betrachtung. Man construire über dem Dreifachen einer Linie, z. B. über HD —

3HL (Fig. 33) ein gleichschenkliges Dreieck HOL und ziehe LL und DO. Dann ist LH > LL; es läßt

sich also LL ^ LL auf LH abtragen. Zieht man LL, so ist in dem gleichschenkligen Dreiecke LLL der

Basiswinkel LLL spitz, sein Nebenwinkel HLL also stumpf, mithin in dein Dreiecke HLL seine Gegenseite

HL — LO > LL. Die beiden Dreiecke LLL und OLL haben also zwei gleiche und eine ungleiche Seite,

mithin ist der Gegenwinkel der größeren Seite LO d. h. OLL >- LLL.

2. Folgerung: (aus Ausg. 6.) Ist eine Mittellinie eines Dreiecks gleich der Hälfte der Seite,

nach der sie gezogen ist, so ist der Gegenwinkel der letzteren — R..

3. Folgerung: (Nmkehrung von Folg. 2.) Im rechtwinkligen Dreiecke ist die Mittellinie nach

der Hypotenuse gleich deren Hälfte.

Beweis: Macht man in dem rechtwinkligen Dreiecke OHL (Fig. 32) n — L, so ist ^ m

— v, also OH — OL — OD.
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8- 12.

Von den Vierecken.

1. Lehrsatz: Die Summe der Innenwinkel jedes, so wie der Außenwinkel eines convercn

Vierecks ist — 4 U.

Beweis: Man zerlege das Viereck durch eine Diagonale in zwei Dreiecke, so folgt die erste

Behauptung ans 8- 8, Lehes. 3. Die zweite folgt ans 8- 8, Anm. 2.

Folgerung: Ein Viereck kann vier rechte, aber nur ürei stumpfe, drei spitze-und einen convcren

Winkel haben.

1. Erklärung: Die Seiten eines Vierecks thcilt man paarweise ein in anstoßende und Gegen¬

seiten, die Winkel ebenso in einer Seite anliegende und Gegenwinkel.

2. Erklärungen: Ein Viereck, in welchem beide Paar anstoßende Seiten bezüglich gleich sind,

heißt ein D etto id. Vergleiche die Fig. 27 und 28. Seine Entstehung und seine wichtigsten Eigenschaften

enthält der 3. Lehrsatz des vorigen 8- Ein Viereck ohne parallele Gegenseiten heißt ein Trapezoid.

Ein Viereck mit einem Paar paralleler Gegenseiten heißt ein Trapez. Es entsteht, wenn man in einem

Dreiecke zu einer Seite eine Parallele zieht; die parallelen Seitm heißen Grundlinien. Sind die nicht pa¬

rallelen Seiten in ihm gleich, so heißt es grade oder gleichschenklig. Es entsteht, wenn man in einem

gleichschenkligen Dreiecke zu der Basis eine Parallele zieht. — Ein Viereck, in welchem beide Paar Gegen¬

seiten parallel sind, heißt ein Parallelogramm (Es entsteht, wenn ein Paar Parallelen von

einem zweiten Paar Parallelen durchschnitten wird.

2. Lehrsatz: In jedem Parallelogramm sind die je einer Seite anliegenden Winkel Supplement¬

winkel und je zwei Gegenwinkel gleich.

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus §. 5, Lehrs. 2, 3, die zweite ans §. 6, Folg. 3.

3. Lehrsatz: (Umkehrung von Lehrs. 2). Sind in einem Vierecke die je einer Seite anliegenden

Winkel Supplementwinkel oder je-zwei Gegenwinkel gleich, so ist dasselbe ein Parallelogramm.

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus §. 5, Lehrs. 1, 3, die zweite wird durch Lehrs. 1

dieses §. ans die erste zurückgeführt.

Folgerung: Ist'ein Winkel eines Parallelogramms bekannt, so sind sie es alle, ist ein Winkel

entweder ein rechter, oder ein schiefer, so sind sie es bezüglich alle.

Man theilt demnach nach den Winkeln die Parallelogramme ein in rechtwinklige (Rechtecke)

und schiefwinklige.

4. Lehrsatz. In jedem Parallelogramme sind je zwei Gegenseiten gleich.

Beweis folgt aus der Kongruenz der beiden Dreiecke, in die es durch jede seiner Diagonalen

zerlegt werden kann.

1. Zusatz: Jede Diagonale theilt das Parallelogramm in zwei congruente Dreiecke.

2. Zusatz: Schneiden sich zwei Paar Parallelen, so sind die von einem Paar begrenzten Strecken

des andern gleich; schneiden sie sich also rechtwinklig, so ergiebt sich, daß Parallellinien überall von ein¬

ander gleich weit entfernt sind, d. h.

Zwei aus beiden Seiten einer Graden liegende und in gleicher Entfernung von ihr zu ihr gezogene

Parallelen bilden den geometrischen Ort aller von der ersten Graden glcichweit entfernten Punkte.

1. Folgerung: Sind in einem Parallelogramme zwei anstoßende Seiten einander gleich, so

sind sie es alle. — Man thcilt demnach nach den Seiten die Parallelogramme in gleichseitige und un¬

gleichseitige und classificirt sie demnach in

1) rechtwinklig-gleichseitige oder Quadrate.
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2) rechtwinklig-ungleichseitige oder Oblongen,

3) schiefwinklig-gleichseitige oder Rhomben, Rauten,

4) schiefwinklig-ungleichseitige oder Rhomboide.

5. Lehrsatz: (1, Umkchrung von Lehrs. 4.) Sind in einem Vierecke je zwei Gegenseiten gleich,

so ist dasselbe ein Parallelogramm.

Beweis: Folgt aus dem 1. Congruenzsatz und §. S, Lehrs. 1.

Anmerkung: Auf diesem Satz beruht dieConstruction undAnwendung der bekannten Parallel-Lineale.

6. L e h r satz: (2. Unrkehrung von Lehrs. 4.) Sind in einem Vierecke zwei Gegenseiten gleich und

parallel, so ist dasselbe ein Parallelogramm.

Beweis: Folgt aus dem 2. Congruenzsatz und §. 5, Lehrs. 1.

Anmerkung: Sind in einein Vierecke zwei Gegenseiten gleich und die beiden andern parallel,

so ist es, je nachdem die Parallelseitcn gleich oder ungleich sind, bezüglich ein Parallelogramm (5. Lehrs.)

oder ein grades Trapez (Erklärung).

7. Lehrsatz. In jedem Parallelogramm Halbiren die Diagonalen einander.

Beweis: Folgt aus der Kongruenz zweier einander gegenüber liegenden Dreiecke.

Zusatz. Auch jede andere durch den Durchschnittspunkt der Diagonalen gelegte, von zwei Gegen¬

seiten begrenzte Strecke wird in ihm halbirt und theilt daS Parallelogramm in zwei congrucntc Vierecke.

Beweis: Der erste Theil folgt ebenfalls aus der Congruenz zweier einander gegenüber liegenden

Dreiecke, der zweite aus der bezüglichen Gleichheit aller Seiten und Winkel der beiden Vierecke.

3. Erklärung: Der Durchschnittspunkt der Diagonalen heißt der Mittelpunkt, auch Schwerpunkt

de s Parallelogramms, die durch ihn den Seiten parallel gelegten Linien heißen die Mittellinien desselben.

8. Lehrsatz: (Umkchrung von 7.) Halbircn in einem Vierecke die Diagonalen einander, so ist

dasselbe ein Parallelogramm.

Beweis: Folgt aus dem 2. Congruenzsatzc und §. 5, Lehrs. 1.

9. Lehrsatz: In den rechtwinkligen Parallelogrammen sind die Diagonalen gleich.

Beweis: Diebeiden an einer Parallclogrammseitc liegenden Dreiecke sind congruent nach Congruenzs. 2.

10. Lehrsatz: (Umkchrung von 9.) Sind die Diagonalen eines Parallelogramms einander gleich,

so ist dasselbe rechtwinklig.

Beweis: Folgt aus der Congruenz derselben Dreiecke nach Congruenzs. 1 und Lehrs. 2 dieses §.

11. Lehrsatz: In den schiefwinkligen Parallelogrammen ist die Diagonale die größere, welche

den stumpfen Winkeln gegenüber liegt.

Beweis: Contraposttion von Lehrs. 10 und §. 10, Lehrs. 2.

12. Lehrsatz: (Umkehrung von Lehrs. 11.) Sind die Diagonalen eines Parallelogramms un¬

gleich, so ist es schiefwinklig.

Beweis: Contraposttion von Lehrs. 9.

13. Lehrsatz: In den gleichseitigen Parallelogrammen Halbiren die Diagonalen die Winkel und

schneiden sich rechtwinklig.

Beweis: Folgt aus §. 11, Lehrs. 3.

14. Lehrsatz: (Umkehrung von Lehrs. 13.) Halbiren in einem Parallelogramme die Diagonalen

die Winkel, oder schneiden sie sich rechtwinklig, so ist das. Parallelogramm gleichseitig.

Beweis: Das Erste folgt aus der Congruenz zweier beiderseits einer halben Diagonale liegenden

Dreiecke nach Congruenzsatz 4 und Folg. 1 dieses K. Das Zweite folgt aus der Congruenz derselben

Dreiecke nach Congruenzs. 2 und Folg. 1 dieses 8.
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15. Lehrsatz: In dm schiefwinkligen Parallelogrammen Halbiren die Diagonalendie Winkel
nicht und schneiden sich nicht rechtwinklig.

Beweis: Contraposition von Lehrs. 1-4.
16. Lehrsatz: (Umkchrung von Lohrs. 15.) Halbiren die Diagonaleneines Parallelogramms

die Winkel nicht, oder schneiden sie sich nicht rechtwinklig, so ist das Parallelogramm schiefwinklig.
Beweis: Contrapositionvon Lehrs. 13.
Aufgabe: Die BestimmnngSstücke der verschiedenen Arten von Parallelogrammen zn finden und

aus ihnen das betreffende Parallelogramm zn construircn.
Auflösung: Da jedes Parallelogramm durch jede Diagonale in zwei congruente Dreiecke zerlegt

wird, so reichen die Bestimmungsstücke eines dieser Dreiecke zur Bestimmung des Parallelogramms hin.
Wie leicht ersichtlich, wird

1) ein Quadrat durch eine Seite,
2) ein Oblongum durch zwei anstoßende Seiten,
3) ein Rhombus durch eine Seite und einen Winkel,
4) ein Rhomboid durch zwei anstoßende Seiten und einen Winkel bestimmt.

Die Konstruktion ist nun nach Lehrsatz 4 die, daß man die Schenkel des gegebenen Winkels gleich
den gegebenen Seiten macht und aus dem Endpunktejedes von ihnen je mit dein andern einen Kreisbogen
beschreibt. Der Durchschnittöpunkt dieser Bogen ist der vierte Winkclpunkt.

Folgerung: Parallelogramme sind congruent, wenn sie die oben genannten Bcstimmungsstücke
gleich haben.

17. Lehrsatz: Wenn man durch den Mittelpunkt L (Fig. 34) einer der nicht parallelen Seiten
eines Trapezes eine Parallele zu den Grundlinienzieht, so halbirt diese die andere nicht parallele Seite
ebenfalls und ist gleich der halben Summe (dem arithmetischen Mittel) der beiden Grundlinien.

Beweis: Ziehe durch L eine Parallele zu EL bis zum Schnitte mit in C- und der Ver¬
längerung von CO in II. Da nun LO — 2h Hblv — (7L^., HOL ^ (7^4L, so isi /X HIW
^ SL^., also HL ^ CL, also sind auch die ihnen gleichen Strecken EL und LR gleich.

Ferner ist LL ^ OL -j- III) und
LL —

2 LL — OL -s- hvit HD —
Nun ist, weil /X MV M UV ^ also

2 LL — OL Z- und LL ^ z (OL -s- ^L).
18. Lehrsatz: In jedem graben Trapeze sind die Winkel an jeder der Grundlinien gleich.
Beweis: Zieht man (Fig. 35) r4L ^ IZV, so ist ^.L ^ L<ü — ^.v, also ^.VL ^ ^.Lv

— OVO, folglich auch V^.IZ — LIZ^. als Supplemente gleicher Winkel.
19. Lehrsatz: (Nmkehrung von Lehrs. 18.) Sind in einem Trapeze die Winkel an einer der

Grundlinien gleich, so ist dasselbe grade.
Beweis: Ist 2h v ^ L, so ist auch v — L und ^.v ^ ^.L ^ LL.
26. Lebrsatz: In einem graben Trapeze sind die Diagonalen einander gleich.
Beweis: Folgt aus der Congruenzzweier an einer und derselben Grundlinie liegenden Dreiecke.
21. Lehrsatz: Zur Construction eines Trapczoids gehören fünf von einander unabhängigeStücke.
Beweis: Zur Constructiondes einen der durch Ziehung einer Diagonale entstehende» Dreiecke

gehören drei Bcstimmungsstücke, zur Constructiondes andern, dessen eine Seite die durch daö erste bestimmte
Diagonale ist, nur noch zwei.
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Anm: Daß in manchen Fällen, analog dem 3. Congruenzsatzc, zu den fünf BestimmungSstückcn

noch eine besondere Beschränkung hinzukommen muß, liegt auf der Hand.

Folgerung: Zur Construction eines Trapezes bedarf man vier, eines graden Trapezes drei von

einander unabhängige Stücke.

8. 13.

Von den Polygonen, besonders den reguläre».

1. Lehrsatz: Die Winkelsumme eines u eckeö ist gleich (2n — 4) R.

Beweis: Es läßt sich jedenfalls in (n—2) Dreiecke zerlegen, deren Winkelsummc gleich der

Winkelsumme des Polygons ist.

2. Lehrsatz: Legt man n congruente gleichschenklige Dreiecke, deren Winkel an der Spitze — lll

ist, mit den Scheiteln und je einem Schenkel nebeneinander, so entsteht ein reguläres neck.

Beweis: Die Figur ist eine vollständig geschlossene mit n gleichen Seiten und Winkeln.

Erklärung: Das gleichschenklige Dreieck, durch dessen wiederholte Aneinanderlegung das regu¬

läre Polygon entstanden ist, heißt das Bestimmungsdreieck, sein Winkel an der Spitze der Centri-

winkcl, sein Schenkel der große, seine Höhe der kleine Radius des regulären Polygons.

Zusatz: Bei einem Polygone von grader Seitenzahl bilden je zwei große ober kleine Radien eine

grade Linie und thtilen das Polygon in zwei congruente Thcile, genannt Halb Polygone. Die durch

sie verbundenen Winkel oder Seiten heißen bezüglich Gegenwinkel oder Gegenseiten des Polygons.

1. Folgerung: Der Polygon- und Centriwinkel eines regulären Polygons sind Supplement¬

winkel d. h. der Polygonwinkcl — (2 — ^) R.

2. Folgerung: Der gemeinschaftliche Scheitelpunkt der Dreiecke ist von allen Ecken, sowie von

allen Seiten bezüglich gleichwcit entfernt. Er heißt deshalb der Mittelpunkt des regulären Polygons.

3. Folgerung: Die HalbirungSlinicn der Winkel eines regulären Polygons schneiden sich alle

im Mittelpunkte desselben.

Beweis: Die entstehenden u gleichschenkligen Dreiecke sind congrucnt, mithin sind ihre Schenkel

bezüglich gleich. Da nun je zwei Dreiecke einen Schenkel gemeinschaftlich haben, so treffen alle Spitzen in dein

von den Ecken und also auch von den Seiten bezüglich gleichweit entfernten Punkte, dem Mittelpunkte, zusammen.

4. Folgerung: Die in den Mittelpunkten der Seiten eines regulären Polygoncs errichteten

Senkrechten schneiden sich alle im Mittelpunkte des Polygons.

Beweis: Sie sind die Höhen gleichschenkliger Dreiecke und gehen mithin alle durch die gemein¬

schaftliche Spitze, den Mittelpunkt.

Aufgabe: Den Mittelpunkt eines regulären Polygons zu finden.

Auflösung: Man Halbirc zwei beliebige Winkel oder Seiten des Polygons. Der DurchschnittS-

punkt der beiden Winkclhalbircndcn oder der in den Mitten der Seiten errichteten Senkrechten ist der Mittel¬

punkt dcS Polygons.

Beweis: Er liegt in den Folg. 3 und 4.

Zusatz: Bei den Polygonen von grader Seitenzahl ist der Durchschnittspunkt der Verbindungs¬

linien der Spitzen zweier Paare Gegenwinkel (oder der Mitten zweier Paare Gegenseiten) der gesuchte Mittelpunkt.

3. Lehrsatz: Die die abwechselnden Ecken eines regulären Polygons von grader Seitenzahl ver¬

bindenden Diagonalen sind die Seiten eines neuen Polygons von halb so viel Seiten, als daö erste hat.

Beweis leicht.
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4. Lehrsatz: Macht man die Halbirungslinim der Ccntriwinkel eines regulären Polygons von

beliebiger Seitenanzahl gleich den großen Radien und verbindet ihre Endpunkte mit den benachbarten Ecken,

so erhält man ein reguläres Polygon von doppelt so viel Seiten, als das erste hat.

Beweis leicht.

Ani» erk u ngc».
I. Es dürfte befremde», daß in eine genetische Entwickelungder Planimetrie, wie sie hier versucht ist, die

allbekanntenErklärungen von der Entstehung einer Linie durch Fortbewegung eines Punktes n. s. w. nicht mit aufge¬
nommen sind. Die Gründe dafür sind folgende. Angenommen, die Erklärungen wären richtig, so gelten sie doch
nicht allgemein. Die also bei ihnen zn erörterndenAusnahmefälle, welche einerseits die grade Linie, den Kreisbogen
und die evlindrische Schraubenlinie, andererseitsdie Ebene und die Rotationsflächen betreffen, liege» dem Standpunkte
der Schiller, denen man Linien n. s. w. erklären will, noch so fern, daß es gerathen ist, von diesen Dingen nicht zn
sprechen. Nor allen Dingen aber sind diese Erklärungen falsch, da sie ans unvereinbareWidersprüche führen. Denn
denkt man sich z. B. zwischen den aufeinander folgenden Lagen des sich bewegenden Punktes keinen Zwischenraum, so
wurde auch eine unendlicheSumme der ausdehnuugslvsen Punkte nichts Ausgedehntes, d. h. keine Linie geben. Denkt
man sich andererseitszwischen den Lagen des Punktes Zwischenräume, so erhielte man wieder keine Linie, sondern nur
eine diseontinuirlicheFolge von Punkten. Da ein dritter Fall natürlich ausgeschlossen ist, so erfüllt die Bewegung des
Punktes nie den beabsichtigten Zweck, lind dies ist sehr begreiflich, da jede Bewegung den Weg voraussetzt und ihn
nicht erzeugt. Kants transeendcntalc Acsthctikgicbt hierüber den bündigsten Aufschluß. Die Erklärungen negircn
nämlich die Autorität des Begriffes Raum und cousequcntcrweise auch die der Zeit und des Cansalitätsgesctzcs. Wer
also bei der obigen Erklärung bleibt, gicbt den Lehren der Mathematik nur eine empirische Gültigkeit.

Der Jrrthum kommt von der Entstehung des Striches aus dem materiellen Punkte, auf die freilich die gene¬
tische Erklärung paßt. — De» oben angestellte» Betrachtungen verdankt die Mathematik die Einführung unendlich
kleiner Größen, die dann den Widerspruchzwar nicht heben, aber umgehen. So sind die gegebene» Erklärungen im
Grunde ein verdecktes Integrier».

Sagt man dagegen, die Linie ist der Weg cincS sich bewegenden Punktes, so ist das zwar vollständig richtig,
aber der a» und für sich schon geringe Gewinnst aus dieser Erklärung wird durch den Umstand sehr beeinträchtigt, daß
man den Schüler vor dem nur zu leicht entstehenden Jrrthnme warnen muß, in der Erklärung eine genetische zu sehen.

2) Ick habe mich bemüht, den mathematischen Grundbegriffen ihre bestimmte Bedeutung zu gebcu und sie
danu auch nur in dieser zu gebrauchen. Dies schien mir um so nothwendiger als man in vielen, sonst guten und vielge¬
brauchtenmathematischenLehrbüchern eine nicht zn billigende, den Schüler jedenfalls verwirrendeVerwechslung solcher
Begriffe findet. Vorzugsweisegeschieht dies mit de» Begriffen Lage, Richtung und Seiten einer gradcn Linie und
der graden Linie selbst. Z. B. statt: ZwciPunktc bestimmen die Lage einer graden Linie, vollständig, (Kambly
F. Ig) muß es heißen: Die Lage der beiden Endpunkte bestimmt die Lage einer Strecke, des Anfangspunktes und
eines beliebigen Punktes die Lage eines Strahles, zweier beliebigen Punkte die Lage einer Graden, oder: Zwei Punkte
bestimmen die Ri ch tung u. s. w. Denn eine begrenzte grade Linie kann ihre Lage, den bestimmten,von ihr im Räume
eingenommenenOrt recht wohl ändern, und dabei doch immer durch die beiden Punkte gehen. Die Richtung einer
gradcn Linie wird außerdemnicht bloß durch zwei Punkte in ihr, sondern auch mittelbar durch zwei Punkte außer ihr be¬
stimmt.— Statt: Man errichtet über einer gradcn Linie nach derselben Ni ch tu ng zwei gleichschenkligeDreiecke (Kamblv,
tz. 62) muß es offenbar heißen auf derselben Seite. — Man verlängert eine Linie nach einer Seite (Heis u. Eschwciler
II., l 7) statt R i cht» n g. Eine Linie drehe sich um einen Punkt nach einerlei Rieh tu ng (cbendas. I., I) statt Sei te. —
Die Winkel liegen nach einer Richtung (Kambly H. 29) statt auf einer Seite. — Statt: Wenn zwei Linien gleiche
Richtung haben, so müssen sie denselben Nichtnngsnnterschicdgegen eine dritte Linie haben, (Kambly, H. 27) muß es
heißen, gegen eine und dieselbe Richtung einer dritten Linie u. s. w.

Z. Der so leicht faßlichen und wesentliche Vereinfachungen in den Beweisen gebenden Contraposition eines
Urthcils dürfte mit Recht ein Platz in den mathematischen Lehrbücherneingeräumt werde».
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