deilvag su ciner genetifdhen Entwidiclung der
Planimetrie.

Bir folgende, [ebiglich tm Jntevefje ves mathematijden Sduluntervidyts qefdyrichene Abhandlung
beanjprudyt weniger cinen wifienfdaftlichen, ald vivaftifden Werth. Sie giebt nichts Rewes, fondern Altes
in mewer Form und BVerbinbung und, durdy ben Raim Bejehvantt, owch nur in ciem befdbrantten Gebicte.

So febr man audy princivicll oem  Ausiprude ves Nriftoteled (Analyt. post. I. 27): Axou
pectepn 0Ty ERUGTI IS X0l TPOTEQUs BTE TOU OTL #0d DtoTe § GUTH, Gide
Wy yopls Tov 6Ty, The Too dwre beiftinme wnd venfelben in ber Bearbeitung und bem Ver-
trage fammtlidyer 8{jenfchafien au befolgen ftrebt: fo bat fidh bod) Tonberbarer IR eife grabe in ber Mathe
matif, bie wie feine andere Wiffenfdyaft ibre SWeime eingiq und allein in ben urfpriinalicdhjten Anfdymnmaen
ped Menfdien bat wnd fidh aud viefon mittelit v urfprimglichften. BVeqriffe far und fidher enfwidelt, uno
ody bagu o vem anjchaulichften, dem geometeifchen Theile becjelben baé faft unvertilgbare Rorurtheil Fejt
gefest,  af jur Begrimbung  iheer Lebren ber logifdie Madioeis  iheer Richtigheir allein hineeidend, bi
Darlegung bes MWeqed e Auffinding ver bewiefenen Wabrheiten aber mindeftend dberflifita fei. b
viejes Vorurtheil in wiffenfhaftlicher Bezichung ver Mathematit mebr qendist ald qefchabet bat, will idy
hier niche unterfudien; wobl aber glaube idy bic Bebauptung ausipredien e viefen wund vabei be Suftim
mung vorurtheilsfreier Sadifenner qowif 3 fein, fafi in divaftifder Begichung dvie audqefprodiens WMethobe,
mathematifebe Yebren yut bebanveln, die by Worbild i Gufliv's Glementen hat, pam Verftandbnif unb bex
“’_{\'l'l"l'l'illllll-!l, mathematifdher Yebren  entjdvicnen bimoerlidy qoweien it und nody ift. Gubliv'ds Flemente find
i ihrer Ave ein undbertrefflidies Mufter von confequenter Durdifitbrung cines  auf logifden Gefesen be
ruhenoen Syjtemed und evecichen ihren Swed, bic Midvtigheit ibrer Mebren nadypunveifen und fo  beren
Grijteny ju fichern, auf cad Vollfommenjte. ber davwm ift bie in ‘ibnen befolgte Methobe, wemn man
parunier mehr werfeehe, alé bie nie genug i clibmenbe unt feiner anbern Ridfidie e evferize mathema

tifthe Strenge, nody nidit bie befte Untervidytomethove.  Denn fie wiberfpridit fowoll ben Forberungen, bie
an jeven Mntervidyt, bejonbers aber an den auf wiffenfcharilichen Ynftalten ertheilten jtellen fin, bag
namlbich ver Schitler weniger Gevadites, ald venfen lerne, ald auch befonberd bem Geifte der Jugend, bie

obe Vergleidh melyr Veejtanonis und Sinn fily vas Werdenbe, ald flic bad Fertige hat.




-

Trer fonthetifdie Vorteaq ber Mathematif mit feinem fajt ourchgingigen Mangel an fberfichtlider
Jufammenfteliung ver gleichartigen Objecte, mehy nody ciner logifdhen Anordmumg der Beqriffe und befon:
perd einer organijhen Entwidelung ver Yebven bleibe mehr ober weniger immer cin begmatifcher. 3§t ber
Seitler audy won ber logifchen Midhtigheit vined Sabed Gbevflihet, fo ift o badurdy wvon feiner Wabrheit
noch nicht fiberyeugt.  Veives fteht febr oft im umgefebreen Verhalmifie.  Der vem Schyiler hierbei ange-
thane Swang beengt ihn, aber fefielt ihn nidht.  Je vijtiger dic Sraft, dejto mehr (ehnt fie fih oft gegen
i auf. Seholer oic Vewunderung oeé auf ben Beweid vermantien Sdharfjiinns fteigt, bejto tiefer finkt
pic Funeigitg.

Dicfe leqtere, bic oer Jwed alled wifjenibarelichen Wneerriditd ift wnd bletben muf, Fann nue o
wigh toerben, wenn dem Sdyitler bad innere BVerjtandnif ved Gelernten aufgefchlofien wivd.  Unb hieru
ift eine qenetifhe, anfdaulihe Gntwidelung der mathematifhen Ychren nothwendig.  Jedber andere Weg
verurtheilt ten Qermenben e ciner Blofien Meceptivitat, werhinbert aber die Probuctivitat.  Blinblingd fich

¢r fidh qeffibrt, wo cr felber geben modite und fonnte, wen i mee ber MWeg geaeigt wiebe.  So wird

pas Berudtfein elgener Krajt und vad Sclbftoertvanen fftemarifd)y geldhmt wune cine volljtanvige Rathlofig
Feit Dei ciner felbtitanbigen Leiftung ift vie unausbleiblithe Folge.
o -

Die entgeaenaeieste Methove, bic Beqriinbung ver Lebriage ver Geometrie blof ber Anjhoning

ierpeifen unt, wic & [eiber gefchelien ift, oic Geometvie ju einer vein befdhreibenben 2Bifenjhaft 3

machen, bat auf wiel fllimoere Abwege qefibet, wnd nidts ift gqeeigneter, ald fie, nitht allein ten mathe:
matifdien, fondern audy ten wiffenfdafilichen Sinn Gberhaupt ju ertdpicon.

Gine Werbinbung beiver Methoden, eine Wnordbnung ber Sase, cine Fithrung ber Reweile, vie
aleidhaeitla der qropten Srenge ver Beweife, fowie der Davlequng bed Wegesd, tie dic bawicfenen Wahrheiten,
ywenn nidt qefunben find, fo dody bittten gefunben werben fonnen, Redynung triat, wicd ofne Jweifel vie fiie

erricht e

ciquetfte et Borzugdoeife widhtig ift fie fite den erften mathematifdyen Untervidyt, weil fidy

i RiTenichaft ein friberer Feblarli 7o febr radt, wic in der Mathematif.  Davum erfihien

mir bie Audarbeitung viefed Lerjudies jur Lofung cined fleinen Theiled ciner groferen Nufgabe nidyt wnniiy.



Erklarungen.

g ls

bt fein, haben drei endlidie Ausbvel

Nle Korper, mogen fie wicklich vorbanben, ober mir qebad

nungen ober Timenfiowen: Lange, Breite unk Bide, bie ben orn wnd binten, redid und

[infd, oben wnd wnten entfpredyen. it anbern Worten: Alle Kovper nelimen i heil e Maumes ein.

Den Maume fonnen wiv und nidt obne Tolgenbe (5

1 A T T TRTH (o - - 'y N - 5 g 4 TRy -
alfe peare Thele, eme unbegrenite Theilbarfeit: 3Y feie Theile

Audvehmmagen; 2) e bhat, wic aud

find gqleidvartiq, o.h. fic en fichy oueely niches, ald hodbjtend burdy ibre Girdpe; 4) v ift ftetia,

0. b Teiner feiner Sheile ift won o burdy ehvod,

nidht MWatom jwdare, ober Raum cinnalime,

getrennt, ober Baber tbrodhontent (con

) Jufammenfang.

Ya ver Sroff ber phyfifdhen Sorper ter verfchicoenjten Art fein faomy, cin befiinunter Stoff alfo

e, oie bt

o l:';'l"-,‘||!-|'i1,‘_'|l|'|‘, ber Stoffe bebanbelt: fo fnnen

etiem Sorper it I'l"L'-.'f'!If

wir senfelben infe

tckjrchtiqt lafjen, aldwiv und pie Girdfe unt Geftalt bed Worperd abhingin

vou etitem befonberen Stoffe  oenfen.  Mir werftehenr tedbalb wnter einem meaihom atii thenn Korper
v T H * o - A1 ) Y
ctnen volltanotg begrenyten Theil bed Wam
qemeinfchaftiiche Shrenmae sweier benadb niheile, 0. B, basieniqe,

eit SEheil bed Mawmed 2w fein, awvel NMawmtl von etnanber febeivet, Beigt cine Fadye

fie getrennt gevachten Naumtheile Heifen eiben Eeiten Die Flache hat nur bie

nungen ¥ange wnd Breite,  Sie it enhoeder qefriimint ober cbén ine Gbhene —, unbegrenat
ober Degrenat. 3w ben [ebteren gehoren i A0n cined Sorperd e Flade, (. B,
pie Mugel) opcr aud  mebreren Bladen (0 B vie Halbfugel, oer MWiviely b . Tie Gefammt

ingung  emed Rorperd, aufaefaft old cine eingige, in fidy yuriidfebrenve Flade, Beift feine
Dberfladye

Wir betradhten vorlanfig mie bie Gbene, wund alle Hnftigen Gebiloe werben, aud obne jwei

Grinnerung, ober wenn nidyt auddritctlich eine Ludnalhme davon gemadyt wird, ald in e audaefithet qevacht,

Die Wifienfcbaft von ven mathematifchen Gebileen fn etwer Gbene beift Blanimetric,

Pie gemeinfibafiliche ®renze yweler  benadbarten Theile einer Klade beift ¢ inie.  Bie bets

. > r [ored f- 2 x b » Tea i T Yo i gk ek 'y |
pen purdy fre getrennt gedachten Theile ber Flade beigen ihee Seiten. Yite ¥inie hat nur bie Auddeh-
nung ber Lange.  Sie it entiweder Frumm tine Gurone, ober grave, begremit ober unbes

grengt. Die graben inien nemnt man, je nadbem fie anfangds und endlos, mit Anfang und enblod,
mit nfang und Enve find, beyiiglich Grabe, Strahl, Strede.

Gin von ciner Rinie, (. B. der Kreid) ober von mebreven (10 B Halbfreid, Suadtat) be

Theil einer Gbene et eine cbene Fiqur, Die Gefammtbegrengung ciner Fiqur, aufaefafit al® eine eins
dlge, in fidy aucicloufenbe Foomme, qebrochens ober gemifdyte Qinde, beifit ibr Umfana.
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Die qemeinfchaftliche Gheenge  aweier benadbarten Theile ciner Lnie, alje audy die Greme einer
Linie beifit Puntt. G it obne Audvebnung, alfe obne Theile. Ber beftimmie Ot im Nawme, ben ex
einninumt, Beifit feine Lage.

Linien, Flacden und Koérper heifen qemeinfibaftlich raumbidie ober fietige Grdopen. Die Wij:
fenidaft won ibnen beift Geometric.

nmerviung: In Wivklichfeir evijtivt ber Puntt nidt obne vie Linie, bie Linie nidt ebne die
Flache, pleFlade nidt obhne ten Korper und ber Sorper nicht obne Materie, da dic Grense nidie oline cin
Begremzted, Dic Form nicht obpre eine MMaterie ift; dody fonnen” wiv und, wie {don obeén bemerkt, cing
unabbanata von ciner Geftinunten vt ved anbvern benfen und b fo wenigitend  in Gevanfen cine abge:
jonperte Srifteny qeben. Mean verfinuliche fich ten Puntt vurdy einen matevicllen Paunke, vie Linie ourd)
ginent matericllen Steidy unt  beaeichnet verjebicbene *Puntre turdy werficoone Budijtaben meift ted qrogen

Latetmijehen 2lphabets.

S 2
Grunbyas: Durd) cinen Punft fonnen wiv unenelih viele Grabe, puedy ywel Punkte dagegen
mir cine ichen ober und gejoqen denken. Amoendung ded Bineales nuom Prifer, JFeidmen und Berldn:
getn ciner graden i Mit piefer lebteren Graben erbalt man jugleih ten Begriff ber Ridtunag

port cinem Punft nady cinem anbern unbd der dicfer divekt entgegengefenten NRidhmg.

Die Midiung ciner araven Yinie wird durdy awei beliebige *Baunkie in ihe beftimmi. Davaud jolgt
pie Grunveigenidiaft ber qraden ¥inde, vap alle ibee Theile viefelbe Midtung babew, obver dag fic
anifdhen je aweien ibrer Punfte wur auf eine AUk legen fann.

1. Folgerung: Swei verfdbicoene qrabe Linien Fonnen nide melr ald@ cinen Punft qemein
baben, fidy nur in vinem Punfte fdhneiven.

2 Folagerung: Swifdien poel Punfien, 3 B, awifden ben beiben Spigen cined 3icfeld it nur

eine Strede moglidy. Dicje Steede ift Fleiner, ald jeoe anbere bie beiven Punkic werbinbende
Linie unt calall pie Gnifernung ber beiven Punfre, — Die Linge und Lage ciner Strede wird
puedy bie ilirey Gnopunfee bepimmt.  Deshalb bezeichner man fie, invem man ibre Gubpunfte begeidy:
net. ol § allein beaeichnet werben, fo genitgt bagu cin Budbitalbe.

Anmerfung: Die Begri

ffe qrabe wund cben, jowie ibve Ghegenfdse find jo urjprimglich, bag ibe

Werftanonig burdy Feine anbern Beqriffe vermittelt werven fan. - WG Grunbeigenfehaft der Ghene erqiebi
fich bem Dbigen analeg, daf fic duedy brei nide-in qraber Rimie liegente Punbte mwe ouf eine AUrt gelegt

i, ober baf in ibr ven jevem Punfte nady allen Ridvtungen grade Limien- gegogen werben Fonnen.
§. 3.

Beyichungen ywildyen den L

werben Fa

igen poeier Stredien.

. Rufqabe: GEine einer gegebenen Strede gleidye Strede ju geidinen.

Nuflofumg: Man fest dic Spise cined Jivkeld in ilee Enbpunfte ober fragh die Entfernung
ibrer Gubpunfte ouf ber Kanie eined Lincales ab und gk vann pie Entfernung ber: Jivfelipiten ober bie
GEntfeenmung ver Enovunfte auf ciner jweiten qraben inie ab.

I. @cilarung: %Begt man poel Steeden fo aufeinander, daf fich vas eine Paar ibhree Enb:
punfte bedt, o find bie Strecen, wenn fich audy vad anbere Vaar ihrer Gnopunfie vedt, aleidy (=), mwenn
nidht, fo it oic oic fleineve, Deven poeiter Gnopunfi ywifiben die Enopunfte ver anbern fillt. Dad Jeidyen
fie Fleiner it <C, bas flir gquifer ~>.

2. Erflavung. Nawmlide Grdpen berhaupt, tic e Dedung gebradht werden Fonnen, beien
comaruent (S




2 Nufgabe: 3wei gegebene Streden adbiren, eber cine
wmocine anbere it vevlangern,

gegebene Strede

Wuflofung: Man trage cine von ibnen auf vey Berlangerung der andern von
aug, fiber ven hinaud fic vevkangert ift, ab, fo ift vie Entfermmg ber
punfte bie verlangte Swmme,

teme Snppumfe
bt gemeinfdafilichen Gnp:

Jufap: Wie mebhr ald gwei Sveden ju adbiven find, erbellt qus Aufgabe 2 joaleids,
3 Nufqabe: Eine fleinere aeqebene Strede von einer groferen yu fubkrabiven,
pber cine gegebene Strede wm eine Fleinere 3w verfirien
Nuflofung: Leat man vie Heinere Stredfe auf die in Gl 1
fo ift bie Gntfevnung ber widht gemeinfdhaftlichen Gnbpunfie bdic veclanate
le joecicller Fall vead obigen 3ujabed crgicht fidy bie
4 Nufgabe: GEine gegebene Strede mit einer
multipliciven, nebit ver Muflofung.
I, Anmwmerfang:

angegebene Weife auf bie grofere,

=i

CTEN:.

unbenwannten ganien Jahl zu

Jiwel Qinden Fonnen nmatiwlich nidht mit ehnanber multivliciet werben, ba nady
pem Begriffe ver Mukiiplication ver Multivlicator feetd eime unbenanute Jabl fein mug,

2. Unmerfung: Die Aufgabe, cine geqebene Steedfe i cine Beftimmte
s theilem, weldhe fich alg evfte Umbehrung ver 4

beparf Bivy ber S6fwng audy wody nidht,

Anzabt gleidyer Theile

. Mufqabe erglebt, fann Gier nod nid geloft werben unb

er gweiten Umfehrung von Anfg. 3 (jick Nufa, 5) ift Felgenbed vovamuidicen
Erilarung: Gine Sieede, pie in einer” aubern beliebig vielmal enthalten it

Jejt dabei wbrig bleibt, beift von biefer cin Ma§, biele von i

L
=}

obne bag cin

Biclradyed, und die Jabl, weldse
angiebt, mwie oft bad Mak in ber aemefionen. Stvede enthalten ift, beift bas Vel altnif beiver Strecen,
Gine Sweede, bie von jwel und mebr Stveden gl cin Mag ift,

beift ein qemeinidyafi
liched IMap berfelbemn

(BirGpres, Fleinere aemeinfehaftliche Mage.)

Lo X¥ehriak: Gin Maf cinee Steeee ift andy ein Maf ibres VielFadien.

2. ¥eheias: Gin gemeinfdaftlidies Maf aveier Steeden it audy cin Maf von ver Swmme
und Diffevens beefelben. Die Beweife beiver Sase find [eidit

2 Aufgabe: Gine gegebene Strede durd ecitie anbdere i meffen, obder bas
Berhaltnif beiver Stveden in Bew Fleinften Sablen s fuden

Aufldfung, +. Fall: Sing beive Streden cinanver gleidy, fo ift ibr Verbaltnig vie 2ahl 1.
} | | -]

2. §all:  Sind fie ungleich, fo trage man dic Heinere auf ber groficeen von einem Gubpunfie aud
{0 oft alé moglidy ab. Kann vied 2. B n mal gefcheben, obmne baf cin Rejt abriq Oleibt, To it bie
gane 3abl o alfo tas gefudite Verbaltnif, und bie FHeinere Strede von el aréficeen cin Mag,

3. Fall: Bleibt pageqen 3 B, nad cinem nmaligen Abtvagen ein Meft dibrig, fo it Feine
wnmitielbave Meffung melry moglich. s fragt fidh alfo, ob nidt eine mittelbare Meffuig ftattfinben fon,

Died wird aber ber Fall fein, wenn man im Stanbe ift, cine tritte Strede qu finben, bie v
fgebenen Stredten ein gemeinfhaftlidied Maf ift.
ber ¥6fung ber avithmetifdien Auigabe, 31 el aeqebenen 3ablen bad qrofte  qemeinfbafiliche N
fuchen,

afi ju
Vie alfo junadjt m Frage s fellenve Stoede i augenfedieinlicy ver Rejt felbit.  Denm it  bicter

it Detben qe=
Dag babei ju beobadbtente Vevfalren it baffelbe, roie bei

LK

ein Maf ver Fleineren Linde, fo ift o e8 auds von ibrem nfadyen und mithin audy von ver Summe aus vem
nfadyen wnd fidy felbft, b, b, won ber guiferen, alfo ein gemeinidaftlides Maf beiper
Maf, fo made man viefelbe Unierfudbing  mit pem newen: Reite
wicber wei Falle unterfcheiven, je

It e bageqen fein
ane oem erften ou. . . Hietbel find
madhbem einmal fein Meft mebr, ober ftetd ehner wibrig bleibt,




] -

S Lesteren Fadle nennt- man vie Stveden ineommenjurabel wund ihr dburdy feine Jabl genau
amugebented RVerbaltnif ivrational.  Die Art und Weife, wic man ein ircationaled Verhaltnig annd-
Bherno Deftimmt, mufi, ba fie auf ver in 2merfung 2 befprodyenen Uufgabe berubi, einer fpatern nter
fidhung vorbehalten bleiben.  Jevody eehelle hier fdyon bie Moglidhfeit einer foldhernr Beftimming, ba vie
Refte nach unt nady tmmer fleiner werben unb fieh aulest aller Wabrnehmung entiichen, o baf man fic
cinmal, ic nady tem Grabe der beanfpruchten Genauigleit, unbevivdfidtiat laffen fann.

D Giang ter Unterfudpmg  im evfteren Falle, ben man in Verbinbung mit beme Falle, wo die
fletnere Sfeecde von ber qrofieren cin Mag ift, ten Fall ver Sommenfurabilitds nennt, unt wo dad
Werhaltnif rationwal ift, mag felgented Sdema verventlichen,  Die Langen ber beiden Lnien feien  ber
Sefirae wegen begeichnet tuedy & umd b, w3 fei & > b Dad Rejultat ver evften Vergleichung  werde
pavgeftelit burdy pie Gieidyng :

1y a = nb =1, fsecicll & = 3b + v, bad ber aroeiten durd
L4 T VRS I oy it e S b= 2.} rt @ britten? ¥
b T e i Pl ]

wo r, alfe cin Maf von r fein mag. Dann ift r, vad gropte gemeinfehafiliche WMag von & und b, Um
min fehlicplicdy tad geluchte Verhalmif au finden, muf man a und b durchy », auddriden, weldyed (eidt auf
folqenbe Art gefchicht.  Sept man aud Geidumg 3 den Werth fie » v bie 2. Gleichung, o ift
Ay b =n,n,r, +1, = (m,n, 4 Lir,, foeciell b = 8, 4 r, = 9r,.
Sest man jdlieplicdy aud Gleidung 4 wne 3 oie Werthe fitr b und r in Gleidung 1, fo it
e =n (o,ny + D r, oo,z eicd a = 27r, - dr,
— (n/n;n, == o -+ ny) r,, i =y
et =g (n n, n, + n --|- 1 il nn,n, +n + i LT A 31r, 31
Mithin ijft— = . : =—2 1 3 L fpeciell— = —+ = —,
b (n, n, + 1) x, n, n, 41 h 9r, 4]
nn,n, 4 n + Iy P 31
= b, foeciell a = ——
n, n, = 1 9
Beweis: v, ift cin Mag von r, mithin audy von n, r wnd n, r 4= r,, °. b von b, mithin
aitch von nb und ob - v, b B von &, alfe ein gemeinfdaftlidied von a une b, 63 it aber audy bas
aeofite; benn ware 30 B moein gemeinfibaftliches Mag und m > r, o ware 8 audy ein Maf von nb,
alfo audy von a—nb, b, b von r, alfe aud vou n, r und b—n, r, o h. von r,, wad dem Begriffe
bed Maped wiverfpricht,  G3 find alfe in vem fpecicllen Beifpicle 31 und 9 die fleinfren Jablen, in benen
vad Verbalmif von a 3u b angeqeben werben fann.

aljo

h.

Folgevung Caud bem 2. Theile bed Beweifed): Die fHeineren gemeinfhaftlichen Mafe socier
Stredfen find Mafe bed qrifiten.

Jufat: Dad Verfabren, o mebr ald awei qeqcbenen Strecfen dad qrofite gemeinfdiaftliche Map
w fudben, ift bem angeqebenen gany analog. Sind 3 B oa, b, ¢ vwei Stveden, o fudt man s oa und b
vad qrofite qemeinjchaftliche Map; o8 fei m. Nun fudt man ¢8 ju m und c; ¢& {ei m, ; dann ift m,
vad qefuchie grofte gemcinfdiafilidie Mag ju a, b und .

Beweid: Da m, cin Map von m, fo ift 8 audy eind von a und b, auferbem von ¢, Gabe
of el gréfered, 3. B M, o ware o8 audy cin Mag von mound e, alfo audy von m;, wad wicber un-
qereimt ift.

Anmerfung: Diefe Lofung ber vorigen NAufgabe Bar cinen mehr wiffenfdhafilichen, als prafi
fchen 2Werth, ba fie oft febr toeitlaufig with wnd tedy nidt tmmer ju einem Nefultate fihee, voeldyes,
audy o ed gefunden werden fanm, e die Pravid unbraudibar ware. Tad praftijde Leben bedarf einesd



ein fiv alle Mal beftimmeen Mafed und Famr fidy mit einer niaberungdweifen BVeftimmung ved Verhilt
nified pwocicr Streden beqnitqen. NS Finbeit ved Rangenmages dient vie Ruihe, (° ), bie ald Werkmoag in
12 Huf, (9, ver Fup in 12 3oll, (), der ol in 12 ¥inien, ('), qetheilt wird, weil 12 i Baufiq qe-
braudyten Magzahlen 2, 3, 4 und 6 bhat (Duobecimalmag),  Fiir wiffenfibhaftliche Jwede, 1. B, fiir Felp
meferarbeiten, theilt man die Rutbhe ein in 104, 17 in 1O%, 1% in 10 yoeqen ber Webereinftimmung mit
vber Ginvidhtung ved vefabifchen Jahlenfhitems. (Decimalmag.)

' 8. 4.

Uoyichungen yildien den Hidhtungen poeiev qraden Linden.

Erflarung: Drebt man ebne qrabe Litie wm einen in iby befindlic e, ald feft angenom
menertBunft, ver Einfadbeit wegen 3 B. cinen Steabl um einen Unfangspunte ftetiq nady ciner Seite
hin Bié in eine beliebige anbere Richrung, fo Oeift vie Groge ber Drehung, durdy weldse ter Strahl von
feiner weipriinglichen Ridbtung in vie newe qelangte, ein Winfel.

Benft man fidh bie urfpringlide Midtung ved Steabled  burch vinen goeiten Steall werteeten, fo
fam man audy jagen :

Gin Winkel ift ver Nid tungsunteridyies 3weicr von einem Bumnbre andgelicen
ben Strablen.

Ber Dechpuntt heifit ver Scyeitel ober die Syige bes Winfeld, vic beiven Steahlen feine
Sihenfel.  Man beseidsnet dinen Winkel, indem man feine Schenfel bescicdhnet und ven Budftaben am
Scheitel in ver Mitte (eft und dhreibt. Riger beacichner man ibn andy burdy cinen wvifdien Teine
Schenfel an ven Seheirel gefesten Heinen Budsftaben ober durdh ben Scheitelbudbftaben allein, wenn ba
purdy Feine Sweibentinfeit entftehen fann.

I. Folgevung:s Se weiter bie obige Drebung fortqefest wirt, befto grofier wird ter MWinfel.

2. Folgerung: Dic Grdfie cined Winkels ift von bder Lange feiner Seyentel untabhangiy.

2. Erflarung: Die Richtungen ver Scyentel cined Wintels beifien in BVeyug auf einanver bi-
oergent, bie ihnen bivefr entqeaenaefesten, nady vem Sdyeitel gebenven Richtungen heifen con pergent.

3. Folgerung: Linjen mit convergenter Wichoung mafien ficy bei qehoriqer BVerlangerung fdyneiven.

. Grflarung: Wm eine gany beftimnte Borftellung von ver Groge cined Winkels ju crhalten,
penfen wir uné M cinen belichigen Ibftanbe wom Mnfangdpunfte ved fidy orebenben Steahlea cilen yweiten
Bunft.  Dicjer befdhreibe, wibhrend ver Steabl cine volle Umbrehung (einen vollen Winfel) madit, eine
foumme Rinie, weldhe fberall von tem fefien Drehvuntie aleich weit entfernt ift.  Diefe Linie beift cine
Rreeislinie (Kreidperipherie), trgent ein Theil von ibr ein Kreisbogen, die HAlfee HalbFreid,
tad Wiertel Duavrant, dic von b beqrengte: Figur ein Hreid, ver Drchmunk .Uu!uim:nfl (Een
trum), bic fich drehende Strede Halbmeifer (Ravius). Gine el beliebige Bunkte einer Kreidperipheric
verbinvente Strede heifit cine Selhne. Gieht bieie burdh ben Mittelpuntt, o Beipt fie Durdymefier
(Tiameter). Der Ridvtungdunterfehicd amweicr Ravien beigt ein Gentrimwinfel,

Aua ber Gntfichung ted Kreifes folgt mun wmmnittelbar :

1) Gin Sreis hat nur einen Mittelpimtt,

2) Alle Ravien, alfo audy vie Durdimeffer cined Kreifed find efnanber gleid.

3) Gin Punft lieqt innerhald ober aufierhald  ver Kreidpevipberie, f¢ nadbem feine Gntfernung
vonr Mittelpuntte Heiner ober guofer al8 ber Nabviud iit, b, b.

) bie Sreidlinde ift der qeometrifdhe Ort aller verr einem Punkee, Hrem Mittelpuntie, aleidy-
weit entfernten Punfte, indem man wnter einem geometrifden Orte die Gefammibeit aller der Viunkee Ber
ficht, vie fammtlicy, mit Husfhluf alfer fibrigen, eine und biefelbe Bebingung exfiilien.
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51 Sreife mit aleidsen Mabien find congruent,

6) 3u gleichen Gentrivvinfeln gehdren in einan Kreife und in gleichen Mreifen gleide Bogen unb
aleidye Sehnen — und umgekehrt, wen man pic Bogen aleichaeitiq quoper oder Heiner, ald ben Halb
freid ober ibm qleich nimmt, weil ju jeder Selme jwei Bogen gebéren.  Bowerd durdy Dedbung.

Fujap: Jum nfacden Gentriwinfel qehiovt ein nfadier Bogen unt wmgekehre.,

Oy haben bier atfo cine bejtimmte Abhangigleit swifdien Winfeln und BVogen, die und jugleidy
pie Lofung gicht au folgender

{, Nufaabe: Ginen Winfel ju jeichnen, der cinem gegebenen gleidhy ij.

Puilofuna: Sell 3 Bo (Fig. 1) 2 « in A an AB angeteagen werbert, fo fhlage man von
ot Scheitel bed ¥« aus mit einem Beliebigen Raviug cinen Bogen MN, - ber feine Beivenr. Sihentel
wifft, fblage von A aué mit vemjelben Madius einen AB trefienven Bogen CF, maddye Sehne CD' = NM
und zehe AD, fo it x BAD = x = nad b

Lo ErEldcuna: Seqr man groei 28infel mit dem Sibeitel wunt einem  Sehenfelpaare aufeinanber,
fo find oie YCinfel, wenn fich audh vag anvere Schenfelpaar vedt, gleidh, wenn nidy, fo ift per ber Fleincre,
veffen aweiter Sdenfel innerbalb ver Schenfel ved anbern fall, — e wady ibrer Grofe haben pic Tinfel
werfbiebene MNamen.

5 Gvilarung: Donft man fidy vie Drehung ved beweglichen Schenfels: o lange fortqefetst, bis
et in bie entqeqengefeste Nidytung ves fejeen falL, jo heipt dex To entftanoene Winfel ¢in qeftredier. — Ein
qeftredter Winfel ift alfe cin feldyer, veffen: Scyentel cing Direft entqeqengefeste Rihtung baben.

Folagerung: Wl gefteedten Winfel find cinander geidy.

6. Grflavung: Gin Winkel, weldyer fleiner i, ald ein qefteectter, Deifr Do bl Ceoneaw).  3Jft
t qrbficr, ald cin gefteectter, oo Beift cooevhabien (eonver),

7. Exflarung: Do SdenfelAD (Fig. 27 ved Hohlen TWinfeld BAD theilt den geftredion Jiinfel
BAC fiw wwel Theile, oic ben Scheitel und  einen Sdenfel qememjchaftiih Dhaben und - auy werfdyicbenen
Seiten bes qemeinfaftlidhen Schenfeld fo fiegen, dap ihre nict gemeinfchaftlicden Sdenfel bivect entgegen
aefente Midtung baben.  Solde Winkel heifen Mebenwintel.

8, Grilarung: 3Jever von qwel gleidyen MHebemvinfeln beifit ein redyter 2@infel ober cin
Rechter (R).  Die Schenfel defielben fteben aufeinanver fenfredyt ober [othredyt (verpenpioenlar, | ).
Xt ver cine Schenfel vom Scheitelpunfte aud gesogen, fo heipt er ein auf bent anbern ervidhtetes et
wenbifels ift er dageqen nady bemielden bhin gegogen, jo beipt or ein gejalltes Rerpenbifel.

I, Folgerung: Gin edier Winkel i vie Halfie eined qeftredten, ober ein gefivedier 2iinkel
ift aleich 2 R.

=

9 Folgerung: Al rvedhten Winfel find einander gleid).
3. Kolagcrung: Die Summe jo gweier Neberpintel iit qleidhy 2 R.
{. Anmerfung: 68 ift in Folg. 3 mur von hoblen Nebemwinfeln vie Meve.  Ter Mebemvinfel
cined erbabenen Winkeld ift, wie man fidy aus Fig. 3 leicht Wberjeugt, cbenfalls erhaben, wnd ibre Summe
betragt 6 R,

i ®olaering Die Suwinme aller einfadyen Winkel auf ciner Seite ciner graben Linie,  die in
berfelben ben Scheitelpuntt qemeinfibaftlidy haben, it gleidy 2 R.

5 Folgerung: Dic Summe aller cinfacden Winkel wm cinen: Tunft herum al8 gemeinfehafi:
lidhen Sdyeitelpuntft ift gleich 4 R.

6. Felagerung: 3 einem Punfie einer graben Linie famn auf ener Seite: von by nur ein
SPerpenvifel erviditet werben, ober, wad baffelbe ift,
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7. Folgerung:  Gine Lnie fann auf beiven Seenteln cines midht qeftvedten 2Winfeld nidy -
gleidy fenfvedt fehen, wovon wieder nur cin anvrer Ausvrud it vie

8. Folgerung: Bon einem Punfte aud Famn nady ciner graben ¥inie nur cin Perpendifel
qerdllt werben.

9, Grfilarung: Jeber von el ungleichen Mebemwinfeln beigt ein Teiefer Winfel: feine
Schenfel fehon {dhief auf cinander. e nadbvem ein febicfer MWinkel aroper ober Fleiner i, alé cin vedyter,
Beifit er ftumpf ober fois.

2 Aufgabe: Jwei gegebene Winfel yu avtiven,

Auflofung: Man legt den Scheitel unb ein Schenfelpaar anf einanver und vie Winfel auf
verfehicoene Seiten ved  qemeinfhaftlidien Sdenfels. Ty Michtung@unterichice oer nid gemeimidvartlichen
Sdyenfel ijt oie verlangte Summe.

Futfas: Wie mebr ald el Winfel e avbiven fnd, erbellt aud uigabe 2 foqleidh.

2 Nnmerfung: Dag die Summe, wie audy fdion aus ber Brehung folat, qréger, alg wicr
Redyte weeben famm, ficht man leidht.  90ir fblichen ievody von unferer Betraditung Winfel aud. bie qQrofce
aléd 4 R jinb.

10, Gvfldrung: 3¢ yoei Winfel, verem Summe gleidh einem Nechten,  qwei Redveen,  vier
Reehtew ift, beifien beyiiglidh G omplem ents, Supplement=, Imylementmwintel,

Lo Jufas: Mit jebem Winfel ift fein Imvlementivinfel unmittelbar geqeben.

2. Jufat: Gleide Winkel Haben qleidse Gomplement-, Supplement: unt Implementoinfel.

L. ¥ehriag: (Umbehnmg von Folg. 3) Gomplementiwintel faffen fidy i bie Lage von Mebens
winfeln bringen.

Beweis:  Sie mifien jevenalls, mag man jic nad Hupgabe 2 abbiven oder cin SdHenfelpaat
au einem geftredten. Winfel madyen, ven Mawm  einerfeits  einer Giraten  gany  audfiillen und nie - mebhy
alé  vicfen.

3. Aufgabe: Einen Feinern geqebenen MWinfel von einem grofieren su fubtvabiven,

Nuplofung: Man lege die Winkel wic bei Wnfgabe 2 mit vem Scheitel und einem Siyenfels
paare auf ecinanber, aber dic Winfel auf viefelbe Seite ped gemeinjdvartlichen: Sdyenfeld: vann it vor Nidy.
tungdunterfdyict der nidyt gemeinfibaftlichen Sentel vic gefuchte Winfeldifferens.

A Aufgabe: Ginen gegebenen Winfel mit ciner unbenanmnten gargen Jabl e multivliciven

Auflofung: Specieller Fall von 2. Aufy., Jufat,

. Anmerfumg: Die Aufqabe, einen Winkel in eine beliebige ngabl gleicher Theile 3u theilen,
geftattet feine allgemeine Yofung.  Speciclle Falle werten wnten bebanbelt werben.

b ufgabe: Dad Verbaltnif sweier Winkel A Tuchen,

Nufléfung: Gany analog bder 5. Anfg. §. 3.

Lo Anmerfung: Den redion Winkel . fo soic den Lluavranten, gebraudit man weaen  ibrer
beftandigen Ghrdfe ale Ma feinbeit ver 2MWinfel wnb Bogen, theilt fie jedody nody fir prafiide Mefin:
gen aul mechanifeye Weife in 90, vier Redyte und einen gazen Keeid alfo in 360 gleide Theile, qenanni
@rabe (°); 1° wird getheilt in 60 Minuten (9, 14 in 60 Seambven ().  Gin auf bic angegebene MWeife
meift mue in 1800 getheilter: Halbfeeis heift ein Trandpor tewt, Man  bevient fch feiner 3w ciner an
nabernden Meffung qecidmeter wnd Jeichmung qemeffence 9Winkel.

Wit dem einfachen Winkel it vie verfhicoene Richtung aweier Steablen, mit beir Mebenrwinkeln die
werfdyicbene Ridbtung einer Graben und cined Strahls betrachtet. B8 bleibt ie Betrachtung weier Graven
vor verfehicbener Ridstung tibrig,
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(1, Ertlaruna: Swei fid jdeitente Grabe AB unt CD (Fig. 4) biloen an threm e
fdnittspuntie O 4 cinfacie MWinfel, von denen bic beiden Mebenmwinkel cined und vefielben britten Wintfels
Sdeitelwinfel beifen, alfje n undt p, m und o. Dver: ver Scheitchvinfel cined Yinfeld dft ver Michy-
tungéunteridyicd der Madverlangerungen feiner SEdhenfel. :

2 Qehrfak. I e Sdeitehoinfel find cinanter gleid, 3. B. 0o = m.

Beweid: Sie find die MNebemvinfel cined und  defjelben Winfeld 3. B. m. Dber: Um dic
Richtung OA von AC qué ju erjeugen, bebarf 8 derfelben Trehung, wie jur Grieugung  der NRichhung
OB von OD qus.

3. Qebrfap (Umbehrung bed woerigen): Jc ywei gleiche Winkel laffen fich in bie Xage von
Sdyeitehwinfeln bringen.

§. O,
Pon den Pacvallellinten

it bem im voriqen §. crdrtecten BVegriffe ved Ridynmgdunterjdhictes joeice Graven ift von felbft ber
ibm entgeaenaefeste der gleiden Midytung gegeben. Folgenve Betradytung mag bied nocy veranfdbaulidon.

S@emm dic Richtungen AB und CD (Fig. 5) divergent find, fo [aft fidh CD jebenfalls wm cinen
in i liegenten Tunft O o weit drehen, dag fie 3. V. in ber Richtung €' D' geqen AB convergive. Bei
biefer Drehung muf fie vann ficher ecinmal eine Richtung, 5. B, CY DY haben, bie weber goyn AB
convergent, noch bivergent ift, fondovi Dex Ridnmg ven AB gleidy k.

{, Grilarung: ®rabe Linfen i ciner Gbene wund von gleicher Richtung  heigen pavallel €] ).

1, Folgerung: Parallelinien fnnen ndy nie febmeiben, fo weit man fte audy nady beiben Midy
fiongen verlangern mag.

2. Folgerung Jwel fich fdneivende grabe inien fomen nid beioe sualeich einer amd derfelben
pritten pavallel fein.

Beweid: It 3 B. (Kig. 6) AB || CD, fo weidt EF in der Richtung von AB ab, weil fie
pen €D abweicht.

Nur ein anverer Ausvrud diefer Folaerumg ift: - Wenn eine grabe Linie die cine von jwei Paral:
lelewr febeibet, fo fdeivet fie Binveidbend verlangert audy bie aubere

3. Folgerung: Wenn gwei grave Linien ciner und perfelben britten pavallel fink, fo jdmeiden
fie fidy nidht, ». B. fie jink pavallel.

Beweis: Durdy Eontrapefition von Felgerung 2.

Mumertung: Wil man nun el verfdyicdene grave Linien inBegug auf ibre geaenfeitige Nidytung
veraleidyen, fo muf man, wic man bei bee Anffinbung ded Grofenverhalinifjes wocier Seeeden und yoeier Iinfel
begltglich cine tritte Strede und ehnen dritten Winfel ald qemeinfdyaftlidies Mag qu Hilfe nelimen mugte,
andy Bier bie Stichtung einer britten inde ju Hilfe nehmen, am einfadyten cine folde, welde bic Beiben
aeqebenen fdmeiver.  Taf ftdy eine folde Yinde, falld bie qeqebenen Linien nidht vivect entgegengefeste Ridy
paen baben, wo alfe cine weitere Unterfudiung wnndthig ift, immer ziehen [Gpt, ift Flar.

2 Erflarungen: MWeben (Fig. T) el grade Linien von einer obritten acfchnitton, o ent:
ftehen an den beiven Durdsidnittspuntten afammen adst einfache Winfel, von enen je yvei an je elnem
Duechfchnittapuntee liegenve ibre Benenmung haben, vie an verfihicvenen Dechfchnittapuntion liegenben je
bewannt werden follen.

1} Die vier Winkel o, p, 4, r, weldye den mittleren Abjhnitt er jhmeibenben Linie s gemein:
idbaitlichere Sdyentel haben, beifien finaere, bie vier m, n, &, &, welde pie auern AUbjdmitie ber fihnel
penben Qinie ju Sdyenfeln haben, beifen dufere Winfel.
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23 Je awet Winkel auf berfelben Seire ter fdmeibenten Lnie und auf gleidhliegenten &eiten ber
gefdmittenen heifen Gegenwinfel ober coveefpondivende Winfel, aljo m und q, o und & n unp
r,pounp t.

3) Je awei Winfel auf derfelben Seite ber {cmeibenden Lnie und auf wverfdicbenen
gefdhnittenen heifen entgegengefeste Winfel, alf m unb &, o und g, n und +, p ik r,

4) Je awei Winfel auf entgegengefesten Seiten der felmeibenden Lnie wnd auf veridicoenen Sei-
ten ber gefdynittenen beifen Wed) felwinfel, alfo m und ¢, o wnd v, q wnd p, s und n.

Seiten ber

Anmerfung: Die Winfelpaare auf entgeqengefesten Selten ver fdmeidvenden und aleichlicaenben
Seiten bev aefdmittenen. inien: baben feinen befonveren RNamen.
. €ehriag: Werben wei grave Lnien von ciner tritten qefdhnitien, und find
1) el ®egemmintel qlcidh, ober
2] awel Wedvfehomebel aleich, ober ift
3) pic Summe yweier entqeqengeferion Winfel = 2 R, o fint die gefebnittenen inden parallel.
L.oHypothefis: 3 B (Fig. 8 n = r; Thefis: AB || CD,
Beweid: Da wivr und die, Ridnmaen AB und €D durdy eine: nadhy verfelben Seite genonumneie
Drebung ber Yinien AB wund CD um e Punfte G une H aud ber Richtung FE Dervoracqanaen bemfen
foren, o mifjen jie, da dic ®edfen ver Drehungen gleich find, gleidh fein, v. b AB it CD.

L By Boo = Thef.: AB || CI,
Beweid: Dao = rud o= nijt, fo ift r = n, alfo nad vem erften Theile tnfered

Safes AB CD,

3.9 3+ B p4r=2R: Thef.: AB || CD.

Beweid: Dap 4+ r=2 R und p +n=2 R, joiftp +r=np =+ n, alfo r = n
und wicker AB || CD,

Bei ven anbern WinFelpaaren ware ver Beweid qany analoq.

q0ir haben fomit cin Mittel Jur Lojung der

Nufgabe: Durdy cinen gegebenen Vunft A (Fig. 9a) e ciner neachenen Graben BC
Poavallele au aichen.

cine

Aufldfung: Wan jiche von A nady BC unter cinem belicbigen Winfel die Strede AD und
trage einen der bei D entjtehenden Winfel, 3. B. ADC in A an AD als Wedbielwintel von ifhm a,
ift fein qweiter Sdyenfel AE || BC.

10

Anmerfung: Audy vie befannte praftifche, burdy Fig. Ob. veranidaulichie ¥ojung ver Aufqabe
veomitielft ted feften Binealed 1 umd ved beweglichen 2 berubt auf Yelrfag 1.
2, Bebrfat: (Mmfchomg vor 1) Werben wei Pavallelen von einer graben Binde qefthniteen, fo fint
1) e poei Gegenmmwinfel gleidy,
2 qe awel Wedsiehwvinbel aleich, und
3) bic Summe je yweier entqeqenpeietton Winkel it — 2 R.

Hnp. (Fig. 8) AB || CD; Thef: 3 B.n =1, o 4+ p = 2 R,

“Bruw ¢id: Da AB || CD, fo Fénnen diefe h.nt'lulmltu Ny I:llllh aleidy qrofe, nady ciner Seite
genennene Drehungen aus ver Ricdbtung FE Hervorgeqangen foi n, alfo ift n = r . . w.

Itn==z foift, taaudh n — o0, o= 7w {. W,

In=r foift, ban 4+ p =2 R, aud r +p=2 . f. w,

I. Folgerung (aud Lebrfas 1 vurdy Gontrapofition). Sind ri-: gefdmittenen Yinien nidht pa:
tallel, o gilt Feine ber @leichungen in ber Huwothefis,




2 Folocrung (oud Lhrf. 2 burdy Contrapoefition wund Umfechrung von Folg. 1) Gl feine
per. Gileichungen in ver Vebauptung, fo find audy die gefdmittenen Linden nide pavallel, und jwar convers
given jic auf oo Seite ber fdhneiventen Linie, auf weldyer vie Summe per innen entqeqengefesten Wintel
Eleiner ald 2 1 at.

Won per Midtigheit ver lesten Bebaupting Rbevseugt man jich leidht, wenn man  cinen ber in
Reve ftehenben entaegenqefesien Winkel s Supplomente Ded andern wergrafiert und dann die 2. Folgerung
ber exfien Grflavung dicfed § amwenbet

8. 6.

Die allgemeinen Mejultate ved vorigen §. wollen wic nun auf  befonberd widstiqe fpecielle Falle
anmnien.

1. Holgerung (aus Lebrf. 1):  Alle Senfredyten auf einer gqraven Linie (ober auf ven Schenfeln
cined geftredten 20infeld) find einanber pavallel, (falls jie nidt adommentallen, veral. § 4, Fola. 5, ober
einen qefteedien Winfel biloesn).

2. Folgerung caud Lebrf. 2 amp Wimfebr. von Folg. 1):  Gine Senfredhte auf ber cinen wvon
awel Poarallelen 6t of awd auf ber anbern,- oder:  Wenn cine voir godi Parallelen auf einer graben Linie
jenfeedht ift, o ift fic ¢ audy auf ber andbeen.

3. Folgerung: Sind ywci Linien jo cinem Sdentel cined Winkeld pavallel, o jinb fie conver
gent und  febneiven fich binveidhend  verlangert anter cinem  beme geqebenen MWinfel gleidyen Minfel ober
jeinem Supplementwvinfel, jo nadivent beive Linien mit ibrem parallelen Sdenfel cinerfeitd gleidh, ober
entaeaengefest gecichret jind, ober anbererfeitd bie eine ine mit ibren pavallelen Sdyenfel gleich, bie anbern
aber entgegengejelt qeridhter ift.

Beweid: Beelangert man (Fig. 10) ED bis jum Sdinitte mit BC, o jolgt die erjte Bebaup:
tng burdy gweimalige nmendung von §. 5, L. 20 Die joeite Behauptung  ergicbt fidy, weil bic
Rebenmwintel von DEF, namlidy GEF unb DEH bie Supplemente bed ilm gleiden Winfeld ABC find,

Numerf: Jit ABC conver, fo wird er im [ehtern Falle 3t 6 B erpangt.

i. Folacrung: Sinb nwei geabe Limien auf fe cinem Seyenfel cimed nidit gejteedion Winfeld
jentfredst, foofind fie convcrgent und fdmeiven jich binreichentv veclangert wnter cinem  bem qeqebenen JWinfel
gleidhen 2Winfel ober feinem Supplementwinfel, jo nadipem  beive Perpenbifel nady beefelben Seite ibrer
Sdyentel over nady entgegengeiebien Seiten geoqen fink.

Beweia: Denfen wir wnd (Fig. 11.) beive Perpenbvifel im Scyeitel ved Winfeld evvidhtet (wergl.
§. 4, Folg. 63, fo ift im erjten Falle DAF ebenjo EAG. = BAC, weil DAF und BAC Supplemente
peffelben YWinfele FAB qint.  Sweitend find - die Mebenmwinfel DAG und EAF von DAF bie Supple:
pente bed i gleidhen Winfels BAC, Sammilidie Barvallelen zu DE und FG liefern vicfelben MWinfel
nady Folgerunyg 3.

. Anm.: It BAC conver, fo gilt audy bicr bie vorige Anmerkung.

2, Nnm,.: Beive Sape find foecielle FKalle cimed ebenfolld leicht s evweifenven  allgemeineen,

g i
Ton den ebenen Figueen im Allgemeinen,
Grilarungen: Sdmciben und beqremyen jidy 3, 4, . . . . n Streden begliglich in 3, 4. ...n
Puntten, fo bheifit bie von ben dicjen Streden cingefdloffene Figur begliglich ein Deeied, BVieved, ....ned.

Pon mehr ald vier Streden begrenste Figuren heifen Vielede, Polypgone. Die cinfadite grabliniqe
Fiqur ift bad Dreicd. Die eine Figur begrengenden Streden Heifen ihre Seiten, bie Punfte Eden ober



— 15

Spigen. Die von ven Seiten innerhald ver Figur qebiloeten Winfel Heifen Inmwenwinfel, L elvgon-
winfel, fury Winfel ver Figur.

Eino vie Jnnenwinfel alle concav, o beifien fie ausdipeingend wnd die Faur conver: fic
liegt alfo gang auf einey Seite jeper ihree Seiten. Sind uneer den Smuenwineln convere, fo betfen fie
ginfpringent und die Figur concav; e liegt alfe nie gany auf ciner Seite feber ibrer Seiten,

Dic Nevemwvinkel der Jnnenwinfel ciner Fqur betfen Aufenmwintel ber Gigur.  &ie ergamen
alfo ven u ihnen gebovigen Innemwinfel, fe nadoem viefor coneay ober conver ift, besitglich w 2 R
ober ju 6 R

Gine qrabe Linie, weldye sl nidyt oureh Seiten veebunvene Gfpuntte einer Figuy verbimbet, heise
eine Diagonale. Sie fann gany innerbalb, gany augerhalb und theild innerbalb, theils aufierhalb  ber
Fiqur legen.

3 jevem nede lafjen jidy n—3 einander nue in den Gefen: ver Figur fdneivenve Diagqonalen zichen,
pic entiweter alle von ciner Gde audgehen, ober cine gebrodvene Linie bilven, ober aud) midt.  Daburdy
wirth bad ned n n—2 Deeiede getheilt,

s e ni{n-——3) ., : i
am Samzen dafien gty i cinem oede 5 sragonalen gieben und ywijchen n Punften, von

poen midhr brei O quaber Rinde leqen, 2 [nj B verfdiiebene Verbinbumgslinien. Der Beweis it leicht.
§. 8.
VBon den Drediedien.
Begiehungen gwifden den MWimfeln eined Dreteds

1. Lehrfap: Die Summe pocier Winfel cined Drciedd it fleiner ald 2 R, Beweid [eidht.

. Folgervung: Gin Dreied fann e ecinmen vechien ober cinen fhunpion, aber feinen con
veren MWinfel enthalten,

Grilavung: Gin Deowd mit cinem vedten Winkel beipt vecdhewinfliq,  Die ven redten
2Winfel bilbenden Seiten heifen Katheten, vic ihm gegeniberlicgende Hopotenufe  Gin Dreied mit
cinem ftumpfen Winkel beit ftumpfwintlig, me mic fpigen Winkeln foigwinfliag,

2, ¥ehrias: Die Summe jweicr Winfel eines Drefedd it gleid dom nidt e ibuen aelydrigen
Hufenivinfel.

Beweia: MWan zeidne (Fig. 12) ouedh Vevldngerwng von BA  den Witfenwinkel i oA, aiche
AE ||.BC. fo ijt

A ABC — DAE (8.5 Rebief. 1),
BCA — CAE (§. 5 Rchif. 1),
ABC -f-- BCA — DAE —|— CAE — DAC,

3. ¥ehrfal: Die Summe per drei Winkel cined Dreieded ift gleidh 2 R,

Beweid ergicbt fich wnmittelbar ausd vorigem Lebrfase.

. Folgerung: Wenn in einem Dreled jwei Winfel befannt find, o ift & audh de britte,
eber:  Wenn in el Teeieden el Winfel bestiqlich qleich find, o find ¢8 awd bie bdritten.

2, Folgerung: Die Summe der brei in einem unt vemfelben Sinne qenommenen AUitfermmoinfel
eined Dreiedd it qleidy & R,

Dicfe Folgerung (Gt fidy audy von vem voriqen Sehfaie unabhinain fo benpetfen :

Dreht man (Fig. 13) bic Linic AB um B big in bic Ridhtung von BC, fo enifieht ber Wintel m.
Dreht man fie weiter um C bis in bie Ridtung von CA, {o entftebt der Winfel 0. Dreht man fie

i
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Tdblichlih um A, bid fie wicber in ibve urfprimglidhe Ricdhtung falle, fo entjieht ver MWinfel o. [nbem
alfo bie Linie AB cine wolle Drebumg, b b ecine Drchung von 4 B madt, bejdyreibt jie bie MWinfel m, n
und o: alfe it m 4+ n 4o = 4 R. - SHicraud lefien fidy dann in wmgefehrier Reibenfolge dbie vor:
Berqebenven Ease dicjes §. ableiten.

. Wam. - IR0 man die Drebung um verfchicvene Punfre vermeiven, fo fanne man fidy Linie
AB in ibeer jevedmaligen mewen Midhtung o teit jortgefhoben denfen, bid B auf vie anbern Gefpunfic
fally, ober man brebt AB wm B aliein uerft bis in dic Nidtung von BC, banm in cine Ridtung pavallel
mit CA unb feblicBlidy wicber in ibre cigene Nichtung.

2 Nnm: Dap fich bie eben qeacbene Betradbtungdweife auf alle converen Polpgone mit dome
felben Mefultate ausbchnen (@, cehellt jogleidy.  2Wollte nyan fic audy auf bic concaven Polygone aus-
bebmen, fo wiiebe man einen Febler begehen. 3. B, tedy Fig. 14, in welder um ven Punft A Berum
bie Drehung ciner Seite vorgenonmen ift, Gberzeugt man jud ledt, vap in ibr bic Swmme. der Nupen:
mwinfel § R ift.

§ 4.
Soichungen ywilden den Seiten und Winkeln, fowic dem Sriten cines Dreiedss,

[ Gretarung: Die cinen Winkel bilvenven Seiten heifen dic ihn cinfdlich enben Seiten, bic
il gegeniiberlicgenve Seite feine @eqenfeite, vie Winkel, veven Scheitel vie Endpuntte einer Stite find,
Beifien ber Seite anlicgende Winkel, ver einer Sceite gegendiber Hegenve Winkel ihr Gegenwinktel.

9 Erflarung: Dicenige Dreleddjeite, welde man ald bie erjte betradten, ober auf oeren
ciner Seite man fidh das Drefed liegend venfen will, beifit vie Grunclinie pefjelben.  G¢ fann alfo
iebe Seite Grunvlinie fein.  Der fenfredite Abftand  der Suie veé Gieqenminfeld von ver Grundlinic ober
perenn Berldngerung Geift bie ju dviejer Grundlinic gehorige Holye.

3. Grilarung: Nady vem Langenverhaltmifie ver Seiten thetlt man bie Dreiede ein n ungleid
feitiqe, aleidhfdentlige und gleidhfeitige, je nadydem in cinem Drelede alle vrei Seiten ungleich,
wsel afeicy ober alle brei gleidy jind.  Dic gleidyen Seiten ved gleichichentligen Dreicdd heifen Schenfel,
bie ungleiche @runvlinie oder Bafid, vie fhr anliegenven Winfel Bajidwinfel, ver Sditel ihred G
genwinfeld Spine.

1. Sebriat: S cinem Dreiede haben gleidie Seiten gleiche Gegenwinkel, ober bie Bafismwintcl
eined qleidhicentligen Dreiedd find einander gleid).

Reweis: Das Decied ABC (Fig. 15) fann in wmgefehreer Lage mit fich felbft jur Dedung ge
pracht weroen, indem man € auf € liegen 1Gft, CB mit CA, und, wegen der unverinberten Girofic bed
Minfeld C, CA mit CB jur Deduny bringt.  Dann ift Hoifdhon A und B nur bic eine qrave Lnie
moglidh, folglidy ijt > A 3,

1. Folaerung: Der Bajiswinkel cined gleididentligon Dreleds it fpig, ber YWinfel an ber
Spise Fann dageqen recht, fpig over ftumpf fein.

2 Folgerung: Der Aufenwinkel an v Spige eined gleidyfchentligen Dreicdd ift gleidh bem
poppelten Bajisrvinfel.

3. Folgerung: Mit cinem Winkel eined gleichichentligen Drciedsd jind alle gegeben,

i {olgerung: JIm gleichfeitigen Dreiede ift jeder Winfel = % R Goe,

4 Grilavung: Eine Faur, in welder alle Seitenr und alle Mintel cinander gleidy find, heipt
yeqelmagiq, wenn dagegen nidyi alle Seiten und alle Winfel gleidy find, unregelmapiy.

2. Qebrfat (Wmfchrung von Zebrf. 10:  Jn cinem Dreiede baben gleidye Wintel  gleidhe
Gegenteiten,
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i"l‘ll‘ rid: Tad ?t'l.'l:l."-'f ABC I;':.l{] I_i:l Fartn WICDr 1:!1"!3]l‘fi‘|1!'[l‘1' !,Jul!lli' mit |-i.!.i" |".‘|l"'_[ iy
Dedung  gebracht werdem, indem man BA mit AB jur Dedung bringt. Dann fillt, weil X B A,
BC [ingé AC, AC [dngé BC; fie fdhmeiben fidy affo wicver in © unt fallen fomit audy mit ihren wweiten
Enovunften sufannien, fink folalich aleid.

Folagerung: Gleidwinfliae Deelede fine auds aleidhfeitio.

jere Seite den qroferen Geqenwinfel.,

3. Yebhrfag: JIn cinem Dreiede hat dic grof
Beneid: Verldangeet man in Fig. 16 cine ber aleidhen Seiten belicbia. 1. B, CB 1 BD ino 3ieht AD,
fo ift 4 CAD>=CAB, p, ). much > CBA. Mun aber ift CBA ~ CDA. alfe wm o mebr CAD ~ DA,

i Lehriag (Umbehrung von Lhef. '3): S elnem Drefede hat ber arofere 28intel dic quifere

‘.-HL'_L?,I.‘]lh'l'l\'.

Bemweid: BVergrofert man in dem  gleichfdventliqen

Dreiede ABC (Fig. 16) ben Winfel CAB

wm BAD, jo fmm AD nure bie Verldngerung von CB idhneiven,; ¢ it alfe CD > AC. Da nun nad
bem vovigen Sage X CAD > CDA ift, fo lieat bdic groficre Seite bem qréferen Winkel qeaentiber.

I Folgerung: Im fumpfointigen Deciece ift die Gegenfeite ded fumvpien MWinkeld, tm redt
winfligen bie Hopotenufe bvie qrofre Seite,

2. Folgerung: Tad von cinem Paunfre auf cine Liiie fallbare Perpenbifel ift die Eeinfte Wer

binbungdlinie beiver.  Alle ficfen BVerbindungslinién werden um fo quoger, ie e Duedidnitte

mit ber gegebenen Einie vom Fufbuntte ved Perpenbifeld entfernt find, unn find paariveife vorhanden, nim

licy einanver gleidy, wenn ihre. Durdidinitte mit der gegebenen Cnde ficdh auf beiven Seiten vom wuppamfte

ped Perpendifeld gleich weit entfernen.

Beweid: Die beiben erften Bebaupbungen evgeben fich wmittelbar aus Kolgeeung 1. Die [epte,
paf- 3. B, wenn (Fig. 17) BA CD unb AC ADY i, ‘audy BC BD ift, ergicht: fich, ba 2 BA
mit BAD ald vechter jur Dedung gebradyi werben fann. Fallt BA auj BA, fo fallt AC auf AD amb C

auf D, BC unb BD beden fidh alfo und find fomit aleidh.
B, Grflarung: Die Entfernung cines Vunficd von einer graben ¥inie — wnd wmaefele

ift bad von (bm auf oie Linde fallbare Vervenbirel,

enabme beg

3. Bolgerung: Von einem Punfee nady einer qraden Linie laffen i alfe mit A

qrabe Yinien gichor. Sie [egen bann

L2

Perpenbifeld, weldes: einfady verhaben iff, fnune nur fe awe gle
beibe auf einer Seite einer groferen unb auf wverfdhicvenen Seiten cinee Hehneren Rerbinbungslinic.

i. Holgerung: Sind jwei Verbindungslinien cines Punfied mit einer Gieaben elnander gleidh,
fo licgen ihre Durdyfchniteopuntee mit derfelben gleichweit vom Fufpunfte bes wvon bvem Tunfee antf - bie

Girade fallbaven Verpenbifeld entfernt.

PBeweid: It (Kig: 17y BD BC, fo muf, menn man den rediten 2Rinfel BAD mit BAC
e Decfung brin BD auf BC, alfo audy D quf € fallen, sveil BD  fonit ;: BC fein miifite, mwasé gegen
bie B febung {ft.  Alfe it AD AC, '

9. Selhrfap: Tie Summe je nocier Seiten chned Drviedd it arofier, alé oie dritte,

Beweis: Die grave Linie ift die Fegejte Entfernung weiee Punfkte.
I. Solgerung: Jm gleichidentliqen Drelede it cin Scdentel qrofier, algd vie Hialfte ber Baiis,
2. Folgerung: Die Differeny fo yvcier Seiten ehes Drcieds ift fleiner, ald bie britee.
8. 10,
Conftrmction der Dreiedie, Congruenylife,
Die in ben Deiven vorigen Paragraphen nadygeniefene Abhangiafeit nvifben den fechs SHiden
eined Drefedd zefnt, ba s Jeiner Gonftruction nidht alle fedhd Stincke gegeben ju jein brauden, woraud




b T 0l

fich bie Frage nady ber Anzgabl und Befhaffenbeit der jur Conftevction cined beftimmten Dreicds nothwobigen,
ber Beftimmungsditide veffelben, ergicdbt. Daf die Aufgabe, ausd cinem Stide, alfo aud ciner Seite
ober eimem S%infel, aud el Sticken, alfo aus el Seiten ober einer Seite und einem AWinkel, ober ywei
Winfeln, mithin audy aud vrei Winfeln, Falld vie Grofe ver Winfel ver in vem Vovigen nadygewvicfenen
Pefehranfung witeryworfen i, cin Dveied qu conftrniven, wrendlid) viele Lojungen julagt, aljo cine mebr
ober minoer unbeftimmte ift, crhellt alsbalk.

Die Betradtung sweier Deciede mit nure ciner ober 3wei gleidhen Seiten fithet ung ju folgenden
Eﬁi__'.t‘]l:

1. Cehriat: MWenn poei Dreeicce auf verfelben Seite einer qemeinjdaftiidyen Grundlinde Hegen, und

13 bic britte Spige jeoed Dreicds aufierbalb bed andern liegt, fo ift bic Summe ber fich fchnei-
benben Seiten qrofier, ald vie Summe ver fidy nidyt febmeivenven.  Wenn aber

9y pie britte Spite bed  einen Dreiedd in ciner Seite Ded andern ober innedialb Ted  anbern
Dreiedd lieat, o ift die Swmme ber beiden nicht gemeinfchaftlichen Seiten ded  erjten Heiner, alé  bed
wpeiten, ber von thnen cingefdhlofjene 2Winfel aber gréficr, ald ber bes erjten.

Beweis ad 1 (Fg. 18) AE 4 CE > AC

DE 4 BE > BD

AE -+ DE 4 CE & BE > AC 4 BD, b, i,
AD + BC > AC 4 BD.
ad 2. AC -+ CE > AE
EL EB
AC + OE 4 EB > AE 4 EB b. i.
AC - CB > AE -} EB.

Feener ift % AEB > ACB (al8 ufemwinfe). Daf AC | CB > AF | FB unb AFB >
ACB, folat aud einer yocimaligen Anmwentung ved Lepten Falles,

2. Selirfan: e in el Dreieden el Seiten bezlinlidy. aleidy, bic cingefhloffonen Winfel
aber angleidy find, 7o bhat der grogere TWinfel pie qrogere Geqenjeite.

Beweid: Werquofeet man 3 B in Fla. 19 ben Winfel BAC, inbem man AC i bie Ridyhung
von ACY bringt, und aieht BC!, fo muf ber nidt gemeinfdaftliche Winfelpuntt C auerhald bes Dreieds
ABC! [ieqen. Demn da ) BAC! > BAC {jt, jo muf AC'B 4 ABC! << ACB 4 ABC fein. Dieje
Unqgleidung famn aber mue bann ftattfinden, wenn minbeftens ciner der lesteren Winkel gréfer ald ber ent:
movechente Der crfteven ift. Hiee fei ABC > ABCY,  90dre dageaen nur ACB > AC!B, jo fann man
fidy AC mit AC! sufammenfallend denfen. Jn beiven Fallen Legt alfo ter obritte Winfelpunft aeferhallb
ABC', - 3 unferem Falle ift nun AC 4 BC' > AC!' 4 BC; nady Borausiesung ift

AC AC!
BC! > BC,

3. Rebhriat: (Umbchrung von Lehef. 2) Wenn in ywel Drecieden 3wel Seiten begliglidy gleich, tie

pritten aber ungleich fine, fo Bat b

¢ qrofiere Seite benr aréfierenr Gegemmwintel.

Beweit: G8 fi in Fg. 19 AB — AB, AC —.AC!, BC! > BC, {o ift BC' 4 AC >
BC - AC', Darqus folat, taff AC* aufierhalb bed Dreiedd ABC [icgen muf. Denn ACH fann weber
auf AC, nody mit C* auf bie Linie BC fallen, weil fonft BC! = ober << BC fein wiirbe, wad gegen
bic Voraudfepung ift. Hiele €' innerhalb ABC, {o Wwire, ba BO' 4 AC > BC 4 AC! ift, audy
BC! 4 AC! > BC 4 AC,
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wad nach Lelhrf. 1 unméglich ift.  Schnitte |dylichlich AC' bie Linie BC, o tdre gC' 4 AC < BC +
ACY, wad wicber geaen oie Vorausfesung ift.

Priifen wir nun vie Bejtimmibeit folqenbder

I Aujgabe: Aud veei gegebenen Streden a, b und e alé Seiten ein Dreted a1 confteniven.

Aufldfung: Welde Seite man audy als Grundlinie annelmen mag, ibre Eopunkte beftinmen
tmmer gwei Gden ved Deeiedds.  Durd) ¢ werben alfo oie beiven Eebpunfee (Fig: 20) A unb B beftimmt,
und ed ift fomit nur nody die Qage ved britten Gdyunfies w fudien. 68 fof mur 3. B, b pie Geqenfeite
von B, aljo a bic Gegenfeite von A, fo mug ber oritte Gefpunte fowobl in der mit b um A, alg auch in
ver mit a um B Dbejdhricbenen Rreidperipherie, b, b alfo in dem Durchidnitte Geiver licgen.  Hieraus
ergiebt fich vwicder bic Nothwendigfeit ver Bedingung, daf dvic Summe wveier Drcieddieitan grofier fein mug,
ald oie vritte, inbem bie beiben Kreife, wenn die Summe ibrer Radvien 2 und b aleich ¢ ober Heiner als e
ware, entiweter cinen gemeinfchaftlichen Punkt in C ober audy qar Feinen aemneinfdafttidhen Runft haben.
3t bagegen & == b > e, fo fallen pie Steeife theilweife in einaneer, und ibre Verivherien fdmeiven fidy in
awel Phunften auf verfthicbenen Seiten von e, woebked 1wir verlufig jwei Treiede mit den qeqebenen
Streden ald Seiten exlyalten, Wun aber Dbatten wiv frait ber i ber Fiaur qondablicn Nnorbmung ber
Seiten bea audy folgente nelymen fonnem ach, abe, eba, caby, bac, won benen jebe cine entipredhende auf oer
anperen Seite ver mittleren Seite batte. s find alfo, e alle vrei Seiten tngleich find, 3wé(f Dreiede moqlids,
von benen fidy aber [eidyt nadmoeifen (a6, dap fic fich burdh weiter nidts, ald ibre verfdhichene Lage wnteridheiben,

Man Tibereugt fidy namlidy fofort, daf alle wwdlf Dreiede o auf cine Sefte einer genteinfdaft
lidjen ®rumtlinie, 3. B. e, gelegt werden Fonnen, daf bie Seiten b alle von dem Bunfie A, und die Seiten
a alle von bom Punfie B ausgehen, wenn man Gebenft, baf cin Dveied  auds  cine Betradhung von ber
Ritckfeite ber Gbene, i der o8 liegt, alfo eine Wmbehrung juliit. Taf dbamn bie oritten Gden ber Deeiede
jammtlid) in ven cinen Durdifchnittéountt der beiven oben befdhrichenen Streife fallen, alfo bie Dreiede fid
peden, mithin cing find, evgicbt fidy leicht, da eine entgeqengefeste Annabme nady Lebief. 1 au Besiehinaen
awifdyen ten Seiten fiifren witede, bie ter Vorausfebung wiberforedien.

Hitraud folgt der

l. Gongruengfas: Dreiede {inb congruent, wenn fie dic drei Seiten be
stglich gleidh haben.

Anm.: Da man alfo nue ein Teeied 0 weidmen brawdbt, 1o Fam man jich audh, fratt bie qan:
jen Reeife qu geidmen, auf dic BVogen derfelben beiverfeits eined Durdsfchnittspuntees befdranfen,

Fufap: Dic Gonfrruction cined gleididentligen Treieds aus Vafis . Sdenfel und bed
gleichfeitigen Dreledd aud feiner Seite ergiebt fidh leicht.

Folgerung: 3In congruenten Teefeden find fe vl Homolo g¢ Stiide, 0. 0. bie Geqonfeiten
gleidyer Winfel unb die Gegemvinkel gleicyer Seiten cinander qleich.

Unm.: Diefe Folgerung giedt und nody cine alfgemeinere, wemgleidy wnbequemere Lo6fung ber
Hitfgabe in §. 4, cinen cinem gegebenen Winkel aleichen 2Winfel qu zeidmen, intem man, ftatt wie oben ben
gegebenen Winfel ju cinem gleihfdbentligen Treiede 0 vervollftdndigen, ibn w cinem belicbigen Treiede
vervollfiandigen famn.  Jeidhnet man cin diefem congruentes Dreled, fo Dat man in ben bemoelogen 28in:
feln gleiche 2Winkel.

2. Nufgabe Ein Dreled su confruiren aus ywel Seiten & und b und dem von iben einge
idlofienen Winkl C.

Aufldfung: Dan made dic beiven Scyenfel ved qeacbenen obver cined ihm gleidien 2Winfels
beatiglich qleich a und b und weebinde ihre Gnopunfie, o ift tiefe Verbindunasdlinic ¢ bie britie Dreinda:

iy .
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Treetedfe entfiebon, fo nadhbem man & aup bem einen
ober bem anbern Sdenfel ted MWinfels abivdgr.  Daf diefe beiven Deeiede aber e Dedung qebradit mwer:
tebt fich alfo ald

feite, (5@ Ednnen fo, wenn nidt grabe a b, awoei

pen fomen, fiebt man leidht. B8 g
ciede find congruent, wenn iw thnen gwet Selten unbd

2. Gongruenijasi D
ber won thnen eingefchloffene Winfel begliglidy gleidh {inb.

3. Nujagabe: Gin Dreied s conftruiven aud vei Seiten a, b (Fig. 201 und bem Geqen:
winfel ber cinen, ung Ava

1) bem Glegenivinfel A ber griofieren a.

Nuflofung: Ta x A Gegenteinfel von a ift, fo muf er ein anfiegender von B fein.  Man
macdie barwm eincin Schentel von A ober von einem b gleichen 2Wintel gleidh b und beaeichne ben freien
Gnopunft tuedy C. Die oritte Spise ped Drcieds liegt nun fowebl in tem anborn: Schenfel vonw A, ald
auds in deme mit a wm C bejechrichbenen. Kreeife, alfe in - bem Durdijdimnicedpuntie beider.  Ein Turchidmiit
1. B in B omu aber nady §. 9, Folg. 3 fietd ftattfinden. Der aweite notloentiqe Durchicbnitt [t ba
eritng bed anbern Scdyenfels.  Dad qweite fo entftehonte Treied

3V AC Bat ywar mit BAC 3wei Seiten gleid), it aber, wenn A ein jehiefer 2infel ift, pemfelbon incongruent,

aeaen nady bemfjelben: Sape in bie Berlin
Dageqen wenn A R, nady §. 9, Folg. 4 und vem sweiten Eongruemyfasie conguuent, qilt alfo mit ihm
mir fir eind.  Lage 2 A am andeen Gnbdpunfic von b, fo ware bad neue eniftehende Treied dem  erften
aug fdyon befannien ®eimoen ebenfalld conaruent.

2} tom Shegemwinfel A ber fleineren Seite a.  (Fig, 22)

Auflofung: Dic Gonjtruction ift gany wie vorber. Da aber a << b, fo Munen in Betreff
bes Durchichnitted von a mit bem freien Sdenfel von 2 A folgende Falle einteeten:
alé bad Perpenvifel ijt, fo qicbt 8 3wei Durdjdnittdountic bed Kreifed mit
itd vou A, alfo audy 3wei vou ecinanber verfihicoene Dreiede, in welden bie Gegens

1) 28emi-a qeoger

pem Schienfel einerfe
winfel von o Supplements find.

2) MWenn o gleidy bem Lerpenbifel ift, jo baben Rreid unt Sdienfel nur einen PBunkt, ben Fifi-
punft bed Verpenbifels, qemeinfdaftlidy; o8 gicdt nur cin Dreied, unb yvar cin rechtivinfliges.

3) Wenn a Heiner, ald bad von C auf ben freien Sdenfel von A fallbave Loth ijt
per mit a ald Raviud um C gefdhlagene Kreid ben Schenfel gar nidit, 8 ift alfo fein Dreied moglidy,

. fo jdmeibet

Daraud craiebt fidy als

3. Gowgruengfas: Dreiede Jind congruent, wenn in ibhnen ywei Seiten und
per Giecgentintel ber gqrofeven beatiglich gleidh find,

allgemeiner: Dreeiede find congruwent, wenn in ibhnen zwel Sceiten und ber G-
genwinfel pev cinen beguglich gleidy unt die®egenmmwinfel ber anbern gleidartig, b b,
gleidzeitigq entweber redit ober fpig ober fftumpf finb.

f

4. Aufgabe: Gin Dreled ju conftruiven aus ciner Seite a und el Winkeln, und jwar

) aué ven beiben ber Seite a anliegenoven Winfeln 2 und o (Fig. 23).
Nuflofung: Wan frage an den cien Endpunft von a, 3 B. an B ben Winfel 2 und an ben
anoeen Gnbpunft auf berfelben Seite ten Winfel «, Jo it der Durdfchnittdmmit A der freien Sehenfel bic

gefuchte drivte Dreeivddfpise. Die vier fo conflivuirbaren reiede find congruent.

aenden Winkel & und ihrem Gegenvinkel .

Nuflofung: g mit el T

2) aud cingm wer Sate a anli

tfeln oudy ber britte mittelbar geqeben ift, jo ift bie Aufidfing
aup bie oes erften Jalld ueiegeribet, | 28 bie Gonfteuftion twd  britten I8infeld am  pvedimaf

aftenr mit

ber Gonfteuftion ved Deeiedd vecbunbden wich, aciat Fig. 24.
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4. Congruenifas: Dreiede find comgruent, wenn in ibnen cine Seite unk et
in Bejug auf viefe gleichliegende Winfel beziqlid qleidh fine.
Anm.: Dah cine Seite wund 3wei in Beywg auf fie nid gleidblivaenbe Winfel ein Dreieet nidht
beftimmen, aeigt bie Beovadiung von Fig. 25. It 5 B, in \ ABC X A > B, fo made man 3 CAD
B. Dic beiben Dreiede ABC und ADC Haben cine Seite AC und “awei. aber nidt gleidilicqente
Winkel gleich, find aber nidht congruent.
Holgerung: Nechnwinflige Dreciece find alfo conqruent, wenn in {bnen
1) bie beiven fatheten, (27 Gongruemfat),
2) bie Hypotenufe unb cine Katbete, (3. Congruenzjas),
3) cine Sathete und ein fpiger IWinfel, |
4) bie Hypotenufe und cin fpiper Winfel, |

1) el gleidblicaenve Seiten, ober
q

(4. Gongrucnifas), alfo allgemein

2) cine gleichlicgende Seite und cin foiber Winkel besiiglich gleich finb.

g1
Eigenfchaften gleidyfdhyenkliger Dreiedie. Sundvamentalanfgaben.
Jm vorigen Pavagraphen gad und der Umftand, vaf bie bei ver Confteuftion eined Treieds aug
feinen Befrimmungsfiicden fidh erqebendven Treiede sur Dedung qebradt werben Fommen, Ghelegenbieit e Nuf
fitbung ber Gongruemifase.  Betradhten wir mm nod el comgeiente Diviede i ber Lage auf Oeiben
Seiten ber Grundlinie, wie fic 5 B. aud der Confreuftion cines Dreleds aus feinen brei Seiter wnmittel
bar hersorgeben, fo exbalten wiv, wenn wit in ben Fig. 26, 27 unt 28 € mit ¢ vérbinben, j¢ nacbem
o B, A cin rvedyter, foiger ober frumpfer MWinkel ift,
L) ecin gleidyjchenfliges Dreied CBC! fiber ber Bafis €O,
2 reiedfe OBC! uno CACY auf werfehicvenen Seiten

T
0 o
Ly

ver  aemeinfdbaftlidien

noei qleidfebentliae
Bafia, CCY pher )

3) jwei gleidhfchentlige Drciede CBC! und CAC? auf verfelben Siefte ver gemeinfdaftlidenBajia CC 1,

Aud 1 folgt wmmittelbar bex

I ¥ebrfas: Jn cinem gleidifehentliqgen ®reiede it bie Halbivungslinie bed Winfeld an bex
Spige sugleith audy 1) tad von ver Svite anf bie Bafis  fallbare Yotly, 23 balbive fic die BVafis und if
3) audy bad aud ber WMitte ber Bajid ervichibare Loth — wib wmngefehet, oo ed von feber dicfer Yinie nur
chne einaipe qiebt.

Erflarung: Jebe grabe Linie, twelbe wie bie oben genannien von  eiver Winkelfoipe cines

Treiedtd nadh ber Gieqenfeite ober  beren Verlangerung qeaoqen ift, fo wie allgemein jebe arabe Linie,
weldye anbere grade Sinien fobneivet, heifit cine Trandverfale ober Querlinie, Die Tranéverfale von

ciner Winkelfpise nach ver Mitte der Geqenfeite heist Diittellinic.

Bon ben Umbehrungsfaten ved vorigen Sabed ift befonders mwichtia ber folaenbe

2, ¥ebrfab, Dad qud ber Mitte ciner Strede ervichtete Perpendifel nebit Teinet NRiidverlinge:
nmg ift ber qeometriidhe Ovt aller vorr ben: Gubpunften ber Sirede gletdy weit entfeenten Punfte, aljo ber
Spiten ber diber ber Strede ald Bafid conftruivbaren aléidbichenfligen Dreiede.

Bew.: Da

fi feber Punft im Vervendifel bie behauvtete Eigenfthaft hat, folgt aus §. 8, Folqg. 2.

Dap fie dageqent fein Punke au

AB bie Strede, DC bad in ilrer ¢ ervichitbare Perpenbi e BEA fdueibe DC in F.  Bicht man
FB, {o ift » EBA > FBA, alip audy > FAB, mithin AE > BE,

[afit fich leicht nadpveifen. Sn Hia. 29 foi
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Nusé 2 unb 3 folgt vex
3. Lchriab: Die Berbinbungslinic ber Spisen aroeier, entweber auf ciner ober auf verjchicbenen
Seiten einer gemeinfdhafilichen Bajid confteuivten gleidfchentligen Dreciede halbivt, im 3. Falle verlangert,
1) bic MWinfel an ber Spibe,
2) bie qemeinfchaftliche Bafis und fteht
3) fenfredt auf ver Bajid.
Beweid: Bringt man (Kig. 27 unb 28) bdie beiven Drelede beiverjeits AB jur Deduny, fo
pectent fich auch CD und C'D, wodurdy fammiliche Theile ver Behauptung: bawiefon finb.
Folagerung: Die Halbirungslinie bed Winkels an ver Spise cined Dreivdd  balbivt awdy den
Winkel an ber Spific i tom anbern Treied.
Mum.: Turd bicje beiben Sabe b wir in ben Stant  gqefest cine Neibe von Aufgaben
(5fen, wobtedy wir oie wivflidie Grifteny einiger i Lorigen nue hyvothetifdy angenommenen Begriffe wadpocifen.
. Mufgabe: Gine qeaebene Strede ju balbiven,
Nuildfung: Man conjruive Nber ihr ald Vafis vie Spisen jweicr gleidjdbentligen Dreiede;
pannt balbivt nady ebrf. 3 oic Verbinbunaslinie vicjer Spisen btie qegebene Stred.
I. Folgerung: Gine Stredte bat nur cinen Halbivungdpuntt,
2, Folgerung: Durd fortqefeste Halbivung fonn man eine Rinie in 4 8 . .. 20 gleidype
Theile theilen,
2, Nufaabe: GEnen geaebenen FWinkel su balbiven.
Nuflofuwnwg: Man {dneive vom Sdweitel aud auf ven Schenfeln gleide Stide ab, conjtruire
ftber Der (mue qepadten) Verbindunagdlinie vic Spige cines yvciton gleidhchenfligen Doeiedd, fo Lalbivt nad)
Wehrial 3 (ober nady Gongruemzjas 1) bie Verbinvhungdlinie bicfer Spigen ben gegebenen MWinfel.

. Folagerung: Dic Halbivungslinie eincd Winkeld Halbict gebdrig verldngert audy fein Implement.

I
b
=

Ein 9infel hat mn cine Halbivungdlinic, und biefe ift der geometvifdye Ort
fammitlicher von feinen Schenfeln aleidwoett entfernten Punkie,

Ter Betoeld ver erften Bebauptung ift leicht, ber dber zweiten folgt aus der Congrueny ber Treieds
ACE unt ADE (Fig. 300, Do vageqen fein Bunfi auferbald AP, 3 B F von AM unb AN gleidy
weit entfernt ift, [GEE ey rolgenermagen’ boweijen.  Hiche FH AN, FG AM unt von oem Durd
febnittapuntie K ber leteren mit AP, KJ AN, fo ift, wenn man GJ jieht, bicje Linie bic Bajis ber
Beiben aleichichentligen Dreiede GEI und GAJ, aljp AK GJ in feinem Mittelpunkee, Darum ift FJ
< FG, nady Lebrf. 2. Ta aqber FH << FJ, {o ift wum fo mehy FH < PG

3. Folgerung:  Durdy fortgefeste Halbivimg fann man cinen 2Winfel in 4, 8, . .2 gleide
Theile theilen:

3 MNufqabe: I cinem Panfre A (Fig. 310 ciner geqebenen graben Linie MN  aquf iy ein
Perpenvitel w ecvvidyen.

Nufldfung: Man fdneive auf befoen Seitenn von A aud auf MN joei  beliebige, aber gleidie
Stitde ab, 3. B. AB =AC und eonjtruive 1ber BC vie’ Enie cined aleicdhfchentlioon Deciedd BCD, pann
ift DA ald Mittellinie ved glefdhidentligon Treiedd von ber Spite aud qegogqen nady Lelefs 1 | MN.

Nnm.: DTie MAufgabe ift von ver pweiten cin Moecieller Fall, infofern DA ten geftvedten 28kl
MAN balbirt.

. Mufgabe: Von cimem Punfte A auf eine geacbene qrabe Linde MN e Perpenbdifel jw fallen,

Auflofung: Pan jdlage mic ber Entfernung ved Punfred A von cinem Dbelicbigen Punfie
ienfeitd MN cipen Sreidbogen, welder MN aweimal, in B und €, nifft, conftruive fiber BC bie Spite




— R
eined gweiten gleidfdentligen Dreiedd BCD  und werbinde biefelbe mit vem qeqebenen Punfie A, fo freht
piefe Verbindbungsdlinic auf MN {enfredt, (mady Lebef. 3).

Diefe Mufgabe ift ein fpecieller Fall von ber allgemeineren

5. Aupgabe: Bon einem gegebenen Punfie A aud nady ciner qeqebenen graben Linie MN  unger
cinem gegebenen TWinfel eine grabe Verbinbunadlinie ne zichen.

Aurlofung: Man lege in irgend ehem Paunfte an tie gegebene Girade ben aeaebenen 2Winfel
wnd iche ourdy A qu bem freien Schenfel eine Pavallele big ;u MN.

Beweid folgt aud §. 5 Lelafap 1.

Anm.:  Audgencnmen, wenn ber gegebene Winfel R, gicht o8 {mmer el wnter gleidyem
Winkel gegen ic Grade geneigte Verbindungslinien. — Die vovige Aufqabe [t fich biefer analeq [6fen.

6. ufgabe:  JIn bem Gndpunfte A (Fig. 32) eciner gegebenen graben Linde ein Perpenbifel
ur errichten.

uflofung: Kann die grade Cinie dber ven Endpunft A verldngert werben, fo verldnaere man
fie und verfalre nady Aufgabe 3. Kann die grabe Linie nicht verldngert werben, fo conftruive man {iber
einer pon A aud auf ibv abgejdmnittenen Sitvede AB ein gleidifdienfliges ober aleichjcitiqed Dreied, ABC,
verlingere BC iber © Dinaud um fidy felbjt bid D und ziehe DA, fo it DA AN,

Beweid: Die Dretede ACB unb ACD find gleidfdentlia, alfo ¢ o 2m, p 2n, fomit
o4 p =2m42n=2(m4n); o 4 p ift aber = 2 R, alfo m 4 n R. 3t ACB qleichfeitig,
jo ift CAB, = % R. unt DAC Y R, Man braudit aljo CAB mu nody we Balbiven e Yojung der
ufgabe: Ginen vedren Winfel in 3 gleide Theile au theilem. — Ginfacher it jebods folgenbe

Auildfung: Man jeidne gwifden ven Schenfeln bed vechien Winfeld mit einmem. belicbigen
Mabiug ben Duabranten und trage vou jedem feinee Gndpunfte aus ben Nabiud ald Sehne in ibn.  Die
Enbpunfie ber Schnen theilen ben Suabranten unb die nady ibnen gezoqenen Raview ven vedhten Iintel
in 3 gleidie Theile.

. Folgerung: Beradidtigt man Aufg. 2, fo laffen fich aufier bem rechten Winbel wund Teinen Biel:

) [ | | . o . m
T T, von ihm wnd deven VWielfacke, alfo allgemein 5

Anmerfung: Die Dreitheilung jeded Oeliebigen Winfeld it mittelit Lineal und Jivkel nidh
ausfibrbar.

Taf 5. B. ver Winfel an der Spige cines gleichfhentligen Treieds nidht in drei qleiche Theile
getheilt-wird, wenn man die BVajid in vret gleiche Theile theilt und die Theilpunfte mit ver Spibe ver
binbet, aeigt folgenbe BVetraditung.  WMan conftentive dber bem Dreifadhen ciner Lnie, 3 B. fiber AD
3AB (Fig. 33) cin gleidhihenfliges Tueied ADE unt jiche EB unt EC. Dann i{jt EA > EB; 5 Lifit
fich alfe EB — EF auf EA abtragen.  Jiebt man BF, fo ift in bem gleididhentligen Deciede EFB ber
Bafiswinfel BEB fpis, fein Mebemvinfel AFB alfo ftumpf, mithin in btem Teciede AFB feine Geaenfeite
AR BC > FB. Die¢ beiven Dreiede FEB und CEB haben alfo gwei gleidhe und cine ungleiche Seite,
mithin ift ber ®egenvinfel ber groferen Seite BC b, §. CEB > FEB,

fadyen audy nod R in orel gleidhe Theile theilen.

2. Folgerung: (aud Aufg. 6. It eine WMittellinie cined Dreieds qletds der Halfte der Seite,
nach ber fie qesoqen ift, fo ift ber Glegenvvintel ber lepteren R.
3. Foelgerung:  (Mmbehrung von ®olg. 2. JIm redinvinfligen Teeiede ift bie Mittellinic nady
per Huvotenufe gleicdh beren Halfie.
Beweid: Wadt man in bem rediwinfligen Dweiede DAB (Fig. 32) X -n = B, fo it X m
D, alfor A = €B = CD,
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8. 12,
Pon den Vicredien
I, Sehriab: Die Supme ber JInnenmwinfel feved, fo. wie ber Anenwinfel eined  converen
Wiceedd it i R.
Beweis: Dan aeelege vad Bicved ourd) cine Diagenale in el Dreiede, Jo folat bie erfie
Vehauptung aud: §. 8, Lehef. 3. woeite folab aud §. 8, HAnm. 2.
Solgerung: @in Vicved Fonn wier redte, aber mue brel flumpfe, drei fpie- und cinen converen

Winkel haben.

I. Grilarung:  Tie Seiten cined Vieredd theilt man paociveife cin i anftofente und Gegens
feiten, bie 9Binfel cbenjo in cimer Seite anlivgenbe und Glegenmwinkel.

9 Frflarunacn: &in Wiered, i weldhem beive Paar anftofende Seiten bepiglich aleidy find,
Beipt ein Deltoin, Bergleide die Rig. 27 und 28, Seine Entftehung und feine widitigiten Eigenfdafien
enthalt ber 3. Qelnfas bed vorigen § Gin Bieved obne parvallele Geqenfeiten beift cin Trapezoib.
Gin BViered mit cinem Paar pavalleler Geqenjeiten heift cin Trapez. E8 entfieht, wen man in cinem
Tireiece au ciner: Seite cine Parallele zicht; bie parvallelen Seitgn beifen Grunelinien.  Sinb bie nidt pas
vallelen Seiten in ibm o gleich, fo Geift o8 grade ober glefdyfdientlig. &8 entftehi, wenn man in einem
aleid{dhenfligen Deetede su ber Bajis cine Varvallele zicht. — Gin Bieved, in weldem beive Paar Gegens
jeiten parallel jfind, beipt ein Vavallelogramm (|| ge). G entjiebt, wenn ein Baar Parvallelen von
cinem aweiten Paar Pavallelen vurdyfdinitten wird.

2. %ehrias: Jn jeoem Varallelogramm find bie je eciner Seite anlicgenben Winfel Supplement
winfel und je swet Geqonmintel qleidy.

Beweid: Die crfie Bebauphimg folgt aus §. 5, Lebrf. 2, 3, bie yocite aud § 6, Folg. 3.

3. Rebriab: (MMmiehnnuig von Lehrf 2). ind in cinem Wierede die fo ciner Seite anlicgenben

Tinfel slementivinfel ober fe-pwoel Glegenwinfel gleich, fo 1jt bafjelbe ein Parallelogramm.
Beweis: Die erfie Behauphung folgh aud §. 5, Lebrfe 4, 3, die oeite wivd burdy Lehrf. 1

§. aur bie exfbe aueidaeibee,

Folgevung: -3t tin Wintel eined Parallelogramms befannt, fo find fie ed alle, ift cin Winkel

entweber cin redier, ober ein fbiefey, To find fie ed beaitglicdh alle.

Mo theile Dommady nady ven Winkeli die Parallelogramme cin in vehtwinblige (Nedptede)

efwinflige.
&

. 2ebrfas. Snjevom Varallelogramme: find e el Geqenjeiten qleid.

Beweis folgt aud ver Congrueny ber beiven Drefede, in bie of burdy jeve feiner Diagonalen
serlegt mweeben famn.

. Jufas: Jede Diagonale theilt vas Pavallelogramm in gl congruente Dreiede.

2. 3ujat: Sbneiven fidy el Paor Parallelen, fo find bie von einem Paar begrenzten Sireden
ped anbern qleidy: fdhneiven fie fidh alfo rechowintia, fo eraicht fidy, baf PVavallellinien dtberall von cin
anber gleidy tweit entfernt jink, oo b

Swei aur beiven Selten ciner Giraben liegende und in gleider Entfermuong vou (e ju ihr gezogene
Parallelen bilven ten qeometrifdhen Ovt aller von ber erjten. Graden gleicweit entfernten Punfre;

1. Folgerung: Sind in einem Pavallelogramme jwei anfiofende Seiten cinanber gleidy, o
find jie 8 alle. Dan theilt vemnady nady ven Seiten die Pavallelogramme in gleidfeitige und un-
gleddfeitige und clajpjificivt fie temunady in
1) vedtwinfliq = gleichfeitiqe ober Suabrate.




2) vedbtiinflig - ungleichfeitige ober D blongen,
3) Jebicfwintliy - gleichieitiqe ober Rbom ben, Mauten,
4) fibicfrointlig=ungleichieitine ober HHomboibe,

2. Yebrias: (1. Umbehrung von ebef. 4.) Sind in einem Vievede ¢ el Gegenfeiten gleidy,
fo it taffelbe cin Pavallelogramm.

Beweis: Folgt aus vem 1. Congruenifas und §. 5, Relnf. 1.

AnmerFung: Auf vicjem Saty beenbt die Eonftruction wnd Wnvenduig ber befannten Parallel-Lineale.

6. Lehrjab: (2. Wmbchrung von Lebef. &)  Sind in einein Vierede swei Seqenfeiten qleidy und
parallel, fo ift vafjelbe ein Vavallelogramn,

Beweid: Folar aud dem 2. Congruensfass und §. 5, Lebrf. 1.

Anmerfung: Sing in einem Bicrede nwei ®eqenfeiten gleidh und die beiben anbern varallel,
fo ift e8, it nadyoem ole Parallelfeiten gleidy ober ungleich find, beadtglich ein Parallelogramm (5. Lebei)
ober cin grabed Trapey (Grflarung).

7. ¥ebhriag. J3n jebem Pavallelogeamm balbiven bie Dingenalen cinanber,

Beweid: Folgt aud ver Gongrueny wveler efianber geqeniiber liegenven Dreeiede.

Jufab. Audy jeve anvere durdy ben Dwediidinittdpuntt ver Diagenalen geleqte, von el Gieqen
feitent Begrengte Strede witd in ibm balbivt und theilt bas Parvallelogramm in el congruente Wicrede,

Beweid: Der erfte Theil folgt ebenfalld qus ber Go igrieny gweier einanber qegentiber leqenden
Dreiede, der jweite aud ver beywiglihen Gleidibeit aller Seiten wip Yinkel per beiben Vicvede.

3. Grflarung: Der Durdyfhnitedpuntt ber Diagonalen heift ber M tttelpunte, audy Sdyerpintt
bed Pavallelogramms, die bued ibn ven Seiten varallel gelegten Yinien beifen dle Mitte(linien vefelben.

8. %ebrfag: (Mhnfehrung von 7.) Halbiren in einem Vierede die Diagonalen ciianber, fo ift
caffelbe ein Parallelogramm.

Beweid: Folgt aud dem 2. Gongrucnifase und §. 5. Lelni. 1.

9. Lebrfat: JIn ven rvedhtwinfligen Parallelogrammen find vic Diagenalen qleie.

Beweid: Diebeiven an einer Pavallelogrammyeite eqenben Drciede find congrient nad) Gongruemy|, 2.

10. Behrfas: (Umbchrung von 9.) Sind bie Diagonalen chnesd Parallelogramms cinanber gleidy,
fo ift bafjelbe vedibwinflig.

Bemweid: Folgt aud der Gongrueny verfelben Dreicde nady Congruema(. 1 und Lobei. 2 Dicjed §.

11. Lebrias: Sn ben fiefointligen Parallelograminen ift bie Diagenale bie quogere, weldie
oent ftumpien Winfeln gegeniiber liegt.

Beweid: CGontrapofition von Lebef, 10 wd 8. 10, Lehif. 2.

12. Rehriag: (Umbehrung vou' ebef. 11.) Sind bie Diagonalen eined Parallelogramms un-
aleich, fo it ¢8 fchichwinflin.

Beweis: Eontrapofition von Lehrf, 9.

13. ¥ehriap: 3In ven gleidyfeitiqen Parallelogrammen  halbiren bie Diagonalen bie Winfel und
ffmeiben fich vedhoointlig.

Beweid: Folgt aus §. 11, Lehf, 3.

14, Cehrfag: (Mmbchrimg von Lelpf, 13 Halbiven in einem Paralleloqramme bie Diagonalen
bie Winfel, over fdhneiven fie fid) vedhnwintlia, fo ift vas. Parallelogramm gleichritia.

Beweid: Das Grfte folgt aud ber Eongrieny smeier beibverfeitd einer balben Diagoenale lieqenben
Dretede nad) Gongruemsfas 4 unbd Bolg. 1 biefed §. Dasd Jweite folgt aus ber Gongrueny  verjelben
Dreiedte nady Congruenzi. 2 und Bolg. 1 biefes s.




(5. Cehriat: 3n ben fcbichvinfligen *Parallelogrammen Balbiven bie Diagonalen bie Winfel
nidit und fcbmeiven fidy nicht vedhtneintliy.

Bemweis: Gontrapefition von Lehrf. 14

16, Lebriat: (Wmbchrung von Lebef. 150 Halbivew bdie Diagenalen cined Pavallelogramms
bic 90infel nidyt, odver fchneiven fie fich nicht rechiwintlig, fo ijt vas Barallelogramm {hiefioinflig.

Beweis: Gontrapefition ven Lebri: 13.

Aufgabe: Dic Beftimmungditivte ver verfchicoenen Heten von Pavalleloarammnen au finden und
qud ihnen bas betreffenbe Varallelogramm g confteuiven.

Mufldfung: Da jeves BVarallelogramm durdy jede Diagonale in el congruente Dreiede jerlegt
wird, fo reiden bie Beftimmumgaftiade cined  diefer Treiede  jur Bejtimmung  ded Pavallelogramms hin.
9%ie leicht erfichtlich, mwird

1) cin Duabrar by eine Seite,

9y ein Oblonaum durdy el anjtofiente Seiten,

2y ein Mhembud turdy cine Seite und cinen Winkel,

1) cin Rbemboid durdy swel anjftofenbe Seiten und cinenn D8intel bejtimmt.

Die Gonjtruftion ift mun nady Lebrfag 4 die, Daf man dic Schenfel bed aeqebenen MWinkeld gleidy
ben qegebenen Selten madht und aus oem Guopunfic febed won ibnen je mit dem anbern einen Kreisbogen
befdhreibt.  Der Durdbidmittdpuntt viejer Bogen it der wierte Winkelpunt.

Folgerung: ‘Pavallelogramme jmd congruent, wenm fte bie oben qenannten BVeftimmungditide
gleich haben.

(7. Qebrfat: TWenn man burd den Mittelpunfe B (Fig. 34) ciner bee nicht parallelen Seiten

cined Traveses cine Barallele ju den Grunblinien 3ieht, o halbirt biefe pie anbere nidt parallele Selte
chenfallé und ift gleich ooy Halben Summe (dem avithmetifdhen Mitee) ver beiven. Grunplinien.

Beweid: Sieche vurdy E eine Parallele ju CB bid. jum Schnitte mit AB in G unt per LVers
[anaerng von CD in H., Ta mu ED EA, » HED GEA, HDE — GAE, {o ijt /A HED
20 GEA, alfo HE = GE, alfo find aud) vie thnen gleichen: Streden CF und FB - gleid).

Ferner it EF DC + HD unp
EF AB — AG
"3 EF — DC + AB 4- HD — AG.
M ift, weil N HED 22 GEA, HD AG, aljo
2 EF DC 4 AB und EF = § (DC - AB).
18, Qehriab: Sn jecem graven Trapege find bic Winfel an jeder ber Girunolinien gleid.
Beweid:  Jight man (Fg. 35) AE || BC, fo ijt AE = BC = AD, aljs X ADE — AED
BCD, folglidy awdy DAB CBA alé Supplemente qleidier MWinfel.

10, Cehrian: (Wmbhoumg von Lhef. 18.) Sind in einem Trapeze die Winkel an einer Dex
Gieunolinien gleids, foift: dafjelbe guade,

Beweid: St D — C, fa it audy D E unb AD ARB BC,

20, Cehrfak: Jn einem qraben Trapese find vie Diagonalen cinander gleid).

Boweid: Folgt aud ver Gongrueny pweier an ener wnd verfelben @vunotinie livgenben Treiede.

21, Sehrfas: Sur Gonjtruction cines Trapeeits gehoren g ven einanber unabhangiqe Solde.

Bemweiss Aur Gonjiriction Ded einen der. durd) Jihung ciner Diagenale cntftehenben Treiede

achdren brel Beftimmunadftiice, s Conjtruction ved andeen, defien eine Seite pic burch bad erjte beftimmte

Diagonale ijf, mur nedy et




Aum: Taf in manden Fallen, analog bem 3. Congrusmaiaie, e oen finf Beftimmunasdftiden
nody cine befonbere Befdiranfung himgufornmen muf, legt anf ber Hanb.

golgerung:  Bur Gonftruction cined Trapeaed bebarf man wier, vined graden Trapesed drel von
cinanter unabhangige Stide.

g..13.
Dou ben Volpgonen, belonders den veguliven.
. ¥elbrfat: Die Winfeljumme cined neded djt qleich (2n — 4) R.

Beweis: G At fidy jedenfallé in (n—2) Dreiede jerlegen, oeren MWinfelfumme  gleidy ber
infelfumme’ ved Lolpgond ijt.

—

2 Rebriab: Regt man n congruente gleidbichentline Tretede, beren MWinfel an oo Spige I

ift, mit pen Schyeiteln und fe cinem Sehenfel nebencinanber, fo entfteht ein vequlired ned.

Beweid: Die Figur ift cine vollftanblg aefdlofiene mit n glefden Seiten und Winkeln.

Erflarung: Tad gleidfdentlige Dreied, turd) defien wicberholte Ancinanveelegung dad requ:
lare *Polygon cntftanben ift, Beift tad Beftimmunagsvreicd, fein MWmbel an ver Svite der Gentri-
winfel, fein Sdenfel ver grofic, feine Hobe ver Fleine Mavius bes requideen PVolpqons.

Jufas: Bei einem Polpgone ven graver Seitenzahl bilven fe 3wel qrofic ober Heine Radien eine
grabe Rinte wnd iheilen bad Volpgon in ywei congruente Theile, qenannt Halbpolvgone. Dic durd
fie verbunbenen Winfel ober Seiten brificn besttglidy {_Ht‘ﬂl'“i'l‘i]t.f'.‘l pper “"L'_;]n‘l]lrfl-[l'ﬂ 1] '_t:l"l_l_‘l!.'l;j.‘]tfl

I. Belgerung: Ter Bolpgons und Eentviwinfel eined requldren Bolygond jind Supplement:

wintel o, b der Polygomwinkl = (2 U

2. Folgerung: Der gemeinjhagtliche Seeitelpuntt ver Dreiece it von allen Gden, fowie von
allen: Seiten begiiglid) gleichweit entfernt.  Gr heift veshalb ver Mittelpunft ves vequlaven Poloqons.

3. Folgevung: Die Halbivumgslinien ber Winkel cined requldren Polvgons {dneiden fich  alle
im Mittelpunfic oefjelben.

Beweid: Tie entftchenben o gleidhjdmfligen Drelede find congruent, mithin find ibre Sdentel
begtiglich gleicdh. Da nun e goei Dreiede cmen Schenfel qemeinfibaftlich haben, fo teeffen alle Sviken in bem
von ben Gdert und alfo midy von ven Seiten beglialich qleichweit entfernten Vunfre, bem MittelvumFie, ufammen,

A. Folgerung: Die in ven Mittelpunfren ver Seiten eined vequldren Polvaoned cvriditeten
Senfrechten fdmeiven {ich alle im Mittelpuntte des Polvgons.

Beweid: Sie find dvie Hohen gleichichenfliger Drciede und gehen mithin alle vurdh bie qomein
fchaftliche ©pibe, ten Mittelountt.

Aufgabe: Den Mittelpunit cined ceguldaven Polpgonsd su finven.

Auilofung: Man balbive pwei beliebige Winfel over Seiten bed Volvaons.  Der Turdhicdmitts:
puntt per bejven Winfelhalbivenven ober ver in ben Mitien ber Seiten crvichteten Senfeediten it ver Diittel
punft ved Polbgons.

Beweid: G liegt in ten Folae 3 und 4.

Jujap: Bei ven Bolpgonen. von qrader: Seitengabhl ift der Durchjdynictspuntt: ver Verbindbungds

linien Der Spisen jweier Paave Gegenwinbel (over vev Mitten yweier Paare Geqenfeiten) ver qefudte Mittelvunke.

d. ¥ehrjag: Die dic abwedfelnden Eeken cined reguldren Polvgons von qraver Seitemyahl vers
binbenden Diagonalen find bic Seiten cined newen Pologonsd von Halb o viel Seiteit, ‘ald bad exfte hat.
Beweid [eidit.
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i, Lehriat: Madt man bie Halbirungdlinien der Eentrivpinfel eined reqularen Polpgonsd von
belichiqer Seitenamabl qleidh ven grofen Mabien und verbinbet ibve Enbpunfie mit ven benadibarten Gefen,
fo crbalt man ein requldres Polygon von boppelt fo wiel Seiten, ald bad erfte Hat,

Beneisd Leicht.

Anmrerkungen.

1. (G8 birfie befremben, Daft o eine genetifbe Enbtwidelung der Planimeteic , wic fie bier verjudi ift, die
alibeEannten Ecflirunaen von ber Entitelng ciner Binde durd) Fortbewequing cined Punfes w. 1. 1. nidt mit aufges
pemuen find.  Die Brinbe vafic find folgende,  WUngenoummen , die Erflarungen waren tichlia, fo gelten fie bod
nidht allgemein, e alfo ke ihnen ju evéeternden Andnabmefalle, welde cinerfeitd die grabe Limie, ben Kueidbogen
unt e evlinbrifhe Sdhreanbenlinie, andeeerfeitd die Ebene und dic ‘hummnﬂn.t.!ur1 betreffent, liegen e Stanbpunkie
ber Sdiiler, Denen man Rinten u. f. . erflaven will, nod) fo fern, tafi 8 geeatben i, von biefen Dingen nicht ju
fovedhen.  Bor allen Dingen aber find viefe Erflavungen falfdy, ta fic anf unvereinbave Wikerfpaide fitbren. Do
Pentt man fidy 5 2. swifden Bon anfeinander folgenden Bagen bed fidy Fewegenden Punktted Feinen Jwifdenvanm, fo
roriede andy eine wmendlidhe Sunune ber audbebnungdlefen Punkre mditd Andgevebneed, 0. b Feine Linie geben.  Denft

man fich anveverjeitd swifden Den Magen el Lunkied Jwifdencawme, fo ecbiclie man waeder Feine Minie, fondeen nur

eine vigcentinuicliche Holae ven Punfien.  Da cin dritter Fall natielich audgefdloffen tjt, fo cenillt die Vewegqung Ded
Pambred nic ven beabfichitaten Jwoek.  Hnd wies e febe Beqreiflich, ba jebe Vewegung den e peraudiet und ibn
nicht exzeugl.  Santd tranjeententale Wejthetif giebt bieriber den Limdigften 2nfjhluf.  Die Grflavungen negiven
namlich die prioritat ved Legried Raum und confequenteriveife anch die der Jeit unt ved Caufalititdgefees. Wer
alio bei pee obigen Geflarung bleibt, aiebt ten Yebren ber Watbematif mur eine empivijibe Ghitliigtet.

©rer Jeethum Fommt ven ber Entjtebung bed Strided and dom materiellen Lunfle, anf bie freilish die genes
tifehe Grflarimg pagt. — Den eben angeftellten Letradbhungen vertantt bie SMatbematif bie Einfitbumg wnendlich

- 1 £
Fletner Gheofpen, Dre b wia

i Den 2Riveciprud jwav nicht beben, aber umgehen, S find bie gegebenen Erflavungen tm

Gheunoe ein verbedicd Jnteqricen,

Saqt man tageqen, tie Linte 1§t der LWeg eined fich bewegenven Lambted , o ift bad jwar volljiantig viditia,
aber Der an und fie 1d fdhen gerinae Geminnft aud diejer Eeflavung wied durdy ten inftand {ebe Gecintraditit, baf
man den Schiiler ver dem nur ju leicht entitebenten Serthume warnen muf, in ver Grflavung eine genetifdhe ju fehen.

Oy ey babe midy bewnibt, 2en matbematifben Gounbbeqriffen abve: beftimmte Ledeutung au geben und jie
pann aiidh nue in biefer auw qebravchen,  Died febien miv v Jo nothocndiger ald man in viclen, jonit quien und vielye:
brauditen matbematifdhen Lelbrbitchern eine nidht 3u billigende, ven Sclyilee jedenfalld verwiveende Lerwechdlung jolder
Peqrifre findet.  Worauastwetfe qefthieht ied mit den Begriffen Lage, Midtung und Seiten ciner graden Linie und
per araben Linie felbit, 3. W, jtatt: FJowei Pun e beftimmen die Lage einer graven Linie volljtantia, (Kambly

8. 10) muf o8 beifjen: Die Lage ver beiden Enbpuntte beitimmt die Lage ciner Strede, Ded Unfangdpuntied und

cined belichigen Punkted vie ¥age cined Strables, sywoeier belicbigen Puntbie bie dage einer ("nﬂuu eber:  Bwei Pankte

Geftinumen diec Rich tung w. .o w. Denn cine bearenzie qrave Zinie fann ibre Rage, den beftimmten, ven ibr im Raume

j.‘ ’

cingenotmmenen Ot vedt woebl dndern, und Sabel dody inumer Duedy bie Leiben Punbie qeben. ie Mibtung etner

qraben Sinie with aufiervem nicht Elof buvdy el Punfte in iby, fondern anch mittelbar Do goei Punfre anfer ile e

ftimmt, — Statt: Man evvichict fiber ciner graven Linie nady vevfelben Rid tung yoei gleididentlige Dreiede (KRambly,

8. 62) muf ¢ ofenbar beipen auf derfelben Seite. — MNan verldngert cine Linde nady ciner Seite (Heid . Elcheiler
I1., 17) ftatt Midtung. Eine Linie vvebe fich wm einen Panftnadh cineelet Ridh tung (ebendaf, I., 1) jlatt Seite. —
Die Winkel legen nach ciner Wi tung (Kambly § 29) ftatt auf cinee Seite. — Statt: Wonn jwer Linien gleidye

Midhtung baben, jo mitffen fie benjelben Michtungdunterichied qegen eine dritte i wie haben, (Kambly, 8 27) muf 8
Beifen, geacn cine und brejelbe Midtung einer britten Linde u. . w.

3. Der fo leidht faflidhen und twejentlide '.‘l:-rl'fiitr-nif‘illt.ml in ben Veweifen gebenben Eontrapefitien eined
Letbeild Titerte mit Medht cin Plag in ben matbematifdyen Lebrbitheen elngeraumt werden.

g [ ———
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