
Aufgaben.

S 1. Konstruktionen einfacher geradliniger Figuren

aus dem Inhalt, und gewissen Strecken. — Lineare

Gleichungen.

Konstruiere:

1) Ein Rechteck aus einer Seite*) und dem Inhalt,

welcher gleich dem m-fachen (m ganz oder gebrochen) Inhalt

einer der folgenden Figuren ist:CT CT

a) eines Quadrats mit geg. Seite; b) eines Rechtecks

mit geg. Seiten; c) eines Dreiecks mit geg. Grundlinie und

Höhe; d) eines Trapezes, von dem die parallelen Seiten und

die Höhe geg. sind; e) eines Quadrats mit geg. Diagonale;

£) eines gleichschenkeligen Dreiecks, von dem Schenkel und

Basis oder Schenkel und Basis-Höhe geg. sind; g) eines.,

rechtwinkeligen Dreiecks, von dem eine Kathete und die

Hypotenuse, oder clie beiden Hyp.-Abschnitte, oder eine Kathete

und die Höhe geg. sind; h) eines gleichzeitigen Dreiecks mit

geg. Seite oder Höhe.

2) Ein Rechteck aus einer Seite und dem Inhalt, welcher

gleich einem Flächenaggregate ist. Beispiel: a.x — m.cd —

n. g. h, worin a die bekannte, x die gesuchte Rechtecksseite,

<•, d, g, h geg. Strecken, m und n Zahlen bedeuten.

Determination: .v -f- für m. c > n ' ■

*) Die Seite braucht nicht direkt gegeben zu sein, sendern kann

auch durch andere bekannte Strecken bestimmt werden, z. B. als

Umfang oder Diagonale eines Rechtecks, als mittlere oder als vierte

Proportionale u. s. w.



3) Ein rechtwinkeliges Dreieck aus dem Inhalt i und

a) einer Kathete «; b) der Hyp. c; c) der Hölie A.

Determ. b): 2A<c für 4 i <C c 1. Z.B. i — d":2d<^c.

c) 2 ä < c für i > /r.

4) Ein gleichschenkeliges Dreieck aus dem Inhalt i und

a) der Basis a; b) der Basishöhe A; c) dem Schenkel s: d)

der Schenkelhöhe k. — Determ.: c) s >- k für s 2 >• 2 <. d)
s^> k für k~ 2 i.

5) Einen Rhombus aus dem Inhalte i und a) einer

Di ago nale d ; b) der Seite a. Determ.: b) a > h für a* > 'i.

6) Ein schiefwinkeliges Parallelogramm aus dem Inhalt
i und a) den Seiten a und b\ b) einer Seite a und der nicht

zugehörigen Höhe k; c) einer Seite und einem Winkel.

Determ.: a) b^>h für ab^>i. b) k.

7) Ein Dreieck aus dem Inhalt i und a) zwei Seiten a

un d b\ 1)) einer Seite a und der nicht zugehörigen Höhe k:

c) einer Seite und einem Winkel. — Determ.: a) ab^>2i.

b) a > k.

8) Ein Trapez aus dem Inhalte, den parallelen Seiten

und einem Winkel oder einer der nicht parallelen Seiten.

9) Ein Rechteck aus dem Inhalt i und der Diagonale
d. — Drücke i durch den Abstand p der Diagonale von den

Gegenecken aus und bestimme hieraus p. (Vergl. 3 b .)

Determ.: d' 2 >> 2 i.

10) Ein gleichschenkeliges Trapez aus dem Inhalte i und

a) einer der parallelen Seiten a und der Höhe h; b) einer

der nicht parallelen Seiten c und A; c) dem Umfange u und A.

Auflösung zu b): i und A bestimmen die Summe der

parall elen Seiten a + b. c und A deren Differenz a — b : aus
a -j- b und a — b finden sich « und b selbst. Determ.: «)
c^> h. ß) b + für 2 J^>h(a — b).

Aufl. zu c): Durch u und a + b ist c bestimmt.
2 J 2 J

Determ.: ß) c + :m> ß) c^>h :u^> ^ + 2 A, wo

cc) schon mit erfüllt ist. y) b a) Ist u •< so ist b



stets-)-, b) Ist «>^5 so muss sein u|/ +4/« 2.

(Quadratische Ungleichung.)

§ 2. Fortsetzung. Rein-quadratische Gleichungen.

Konstruiere ein Quadrat aus seinem Inhalt, welcher als

m-faches (m ganz oder gebrochen) eines Quadrats, Recht¬

ecks u. s. w. (s. § 1, 1) oder als Aggregat von Flächen ge¬

geben ist.

Verwandle Streckenprodukte und Aggregate

solcher in Quadrate. — Im Folgenden wird daher ein

geg. Inhalt immer durch ein Quadrat ausgedrückt gedacht.

Beispiel: i = m.ab — n.gli. Die gesuchte Quadratsseite

ist reell für mab^> n . gh, oder, wenn mal = u 2, n. gh — v- ist,

für u ~^> v.

Konstruiere ein gleichschenklig-rechtwinkeliges Dreieck

aus dem Inhalt i. — Yergl. §§ 4, 5. 7. 9.

S 3. Streckenteilung.

Auf einer unbegrenzten Geraden sind zwei Punkte A

und B gegeben. Auf derselben Geraden einen P. C zu suchen»O O

dessen Abstände von A und B in einer gewissen Beziehung

zu einander stehen. — Es ist zu unterscheiden, ob C auf der

Verlängerung von AB oder zwischen A und B liegen soll.o o <->

Da der Abstand des P. C von einem der geg. P., etwa von

B , ebensowohl von A aus nach der andern Seite der Geraden

abgetragen werden kann, so erhält man in jedem Falle zwei

symmetrische Lösungen C und C'. (Oder: Bestimmt man
den Abstand des P. C von der Mitte M der Strecke AB,

so kann derselbe von M aus nach beiden Seiten abgetragen

werden.)

Setzt man im ersten Hauptfalle die kleinere der Ent¬

fernungen des P. C von den Endpunkten der Strecke AB,

etwa BC — AC' = cc, und AB selbst = a, so ist die grössere

AC—BC' = a-{-x. Im zweiten Hauptfalle ist für BC=
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AC' = x, AC—BC' — a— x. Gilt für einen ausserhalb

AB gelegenen P. C die Gleichung x (a -j- .t) — p-\ so be¬

deuten mithin die beiden Wurzeln derselben absolut ge¬

nommen die Abstände der Punkte C und C' von _1 oder B.

Ebenso geben die Wurzeln der Gleichung .i:(a —- x) = p 2 die

zwischen A und B gelegenen P. C und C".

Zur Determination: Für ausserhalb AB befindliche

Punkte C muss x reell und positiv, für innerhalb gelegene

ausserdem -< a sein. Im folgenden bezeichnet a immer die

Strecke AB. x die Strecke BC\ a) bezieht sich auf einen

ausserhalb AB, b) auf einen zwischen A und B gelegenen
Punkt C.

A) Lineare oder rein-quadratische Gleichungen.

C so zu bestimmen, dass

1) AB.BC—c-, — a) und b): Determ. a):

Stets möglich, b) x<^a:c<ia. VergL § 1, 1.

2) ,1 C 2 - B C* = « 2. a) (a + xf - .,<* = C2, ,, = |1 - £ -

Determ.: x + : c^> a.

b) (a — ,r)- — ,ir = c 2, x = 2a Determ.«) x +: a^> <■.

ß) x stets < a. Yergl. § 4, 1) und 2).

8) B C' 2 = m. A C' 2, worin für B C <^A C m ■

a) ar = m.{a + ye) 2, oder x = {a - j- ,c) x —

1 sein muss.

a Y~m

m1 1T>

oder x = " t ' ■ Determ.: x stets +.

— a m-\-d]/~

1 — m

b) x 2 = m (a —
, 3 a V iii

' '' 1 -f- Ym ~~ 1 - m

Determ.: Es ist stets x + und x < a.

Anmerkung: Da BC = AG. Ym, so wird die Aufgabe auch
dadu rch gelöst, dass man AB im Verhältnis BC: AC = V~m : 1 teilt.

Ist m = ^, so ist ]^m:l = Vp : JA g. Man stellt daher Vp und
V q als zwei Strecken u und v dar und macht AG:BG — u: v.



B) Gemischt-quadratische Gleichungen.

Punkt C so zu bestimmen, dass

1) AC 2 + BC 2 = c 2.

a) (a -f- x) 2 + x 2 = c-, x(a-\-x) = c-

Determ.: x -|- : c > «•

b) (a — x) 2 -|- x 2 == o 2. x (a — x) = — c ■

Determ.: I) Ist a >• c, so ist x reell für 2 c 2 > a 2 und

stets < a.

1 )eterm.: II) Ist a <; c, so ist die Äuf'g. unmöglich, weil

x^>a würde. Yergl. § 6, lj und 2).

2) AG . BG = c 2. a) x (a -f- x) -■ c 2. Determ.: Stets

möglich.

b) x (a — x) = c 2. 1 )eterm.: a) x reell : «> 2 Y <?■ ß)
x stets a.

3) AC: B C= BC: AB. (Goldener Schnitt.) a) (et -f- te) :

x = x: a, x (x — a ) = a 2. Determ.: Stets möglich.

b ) (a — x) : x = x : a, x (x + «) = o a . Determ.: Stets

möglich.

4) B C' 2 — 2 m . AB. A C. (Verallgemeinerung von 3.)

a) x 2 — 2 mci.(a-\- x), x (x — 2 mci) — 2 ma 2. Determ.:
x für das obere Zeichen.

b) x 2 = 2 ma (et — x), x (x 2 ma) === 2 via 2. Determ.:

Wie a).

5) B C 2 -j- 2 m. A B. B C = c 2.

x (x -j- 2 am) = c 2.

Determ.: a) x -)- für das obere Zeichen, b) "x •< a:

c 2 <^a 2 (2 m 1).

Welche Werte haben hier in a) a-\-x , in b) a — x'f

Die zweite Wurzel bedeutet die Lösung der Aufgabe:

B C' 2 — 2m. AB .BG = c 2, x (,r — 2 am) — c 2.

Determ.: a ) x + für das obere Zeichen. b) x <C a:

für 1 < ^m unmögHch, für 1 >> m muss sein c 2 <; a 2 (1 -— 2 m),

was nur für m <; i erfüllt ist.
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(!) B (J- + 2 m . AB . AC — f-, a) ,v" -f- 2 m a ( a x)— c 3,
x (x -f- 2 rna ) = «2 — 2 mar. Determ.: x -f- : c 2 2 rna~.

b) x- + 2 m a (a — ä) = c 2 , A' (&• — 2 ma) = c 3 — 2 m a 2.

Determ.: I) c 2 > 2 ??i a 2. a) stets reell und -j- für das

obere Zeichen, ß) x <^a-.c <^a. Soll diese Ungleichung mit

der Ungleichung I) zugleich bestehen, so muss sein 2 m 1.

II) c- < 2 in a 2. a) x reell : (am)" > 2 ma 2 — c 2 , oder
c- > m. (2 — ?w). a 2 , was für rn > 2 schon von selbst erfüllt

ist. — 2 Lösungen*)! ß) x <^a: c <; a.—Die Ungleichungen II)

und a), sowie «) und /?) können stets zugleich bestehen.

(«) und ß) geben l>?n(2 — m), was stets erfüllt ist.) —

Für 2wi-<l ist jä) schon durch II) mit gegeben.

Z. B. »l = I :4

I) c 2 > y « 2 : ß) x reell und -f- für das obere Zeichen.

ß) x <^a:c<d a.

II) c" <C g a 3 : «) ,r reell : c 2 > ^ « 2. ß) x stets <C a.

Die zweite Wurzel in a) bedeutet absolut die erste

Wurzel in b) für c'^> 2 ma" und umgekehrt.

§ 4. Aufgaben über (Iiis rechtwinkelige Dreieck.

Lineare oder rein-quadratisclie Gleichungen.

Bezeichnungen: Die Katheten = a und = b, die Hypo¬

tenuse — c, die Höhe — Ii. der a anliegende Hyp.-Abschnitt

= p, der andere = q , der Inhalt J, die Inhalte der durch

die Höhe gebildeten Teildreiecke = i x und i„. — Soll speziell
a die kleinere Kathete, p also den kleineren Hyp.-Abschnitt

bedeuten, so tritt in den folg. Aufgaben noch eine darauf

bezügliche Determination hinzu. Gleichwertig mit der Be¬

stimmung a -< b sind: p <; lt. p •< q, 2 p -< c. 2 q > c, 2 pr -< a 2 ,
a' 2 fr. 2 . ^ < J. Für die Determination ist weiter zu

*) D. h. hier, wo der 2. Wert von x nicht der andere Abschnitt
von a ist, zwei Punktepaare C und C zwischen A und TS.
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"beachten, dass, wenn eines der Teildreiecke i x oder i„ kon¬

struierbar ist, stets auch das volle Dreieck erhalten wird, eine

auf das letztere bezügliche Beschränkung also nicht vor¬

handen ist.

1) Geg. a und b -(- c = s.

a 2 + l*- = (• - bf, b = \ Yergl. § 3, A), 2".

Determ.: b -)- : s a.

2 ) Geg. a und c — b — t.

er -\- b" = (b -f- 1) 2 , b = | ■ Yergl. ibid. 2 a .

Determ.6 -(- : a > t.

Wie heissen die entsprechenden Aufgaben für das
Rechteck?

3) und 4) Geg. p und « + //. Wie 1) und 2).

r>) c b~ er t 2 />" '" <r ^"2 2

Determ.: u reell :c^> t. (Oder : b <;«: c > t.)

/•> , " /» S-— a" o S2 -j -rl' 2
6) «, /<- + r- = S-. — 6" = -— <r =

Determ.: b reell : s > a.

7) ff, ä 2 — = Wie 5).

8) Geg. a : b = m, ./. — er = 2 m . J, a == j/" 2w.7".

9) Geg. a:b = m : c. — er (1 -f- nr) — irr . c 2, a — |/" | lw o-

Geometr. Lösung durch ähnliche Dreiecke. — Wie lauten

die entsprechenden Rechtecksaufgaben?

10) c:/i — rn, J. — c'-=2inj. c = Y 2»«./. Determ.:

27i<^|m>2.

11) h:p.— m, i v — Jr = 2m.i v h=Y2mi l .
2 . J

12) a-.c — m. J. — er = r —• Determ.: ff reell:
]' 1 — »»'-

m 1; dann auch stets a < c.

13) h-.am, «t . — Ähnlich der vorigen Aufgabe.

14) c-.p — vi, J. — Gleichungen: c :p — m, c.h — 2J,
2 .J«i

h 2 = p'(c — p). Daraus c" — - . ■ Determ.: c reell:
' v J ' \ m — 1

m 1; dann auch stets c~>p.
Danzig, Übungsstoff. 2



S 5. Fortsetzung. — Ähnliche Dreiecke im recht¬

winkligen Dreieck.

15) Greg. a:p = m und a) c. — a:p = m, ar = c.p>.

Daraus a — c -
m

Determ.: a j > p : m y> 1.

1)) h. — Aus a : p m und p' 2 h 2 = er findet sich

2 _
P m- — 1 '

Determ.: p reell: 1.

c) b. — a : p — m, a 2 == p 2 + A'2 , «: p = b : h. Daraus7 n

d 2 — -r. — Determ.: a reell: 1.
m-— 1

d) q. — a:p = m, a"—p. [p -f- g). Daraus <? ==, •

Determ.: a + : m > 1 •

16) Geg. li-.p — m und a) a. — Wie 15 b) /i 2 =

Determ.: a stets h.

bj b. — a= ^ • — c) c. — Aus h:p = m u. h 2 =p.(c—p)

folgt h = -' • — Determ.: 2 h stets <C c.

d) q. ■— Aus h \p = m und A 2 = p ■q folgt h = •

17),.Geg.■ c-.p = m .Und a) a. — e:p?=m und '«* = c.p

giebt c 2 ^=m.cr. Determ.: c>j?:»8r> 1.

b) q. — Aus c :p = m und p -j- g~= c folgt c — - ®m —

Determ.: c + und > q:m^> 1.

c) 6. — Aus e : p = m und b 2 = c . (c — p) folgt

c 2 = . — Determ.: c.-l- und ">a:mlt >.l.jre—1 1 1

d) A. — c:p==m und lv l =p(c —p) giebt c 2 = ~

Determ.: c ~f- und > 2 h : m > 1.

Geom. Lösung der Aufg. 15—17): Konstr. ein dem ge¬

suchten Dreieck ähnliches, u. s. w.

In 18) und 19) findet der Satz Anwendung: Die Inhalte¬

ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate ent¬

sprechender Strecken.
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18) Geg. eine Strecke und das Verhältnis zweier In¬

halte.

a) Geg. ,7 : i l = n und eine der Strecken a, J| Ii, b, c.

I )eterm.: n > 1 .

b) Geg. n und q. — Führe i 2 ein! Aus J-.i =n folgt

,/ : %9- = 71 : ( n — 1). Daher q-: I>- = (n •— 1): n, lr = " '■-----'

Determ.: b reell :n> 1.

c) Geg. i 1 : i 2 — n und eine der Strecken a , p , /(, 6.

Determ.: Stets möglich.

d) Geg.. »£•: i, = n und c. — Führe «7 ein. Aus i y :i„ = n

folgt z. B. i= (n -j- 1) : n. Determ.: Stets möglich.

19] Geg. zwei Inhalte oder ein Inhalt und das Ver¬

hältnis der beiden andern Inhalte oder zweier entsprechen¬

der Strecken:

a) i v \. — 1) p . Ii = 2 i, 2) p 2 : h 2 = i x \ i %. Daraus

h l = 4 v« 2 , p 4 = 4 -' •2

Setzt man «j — tr, = u 2 , so wird A2 — 2u . v, p 2 =
*2<qip . .

Determ.: Stets möglich.V °

Hierauf kommen zurück die Aufg., wo ausser /, die Ver¬

hältnisse h-.q oder a-.b geg. sind. (i, und h : p. s. § 4, 11.)

b) J, L. — 1. Lösung: Aus a.b = 2J und c 2 :a 2 = J:

folgt a* = woraus man für J—u 2 i,= v 2 erhält:./ — i 1

■> 2 w. y 7 1) 2u-Vu 2 — v 2 o t •• ■ r •
<r = b- = 2. Losung: i„ = J —

fn s -t ä v ° 2 "

dann wie a). — Determ.: ./> i v

Hierher auch: geg. J und a:p oder b:h (J und c-.a

s. § 4, 12).

c) ./, i : i„ = n. — 1) Aus i t : t„ = « folgt J : i t =

( 1 -f- n): n, daraus L — ' - und i„ = T - f • — Vergl. nun
1 1 -(-« - 1 —-

a) oder b). — 2) Aus a . b — 2 J und er : />2 = i := n folgt

« 4 = 41!. J 2. Für J = u 2 : a 2 — 2 u 2 . Yn, b 2 — ^ ™ j/~ n ■

Hierher auch: geg. J und h-.p oder h-.q. (J und a-.b

s- § 4, 12.)
2*



d) i., J: L =n. — Es ist. L : L = n — 1. also L = —- 1' 1 2 3 2 n — 1

vergl. nun a). — Determ.: ?i>l. — Hierher noch: geg. i l
und b:c oder b:q. (i l und a : h s. £ 4. 13.)

8 G. Fortsetzung. Gemischt-quadratische Gleichungen.

Gegeben:

1) c, a 6 = s. — er -f- (s — a)~ = c 2, a (s — a) == S _ ' •

Determ.: Da cO sein muss, ist die rechte Seite der
Gleichung +. Die beiden Zeichen geben die beiden Seiten.
a und b reell: 2r>s ! . (Vergl. $5 3. B, l b ).*)

2) c, /' — ci — t. — er -f- (« + t)- — er, a (« — i) =
Q- f

• — Determ.; Da <■> L sein muss, ist die rechte Seite

+ , daher a + für das obere Z. Das untere Z. giebt absolut
b. — (Vergl. § 3. B, l a .)

Wie heissen die 1) und 2) entsprechenden Aufg. für
das Rechteck?

3) a + b = s. i. — a(s — a) = 2i. S. § 3, B, 2 b).

De term.: «) a -f- für beide Z. — ß) a reell: s > 2 / 2 i-

Bilde die entsprechende Reelitecksaufg.! Determ..- s> 2 |"
D. h. Unter den Rechtecken mit geg. Inhalt ist das Quadrat,
dasjenige mit dem kleinsten Umfang oder unter den Beoht-
ecken mit geg. Umfang hat das Quadrat den grössten
Inhalt.

Spezieller Fall: Ein Rechteck zu zeichnen, dessen Inhalt
dem m-fachen eines Rechtecks mit den Seiten p. q und
dessen Umfang dem n-fachen eines Rechtecks mit den Seiten
v, v gleich ist.

4) b — a = t, i. — a (a + t) — 2 i. § 3, B, 2 a). —
Determ.: Stets möglich.O

1*) Geg. Umfang v und c. — Es ist v — i- = s. — Anwendung:

Einem Quadrat ein Quadrat mit der Seite c einzuzeichnen, sodass
dessen Ecken auf die Seiten des ersteren fallen.
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Wie heisst die entsprechende Rechtecksaufg. ? Anwendung

derselben:

Einem Rechteck mit den Seiten p, q ein Rechteck von

geg. Inhalt i um- oder einzubeschreiben, sodass dessen Seiten

gleichen Abstand von den Seiten des ersteren haben. Wegen

der speziellen Eigenschaft der verlangten Figur kommt hier

noch die Bedingung i~>p.q oder i<ip.q hinzu.

5) c, b soll — y ~ac sein. — a (a -f- c) —

Determ.: a) a-\- für das obere Z. ß) a stets <c.

6) a, b soll = t/ sein. — c (c — a) = a-,

Determ.: «) c-j- für das obere Z. ß) astets <c.

7 a ) c, und es soll c—\' a(a-\-li) sein. — Giebt a — b,

d. h. ein gleichschenklig-rechtwinkeliges Dreieck. Iii der

That ist hier <; = ]f 2 d-■

7 b ) und es soll <•= h (a + h) sein. — b- (c 2 — b 2)
_ ci

~ 8 '

Determ.: u ) b" stets + und reell. Die beiden Zeichen

geben b~ und e 2 — b' 2 — er. ß) <• stets >b.

8) c, und es soll sein ä :b — b : ab. — b" {c 1 — 6 2)
- °\

•5

Determ.: a) b~ stets -f- und reell. Die beiden Zeichen

geben b- und c 2 — b- = a 2. ß) c stets > b.

9)J,a:b = b:a + b. - b- (fr — 2 J§== 4 J 2. — b*=J+
j/5 .72-, a * == b' l — ab = b 2 — 2 J.

Determ.: /<2 -f- für das obere Z. Das untere Z. giebt
absolut er.

a + b oder b — a und a und b stehen im goldenen

Schnitte, s. § 3, B, 3.

10) J und Umfang u. — Aus a.b = 2J und « + ?' +

tfa-A-h- =u erhält man a(^' ,Jr -n —= 2 J.
\ 2« /

Determ.: «) Die beiden Zeichen geben die beiden Katheten

a und b. (b braucht nicht besonders berechnet zu werden,

weil die Gleichungen für a und b symmetrisch sind.) ß) a

reell führt auf die quadr. Ungleichung: 16 J 2 — 24,/u- +



w 1 > o, oder J (^J — ®
Fälle zu unterscheiden:

3

«-

16
Hier sind folgende

ä) J > „ « 2 : die UÄleichung ist von selbst erfüllt.a

b) ,/ < ; w": l) J> ;; M3
j- (3 + 2/2). 2)J<

2 : J<^(3-2/2).

Setzt man J=v-, so erhält man folgende Bestimmung:

aj v

b) « 2 ^ 2

t/"~öT. 21 « 2

--j- zt 2 oder ü ' |/" 6 : stets möglich.

u~ : 1) - ir oder v^>-_ y y 3 : v

H:r< y 8 — 21
•/3+2 F 2 • 2) v 2 < | u- oder v < ~

Konstruiere diese Grenzwerte!

Eine andere Lösung für diese Aufgabe s. unten, 29).

Welche Rechtecksaufg. entsprechen 5) — 10)?

In den Aufg. 11—17 ist die Determ. durch die Fest¬

setzung a<ib oder ihr gleichwertige erweitert worden.

Geg. 11) a, q. — p(p +.g) = a 2.

Determ.: «) p + für das obere Z. ß) p stets <C a.

Geometr. Lösung.: An einen Kreis mit dem Durchmesser
q wird eine Tangente von der Länge a gelegt u. s. w.

12 ) a : q = m und eine der Strecken p, b, c, Ii. Hier ist

oder p ^ q, je nachdem hi 2 ^2. — Geg.

Determ.: a) a + für das obere Z. ß) a stets > p.

b) b. — Aus | i — mq, h.h — a.q. h 2 = h"q 2 erhält
9/91 i 7 ° v ^7 4-

man er (er + p ) — m v•

Determ.: a 2 + für das obere Z.

c) c. — Aus a = mq. b 2 = c . q. er -)- b 2 = c 2 folgt
( , C \ oa ( a + ) = er.
\ mj

Determ.: a) a für das obere Z. ß) a stets <C <>.



— 23

d) Ii. — Aus a — mq, Ir — p.q , a 2 = p 2 + A2 folgt
p 2 (p 2 + A2) = m 2 A4 .

Determ.: p 2 + für das obere Z.
Geometr. Lösung: Konstruiere ein Dreieck, in welchem

a-.q — m , so ist dasselbe dem gesuchten ähnlich, u. 's. w.
13 a) c:h = m, a. — Ähnlich wie vorhin erhält man

9 / •> 9 9\ 4. 9
c" (a~ irr —• <rj — er m .

Detern:.: «) c 2 -|- für beide Z. /S) c" reell: m > 2.
;■) <■>«. Ist für beide Z. mit Rücksicht auf- /?) erfüllt.

d) Ist, at^b. daher e" ^2 a 2 , so gilt das obere-(untere) Z.

13 b). c-.h — m : p. — c (m 2 p — '•) = p 2 m 2.

Determ.: «) c -f- für beide Z. /i) c reell : m > 2.
> obere 1 r, •, ,

■/) c stets 2p für das un j-ei.e f I )äs untere Z. gilt also,

wenn der grössere Abschnitt q geg. ist. — Geometr. Lösung
wie bei 12).

Geg. eine Strecke und die Summe oder Differenz der
Quadrate zweier andern Strecken.

14) c, ar + A2 = s 2 . — Aus a" + A 2 = s 2, a~ — A 2 = p 2,
cr = c.p folgt p(2«—p) = s 2. — Determ.: «) p -f- für beide
Z. /i) p reell: c > s. j/) 2 p < c: für das obere Z. unmög-

i 4 .•>
lieh; für die Giltigkeit des untern muss sein c 2 > ~s 2.—

Ist /' 2 -)- A 2 = s 2 geg., so gilt für q dieselbe Gleichung wie
oben für p. Das obere Z. ist auch unbrauchbar, weil
q < c sein muss, das untere erfüllt die Bedingung 2 <7> <• für
2 4 ^

C < 3

15) t', a 2 -f-p 2 = s 2. — p (p -)- c) — s 2.

Determ.: «) p + für das obere Z. /i) 2 p < c:

c2 > * « 2. — Ist -J— 5 2 = s® geg., so heisst die Determ.:O
o o 4 -)

o) wie vorhin, /?) q <^c •. c- > ^ , y) 2 q > c : c- << g s".

16) c, A 2 — p 2 = <2. - p(| -p) = |.
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Determ.: «) p + für beide Z. ß) p reell für <r > 8 t 2.
y) 2 p < c : für beide Z. erfüllt. — Ist q 2 — A2 = t 2

geg., so lautet die Gleichung </(q 1^ ^. Determ.: «)
(/ + für das obere Z. /?) j|<; .-v > t /) 2 </ stets > c.

17) c, a 2 + g 2 ==s 2. -— 7 (<7 — c) = s 2 — c 2.
Determ.: I) s > c: a) <7 + für das obere Z. /?) Nach

der Gleichung ist </ <C c unmöglich.

II) -s < c: «) <7 reell : c 2 < ^ s 2. /S) g-f- für beide Z.
y) Xach der Gleichung ist stets q < c. d) 2 g stets
^ oberel r, , .
-Sc für das , c Z. Das untere Z. gilt also, wenn<C untere)

i?>2 +7/" = s 2 geg. ist. — Behandle ebenso
18) a, b 2 -f- A 2 = s 2, 19) a, /r — r/ 2 =3= i 2.

20) Geg. p, a-|-c = s. — a(a-|-p)=ps.
Determ.: «) a+ f. d. obere Z. /i) a>p:s>2p.
21) p, c — a — t. — a(a — p) — p.t.
Determ.: a) a- f- für das obere Z. /'?) a stets > p.
22) p, c + /i = s. — h (A + p) ==p(s — p).
Determ.: a ) A -f- : s > p.
23) p, c — h = t. A (A —p) = p.(i — p).
Determ.: I) t > p. u) Ii + für das obere Z. ß) A stets >p.

3
II) t<ip. a) Ä+ für beide Z. ß) A reell: t > —p. y) h

stets <p. D. h. I) gilt, wenn der kleinere, II), wenn der
grössere Hyp.-Abschnitt geg. ist.

24) A, a + b — s. — Ausa + 6 = s, a.b — c.h, a 2 + i 2 = c2
e rhält man die für a(s— a ) quadratische Gleichung: a 2 (s— a) 2 +
2 A2 a (s — a) — A 2 s 2.

Da s > a sein müss, kann nur die + Wurzel gebraucht
werden:

a (s — a) = A )ta_|_ s i — A 2.
Determ.: cc) a-\- f. beide Z. ß) ci reell :s>2] 2#.
2-5) A, — a = t. — Ahnlich wie vorhin erhält man:

ci \o, —j—i) = A | // - -j- —)—A".
Determ.: «+ für das obere Z.



Anmerkung. Die Aufgaben, wo geg. sind <i-\-c, h-, c — a, h;
a -\-b, p; b — a, p ; a -f- h und b oder q; c -|-h und c oder a führen
auf nicht reduzierbare Gleichungen höheren Grades.

Geg. der Radius des einbeschr. Kreises r und

26) c. — Man ziehe die Radien nach den Berührungs¬

punkten und setze den der Hyp. anliegenden Abschnitt einer

Kathete = ,r. so sind die Katheten x -f- r und c — x + r und

daher (./• —) 2 —(—(c — x-\-r) 3 = c 3, woraus .r(c— ,r)—r (c-f-r).

Determ.: «) Die beiden Wurzeln geben die Abschnitte

der Hyp. zu beiden Seiten des Berührungspunktes, oder: ihre

Summen mit r geben die Katheten. — ß) x reell : aus

( .'») > r ('' + r ) ±'ol 8' t r <— 2+ \ °2 '

Geometr. Lösung: Verbindet man den Mittelp. 0 mit

den Endpunkten A und B der Hyp., so ist A A OB kon-

strnierbar aus AB—-c, /.l OB =135° und der Höhe r.—

Leite die obige Determ. für r aus dieser Konstruktion ab!

27) Umfang u. — Es ist c — " — r, yergl. nun 26).

28) J. — Es ist u = ^ \ daher c = — r.r r

. 2 .7 u 2.7
2!i) Gesc. ./ und u. — Es ist r = und c = , .' " u 2 ii

S 7. Aufgaben über spezielle, durch einen Bestandteil
bestimmte Dreiecke.

R e i n - q u a d r a t i s c h e Gleichungen.

Gesucht 1) Ein Quadrat, welches einem gleichseitigen

J )reieck mit der Seite a gleich ist. — Seite 3^2.

2) Ein gleichschenklig-rechtwinkeliges Dreieck, welches

dem gleichseit. Dreieck gleich ist. Kathete = |/ " y" 3 a i.

Ein gleichseitiges Dreieck (Seite = o, Höhe == A), von

dem geg. ist:
2c ,2c..

3) Inhalt = c 3. — a 3 — . 2 <*, worin -r die Seitey 8 V O
eines a-leichseit. Dreiecks mit der Höhe r ist.
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4) Inhalt = dem eines gleichschenklig-recht w. Dreiecks
2c

mit der Kathete c. er = ^ ^ . c.
5) a + ä = s. — a = 2 (2 s —- jA3 ?)•

6) ei — h = £. — et = 2 (2 t -j- 3 t 3 )•
Geometr. Lösung: a) Benutze ein Hilfsdreieck mit der

Seite et + h oder a ■— h. h) Zeichne ein dem gesuchten ähn¬
liches Dreieck, c) Teile s, bez. f im Verhältnis 2 : |/~ 3
(a:h = 2-.y TT).

7) a -)- Ii = s. (R = Radius des umbeschr. Kreises.) —

a — | 3-/T).

8) a — Ii = t. — a — g (3 -j- J/ 3 ).

Geometr. Lösung: a) und b) analog 6. c) Teile s, bez.
t im Verhältnis y 3 :1.

9) a-\-r = s (r, — Radius des eiubeschr. Kreises). —
«=

10) a — r = t. — a =11 (6 + 13).

Geometr. Lösung: a) Zeichne ein gleichschenk]. Dreieck
aus der Summe (bez. Differenz) von Basis und Höhe = s
(bez. t) und dem Winkel an der Spitze = 120°. b) Zeichne
ein dem ges. Dreieck ähnliches, c) Teile s, bez. t im Ver¬
hältnis 2/3 : 1.

Gesucht ein gleiclischenklig-rechtwinkl. Dreieck (Kathete
= a. Hyp. _== c), von welchem geg. ist:

11) a-\-c = s. — et = s (y~2 —: 1).

12) c — a = t. — a = t ( y 2^+1).

13) Umfang u. -— a— (2 — V~2). — Geom. Lösung

analog den Lösungen der vorhergehenden Aufg.
Gesucht ein rechtwinkeliges I )reieck (kleinere Kath. = a)

mit dem einen spitzen Winkel von 30°. welches gleich ist:
2 c

14) einem Quadrat mit der Seite c. —- a" = . r.
V 3

15) einem gleichseit. Dreieck mit d. S. c. — er =



16) einem gleichschenklig-rechtw. Dreieck mit der Kathete
o c

<: : a = , . c.
V 3

Gesucht ein ebensolches Dreieck, von dem geg. ist:
17) Summe oder Differenz aus der grösseren Kathete

und der Hyp. — Vergl. 5) und 6).
18) Summe (s) oder Differenz (i) der Katheten. —

«.= g (V 3 — 1), bez. a = ~ (j/" 3 + 1).

19) Umfang u. — a = (3 — V 3).

Geom. Lösung analog den Lösungen der vorhergeh. Aufg.
Hieran schliessen sich entsprechende Aufgaben über ein

o-leichschenkliges Dreieck mit dem Basiswinkel von 30°. —0 O
Vergl. auch 7) und 8).

20) Von einem gleichschenkligen Dreieck (Schenkel = o)
mit dem Basiswinkel von 75° ist der Inhalt = <r geg. -

a = 2 c. — (Drücke den Inhalt durch den Schenkel und die
Schenkelhöhe aus!)

21) Ein dem genannten Dreieck gleiches gleichseitiges

(Seite ==•<■) zu zeichnen, ar = y" ^ .

Anhang zu § 7. Aufgaben über das regelmässige
Vieleck.

1) Ein regelm. Vieleck zu zeichnen, dessen Inhalt
1 n = «- ist.

Drücke den Radius r des umbeschr. Kreises durch c'2 aus.

•2) (leg. die Summe oder Differenz s der. Seiten «, K und
a„ zweier demselben Kreise einbeschr. regelm. Vielecke.

Z. B. as + a l2 =s. — r = s(\f<> — V T + "|/ 2 — VT )

(V~s + V 2 ), d. h.:
Beschreibe einem Kreise mit dem Radius s ein regelm.

Ac ht - und Zwölfeck ein, bilde die Differenz, bez. Summe u der
Seiten derselben und zeichne schliesslich u V s + u ^ 2 ■

Geometr. Lösung: Sei 0 der Mittelpunlct des Kreises,

AB und B C (C auf dem Bogen zwischen A und B gelegen)



a m und a„, so ist A ABC konstruierbar aus AB + BC,

Z. ACB = Z_B C0-)- ZjA C0 = 2 und AC, welches

Basis des gleichschenkligen Dreiecks ACO mit /1A0C —
4 R 4 R . ,

ist.
m n

3) Geg. die Summe oder Differenz .s der Seiten b m und
veiei

ecke.
b n zweier demselben Kreise umbeschriebenen regelm. Viel-

Bestimme den Radius r des Kreises. Z. B. Z> + &l2 = s:

l Y2 (1 + 1/2 4- V 3 )•
2 (1 + V'2 — J/8 j

4) Geg. die Summe oder Differenz s der Seiten a m und

b n zweier regelm. Vielecke, von denen das eine einem Kreise

(Radius = r) einbeschrieben, das andere demselben Kreise

umbeschrieben ist.

Z. B. a e — || = s: r = s (3 -f- 2 Y2 ).

§ 8. Aufgaben über Dreiecke, in welchen ein W inkel
Ton 60 u , 30°, 45° u. s. w. vorkommt.

Gleichgängen teils linear (3) und 4) der einzelnen

Gruppen), teils gemischt-quadratisch.

Bezeichnungen: die den geg. Winkel .1 einschliessenden

Seiten A C und AB = b und c, die Gegenseite B C = a, die zu

<■ gehörige Höhe Gl) = h, der Inhalt J.

I) <A= 60°. — Geg.

1) a, b-\-c — s. — Gleichungen: a ä = /r + (s— b — AI)-),

AI) = /'( = £ ]/~3 . Daraus £ (s — 1>) = * ■

Determ.: «) Da s > a sein muss, ist die rechte Seite

+ , also b -f- für beide Z. (i) b reell : 2 a > s , also
- a^> s ~> a.

Anwendung: In ein gleichseitiges Dreieck ein anderes

gleichseit. Dreieck mit der Seite « einzuzeichnen. (Die ent¬

sprechende Aufgabe für das Quadrat s. $ 6, 1.)*)
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Geom. Lösung: Ivonstr. ^ A B C aus / . I, b -f- o, a durch

ein Hilfsdreieck. Analog die Lösungen der folg. Aufg.

2) a, /> — c — t. — Ähnlich wie vorhin erhält man

b (b — t) = a 1 —-1".

Determ.: Da «>£ sein muss, ist die rechte Seite -f-,

also b + für das obere Z.

3) c, a + b. — Ganz ähnlich erhält man b = 1 '^ ''s ''.' 2 s — c

i . / , / (c —j- t). (c — t)

5) b-\-e — s, J. — Aus 2 J = r. /t und h = ^ j/~;3 findet

4 J
sicli c (s— c) = - ' • — Determ.: «') c + für beide /.

v f 3

(j) c reell : « 8 —/= u' 2 gesetzt: «>• 21/ 2 u-
V 3 | | 3

6) b — c = s, J. — <•(<; + <)= ■ Determ.: c-j- für
1 B

das obere Z.

Geg. a + c = s und J führt auf eine kubische Gleichung.

7) «, J! — Gleichungen: a- ■= Jr + . h=-£- \f 3 ,

c .h = 2 J. Daraus: c 8 ^a' 2 -f- o- J V3 —

Determ.: o) Aus den Bestimmungsgleichungen ergiebt.
i 4 o

sich, dass a~ + J I 3 = />-. die beiden Wurzeln geben

also c- und b-, das Dreieck ist somit durch /_A, b. <■ ein¬

deutig bestimmt. — ß) c- reell :J- — ' ,a-J<([

ii) ! < ' a 1 oder ^ j/v : die Ungleichung ist von selbst
erfüllt.

b) J > 'y. a 8 : ./< 1 3 , d. h. J < Inhalt des gleich¬

seitigen Dreiecks mit der Seite ct. — Einfacher die geometr.

Lösung.

II) Z.A = 120°. — Geg.

g x 16
c ^ 3 J ■
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1) a, b-'r c — s. — Gleichungen: a° = /r-\-(s—b-{~AD 2),

u. s. av . wie in 1 ). — b (s — b) = s" — a'.

Determ.: «) Da s > a, ist die rechte Seite -f-, also b -f-
2 cc

für beide Z, ß) b reell : 2, a > s Y 3 , also >s>a.V 3

Anwendung: In ein regelmässiges Sechseck ein anderes

regelm. Sechseck so einzuzeichnen, dass die Ecken desselben
auf die Seiten des ersteren fallen.

Bilde noch die 2) — 6) in I) entsprechenden Aufgaben.

III) ZA = 30°. — Geg.

1) a, b c = s: — Gleichungen: a- = h- -|- (s —b — AD"),

AB = | YS, h = — b (> — b) = ä = ( s ' — a ")-
(2 — Ys)-

Determ.: a) Da s > a. ist die rechte Seite -j-, also b -f-

för beide Z. ß) b reell: 2 a>s|/ 2— Ys ■ (D.h. 2 a

grösser als die Seite des einem Kreise mit dem Radius s

einbeschriebeuen regelm. Zwölfecks), y) Ü3ie beiden Zeichen

geben b und c.

Bilde die 2)—6J in I) entsprechenden Aufgaben. Für

5) heisst die Lösung c (s — r) = 4J, für 6) e (o-j-'i) = 4 J.

IV) Z.A — 150°. — Geg,

1) a, b -f- c=s. —■ Gleichungen: a 2 = A'2 + (s-— b -{-AD' 2 ),

u. s. w. wie in III). b (s — b) = 2 _ = (s 2 — er) (2 + V~3 )■

Determ.: Ganz entsprechend III), 1). b reell: 2 «>s.

-f Ys , oder 2a\^2 — Y 3 > «• D. h.? — U. s. w.

V) Z.A — 4 5°. — Geg.

1) a, b c = s. — Aus a- = A2 + (s — b — AD)-,

AD — A, h — t— folgt b (s — b) = s "r — 0 " ■

| 2 ° V 2 V 2 2

(2 — Y 2").

Determ.: «) Da s>a, ist die rechte Seite a ls°

b-f- für beide /. ß) b reell :2a^>s\f2 — Yi ■ D.h. 2 a
grösser als die Seite des dem Kreise mit dem Radius s ein¬

beschriebenen regelm. Achtecks.
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Deterin.: «) Da i<«, ist die rechte Seite +, daher b
für das obere Z.

Determ.: Da s > c, ist c stets +.

4) c, a — b.

•5) b -f- c = s, J. — c (s — c) = 2/y"y. — Determ.: a)

c + für beide Z. ,j) c reell : s~ > S ,/ ]/ ~2

6) /< — <: = t, J. — c ('■ + £) = 2 J | ~2 . Determ.: c +
für das obere Zeichen.

7) a, J. ■— Aus er — h 2 -)- (c — /«)*, c. h = 2J folgt

c'2 (a 2 4 J — c 2) = 8 J-.

Determ.: ß) c- reell gieb tdie Ungleichung : J-— } er J

a) 2 J < « 2 : Die Ungleichung ist von selbst erfüllt.

a) Aus den Bestimmungsgleichungen ergiebt sich, dass

er -}- 4 J — <r — 2 h - — b 2, die beiden Wurzeln der Gleichung

für c 2 geben also die Quadrate der den /_A einschliessenden

Seiten, das Dreieck ist somit eindeutig bestimmt. (Zeichnet

man das Dreieck aus /_ A , c und a , so erhält man wohl im

allgem. zwei Dreiecke über c mit verschiedenen Seiten b,

doch ist von ihnen nur das eine brauchbar, da zu einem be¬

stimmten Werte von c nur ein einziger Wert von b gehört.)o o J

Yl. Bilde die entsprechenden Aufg. für /.A — 135°.

§ 9. Aufgaben über ähnliche Dreiecke im gleich¬

schenkligen Dreieck.

Bezeichnungen: Im gleichschenkligen Dreieck ABC

[AB die Basis) werden die Höhen CD und BE gefällt,

welche sich in F schneiden. Man setze AB—a, AC —

•3) c. a b — s. — c — —S ■
2s—c Ys



71C=1>, CD— h, BE = k, DF = p, HF — q. AE=u.—

/ C ist spitz oder stumpf für a^2h, a^2p, l^q, h^p,

2 a'- > « 2, er < 2 P, « 2 < 2 Z>2.

Rein-quadratische Gleichungen.

Gegeben:

1) A, &. — Da A -1 HE^ A A CD, ist h-.k= :

2 7i

a 2 __ jj.2 ) „ _ j ■ — Deterni.: a) a reell: 2

/!?) a < 2 A: F < 2 A2.

Geometr. Lösung: Ziehe 1>G || BF, so ist DG — und

A CDG konstruierbar. — Oder: durch h:k = " :u ist ein

dem /\A BE ähnliches bestimmt, u. s. w.

2) p, u. — /\BFD^>/\BA E, somit p :u — "0 :

V a- — U -, woraus a- = 2/ '" , ■ — Determ.: a) a reell:1 i \ 4^2 _ u -

2 p > ß) a > 2 p : « 2 > 2 ;>2 .

Geom. Lösung: durch 2 p-.y — a-. k ist ein dem A ABE

ähnliches bestimmt.

3) b, q. — A-® FD^ /\^CAD, somit b : q = :

*/"• /"v />— 26g
j/ 2 -(2) ' /F+?"

4) b : a — m, p. — Aus b = m . a und p : -g- — 9 :

|/ folgt a=--2p Y4 m ! — 1. — Determ.: «) a

reell : 2 m > 1. ß) a > 2 p : 2 m 2 > 1.

5) h:a — m, q. — Entsprechend 4) findet man a — ' .

Jf 4 m 2 — 1.

Determ.: a) 2?n>l. — ß) b > q : 2 m" > 1.

Die geom. Lösungen von 3)—5) sind analog denen von
2). — I11 den folg. Aufg. ist geg. J - (" und:



6) b: a = m. — Gleichungen: b : a = m, 2 J■— a . h,

b" = Ii 2 -f- . Daraus a" = 4c1 ' . — Determ.:
\2) X 4 m?- 1

Wie 5).

7) h:k — m. — Gleichungen: h = m . k, 2 J — ah,

a.h = k J/' Daraus /r = c |/(4 m 2 — l).c 2 . —

1)eterm.: «) h reell : 2 m > 1. — ß) 'S. 1). &2 <2/r:2« ! > 1.

SJ : m. = r«. — Gleichungen: entweder a =2 m . n,

2 J=b.k, a-.u — b: % |'/\, >4,5 E<^/\A CD), k" — a- —w 2, oder:

a = 2 m.u, 2 J:k.u=m i (/\A B E^A CD), k- = a" — u".—

Daraus a" = 8 <• 1/ ' . — Determ.: «) a reell : 2 in^> 1.
I 4 m- — 1

ß) 2 fl 2 > m2 : 8 m- > 1.

9) " : ^ = m. — Gleichungen: a = 2 rnp, 2 J:a.p — nr

( \ A CD ■>->A FBD). — a- = ^ . — Determ.: a >- 2 p :

1.

10) b-.q = m. — Da b : q = " :p, so ist diese Aufg. mit

!t | identisch.

11) h:p = m. — Gleichungen: h = mj>, 2J=a.h,
4 c'"

":p — h:-. Daraus a 2 = . A 2 = c 2 </ m . — Determ.:
2 2 1 in 1

h p : 1.

Ist ausser J eine der Strecken p, <7, « geg., so resultieren

Gleichungen höheren Grades.

Geg. 12) A A CD : A A B E — n und eine der Strecken

a, b, h, k, u. — Da A /l CD A ABE, so ist « = ^ =

('«= Ist daher z. B. b geg., so folgt sofort « a =''. —/,-a 4 ,,'i o e> ' © n

Determ.: it ) a <^2 b: 11 > ' . /?) «" 2 £>2 :2m> 1.

13) A CD: 2^ FBD = n und eine der Strecken «, />,

//. p, <y. — Wie bei 12). Ist b oder q geg., so ist nach Be¬

rechnung von q, bez. A die Aufg. auf 3) zurückgeführt.
D a 11zig, Übungsstoff. 3
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14) CJJ: £\ABE=n und p. — Gleichungen :

n = p : " = u: k, P = a~ — m2 . Daraus « = 2 p i/' 4 «-— 1.4 ir ^ r

Determ.: «) « reell : n> ^. /i') «>2/):2w>l.

15) /\ACTJ ■./\ABE—n und <7. — Die zweite der

vorigen Gleichungen heisst hier q: ® =a-.k. — a = q\' 4 —° ° -1 2 In
Determ.: Wie bei 14).
16) A A CT) : A FBD = n und k. — Gleichungen:

n = h 2 :, a .h — b .k, b 2 = h 2 -f- , oder auch : n =

+'■*•- —y> +| -
Determ.: «) a^> k: stets erfüllt, ß) er 2 k 2 : n > 1 .

17) A A CD : A FBJJ = n und n. —- a = u.\ 1 + v. —
Determ.': Wie 16).

Gemischt-quadratische Gleichungen.

Gegeben:
1) h, u. — Gleichungen: h : " = k: u, P = a ä — ir. Dar¬

aus a 2 (ar — u~ } = 4 h'1 ur.
Determ.: a) ar und daher u reell f. d. obere /. —

Da s unte re Z. giebt absolut a 2 — ur, d. h. kr. — ß) ar < 2 k 2 :
ur 2 Ii 1.

2) q, u. — Aus q:a = p:u und = folgt

ä 2 (4 q 2 —■ a 2) — 4 q 2 ir.

Determ.: «) a 2 + f. beide Z. Die beiden Wurzeln geben
et2 und 4/r. /S) a 2 reell: q~2>u. y) a<^2q (oder a^>u):
ist für beide Z. erfüllt.*) tf) a >- 2 p: für a 2 ist das obere
Z. zu nehmen, das untere gilt für a < 2

3) h: k — m, a. — Aus b: k — m, b . h — h . k, h 2 — ^ -f /r

*) Geht schon aus den Bestimmungs-Gleichungon hervor.



folgt h(am — h)=^. — Determ.: c.) Ii reell: m 1 . ß)

a 2 Ii für h ist das *' *'U | Z. zu nehmen.J> untere!

Geom. Lösung: Konstr. ein dem A BEC ähnliches,

u. s. w. — Behandle ebenso die Fälle 4) und 5), wo m und

p oder u geg. sind.

6) h:u = m. J. —• Gleichungen: h:u — m, u:~~ = a:l>,

2 J=a.h, b~ = + A 2.—Daraus h i (h i -\-J 2)=-[2,Pm) 2.—

2 J
Aus h findet sich a= ' . — Ist J—c' 2 . so wird h 2 —

h

e: V c (V © 2+(2 m ö)2 - t)

Determ.: et) h l + f. d. obere /., daher Jr reell. (J)

S. 1. M3 <2 /i 2 :2OT 2 > 1.

S 10. Transversalen. Lineare Gleichungen.

Geg. Z.A und 2 Punkte B und C auf den Schenkeln

d esselben. Eine Gerade XY\\BC so zu ziehen (X auf AB,

) auf AC ), dass sie noch einer Bedingung genügt.

Bezeichnungen: BG—a, AC = b. AB = e, BX = x,

A Y=?/ , X Y=z. —Es sind 3 Fälle zu unterscheiden: A) X liegt

zwischen A und B, B) X liegt auf der Verlängerung von

AB, (!) X liegt auf der Rückwärtsverlängerung von AB. —

Gleichungen: A) c :.c — x = b: y, z-.a—y. b.

B) G : c + X = b : y, z-.a—y : h.

C) c: x — c i==b : y, z:a=y. b.

Determ.: A) x + u. <^c. B) x C) x u. c.

Ma n kann die Aufg. auch so fassen: Geg. A ABC,

X Y ist || B C zu ziehen, wenn man die Erweiterungen B)

und C) eintreten lässt. Soll XY nicht ||-BC, sondern in

einer anderen Richtung verlaufen, so ziehe man BF || zur

letzteren. Soll Y hier speziell auf AC selbst liegen, so

tritt noch die Determ. y •< b hinzu (für A) u. B), für C) ist

diese Beschränkung nicht zu erfüllen), ausserdem muss
3*
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/_ABF<^2R— Z.A sein, wenn nicht -V V in den Neben¬
winkel-Raum fallen soll.

1) BX-.A Y —m. — A) x = - • — Determ.: .<• stets
&+ Cm

+ und < c.

B) x = ——. — Deterrn.: # -4- : c im.
- —bm

C) x s=------ ■ — Determ.: a) x-\-:c<^bm. ß) x
b — cm

stets > c.

1)* Soll XY\\BF sein, so tritt für b AF=p. —
Determ.: für y <^b:

A) u) p <^b: y stets b. ß) p^> b : p. c <^b (mp -f- c).
15) «) p <^b -,p . c <^b (c —pm). ß) p^> b : unmöglich.

2) J)': B X = m. — A) x = —'-— Determ.: x stets -<c.a-\-m c

B) x— ■ — Determ.: x 4- : crnä.' nie ■— a

C) x = —' • Determ.: «) x + : cm <r ci. ß) x stets > c.a — mc

2)* X Y || BF analog 1)*. — Determ. für // <^b. A)
a) p <ib: y stets <C b. ß) p < b. Ist CS\\BF, so muss
sein X Y < CS. B) «) p'<^b-.XY~^>BF. ß) p>>b: un¬
möglich.

3) Es sei AV A-BC und Q Schnittp. von AP u. A" Y.
Dann soll XY:PQ = m sein, d. h. es soll dem ein
Rechteck mit geg. Seitenverhältnis eingezeichnet werden,
dessen eine Seite auf BC fallt. — AP=h, PQ—u.

A) u = ■ — Determ.: u stets -</'• — B) n —a-\- mh

—• — Determ.: u 4- :m ,h>> a. — C) u — —mh — a 1 > a — mh
Determ.: a) u <; a. ß) u stets > Ii.

4) BX : A 5 = A Y : A Y. — Zu den eingangs angeführtenO o o

Gleichungen tritt noch x.y — z 2

A.) x % — — Determ.: x stets -<c.
a - -\-bc ^



B) x == " 1 „• — Determ.: -j- : /'<;]>■ a' 2.6c — « 2 1 "

0) x == •a . — Determ.: «) « + : 6 c < « 2. /?)

stets > c. — 4)* analog 1)*.

5 ) B X: X Y= X Y: A X. —A) « = •/' c - „. B) x = , a * c
«- -f c- ' c- — « 2

Cl" c
( ' X = s •, .a m— c

Determ. analog der vorigen. — 5)* X' Y || BF. — Determ.

analog der zu 2)*.

6) x m .y = s. — A) x = — Determ.: u)

x -)- : für s m. b muss sein : c ^ m b. ß) x <1 c : für

9 m. h muss sein. :s^c.

B) x — ' ■ —- Determ.: a; fr¬ei

Cj x = ' --i'''' • — Determ.: > c : s > c. —c -(-'«• o

6)* X Y || ß/''. Analog 1)*.'

7) x — ->n. »/==«. — Man setze in 6) für m — in. —

De term .; A) x <■: s c. B) x -j- : c j> bm. C) et) x -f- :

Wie 6) A) ct. — ß) x^>c: für s'^mb: muss sein s <;.

8 ) m.ij — x — s. — Man setze in 6) für m — m und

für s —s.

Determ.: A) et) x -f- :mb^> s. ß) x stets <^c. B) x -f- :

für s''^mb muss sein o ^ mb. C) et) x-\-:mb^>c. ß)

x stets >'o.

Spez. Fall von 8): XY\\BC so zu ziehen, dass der

Umfang des Dreiecks AXY = dem des Trapezes B C YX.

Es ist m=l, 2 s = a-\-b — c, und man erhält für A)

x= ' l f.~[ ' "K — Determ.: Stets möglich, da b~>a — c.2 (6 + c) ° '

Ist A' Y H BF, so wird in diesem spez, Falle x= g

(2 p -j- c — ( a -f- b )). — Determ.: «) x : 2 p > a -(- b —- c.
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ß)y<_b: 1) P<b: y stets <C b. 2J p>b :/>(« + c — b)
<2 b.c.

9) PQ + m . X Y = «. S. 3. — A| u = h{ ' H '--~ S) •; ^ 1 y m. a — Ii

Determ.: «) u -f-: für s ^ m. a muss sein h ^ m. a. ß)

u < h : für s ^ am muss sein s h.

Z. JB. 7>i = 1. d. Ii. dem ein Rechteck von geg. Um-

fans'e = 2 s einzuzeichnen: u = '' — Bilde die Lösungenö a — Ii

für B) und C)!

10) Behandle ebenso P Q — m . X I = s und 11)
m.XY — PQ = s.

12) BX + m.CY=8. — A) x + m. (b — y) = s. Setze

in 7, A) für s s —- m. b. ß) x -f- m. (y — b) — s. Setze in

6, B) für s s -f- m. b. C) x -j- rn . (y b) = s. Setze in 6,

C) für s s — mb.

13) BX— m.CY—s. — A) Setze in 6, A) für s
s —j—m. b. B) Setze in 7, B) für s s — m . b. C) Setze in

7, C) für s s -\-m .b.

14) rn.CY—BX—s. — A) Setze in 6, A) für s
m .b — s. B) Setze in 8, B) für s m . b + s. C) Setze in 8,

G) für s s — m.b.

15) und 16) BX + m. XY = s. —• Vertausche in den

Lösungen von 6) u. 7) b mit a.

17) XY=m.{BX-\-AY). — Zu den allgemeinen Gl.
, ... , , , . , c(a — m.b)
tritt z = m . (x + «/)• A x = ; , •v ' •" ' mc-f-a— mb

Determ.: «) x +: für mb ist x stets +, lür
a<^rnb muss sein m (b ■—c) >• a. ß) x <^c nur für a^>mb.

B) x= — Determ.: x-\~: für a^>mbmc — (a — mb)

muss sein m(b-\-c)^>a : für a mb : m (b -f- c) < a, d. h.
m jedenfalls < 1.

C) x = -'-tyP - — Detenn.: a) « + : für a<^mb istmc -\-mb — a
x stets +i für a > m b muss sein m [ b + c) < a, d. h. m jeden¬

falls < 1. ß) x > c nur für a > mb.



__„ Tr , , .x C (Ci -4—TYbb)
18) XY—m.(BX — A 1'). — A) x = ■ . . ,.' *• 7 ' wj c -j- a+ tn b

Determ.: x stets -f- und <C c.

B) x = ' "' ll} , • —- Determ.: &• + "•mc a +mc — (a -f- mb)

a) c<^b: unmöglich, b) c^>h : m (c— b) > a. d.h. m jeden¬

falls > 1.

C) * =
c (ia -j- mb)

Determ.: x-\-:mc<ia- lr mb.a -)- inb — mc

a) c<Lb : x stets + . b) c > b : rh (c — b) < a.

Behandle ebenso 19) XY=m. (A Y— BX), 20) IT =
BX—m.AY, 21) XY=m.AY—BX.

22) X Y— m. {BX-\- C Y). — Zu den allgemeinen GL

trit t hie r in A) z — m (x + b — y), in B) z = m (x — b -|- y),

in C) z = vi (x b - p ;//).

A) X:

B) X:

a -f- m (b + c)
ac

m (ö —j—c)— a

Determ.: x stets

Determ.: x -j- : m (b -f- c) > a.

G) x= , — Determ.: «) x -\-:a>m(b -j-c),a — m (]) -)- c)

d. h. in jedenfalls < 1. ß) x stets ><■.

23) XY=m.{BX-CY). - A) « = f(+ -

Determ.: «) x -f- : für b >- c muss sein a >- m ( b — c), für
b < c ist x stets +. ß) x -< c nur für b < c.

B) x— — — Determ.: .« +: a) c<.b: un-mc — mb — a

möglich, b) c>i:m(c— b) a. d. h. m jedenfalls > 1.

C) x = ,' ■ — Determ.: a) x -f- : a) c <^b : xa ~pbm— cm

stets +, b) c>b:in(c — b) <_ a. ß) x > c nur für c >- b.

Wie geht die Lösung für X Y = in. (C Y—BX) aus

der vorigen hervor?

24) und 25) Behandle ebenso: XY=.BX J rin. G Y.

26) XY— m (BX + A Y) + t, worin t irgend eine geg.

Strecke bedeutet.

A) x = ' 1 ■— Determ.: a)x-\~: a)Ist a-{-t^>mb,a — mb -f- mc

so muss auch sein :a^> rn (b — c): von selbst für b <^c er-
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füllt, b) a -j- t <i mb : a<C_m (b — e), für b<ic unmöglich.—

ß) < '■ : Für a) muss für b) t ~> mc sein. —

Löse noch B) und C).

Tra 11sversa 1 en im Trap ez.

Geg. Trapez BCDE. XY\\BC so zu ziehen (X auf

B E) , dass noch einer Bedingung genügt wird. — Ist der

Schnittpunkt der Verlängerungen von B E und CD -1 , so

sind in Bezug auf die Lage von X gegen die P. A und B

dieselben Fälle wie in § 10 zu unterscheiden. Bezeichnungen:

BC=a, CD = d, DE = e, BE =/, AB = c, AC=l>.-

Da c:f= b : d — a : a — e , so können b und c und da¬

mit die früheren Formeln, soweit sie direkt anwendbar sind,

durch die Seiten des Trapezes ausgedrückt werden.

Solche unmittelbar übertragbare Aufgaben haben über¬

haupt nur dann eine besondere Bedeutung, wenn die Determ.

#</ oder y<d eingeführt wird. — Eine direkte Lösung

erhält man, wenn man D K \\ BE zieht ( K auf BC). In

manchen Fällen kann man hierdurch die Resultate ebenfalls

den früheren durch Buchstaben-Vertauschung entnehmen, in¬

dem man a mit a — <y c mit b mit d vertauscht, z. B. in

4), 5), 6), u. a. m.

1) BX-.D )' —m. — Ziehe DK || BE [K auf BC) und

vergl. § 10, 1. — Dabei beachte, dass X Y schon den Raum

des Scheitel winkels von _/ CD K schneidet, wenn x^> f

wird. Für x<AB muss sein nach C: af <^med. — Ist

X Y nicht || BC, sondern || BF. so ziehe DI\\BE (lauf

BF) und vergl. § 10,1.* In der Determ. dafür, dass Y auf

CD selbst Hegt, kommt noch hinzu / A IiF> _ABD

und, falls X auch zwischen B und E liegen soll: x </.

Allgemeine Behandlung: Geg. auf dem einen

Schenke l des / A ein P. B, auf dem andern zwei P. F

und D. Ziehe XY\\BF so, dass BX-.DY—m. A) X

zwischen B und A. I) A Y> A D. — AF — p, AD = q.

x — ' ^ — Determ.: x stets + und <T«., c
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11) AY<AU.,x= c(q -2L Detern.: et) x +■ ■ Flu
Pm

] p muss sein m. c ß) m<ic: inq -< c.

c(p — q)_

+ : analog A) II.

B) X auf der Verl. ton AB: I) x== ■ Deten
Pm

IL ,r= 1 . Determ.: x -\-: q^> 'fi.
' -\-pm

(!) A" auf der Rückwärts-Yerl. von AB : I) x = ' ĉ
—Pm

Determ.: «) .'«4-: analog A) II. ,'#) <ü> c:mq^> e.

II) Determ.: x^> c:mq^> c. —
+Pm

Soll speziell im Trapez BODE X sich nur zwischen B

und E, Y nur zwischen C und D bewegen, so gilt für x

nur der Wert A I) mit der Beschränkung x -</, ausserdem

muss sein /_ABF^> /_ABL) und y <^cl. Letztere Bedin¬

gung ist für p — q < d stets, für p — q^> d dann erfüllt,

wenn mpd^> r, (p ----- q — d). (Yergl. die entsprechende Determ.

in $5 10,1*). A.) —

2) X Y:tRX = m. a) Identisch mit § 10,2. — A liegt

zwischen B und E , wenn xCf, d. h, nach /I, wenn

a(c — f) -< c . m /, oder mit Rücksicht auf c-.f—a-.a—e,

wenn e <; n J .f. —

2)* A Y || BF. — Wie § 11,2*). — Soll A zwischen

B und E. Y zwischen C und I) hegen, so muss sein 1) x <J;',

2) / A B F /_ ABU , 3) et) I) F B C. Zieht man CH

und EG \\ BF, so muss sein EG <ZT <^CH. — fi) UF

<C UC. Zieht man UM || BF, so muss sein UM^> X Y. —-

b) Direkt: Ziehe DK || BF, ZSclmittp. von DK u. X Y:

Gl.: A) A zw. B und A: " ' = ^ x — B ) ,r auf der Yerl.a — e f d



von DK : — ' = ^ t-- = %. 0) x auf der Rückwärtsverl.
a — e f d

von BA : !L±± = *-/= U - *).a — e f ''

3) Dem Trapez ein Rechteck mit geg. Seitenverhältnis

einzuzeichnen, dessen eine Seite auf BC lallt. —

а) Aus § 10,8. — Ist ]JR± B C und = k, so liegt X

zwischen B und E für u < k, was mit Bezug auf a:h =

a—e:k e < mk giebt. — b) Direkt wie 2). —

4) und 5) Biv + m. DY—s. — Ziehe DK || BE, so

sind die Aufg. identisch mit § 10,6 und 7). — Yergl. 1). —

б) m. D Y—~ BX = s. — Vergl. § 11,8. — Spez. Fall:

Umfang des Trapezes B C YX = dem des Trap. XJ D E. —

Je nachdem « + </"'„. e -j- /, ist y — x = s oder x — y

= s (§10,7) zu setzen. —

Für X Y || BF berücksichtige noch die Bedingungen

1) x </, 2) a) Z.EBD < / EB F. b) y<d.

Hierher auch die § 10, No. 12, 13, 14 entsprechenden

Aufgaben.

7) Dem Trapez ein Rechteck mit geg. Umfange einzu-

beschreiben.

a) Identischmit S 10, 9. — u — k *' • Determ. «) u -f- :ö ' (a — e) — 1;

für a ^ s muss sein a — e ^ k.

(i) u < k : für a ^ s muss sein s ^ k + c.

bj Ziehe DK\\ BE u. s. w,**) —

8) B X + m. X Y = s. — a) Identisch mit § 10, 15 und

16. Dazu noch die Bedingung x < f. — b) AVie bei 7, b). -

In § 10, 22—25 sind die analogen Trapez-Aufg. ohne

weiteres enthalten. —• Die Aufg. X 1 ==m (BX-yD 1) im

*) Bei A) ist noch zu unterscheiden, ob BX^.BE.
**) In a) erhält man u, wenn man in der Dreiecksformel für

]i , in b), wenn man für a a — e und s s — e setzt. — In 8 b)
a — e

hat man für a a — e, für c /' und für s s - m . c zu substituieren.
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Trapez geht aus 26) durch die Substitution t = — e hervor.
- Dieselbe kann auch analog 1| allgemein behandelt werden.

Dann wird dabei 221 in § 10 mit gelöst.

S 11. Transversalen, Lineare Gleichungen. Fort¬

setzung: Teilungen.

1) Geg. / A und auf dem einen Schenkel desselben
Punkt P. P E so zu ziehen, dass /\.APE den geg. Inhalt i
hat. —

Aufl. Man fälle EG J AP und setze AP = p, so ist

EG= 2i -
V

Geometr. Lösung. Verwandle i in ein A mit A und
dieses in ein anderes mit Ecke P. —

Anwendung: Von einem auf der Seite AB des A

ABC=I gelegenen P. P (oder speziell einer Ecke) aus A

PAE—i abzuschneiden. Liegt E auf der Verlängerung
von A B, und soll i ganz innerhalb / fallen, so mache man
entweder A PCG — i — A PCA , oder A PB G — 1 — i.
Kürzer geometrisch: Ziehe durch E die Parallele zu PC und
verbinde den P., in welchem diese B C schneidet, mit P.

Spez. Fall: A A B C von P aus in n gleiche Teile zu

teilen. Setze i— I, so ist EG—'' — ' ^. Oder:
n n . p

Ziehe PC, wodurch A APC= F entsteht. Dann ist

. 1 E:AC— .I: F. und da I: F— AP : AB, ist auch AE :
11

A C = A P: AB, woraus AE folgt. —n ' ö

2) Vieleck ACDE.... = I von A aus in n gleiche
Teile zu teilen. —

Ziehe AC und schneide von A aus im A 'ABC die

Dreiecke ABM, AMN u. s. w. — 1 ab. Sei AX die letzte
n

dieser Geraden, so dass -Ä AXC = /'<Schneide nun

vom \ ACD A ACY — * — /, A A Y Z — - ab, u. s. w.:L i L ^ ' L . M
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oder kürzer: verlängere XC bis z. Schnitt] j . U mit der nächsten

auf y B bezüglichen Teilungslinie (sodass also .1X I = * ^
und trage A ACU in /_AC1> ein (ziehe durch I die Par¬
allele zu AC u. s. w.), u. s. w.

Sind konvexe Winkel vorhanden, so ist dann, wenn eine
oder mehrere der von . I aus gezogenen Diagonalen ausser¬
halb des Vielecks fallen, die Teilung erst nach vorhergegan¬
gener Losung der Aufgabe möglich: ein A v. e. ausserhalb
gelegenen P. aus zu teilen, vergl. § 13.

3) A ABC von einem I'. P im Innern aus in n gleiche
Teile zu teilen. —

Ziehe PA. PB, PC und schneide etwa vom A PAB

von AP aus ' ab. u. s. w. —- Entsprechend wird ein Yiel-
eck ohne konvexe Winkel von einem Punkte in: Innern aus
geteilt. —

§ 1*2. Transversalen. Jleiii-qiiadrältisclio (■leichuiiuen.

Geg. AA und 2 P. B und C auf den Schenkeln. .Be¬
zeichnungen wie in ij 10.

Ziehe A' V" || Ji C so, dass 1) B X. 0 Y= />-. (p eine

geg. Strecke). — Für alle 3 Lagen des I'. X ist ;n- =' " .

— Detern!.: A) x <C c : p"< b. c. —B) x > c : p- > b . c. —

2) XY.AY ( ==p 2 . — »/2-= ''"J . Determ.: A) y<.h: p %
< ab. —

Teilungen und V er Wandlungen.
3) Geg. /_A und die I'. B und C auf den Schenkeln.

Ziehe XY\\BC so, dass A A X Y = i. —
a) Ist wieder AB c, A AB C so ist . I X-: c 9 =

i : I, daraus AX. — Ist die zu c gehörige Höhe im /\ABC

= k, so wird AX* = **;". — Z.B. i = m I:AX°-= M . c\Ic n n

b) Führt man AQ (£ 10,3) ein, so ist analog . U/ 2 =
2i.h

a
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3)*) Soll der Inhalt des Trapezes / > X VC— F sein, so

ist i = l— F. Daher z. B. A ]ß = l ~ F . <* = c* - '

oder . I Q- = /,- — 2 h ■a

4) Von A ABC = 2 durch X Y || B F A - LA' Y= i

abzuschneiden.

1) .1 J< < A C. a) i <; A -1 !> F ■.schneide wie vorhin i von

A AUF ab. b) i <~A A B F ■. schneide im A BCF durch

X Y || B F A CX y. =1 — i ab. falls kein Teil von i ausserhalb

\I!C fallen soll, was nur für i < / möglich ist.

H) AF>AC. Ziehe C G || B F. a) i < A ACQ-.

schneide i von A ACQ ab.

i> Ä A CG: schneide im A BCG durch XY \\

CG A 2 — i ab, falls i wieder ganz innerhalb A ABC

liegen soll. —

Spez. Fall: i= m I. Trage 1 u. s. w. in A ABFn ° n n

von .1 aus ein. bis die m te Teilungslinie über B F oder CG

hinausfallen würde. Danuschneide im A BGl bez; A BCG

von C bez. B aus ' . ^' u. s. w. bis " m 1 ab, so ist dasn ' n oi

übrig bleibende Viereck das letzte n tel. —

5) A ABC in A AXY zu verwandeln, in welchem

XY\\BF.

aj Sei die zu AB = c gehörige Höhe im /\ A B F = l,

so ist nach 1) -l X- — "'j ', oder, da 2 i — c-.k ist: .1 -V 2 =

y . b) Einfacher: setzt man AF—- j>, so ist A Y- = ^ p 2.

= da ja i. I = h : p. — c) Fälle XM und BN J_

. I C, so ist sowohl A Y. XM = b . B N, als auch A Y-.p —

XM-.BN, woraus wieder . I Y* — l.p. — d) Da A ABC

und A AXY /_A gemein haben, so ist b. c = AX. A Y,

ausserdem A Y-.p = A X: c.

5)* AABC in A-^-^VF zu verwandeln, in welchem

-YY || BC und für /_BAC ein anderer Winkel XA Y ge¬

treten ist. — lj Es sei .1 A'= .r, . 1 Y = /j, D Schnittp. von
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A Y und BC, BD = d , so ist x.y — a.c und x-.y — c-.d,

woraus —-. — 2) Verwandle ABC erst in ein

mit dem /_XAY und dieses in ein A AXY. nach 8). —

Daran schliesst sich leicht der Fall, dass XY nicht || BC,

sondern || B F sein soll. —

Aufgaben über das Trapez.

6) Aufg. 3)* lautet allgemein: XY\\B(J so zu

ziehen, dass Trapez BCXTi =F sei. -

A) X zwischen . 1 und B, i = I—F: .4 Q 2 = h 2 — h .

Determ.: a) AQ reell: 1 > F. ß) AQ stets < h.

B) X auf der Verl. von AB: i — 1 + F, AQ 2 = h' 2 ->r

Determ.: Stets möglich. 0| auf der Rückwärfcs-a °

Verl. von A B : i = F—I:A Q" = 2 F — h 2.-a

Determ. .IQ reell: /> /''. —

Ist noch DE\\BC geg. (DE<^BC), so stellt A) die

Aufgabe dar:

Vom Trapez BCDE dnrcli XY\\BC ein Trapez mit

der Fläche F abzuschneiden. Ist k die Höhe des Trapezes,

e die kleinere Parallele (DE), so ist h—~ ' . Soll AIa — e

speziell zwischen BC und DE liegen, so muss sein .1 Q >

h — k oder k (a -)- «) >2 F. —

Direkte Lösung. Ziehe DK || BE und setze X Y = z,

den zwischen X Y und B C gelegenen Höhenabschnitt = //,

so ist 1) (a z). u = 2 . F. 2) k : k — u — a — e-.z — e, woraus

„ „ 2F(a — e)
z- — a -— k

Determ.: c<\ z reell: " >2/'', d. h. a , h^> 2 F wiea — e

oben, ß) z < e: k (a e) > 2 F.

Löse ebenso B) und C) direkt: B) z 2 = a 2 + J ^ .

Spez. Kall: Teilung des Trapezes in n gleiche Teile:
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2 F— . (a -j- e). k. Man erhält in Ä) z" — a"—n \ ' ' n

(«"- — b' 2) und A <Q2 = h(li — ™ ■h ~ ^ oder auch =
/<• r~

4 / 2 m ( \2
a~e V

7) Trapez BCDE unter Beibehaltung von B C und

/ ( ! in Trapez B C XY zu verwandeln, in welchem < XB C

sea'. ist. — Schneiden sich ß X und CY in 0, so liegto o 7 O

Äufg. 6, Ä) vor.

a) Schneidet BX DE in M und ist DM — g. so hat

man F mit'" •'' nnd e mit g zu vertauschen. Dann wird

z 1 — g (a + e) ■— a . e.

b) Verlängert man BX u. CD bis Qu. fallt OQJ_XY,

so ist nach 6, A) 0 Q' = h~ —' s

Determ.: X zwischen A und 0 , so lange /\ B C 0 >

Trapez B CD JE. — Igt A BCO<j Trapez BCDE. so vergl.

6, C) und B).

8) Trapez B CJJ E in Trapez B G YX zu verwandeln,

in welchem BG = s geg. u. G Y || CD ist. — A) a) Ver¬

längere BX u. G Y bis 0 und fälle OQ J_XY, so ist wie

vorhin 0 Q" — h 2 — k. — ©eterm IY~/\BOG> Trapez

BCDE. —' h) Ziehe DD u. YJ || BE u. setze XY wieder

= s, die Höhe des neuen Trapezes = w, dann ist (a + e).i =

(s + z). u u. u: k = s — z:u — «, woraus z" — s 2 — (a® — e 2).
Anmerkung: Für u erhält man eine quadr. Gleichung von der

Form x (a — x)=p 2. Von den beiden Wurzeln kann nur die kleinere
gebraucht werden, weil die grössere für s etwas Negatives geben
würde. (Die grössere ist h — «.).

Behandle ebenso B) und C). — Schneidet in 7) BX die

S eite CD zwischen C u. D. oder in 8) G Y die Seite BE zw.

B u. E (ist also s <C a — b). so vergl. 6 C), oder, falls es nur

auf die Richtungen von B X, bez. G Y, nicht auf / ABC,

bez. / YGB selbst ankommt, 6, B).

9) Trapez BCDE in Trapez BGYX zu verwandeln,

in welchem BG = s und die Richtungen der nicht parallelen
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Seiten geg. sind. — A) a) Schneiden BX■ u. (tY die Seite
DE in M und N, so ziehe YJ und NU\\BM und setze -
MN=g. Dann ist (a + e).A==(«4"'®)- M u - u-.k — s —-z:s—g,

woraus z" = s 2 — (a + e). (s — g). — b) Für 0 Q erhält man

denselben Wert wie in 7) und 8), alle diese Aufg. sind also

nicht wesentlich verschieden. Die Determ. lautet immer:

A !> 0 Trapez B CT) E.

Spez. Fall: Ist das geg. Trapez ein /\ BGD mit der

Höhe k. d. Ii. e — o , so ist z* — s 2 — a(s — g) und OQ~ =

h* —» ''' " ''' ■ Für s — a wird r 2 == ag, 0 Q- — h (h h).

Ein Vieleck durch Parallelen in gleiche Teile zu

teilen.

a) Die Richtung der Parallelen ist die einer Seite AB

des Vielecks.

1. Lösung. Verwandle das Vieleck in ein A, dessen eine

Sei te auf . I H fallt, teile das '£ durch Parallelen zu IB nach

1, a) und trage die entstehenden Trapeze nach der Aufg. 7)
in das Vieleck von . IB aus ein. Aus dem Vieleck heraus¬

fallende Figuren werden als Trapeze in das Vieleck wieder

eingetragen.

2. Lösung. Sei der Inhalt des Vielecks = •/, so trage

man '' von AB oder auch einer Ecke besinnend ein undn

verfahre mit herausfallenden Figuren wie vorher. ' erhält° n

man z. B. einfach, wenn man das Vieleck in ein Dreieck

verwandelt und dasselbe durch Gerade von einer Ecke aus teilt.

b) Keine der Vielecksseiten hat die geg. Richtung.

1. Lösung. Verwandle das Vieleck in ein Ä, dessen

eine Seite auf eine Vielecksseite fällt, teile dasselbe durch

Parallelen zur geg. Richtung und trage die Teile, etwa von

einer Ecke aus beginnend, ein.

2. Lösung. Verwandle das Vieleck in ein anderes, in

welchem eine Seite XY die geg. Richtung hat, und verfahre

wie bei a). Sei z. B. im Vieleck A B CI>... N BB' parallel

zu dieser Richtung gezogen (/>" zwischen .1 u.-iV) gelegen),
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A ZAB, das durch Verlängerung der Seiten AG und BC

entstellt, in A ZXY. — 3. Lösung. Man trage von irgendo o o

einer Ecke aus ein u. s. w. wie bei a), 2. Lösuner. — a)n J ~ >

und b) unterscheiden sich also nicht, wenn die Eintragung

von einer beliebigen Ecke aus vorgenommen werden kann.

§ 13. Transversalen. Gemischt-quadratische

Gleichungen.

Geg. A und 2 P. B u. C auf den Schenkeln. XY || BC

so zu ziehen, dass noch eine Bedingung erfüllt wird.

1) BX. AY—p-, — A) x. (c — x) = — Determ.:

«) Die beiden Z. geben 2 Punkte x. ß) x reell : jr < 4 6. c.

y) x stets <c. — B) x (c 4- x) = ^ ■ Determ.: x-\- f. d.

obere Z. •— C) x(.v —c) =^ c . Determ.: «) x -f- f. d. obere

Z. ß) x stets > c.

1)* Im Trapez BODE soll sein: BX. DY — p 2. Ziehe

DK || BE. so ist für /\KDC die Aufg. identisch mit 1.

Determ.: A) X zwischen B u. E. x reell: p- < 4 elf. Ist

BA^>x^>BE, alsoi'<~ a aJ_ , so muss nach 1, C) sein:
„ . adef

P (ffl — ef

2) BX. XY=p 2. — A) x (c — x) = ' • Determ..:

a) Die beiden Z. geben 2 P. X. ß) x reell :4/r<ac. y)

x stets < c. —• B) x (c 4~ .r) = ^ ' c - Determ.: x f. d.

obere Z. — C) x(x — c) = p ^°- Determ.: a) x -j- f. d. obere

Z. ß) x stets >c.

2)* Im Trapez BODE soll sein BX. XY—p 2.

I dentisch mit 2), wenn man BE u. CD bis A ver¬

längert. c=- a t . Determ.: Ä.) 1) x reell : 4 p 2 < a ^Cl 6 CC— ß

Danzig, Übungsstoff. 4
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2) .-)•</: a) Oberes Z.: o) a < 2 e : unmöglich. /J) a> 2 8.:

p' 2 >e.f. b) Unteres Z.: a) a>2«:p a <«./; /S) a<2«:

unmöglich.

Es liest also immer bloss der eine der beiden P.

zwischen 5 u. der andre zw. E u. .4. — Direkte Lösung;

Ziehe DK || B E u. s. w.

3) Dem /\ABC ein Rechteck XYNM mit dem Inhalt:

1 einzubeschreiben, so dass MN auf BC füllt. — Es sei

AP_LBC, Q der Scliuittp. v. AP u. XY, PQ = u, AP—h.-

A) u(li— u) — • — Determ.: «) m + für beide Z., also

2 P. Q und daher zwei verschiedene Rechtecke, ß) u reell:

4 i<ah, oder 1i</\ABC. y) u stets <h. — Z. B.

iAB C, worin 2 m < 1 sein muss, giebt 2 u = h +

\ (1 — 2m).A 2 . — B) u. (w + A) = 4 • — Determ.: u + f.

d. obere Z. — C) u(u — h ) — ' . Determ.: « + f. d. obere

Z. und stets > A. — In B) u. C) existiert also immer eine,

aber auch nur eine Lösung.

3)* Dieselbe Aufg. für das Trapez. — Identisch mit 3).

h= '" . Determ.: A) 1) u reell: 4 i < " .a — e ' ' a — e

2 ) u<ik: a) Oberes Z.: Für a<2e ist u stets > k.

Für a>2e muss sein i>ek. b) Unteres Z. Für a<2e

muss sein i<^e/c. Für a> 2e ist stets u<Z_k. — Z. B.

i = m. Trapez giebt u — (a + ■((/"a 2 — 2 m(a 2 — e 2).

Determ.: m reell: a-(2 m — 1J <2 rn e 2, stets erfüllt, wenn

2?w< 1. — m</c: a) Oberes Z. Für a<2« unmöglich.

Für a > 2 e muss sein m (« + «)> 2 e oder ma > (2 — in) e,
O

stets für m >■ erfüllt, b) Unteres Z. Für a< 2e mussü
2

sein m (a -)- e) < 2 e oder ?w . a > (2 — m) e, stets für m < ^

erfüllt. Für tt>2e ist stets w<—
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4) BX 2 + .1 F=JP. — A) x f, ; + =
\ 1 c- -|- o- — a-J

c- (a- — V2)
c~ —j—b~ — ci~

Determ.: 1) e 2 -|- b- > a", d. h. / ^1 ist spitz. a)ct>Z<:
reell und -|- für das obere Z., ausserdem stets <c. b) a<^b:

■x imaginär. — II) <r 4- b" <[ a 2, d. Ii. A stumpf. Dann ist
a > b und x reell und + für das obere Z„ aber stets > c. —

t ) , ( 2 c. (a- — b*) \ c- (a 2 — fr) r . , T. „B) x Ix — Ä ■ -4 )= „ Determ.: I) <r -f

7>2 a". a) a > & : « reell und für das obere Z. b) a b:
x imaginär oder —. II) c 2 lr < a-■. x stets —, daher B)
bloss für das spitzw. möglich. (Dass I b) und II un¬
brauchbar sein müssen, geht sofort aus der Gleichung für
diese Fälle hervor.)

C) Man erhält für x dieselbe Gleichung wie in A). Da¬
her lautet die Determ.: x reell, -f- und > c für c 2 + b 2
<[a 2, d. h. für ein stumpfw. —

Ist /_A ein Rechter, so sind B) und C) unmöglich,

für A) ist x — —u

Behandle ähnlich: 5) BX 2 — AY' 2 = XY 2 , 6) und 7)
BX 2 ±C Y 2 = X Y2 , 8) BX- + X Y 2 = A V2. —

9) B Y=y{ Y auf A C) so zu ziehen, dass B Y" = AY.C Y.

A Yr, BH±A C und AH=p.— A) A Y> .4 C. I) Z A
spitz. GL: 1) y" = X . (.x — b), 2) y 2 (c 2 — p 2) + {p — xf. —

c~

x = 2j,ZIb- —Determ.: a) x + : 2 p^>b. ß) .«>- b oder, was nach
„2

der 1. Gl. dasselbe ist, y reell: 2p < b + ■ . — II) ^ A stumpf.

Für p — x tritt p + x, oder für p — p. — Determ.: x stets —,
also unmöglich.

B) 4 )'< .1 C. I) ^A spitz. 1) y'2 = x(b — x) : 2)

wie in A). Daraus x ^ —,r^=^. Determ.: a) «reell:
4*
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2 c s < h y~ ß) (oder y reell): a) 2p > 3 b : unmöglich

für das obere Z., für das untere muss sein 2 p > /' -f -p

b) 2p -<3 6:« stets < fr für das untere Z., für das obere, wenn

2p<^b-\-', . — II) A stumpf. Fürptritt — p. Determ. :a) fr > 2p.

a) x reell: 2c' 2 < ^ ~ 2 . /S) x stets >6. b) b <_2p: un¬

möglich. —

C) Y auf der Rückwärts-Verl. von A C. I) Z. - ^ spitz.

1) f =a>(b + x), 2) f = (c- — p 2) + {x+jpf. — x =

Determ.: x -j- : 2 p < b. — II) / A stumpf. In den Gl. A) tritt

für p —p. — x = f ~ Die Werte von x in C) sind ent¬

gegengesetzt gleich denen in A).

10) BY so zu ziehen, dass A Y: B Y — m. — Es gelten

die vorigen Bezeichnungen. —

A) Y liegt auf dem andern Schenkel selbst. I) / A

s pitz. 1) x-.y — m. 2) y-~(c 2 — p 2) -|- (p 2 — x) 3. •— x(x -\-

J 3\ m c Determ.: a) 1 ~>m:x reell und -f- für
1 — m- J 1 — m-

das obere Z. b) 1 <m. a) x-\-für beide Z., also 2 P. Y.

ß) x reell: rrr (c 2 — p 2)<c 2, oder wenn man c 2 — p 2 = k 2 setzt:

in .k «< c. II) / A stumpf. In Gl. 2) tritt für p — p. Determ.:

a) 1 ^>m: x reell und für das obere Z. b) 1 -<m: x

stets —, also unmöglich. —

B) Y liegt auf der Rückwärts-Verl. des andern Schen¬

kels. I) Z.A spitz: identisch mit A, IL — II) /_A stumpf:

identisch mit A, I. —

Geometr. Lösung. Entweder mittelst des Apollonischen
Ortes oder durch Konstruktion eines BA Y ähnlichen

Dreiecks u. s. w.



§ 14. Fortsetzung. Teilungen.

1) Im AABC -X y || BC so zu ziehen, dass sich das

abgeschnittene A zum Rest wie dieser zum ursprünglichen

A verhält. -— XY=z, PQ = u-,
1 . z (h — u) {a-\-z). u n , 7 71) . = -—■—'—j 2) Z :a = h — u-.h. —' (a-\-z).u a.h '

u (3 ä — u) = 7(2 . — Detern:.: u) u stets reell u. + f. beide Z.
ß) u<^h nur f. d. untere Z. —- u hängt nur von ä , 0 nur

von a ab. — Wie heissen die Lösungen, wenn X auf den

Verlängerungen von AB liegt?

2) Der Rest soll sich zum abgeschnittenen wie dieses

zum ursprünglichen verhalten. — Führt man AQ = x ein,

so erhält man ,tr (ar -|- h-) = h 4. Determ.: ccj ar + f- d. obere

Z. ß) x stets < h. Die Einführung von u giebt eine für
u-— 2 uh quadr. Gl. — Erweitere die Aufg. wie 1).

3) Geg. /_A u. P. 0 ausserhalb desselben. Den Winkel

durch eine Gerade OXY so zu schneiden, dass /\AXY=i

wird. — Ziehe OG || AX (Cr der Schnittp. mit der ver¬

längerten A Y), fülle YF\_,\X und verlängere sie bis zum

Schnittp. HmiiOG. —- FH= k, OG=p, il = ,r, YF=y.

Gl.: 1) X.1J-—2 i, 2)y:k-\-y = x-.p.—x(x+ ^ = 2l j; p . —
Determ.: x reell u. + f. d. obere Z. — Die Konstr. ist un¬

möglich, wenn 0 innerhalb des Scheitelwinkels von _ A liegt.

Anwendung. /_ A ist Winkel im ABC, von welchem
A X Y=i abzuschneiden ist. X und Y sollen auf den

Seiten selbst (nicht ihren Verlängerungen) liegen: a) 0 liegt

auf der Verl. von BC. Determ.: i<j A -1 BC. b) 0 liegt so,

dass OC die Seite . I B in M schneidet. Determ.: i < A A CM.

c) OC schneidet die Verl. von AB. Determ.: Trifft OB die

Seite AB in N, so muss sein i <j A ABN.

Spez. Fall: ABC von 0 aus in v gleiche Teile zu

teile n. — In b) u. c) schneide erst von A AMC, bez. A ABN
1 2

, u. s. w. des A ABC ab, fällt dann eine Teilungslinien 11 —■ ' 0
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auf die Verl. von A C oder .1 B, so schneide vom Scheitel des

/ B . bez. /C 1 u. s. w. des A ABC ab.— n

Anmerkung. Das rein-geometrische Eintragen der ausserhalb
des Dreiecks fallenden Stücke nach § 11, 1) ist hier nicht anwendbar,
weil die innerhalb und ausserhalb des Dreiecks gelegenen Abschnitte
der von 0 gezogenen Teilungslinien nicht mehr eine Gerade bilden.

EinVieleck durch Gerade von einem Punkte ausser¬

halb aus in n gleiche Teile zu zerlegen. — Sei z. B.

Sechseck AB CDEF geg. und 0 liege so, dass die Geraden

(JA, OB, OC, OF, OD, OE in der angegebenen Reihe auf

einander folgen. Schneidevon /A u.s.w. ab. Die letzte,° n

miß, Teilungslinie sei OB', B' zwischen A und B gelegen.

Verlängere -1 F' und B C bis zum Schnittp. P und schneide

von / P P AB + J ab, u.s.w. Die letzte, pte,

dieser Geraden sei OC', C' zwischen B und C. Verlängere .1 F

u. CD bis Q, schneide von Q Viereck QFED + " 11 .Jn

ab. Die letzte, rte, dieser Teilungslinien sei OF', F' zw.

. L u. F. Verlängere EF u. CD bis zum Schnittp. Ii,

schneide von /jR/\Ji.DE J r " " 1 ^. -7 ab. Sei die letzte,- n

sie, dieser Geraden OD', so schneide schliesslich von /_E

n — (s+ 1) T
• J ab, u. s. w.n

4) Die vorige Aufg. für einen innerhalb des Winkels

gelegenen P. 0. — Die vorigen Konstruktionen und Be¬

zeichnungen führen zur Gl. —aA =

Determ.: a) « + f. beide Z., also 2 Lösungen, ß) x reell:

i > 2 p k.

Anwendung. Z_A ist Winkel im £\, ABC. X und

Y sollen auf den Seiten AB u. AC selbst liegen. — a) 0

auf BC: die Aufs -, ist unmöglich.o o

b) 0 innerhalb des Dreiecks [0 auf AB oder AC, s.

§ 11, 1). OC treffe AB in M, OB die Seite AC in N.

AM = d.
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Determ.: I) i^>2pk. II) cx > d:
a) Oberes Z. «) dA >- i. Damit « > d, muss sein 2 i (d—p)

1>d 2 & oder /\ACM. Damit c^>x, muss sein 2«(c—p) <c 2 /e,
oder 2 J.i?A T. — /?) dk<^i: x stets > d. Für c^> x
muss sein, falls ck^>i: 2 i (c—p)<^c l k oder i <^/\ABN,
falls ck<^i, ist c stets <ix, also die Lösung nicht zulässig.

b) Unteres Z. aj dk>>i. x stets <^d, also die Lösung
ni cht zulässig, ß) d k i. Damit x~^>d, muss sein i<A ^1 C M.
c x : falls ck^>i. ist c stets > x, falls ck •< i, muss sein

2 Lösungen erhält man also für ein reelles i dann, wenn
i>- die und ausserdem i sowohl <i/\A CM als auch <C A ABN.

Spez. Fall: i= -- ■/\ ABC. Determ.: I) x reell: Drückt

man ABC durch c und die zugehörige Höhe und k durch
diese Höhe, d u. p aus, so erhält man n. <Lp(d—p) < cd.
II) c"^>x>>d. Setze oben für i seinen Wert.

Die Teilung des Dreiecks in n Teile durch Gerade, welche
durch denselben P. 0 im Innern gehen, ist unmöglich, da
die Abschnitte sich zum Teil decken würden.

Anwendung von 3) u. 4):
/\ABC in ein /\ mit /_A zu verwandeln, dessen

Gegenseite durch einen geg. P. P geht.
a) P ausserhalb des /_A. S. Aufg. 3). b) P innerhalb.

Aufg. 4).
Detenn.: x reell: ist die zu c gehörige Höhe l , so muss

sein cl^iplc, oder, wenn man k—---—--- substituiert:

c '! >4]?( c — 2})i was stets erfüllt ist.

5) /_A durch XY so zu schneiden, dass XY=s und
A ' 1A' Y = i wird.

F alle von P. C auf . I Y und von Y CF u. YG _L A X. Sei
AC=b, CF= 1, AF—p, AX = x, YG=y, AG = u u.
spitz, so ist: 1) x . y = 2 i. 2 )l:y=j?:u. 3) s 2 = (u — x)"-\-y' i ,

— Daraüsi 2 ^-^ + s 2 — x- ^ =• 1.

Beschreibt man mit s als Radius um A" einen Kreis, so
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so erhält man im allgem. 2 P. Y, von denen bloss der eine

brauchbar ist, da nicht beide Dreiecke den Inhalt i haben

können. Man berechnet aus 1) y, welche Grösse hierdurch

eindeutig bestimmt ist.

Determ.: a) Die beiden Z. geben A' 2 u. ;iF=y s + a ! ,

also nur 2 congruente Lösungen, ß) x- reell: Für 2il<Cp.s 2

ist x 2 stets reell. Für 2 ily>ps 2 muss sein: 4 il < s 2 (p + b).

Ist /_A stumpf, so heisst die Gl. 3): s^=[u~\-x) 2 -\-y\ —

Determ.: I) s 2 > a ) Wie vorhin, ß) x 2 reell:

4 il<is 2 (b — p ). II) s~ -< 4 'P : x z wird —, d. h. unmöglich.

Soll /\AXY innerhalb des A AB C liegen, so muss

noch x <^c und y <^i sein.

Spez. Fall: /\ABC in ein /\ AX Y zu verwandeln,

welch es denselben Z.A besitzt, und in welchem X Y — s ist:

2 i == cl. ■— Determ.!

Geometr. Lösung: Verwandle /\ABC in ein mit

der S ei te s, sodann dieses unter Beibehaltung von s in ein

anderes, in welchem der s gegenüberliegende Winkel = Z_ A ist.

6) Geg. auf den Schenkeln des /_ A die P. B u. C. XY

so zu ziehen, dass BX: A Y = m und /\ AXY =i.

Sei BX=x, A Y=y , die zu AX gehörige Höhe im A
AXY=z, die zu AB gehörige im /\ABC=l.

A) X zwischen A u. B. 1. Lösung: x:y=m, (o—x).z — 2i,

z : 1 = y :b. Daraus x (« — x) = 2 m. ~ . — y — x: m. —

2. Lösung : x:y = m, A ABC:i=b . c : (c — x) .y.

Determ.: a) x + f. beide Z. ß) x reell: 2 mi.b . I.

y) x stets -<c.

Soll XY innerhalb /\ABG fallen, so kommt noch

hinzu: d) y <^b. Hier sind folg. Fälle möglich:

1) Oberes Z.: a) bm<^ ° : unmöglich, b) bm > : für

bm > c ist y stets <C b , für bm<ic ist y<ib : wenn 2 mb).
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2) Unteres Z.: a) bm^> '9 : y stets </'. b) bm<^\\

2 i -< l (<; — mb). — Also stets 2 Lösungen, wenn bm > c, ausser¬

dem für <;> b rn > . falls 2 i p> Z (c — ?« 6). Nur eine Lösung,

wenn im letztgenannten Falle 2 i<^l(c — mb) oder wenn

für bm <C n 2 i<^l(c — mi). Keine Lösung, wenn für

bm 2 i > l (c — mb).

Z. B. m — 1. Determ.: x reell: 2ib l. y <i b:

Für b^> v 2 Lösungen, ebenso für c^> b^> ' , falls 2 i^> l.a

(c—b), weil die Bedingung für die Giltigkeit des oberen

2 i^> l[c— b) sicli mit der für das Reelle verträgt— ist

stets >5 (V:— /')— andernfalls bloss eine. Für b keineLi

Lösung. —

Ist speziell i = * • /\ AB C und m = l, so wird die

üeterm.: x reell: 4i<m r. Z. B. a) n = 2: x reell für

daher keine Lösung, b) n = i:.r reell: b <Cc. Zwei

Lösungen für 6^>'jc, eine für ^ c > b > ^, keine für

*<¥•-

Behandle die Fälle B) und C), wo X auf der Verl. von
AB liegt! —

7) Wie 6), aber BX-.G Y = m. — A) a) X zw. B und A,
Y zw. C und A. —

x . (,(? — (<• -|- bm) = r/t. b ^ — y = b— ^ ■

Determ. für x: 1) 2 i^> cl. a) x reell und -j- f- d. obere

Z. ß) x stets > c, also unmöglich.

II) 2i<Cel. a) x reell und + f. beide Z. ß) x <^c:

f. d. obere Z. unmöglich, f. d. untere Z. stets erfüllt

(für c^bm\ —
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Detern), für y: nach der Determ. für x , II, ß) gilt

b los s das untere Z., dann ist y stets reell, + und <C l. —

b) -X zw. B und Ä, Y auf der Verl. von CA. Für

b — y tritt y — b, daher für m — m. — x (a; — (c — b m)) =

■ b (•-¥> -y- h +i

Detarm.: für x\ I) 2 cl. a) x reell: 2i <

ß) x ^,0 + f. beide Z., wenn c^bm. y) x stets <c. —

11) 2i < c^: a) x reell und -f- f. d. obere Z. x stets <c.

Determ. für y.y stets reell und +, wenn x reell und +,

ausserdem stets > b. —

B) a) X auf der Verl, von AB, Y zw. . I und C. -

Setzein A, a) für«.— x, für m — m. — x (mb — c — x) —

mb

ff - •>"

X

m

Determ. für x : I) 2 i^> cl. a) x reell: 2 i < '

ß) x ^ o für beide Z., wenn mb-^c. —

II) 2 i<^cl. x + f- d. obere Z.

Determ. für y. y stets reell und +, wenn x reell und

+, ausserdem ist y stets < b.

b) X und Y auf den Verl. von AB und A C. — Setz ein

a) für m — m . — x (,/; -j- c + mb) — mb. —c^.

Determ. für x: I) 2 i^>cl: x reell und -f- f. d. obere

Z. II) 2 i<^cl: x stets —, also unmöglich. — Determ. für

y: y stets reell, -f- und > h f. d. obere Z. -—■

C) X und Y auf den Rückwärts-Verl. von AB und

All —

/2i \

x (x— (Inn -f- e)) = mbl -■— c j. V'ergl. A, a). —

x ,y m

,>
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Detern), für x: I) 2i >c/. cc) x reell und -j- f. d.

obere '/. ß) x stets >c. II) 2 i<^cl. x~^> c f. d. obere Z.

Determ. für y. I) y stets reell und + f. d. obere Z.

II) y + f. d. obere Z. —

Hieran könnte man noch die Fälle schliessen, wo X auf

dem einen Schenkel, X auf der Rückwärts-Yerl. des an¬

deren liegt, und umgekehrt, wo also vom Nebenwinkelraum

des geg. Winkels /\^ AXY=i abgeschnitten wird. —

8) Geg. f)X -j- A Y= s, /\ 'Ii A' Y — i. —

A) x (,i; — (c -f- s)) = — es. — y — .s — x.

2 i b

I)eterm. für x: I) ;>cs: x reell und + f. d. obere

Z., aber stets > c, also unmöglich.
2 ib

II) f <^cs: a) x reell und -f- f- beide Z. ß) f. d.

obere Z. ist x stets > c, f. d. untere Z. stets -< c.

Determ. für y. Xacli II) ß) gilt blos das untere Z.

«) y stets ß) y ^ b :iJa) 2 b >■ s — c: 2 i^l(b —(s — c)).

b) 2 b < s — c. y ist stets > b.

B) x(x— (s —c) — es — — Determ. für x. I) > c«.

«) x + f. beide Z., wenn c<^s. ß) x reell: ^ •

II) "y < gs - x stets + f. d. obere Z. —

Determ. f. y. I) u) y + f. b. Z. ß) y reell, wenn x reell, y) y ^b:

Oberes Z. a) 2 b > s + c : y stets <C b. b) 2 6 < s -f- c: 2 i ^ ^

('• + s-— &). Unteres Z. a) 2 & > s -|- c : 2 i l (c + s — 6). b) 2 b

< s + ü : y stets >b.

II) et) Nur das obere Z. ist nach der Determ. für x

brauchbar, ß) y^b: wie I, y) , oberes Z.

m / t \ i

C) x (c -f- s — x) = <: s + ? .
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Determ. für x. a) x-\- f. beide Z. ß) x reell: -j-<i

. y) x > c. a) Oberes Z. x ^ c für c^s. b) Unteres

Z. Wie a). —

Determ. für y. ci) y + f. beide Z., wenn c < s, f. d.

untere allein, wenn c>s. /i) y reell, wenn x reell.

Anmerkung: Die Gleichungen bleiben die nämlichen, -wenn

man in A) u. B) y auf der Rückwärts-Verl. von ÄO und in C) auf

AC selbst abträgt. Man erhält dann zu jedem noch ein

AilP in den Nebenwinkelräumen des / A. Der geometrische
Grund für die Gleichheit der Dreiecke 4X7 u. AX.Y' ist leicht zu

sehen.

Dieselbe Bemerkung gilt für 6), sowie für 9) u. 10).

9) Geg. BX— AY=t. — Vertausche in 8) s mit t
und b mit —• b.

A) x (c —f- t — x) = ~-]- ct. — y = x — t.

Determ. für x. Die Gl. für x stimmt überein mit der

in 8, C), daher die Determ. mit den nötigen Veränderungen

daraus zu entnehmen: «) u. ß) wie oben, y) x < e : c >£.—

Determ. für y. a) y + für beide Z., wenn c>i, für das

obere allein, wenn c<^t. ß) y reell, wenn x reell, y) y cj; b.

Oberes Z. a) 2 6>c — t: 2i tl(c — b — t). b) 2/;<c— t:

y stets >6. — Unteres Z. a) 2 6 > « — t: y stets < b. b)

2 Z'<c— t: — b — i). — Behandle noch B) und C).

10) Geg. A Y — B X = t. Setze in 9) für t — t. A)

x (c — t — x) — ' — ct. —

Determ. für x. I) a) x< 0 für beide Z.,

wenn c ß) x reell: < ( c . y) x stets < c. —

II) <c£. «) x stets + f- d. obere Z. ß) x stets reell.

y) stets < c. —

Determ. für y. I) er) y stets + für beide Z. ß) y

reell, wenn x reell, y) y^b: Oberes Z. a)2b^>c-> r t:2i ^ l
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(c + t— b). t>) 2 £><c-)-<: ,y stets > b. —Unteres Z. a) 2 b

> c -)-1: y stets <6. b) 2 6 < c -f- 1 : 2 i ^ I (c + t — 6). — II) «)

Nur das obere /. nach der Determ. für x brauchbar, ob¬

wohl y f. beide Z. +. ß) y"^b wie I, y), ob. Z. — Behandle

B) u. C).

Anwendung. XY so zu ziehen, dass der Umfang desA AXY = dem des Vierecks BXYC und A AX Y = i.
Die Aufg. hat bloss einen Sinn, wenn X zw. A und B

und Y zw. A u. C fallt. In den anderen Fällen ist sie ent¬

weder unmöglich, oder schon durch die Bedingung, dass

die Umfange der genannten Figuren gleich sein sollen, be¬
stimmt.

Man setze in 10, A) 2 t = a-\-b — c. Ist a -j- b + c — 2 m,
2 ib

so lautet dann die Gl.: v(2c — u — x) = - — c(u —-c).—-

Im allgem. 2 Lösungen.

11) — Setze: A): in 10, A) t = s — c

oder in 9, A) b — c — s, je nachdem s ^ c. B): in 8, A)

s = s — c. C) in 8, A) s = s + c.

12) AX — AY—1. — Setze: A): in 8, A) s — c — t.

B ): in 10, A) t = c — t , bez. in 9, A) t = t — c. C): in 9,

A) t — c + t.

13) A Y— A X = t. — Setze: A): in 8, A): s = c + 1.

B): in 10, A) t = t-\-c. C): in 9, A) t = c — t, bez. in 10,

A) t — t — c.

§ 15. Aufgaben über Seimen, Secanteu und Taugenten.

Der Kreis ist gegeben.

1) Geg. Punkt P und ein Kreis um O mit dem Radius r.

Durch P eine Gerade so zu legen, dass sie durch die Peri¬

pherie in geg. Verhältnis geteilt wird.

A) P innerhalb des Kreises. — Sei die gesuchte Sehne

XPY, XP = ir, PY—y und x<y, XP:YP = m , also

m< 1, der kleinere Abschnitt A P des Durchmessers APB—p,

so bestehen die Gl.: x:y = m, x.y=p(2r—p). — x =

■\f mp (2 r —p).
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Determ.: cc) x stets reell. Zwei symmetrische Lösungen,

da der mit x als Radius beschr. Kreis den geg. Kreis zwei¬

mal schneidet. Dieselbe Bemerkung gilt für die anderen

Aufg. dieser Art. ß) x >p : m (2 r — p) > p. Dadurch ist

von selbst «/<2r— p erfüllt, da ja durch die Punkte P u.

X Punkt Y mitbestimmt ist.

Setze für m spezielle Werte, entweder bestimmte Zahlen

<1, oder Streckenverhältnisse, z. B. m r== ~ , u.s.w.

Anmerkung: Da : 2 r — p beliebig klein gemacht werden
kann, ist die Aufg. für jedes noch so kleine m möglich.

B) P ausserhalb d. Kr. — Die gesuchte Secante sei

PXY , die von P durch 0 gezogene PAOB , so ist nach

den vorigen Festsetzungen x:y = m, x .y =p ,(2r-\-p). —-

x— y mp . (2 r +|>). — Determ.: x >j> : m (2 r -\-p) > p, wo¬

durch auch y << 2 r + p erfüllt. — m kann beliebig klein
werden.

Aufg. 1) ist spez. Fall der Aufg., wo das Produkt und

Verhältnis zweier Strecken geg. sind. Das Besondere liegt

(abgesehen von dem bestimmten Werte des Produkts) aber

in dem Hinzutreten der Determ. x > p.

2) Durch P. P eine Gerade so zu legen, d'ass die Sehne
XY=±a ist.

A) P innerh. d. Kr. — x (a — x)—p.{2r—p).

Determ..- a) x + f. beide Z. ß) x reell: a > 2 j/" p(2,r—p),
d. h. die auf dem Durchmesser im P. P senkrechte Sehne

ist die kleinste aller Sehnen, die sich durch P ziehen lassen.

y) x>p: a) «< 2 p ist nach ß) für ein reelles «unmöglich,

b) a > 2 p: x >p für a<2r. — Übrigens folgt von selbst

schon aus a<2r das Erfülltsein von x > p , denn es muss

sich stets durch P eine Sehne ziehen lassen, welche < 2 r

und > 2 Yp (2 r — p) ist.

Bemerkung. Sowie man nach ß) für einen geg. P. P

stets die kleinste noch zulässige Sehne findet, erhält man für

ein geg. a die Grenzlage des P. P, indem man auf dem

Durchmesser eine Senkrechte = ^ errichtet, durch ihren End-
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punkt die Parallele zum 1 )urchm. zieht und vom Schnittpunkt
derselben mit der Kreislinie die Senkrechte auf den Durch -

messer fällt.

Geometr. Lösung: Die Sehnen von der Länge a sind die

Tangenten, eines Kreises um 0, dessen Radius = j/ r- —) .

Lege durch P die Tangenten an denselben.

Zusatz. Aus der leicht abzuleitenden Gl. ^ — xj =

(r — p) 2 — ^f' 2 — ^ ^ j folgt auch x (a — x) = p (2 r — p),

also ein zweiter, von der Ahnlichkeitslehre unabhängiger Be¬

weis für den durch diese Gl. ausgedrückten Lehrsatz.

Bj P ausserhalb. — x ( a -}- ,r) = p (2 r + p) , oder auch,

wenn t die Länge der von P an den Kreis gelegten Tangente

ist: x (a — ,?;) == t 2.

Determ. a) x f. d. obere Z. ß) x > p : a < 2 r. Vgl.

Bemerkung zu A, y).

Geom. Lösung wie in A). — Uber die in den Be-

stimmungs.-Gl. ausgedrückten Sätze vergl. auch Zusatz zu A).

Spez. Fälle. Behandle für A) u. B): a = r, a = 2 r—p,

a=p, a = ' . ä- = p . (r + 4 p), u. s. w.

Man erhält Grenzwerte für das Verhältnis p:r, falls man

für a den geg. Wert in die allgemeinen Ungleichungen sub¬

stituiert. In A) müssen die aus a>2yp(2r—p) u. a < 2 r

erhaltenen Ungleichungen sich mit einander vertragen, wie

dies z. B. für a 2 = p (r + 4 p) der Fall ist. Die Fälle

a . 2 r = p 2 , a .p — r (2 r — 2') u - a - geben für A) cubische

Ungl. als Bedingungen für das Reelle. Soll nur über die

Lösbarkeit der Aufg. für ein geg. p entschieden werden, so

genügt oben genannte Konstruktion für die Grenzlage des P. P.

Für B): 1) a.p = r.t. — £<p, oder, wenn t—^ p(2r-\-p)

substituiert wird: 2r<3p. — 2) a-—pt.. — Biquadr. Un¬

gleichung zwischen p u. r. Setzt man speziell p — r, so ist

die Aufg. stets, für p = 2r nie lösbar. 3) a 2 = 2 vt. — t < 2r

oder p •< Y 5 r 2 — r. — U. s. w.
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3) Bestimme P. P auf einer Sehne A B = 1 oder deren

"Ver längerung oder auf einer Tangente so, dass die Sehne X Y

einer von ihm aus durch den Kreis gelegten Geraden, deren

einer Abschnitt PX = c ist, die Länge ci habe. — A P = x. —

Da es 2 IJ . P (in gleichen Abständen von der Sehnenmitte)

und durch jeden derselben zwei Gerade von der verlangten

Eigenschaft giebt, entstehen 2 Paare symmetrischer Lösungen.

A) P zwischen A und B. — x(l — x) = c (a — c).

Determ.: a) Da a>r, ist x -{- f. beide Z. — (■}) x reell:

/ > 2 yc [a — c). Geometrische Deutung dieser Ungl.! Auf¬

lösung nach c: a) 2 c>a, d. h. c der grössere Abschnitt:

x ist stets reell für a < /, für a>Z, wenn 2c>a + V a" — P.

b) 2 c < a: x ist stets reell für a<Z, fiir a>^, wenn
p

2 c<a — y a" — 1-. — Aufl. nach a: a<-j^-)-c. y) x stets

< L J) a < 2 r.

B ) P auf der Verlängerung von A B. — x (l -|- x) =

c( a- f-cj, (c der kleinere Abschnitt). —• Determ.: a) x + f.

d. obere Z. ß) a < 2 r.

Ist die Länge der Tangente t geg., welche von P aus

an den Kreis gelegt werden soll, so ist x (l -f- x) = i 2.

C) P auf der Tangente. = c (a + c). — Determ.:

u < 2 r.

Geom. Lösung. P ist der Schnittp. der Geraden und

der Kreislinie, deren Punkte die Potenz c(ci — c), bez.

c (a + c) für den geg. Kreis haben. Welches sind die Radien
dieser Kreise?

A) u. B) sind spez. Fälle der Aufg. § 6, 3 u. 4. Hier

tritt aber noch die Beschränkung a < 2 r hinzu.

Spez. Fälle. In der Ungleichung für das Reelle in

A) kommen 3 Grössen vor. Soll sie nur 2 enthalten, so ist

entweder 1) eine der 3 Grössen als fest gegeben oder 2) durch

eine der anderen oder beide ausgedrückt zu denken, oder

endlich 3) zwei der Grössen sind als Funktionen einer und der¬

selben in der Ungl. nicht vorkommenden Grösse, etwa von r,

gegeben. Beispiele: Zu 2): c — m.a , also das Verhältnis
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der Abschnitte der durch P zu legenden Geraden ist be¬

stimmt*); a = m.l; l — m.c {in ist fest gegeben als Zahl

oder als Verhältnis zweier Strecken). Ferner a.c = l 2 ; u. s. w.

Zu 3): ß == m . r ym ^2^ u. c = n . r; a = m .r u. c .r — p;
u. s. w.

4) Durch P. P eine den Kreis in X u. Y schneidende

Geradeso zu legen, dass P Y + m . PX = s ist. — PX = x,

PY = y.

A) P innerhalb. a'(s'— mx) = p ,{2r—p). —y = s—in,v.

Determ.: «) x n. y sind + für beide Wurzeln, ß) x u.

y reell: s ! >4mp(2r— p). y) Es ist zu untersuchen, ob

x",y. a) Oberes Zeichen: Für m ^5 1 ist stets x^>y, für

in 1 ist x wenns 2 ^ (1 + m)°. p (2 r — p). NB. Die Be¬

dingung für x <^y verträgt sich stets mit derjenigen f. d.

Reelle, da (1 -\- rnf stets > 4 m. Die Bedingung für x^>y

zieht von selbst die f. d. Beeile nach sich, b) Unteres Z.

Für m < 1 ist wenn s-''„ (1 -j- w) 2 .p (2 t — p), für

1 ist stets x <^y. — d) Ist x <iy, so ist nun zu unter¬

suchen, wenn x^>p. a) Oberes Z. Für s>2 mp ist x

stets > p, für s < 2 mp ist x > p, falls s>2r + (m — 1). p_

Die Bedingung für x < y verträgt sich mit s > 2 mp, insofern

m, bez. p immer entsprechend gewählt werden kann, b)

Unteres Z. Für s > 2 m p ist x^> p, wenn s < 2 r -f- (vi — 1);;,

für s < 2 mp ist x stets </>. — Soll x^>y sein, so muss

x < 2 r — p oder y > p 'werden.

1. Beispiel: in = 2. Determ.: ß) s 2 > 8 . p (2 r — p).

y) a) x ^I/i wenn s- ^ 9 p (2 r — p). b) x stets <iy. ö)x<iy.
. 9

*) Z. B. die durch P zu legende Gerade soll nach dem goldnen

Schnitte durch die Kreislinie geteilt werden. Ist c der kleinere Ab¬

schnitt, so ist dann 2 m = 3 — V 5 •
Danzig, Übungsstoff. -5
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a) Für s> 4 p ist a: stets >p, für s •< 4 p ist x>p, falls

s>2r-{-p. b) Für s > 4 p ist ß>p, wenn s<i2r-\-p, für

s < 4 p is « stets < p.

2. Beispiel: to = Determ.: /S) s 2 > 2 p (2 r— p). y) a)

stets > y. b) x ^ ?/, wenn s 2 ^ 4 P (2 ?' — p). (5) .r < //.

a) Hier unbrauchbar, b) Für s > p ist > p, wenn s<2r —^

B) P ausserhalb, x (s — mar) = p (2 r + p)- — Determ.:

a), /i), 7) wie vorhin, nur tritt für 2 r ■—p 2r + p; d) für

s^2r + (m — 1) p tritt s ^ 2 )• + (m -(- 1) p. — Soll x den

grösseren Abschnitt P Y bezeichnen, so rauss y > p werden. —

Z. B. to - 2, m = -*■, u. s. w.

Behandle ebenso die Aufg.:

y — vi x — t. Set zt man hierin für m 1 u. f. t —, so "wird

der Fall to . ?/ — x — i mit gelöst.

5) Auf der Sehne AB = l oder einer Tangente F. P

durch seinen Abstand von dem ihm näheren Endpunkte der

Sehne AP'— x so zu bestimmen, dass die Sehne XY einer

durch ihn gelegten Geraden, deren einer Abschnitt PX = <■

geg. ist, — m.x sei.

A) P zwischen A und B. — x(l— x) = c (mx — c), da¬

her x (x — (/ — cm)) = c 2.

Determ.: a) x + f. d. obere Z. D. untere Z. giebt den

absoluten Wert von x in B), falls hier c den kleineren Ab¬

schnitt bedeutet, ß) x<C.l: c<^m .1. */) mx <^2 r. I) mx

stets > 2 r. wenn 4 r < to (/ — cm). II) 4r> m (l — cm) giebt:

2 »•/ 2r\
c (2 r— c) > - /—- ). a) m. I <^2 r: mx stets <2 r, da

' m\ m J

2r >e. b) ml>2r: Damit zunächst überhaupt m«<2r

werden könne, muss m/<2r-(- .?' sein. Für c> r muss

ausserdem c<r-f-1/ ,4 — '—(/—fürc<r aberc>r—-
| m v m /

f/V 2 — 2 ' (/ — 2 ' ) sein.I »4 v m /
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Z. B. c = ' , l — m. r , worin in < 2 sein muss, da l < 2 r.

Detern).: /?) m>l. /) II) a) m 2 <2:m« stets < 2 ?•.

b) 2. Die allgemeine Bedingung für m.v<L2r ist hier

??j <2, also stets erfüllt. Da c nach /i) <?', muss sein
q

2 >■ m (m — 1) oder 2 in < 1 + "j/ 7.

Behandle ferner: 2 c — m.l, speziell m = 2; c — m.l.

B) P liegt auf der Verlängerung von AB. — c der

kleinere A bschnitt. x(l + x) = c(inx -f- c), daher x(x-\-l — cm)
^2

Determ.: a) x -f- f. d. obere Z. D. untere Z. giebt

absolut Ä), oder auch, wenn l < x, die Strecke PB , falls c der

grössere Abschnitt P Y ist. ß) mx <C 2 r. I) m . x stets

>2 r für 4 r -j- m/< in 2 . c. II) Ist 4 r inl^> in" . c, so muss
2 ?■ / 2 \

sein: c (2 ?•-f-c) <C (/ -4— ). Besteht übrigens die letzterev ' ' m \ ' m' °

Ungleichung, so ist auch stets 4 rml^> m-c.

Z. B. c= l=m;r, worin m<^2. Det.: (3) 2m.(in— 1)

> — 3, stets erfüllt.

Falls c = P Y, vergl. die Bemerkung in a). I < x für

'■ >> ml. Weitere Determ.: ß) mx -< 2r: Zunächst muss sein.-
2 y /2 v \

4 v ml "> m 2 .c, sodann c (c — 2r)<T~ ( — l). a)ml<r2r:' m n m J '

x stets <2 r für c < 2 r, für c > 2 r muss ausserdem c •< r +

1/ r" + " ' ("' l) sein, b) rnl^> 2 r: für c < 2 r ist x -< 2 r
I m \»i '

nach den Bedingungen unter A), y, b), für e > 2 r ist «

stets >• 2 r.

Z. B. m.c = r , l — m.r. Determ.: «) m<^l. /?) a)

<C2 r für 2?u]>l, f. 2?»<;i muss l<™+y r w 2 + 4 — 2m'

sein, was stets der Fall ist.

Behandle ferner für A) u. B): 2 . c — m . I, speziell m = 2;

c = 2 . m . I; c = ml.

C) P auf einer Tangente. — x 2 = c (m x-{- c), x (x— c m) = c~.

Determ.: «) x -\- f. d. obere Z. D. untere Z. giebt absolut

PB , wenn c der grössere Abschnitt ist. ß) mx<^2v. zu-
5*
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nächst muss sein 4r>m ! .c, sodann c (2 r + «) < —

Vergl. § 6, 12.
3

Z.B. mc = r. Deterrn.: ß)

c — m.r giebt eine biquadr. Ungleichung; für m= 1

stets möglich. — c = 2 mr giebt keine Lösung.

Falls c = PY , vergl. die Bemerkung in et). Die Determ.

folgt aus der entsjjrechenden in Bj für 1=0.

6) Durch den geg. P. P eine Gerade so zu ziehen, dass

sie durch die Kreislinie nach dem goldenen Schnitte geteilt

wird.

I) V innerhalb d. K. Abschnitt l J X=x, P Y'=y, x<^y. —

x.y=p(2r— p), x(x-\-y)=y-, daraus x" (2r— p)) =

p-. (2 r — p) 2, y- = ar + xy = x' 2 -)- p . (2 r — p). — Determ.:

u) x- + f. d. obere Z. Das untere Z. giebt absolut y".

ß) x>p:p<r(3— y 5).

II) P ausserhalb. A) X Y: PX = PX: P Y, oder y — x:

x = x:y. ■— Man erhält x" (x- -f- p (2 j--|-p)) = p 2 (2 ?' + />)\

y- = x- + x.y. ■—Determ.: et) Wie in I. ß) x>- p : p «<r.

(1 + /l).

B) PX: X Y = X Y: P Y. oder x :y — x = y — x:y. —

M an erhält x-(3p(2r-\-p)—x-)=p-(2r-\-p) i 1 y- = 2>xy —,r 2.

Determ.: cc) x 2 u. y--\- und reell f. beide Z. ß) x stets

^>p f. d. obere Z., f. d. untere muss sein p r (y 5 — l).

§ 1(5. Fortsetzung. Der Kreis wird gesucht.

1) Geg. 2 sich in P schneidende Gerade MN, RS und

auf MN 2 Punkte A u. B oder 1 Punkt T; e. Ivreis zu

zeichnen, der durch A u. B geht, bez. MB in T berührt,

und von RS die Strecke XY=a abschneidet.

A) 2 P. A u. B geg. — a) A u. B auf derselben

Seite von P. — Bezeichnungen: AB = AP = k (.1 P<^ßP).

PX = x (Pi'<Py). -— x (« x) = ä (k -(- l). — Determ.:

u) x + f. d. obere Z., d. untere Z. giebt absolut PY. — x
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kann von P aus beiderseits auf RS abgetragen werden, also
2 P. X u. X' und dabei- 2 verschiedene Kreise.

Geom. Lösung: Legt man irgend einen Kreis durch A
u. B und zieht von P aas eine Gerade so durch denselben,
dass die Sehne = a wird, so ist der äussere Abschnitt = x.
Am einfachsten beschreibt man den Hilfksreis über a als
Durchmesser.

b) A u. B auf entgegengesetzten Seiten von P. —
.'■(« —= k (l — k). — Determ.: a) Die beiden Z. geben
die beiden Abschnitte PX u. PY. — 2 Lösungen, jenachdem
der kürzere Abschnitt auf PR oder PS abgetragen wird.
/j ) x reell: a > 2 tfk [l — k).

B) P. T gegeben. PI =t. — x (a -f x) = t"\ — Determ.
wie in A, a).

Spez. Fall: Der gesuchte Kreis soll RS berühren. A, a).
,ir = k (k -j- /). Zwei Kreise. — Geom. Lösung analog der
obigen b) Unmöglich. B) x = t.

2) Wie 1 j, für Strecke a ist aber y m.x = s geg.
A) a). x (s — m . x) = k (k + /). — Determ.: vergl. § 18, 4,

die Bedingung x >- p bleibt hier weg. — Im allgem. (für
;«>1) 4 Lösungen.

b) x (s — m . x) = k (l — k). — Wie vorhin. 4 Lösungen,
B) .«(s — m .,(.')== i'2. — Determ. wie § 18, 4), A), nur

tritt für p (2 r — p) hier t 2
Behandle weiter: geg.y ■— m ,x = t, m. y ■— x — t.

3) Geg. P. T auf MN und ein Kreis um 0. E. K. zu
zeichnen, der MX in T berührt und den geg. K. unter der
Sehne A B — a (« < 2 (?) schneidet.

Analysis. Suche den Schnittp. P der Geraden MN
und AB. Von ihm aus lege eine Gerade so durch den geg.
Kreis, dass Sehne AB — a wird. Durch T und einen der

P. A oder B ist der gesuchte Kreis bestimmt. — 2 Lösungen,
da sich von P aus zwei solche Gerade durch den Kreis
ziehen lassen. —

Bezeichnungen: Fälle OQ±_MN und setze TQ=q,
OQ = P, den Radius des geg. Kreises = r, TP*= x, PO = z.
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Da der Kreis, welcher MN berührt, ganz auf cler einen

Seite dieser Geraden liegen muss, so kann P nie innerhalb

d. K. um 0 , also zwischen A und B liegen. —

A) M.N schneidet den geg. Kreis nicht. — a ) P und Q

a uf derselben Seite von rl. Gl.:.? 2 — (z —r) (2 + 7'), z 2 — p 2 +

(x -— g) 2, daraus für p 2 + q~ = s" : x = s 9 ' . Determ. x -f- :

s>r, d. h. T muss ausserhalb des geg. K. liegen. — b) T

zwischen P und Q. x 2 = (z— r) [z + z~=p*-\-(x-\- q) 2,

daraus x = ' ,, s . Determ.: x 4-: r > s, d. h. T inner-
2 q

halb d. K, was hier unmöglich ist. —

B) MN schneidet den Kreis. — a) P und Q auf der¬

se lben Seite von T. Wie A, a), nur kommt noch, weil P

ausserhalb d. geg. k. liegen muss, die Determ. hinzu:

x<q —j/r 2 — p 2 : stets erfüllt. — b) T zwischen P und Q.

Wie A, b). Determ. .r>| fr 2 — p 2 — q\ stets erfüllt.— (Ist

die blosse Umkehrung der vorangehenden Ungleichung.)

Je nachdem also T ausserhalb oder innerhalb d. geg.

K. liegt, ist die Aufg. so lösbar, dass P u. Q auf derselben

oder auf entgegengesetzter Seite von T liegen. —

Anmerkung. Soll cler gesuchte Kreis den geg. "berühren, so

ist diese Aufg. nicht spezieller wie die vorige, da ja c in den

Gleichungen nicht vorkommt.

Geometr. Lösung: Das Centrum des gesuchten K. ist eine

Ecke eines Dreiecks, von dem eine Seite (s), die Differenz

oder Summe der beiden andern Seiten (?■) und der einer Seite

gegenüberl. Winkel geg. sind.

3 a) Stellt man die Gleichungen unter der Voraussetzung

eines innerhalb des Kreises gelegenen P. P auf, so geben

dieselben im allgem. ebenfalls eine Lösung, d. h. einen P.,

welcher gleiche Potenz hat in Bezug auf den gegebenen und

den durch T gehenden Kreis. Hier bedeutet aber TP keine

Tangente, sondern die Hälfte der Sehne im gesuchten Kreis,

welche auf dem durch P gelegten Durchmesser desselben senk¬
recht steht.

a) P u. Q auf derselben Seite von T. — Gl.: x 2 = (r + z).
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(r — 5), s 2 = p 2 -)-(®—(])". Daraus die quadr. Gleichung:

, r a- — s 2

x{x — q) = 2 . —

Determ. I) s > r, d. h. T ausserhalb, a) x + f. beide

Z. ß) x reell: s 2 0 2 + y) x^> q — ]fr- — p". Ist mit

Rücksicht auf ß) f. beide Z. erfüllt. II) s < r, d. h. T inner¬

halb. et ) x + f. d. obere Z. ß) — P*- stets er¬

füllt. b) P und Q auf entgegengesetzten Seiten von T. —

Für x tritt — x , daher: x(x-\-q) = - 0 *. Determ. I)

■s > r: unmöglich. II) s < r: cc) x + f. d. obere Z. /i) a.'<

l/ r' J —jr—q: stets erfüllt. —

4) Für P. T ist Sehne CD = l auf MN' geg., welche

vom gesuchten Kreise abgeschnitten werden soll. — CQ = q,

CP=x, CP<DP. —

I) P soll ausserhalb d. geg. K. liegen. — Dann liegt
auch P nie swischen C und D. —

A) MN schneidet den geg. Ivreis nicht. — a) P und Q

auf derselben Seite von C. — x (l -f- x) = (~ — ?•) (z + r),

2 2 — w 2 -)- (■«— q)~- — A' = Sj r 7- — Determ.: x -f- : s>r,

d. h. C ausserhalb d. K. b) C zwischen P und Q. Für

}.a ^

x — q tritt x -f- q. x — j Determ.: x + : Ist s^ r , so

muss sein 2q-^A. —

B) MN schneidet d. geg. K. — a) P und Q auf der¬

selben Seite von C: Wie in A, a). «) x-\-: s > r. ß) x

stets < q — |A' 2 — ;r. b) C zwischen P und Q. Wie A, b).

Zur Determ. kommt noch für s -<r: ß) — p a —-■ q:

stets erfüllt. —

II) P soll zwischen A und B liegen. — Dann liegt

auch P stets zwischen C und TJ und MN schneidet den

Kreis.

a) P und Q auf derselben Seite von C: x(l — x) =

(r + z) (r — z), z 2 = p 2 -f (q — x)\ — x = ^ \ Determ.
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2 q^-l. ß) x <; q -f- V r 2 —p 2 - Für x < q von selbst erfüllt,

für x > q muss x-<il sein. — Ist s^>r, so kommt noch

hinzu: y) x^> q — j/ r" — p 2 : von selbst erfüllt, wenn x^> q,

falls x<^q, muss x < l sein, ß) uncl 7) zusammengefasst:

Liegt C ausserhalb, so muss sein: x <^l, oder l(2q— /)

> s 2 — r 2 : liegt C innerhalb, so muss ebenfalls sein x l,

oder 1(1 —2 q) 1>r " — « 2. (Für x<^q nach a) von selbst

erfüllt.) Setzt man hierin für s 2 seinen Wert, so erhält man

im letzteren Falle /> q + \ t' 1 — p 8, d. h. P. D muss ausser¬

halb liegen. Im ersteren Falle folgt fiir q-^l:D innerhalb.

b) C zwischen P und Q. — Für q — x tritt q -f- x.

x— 2q\ Y' Determ.: °0 + '- r ^> s, d. h. C innerhalb.

ß) r ~ — V~ — 1'- 2q-\-J + 2 '7)1 d. h. D liegt

ausserhalb. —

Die folgenden §§ mussten mit Rücksicht auf den zur

Verfügung stehenden Raum gekürzt werden.

§ 17. Aufgaben über das allgemeine Dreieck.

Bezeichnungen: Die Seiten a, b , c, und zwar b > c, die

zu a gehörige Höhe /t, der kleinere der auf a gebildeten

Abschnitte p, der grössere q = a^-p. — Gleichungen: 1) Ii 2 =

b" — (a_|_p) 3 , je nachdem /_B spitz oder stumpf, 2) Jr =

c 2 — p 2 . ■— Für die Determ. berücksichtige, dass b-\-c^>a

für b <^a und a -\- c^> b oder a^> b — c für b^> a sein

muss, (dass a + &>c, folgt schon aus b^>c). — Geg.:

1) b 4- c = s, a, p. -— a) /_B spitz: b = ~ -)- a i cl̂ Z^P}_ —u iLS
c = s — b.

Determ.: a) s^>a. ß ) a^>b — c: s^>a — 2p schon

durch «) erfüllt.

b) /LB stumpf: b = -®- -j- (i]ß+Jp)_ — Determ.: a)s>a.

ß) — c:s^>a-\-2p 1 dadurch a) mit erfüllt.
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2) b — v = t, ff, p. — a) spitz: b wie in 1, a) (für
s tritt 2). — c = b — t.

Determ.: «) b -{- c > a: t <^a — 2 p. ß) t<^a schon durch

«) erfüllt.

b) /_B stumpf: b wie in 1, b). — Determ.: u )
t < a + 2 p. ß) t < a , dadurch a) mit erfüllt.

3) b c = s, ff, q. — a ) Z.B spitz: b — s -f- - —u a S

Determ.: u) s>- a. ß) a^>b—c:s^>2q — a. Da q<^a,

ist ß) durch er) erfüllt.

b) / B stumpf: b wie in a). —■ Determ.: «) s^>a.
ß) a^>b — c : s > 2 q — «. Da q^> a, ist a) durch ß) erfüllt.

4) b — c=t, a, q. — a) /_B spitz: b wie in 3, a).

Determ.: u ) b -f- c > a : t 2 q — a. ß) t <^a schon durch «)

erfüllt. — b) / B stumpf: b wie in 3, b). Determ.: cc)
b + c > a : t <C 2 q — a. ß) t a, dadurch «) mit erfüllt.

5) b -f- c = s, ö, h. — bis — b) = - " — ^ + s . mag' s 1 — er 4 ' °

/LA spitz oder stumpf sein. — c = s — b.

Determ.: «) Da sein muss, ist b (u. cj + f. beide

Z. ß ) b reell: s- er -|- 4 Ii". y] b — c stets <^a.

6) b — c = t, ff, h. — b(b — t) = a„ -- + also' a- — t- 4

wie in 5). c — b — t.

Determ.: a) Da t •< a sein muss, ist die rechte Seite +.

also b -f- f. d. obere Z. ß) b-\-c^>a: stets erfüllt für t ct.

§ 18. Aufgaben, in welchen ein Kreis konstruiert

werden soll, der geg. Gerade oder Kreise berührt und

dessen Mittelpunkt auf e. geg. Geraden oder e. geg.

Kreise liegt.

1) Geg. 2 Kreise um 0 u. P (Radien ß, r) und e. Ge¬

rade MN ±_ OP , welche OP in Q schneidet. E. Kreis zu

konstr., der die geg. K. berührt und dessen Mittel]!, auf
MN liegt. — 0 P = ff, PQ — p.
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Anwendung der Aufg. 1—4 in § 17. Gliederung: A)

Der eine Kreis ausserhalb des andern, B) die lv. schneiden

sich, C) der eine K. innerhalb des andern. Weiter ist zu

unterscheiden: I) Q auf der Verlängerung von OP, II) Q zwi¬

schen 0 u. P. III) Q auf der Verl. von PO. Endlich: Die

Berührung findet statt a) bei beiden K. von aussen, 1)) u.

c) beim grösseren von aussen, beim kleineren von innen oder

umgekehrt, d) bei beiden von innen.

Determ.: Ausser den schon a. a. 0. angeführten Be¬

schränkungen beachte, dass der Radius x des gesuchten K.

+ sein muss. Ein — x giebt die Lösung für die entgegen¬

gesetzte Berührung, in a) also für d), in b) für c).

Spez. Fall: Geg. für den K. um 0 nur Punkt 0, d. h.R = o.

2) Wie 1), Gerade MN ist aber || OP. — Anwendung

der Aufg. 5 u. 6 in § 17. Gliederung: A), B), C), a)—d). —

Determ.: Wie 1). x ist Wurzel einer quad. Gleichung, die

2. Wurzel giebt absolut die entgegengesetzte Berührung.

Spez. Fall: Geg. für den K. um 0 Punkt 0.

3) Geg. e. P. 0, zwei beliebige Gerade MN ü. ES.

E. lv. zu konstr., der durch 0 geht, MN in Y berührt und

dessen Mittelp. X auf E S liegt. — Ziehe X Y und fälle
OPJ l MN u. OZA_XY. RS schneide OP in U, MN in
V. — OP =a, PV =q, PU — s : OX = XY =.v, PY =y.

A) 0 zwischen P u. U oder auf der Verlängerung

vo n PU (X zw. U u. V oder auf der Verl. von I' U). Gl.:

1) ?y2 (x — a)-= x-, 2) x: q+y = s : q, je nachdem Y zw.
V u. P oder auf der Verl. von VP liegt.

B) 0 auf der Verl. von UP (X auf der Verl. von UV).

Gl. 2): x-.y — q = s:q. — Gem.-quadr. für x. Im allgem.

2 Lösungen.

Determ.: x + reell. — Spez. Fälle: a) Z.UVP= 45°,

60°, u. s. w. b) a — s, d. h. 0 liegt auf U: einfacher

direkt. U. s. w.

4) Geg. 2 Kreise um 0 u. Q (Radien R. r) u. die G.
MNOQ , welche OQ in P schneidet. E. K. zu konstr., der

den K. um 0 u. MN berührt und dessen Mittelp. V auf der
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Kreislinie um Q liegt. — Fälle X Y J_ Ol', verbinde X mit

P. U . in welchem der ges. Kreis MN berührt, so ist P Y = ,v. —

OP—a, PQ—p. Gliederung: A) Der eine K. ausserhalb

des andern. B) die K. schneiden sich, C) der K. um Q innerh.

des K. um 0, D) der K. um 0 innerh. des K. um Q.

Weiter ist die Lage des P. P gegen 0 u. Q zu berück¬

sichtigen, sowie ob dabei P ausser- oder innerhalb des K.

mn 0 zu liegen kommt. Liegt P innerhalb, so kann wieder

Y mit 0 1) auf derselben, 2) auf entgegenges. Seite von P

hegen. Schliesslich a) äussere, b) innere Berührung. —

Gleichung f. A, a), Paufd. Verl, von OQ: (/2 + a;) 9 — ( a —®) a ==

r~ — (p — ii')". — In den übrigen Fällen a) ist hierin je nach

der Lage der Gebilde a — .«mit a -f- x u. p — x mit p + x

zu vertauschen. In b) tritt für R + x Ii — x.

Determ.: x reell u. ausserdem muss Y innerh. des K.

um Q liegen.

Spez. Fall: Für den Kreis um 0 P. 0 geg. — Gliederung:

A) 0 ausserhalb, B) 0 innerh. d. K. um Q. Ausserdem I)

P auf der Verl, von OQ, II) P zw. O u. Q. III) P auf der

Verl. von QO. — Liegt O auf der Peripherie, so ist ,i;2 =

2 r (ci —«), wie auch direkt leicht erhalten wird (.?: Kathete

in einem reclitw. mit der Hyp. 2 r).

5) Geg. 3 Kreise um O, P'. Q : mit den Radien P, r, o.

E. K. zu konstr. (Radius.,)'), der die K. um O u. Pberührt u. dessen

Mittelp. auf dem K. um Q liegt. — Fälle XY _\_0 P. — OP=a.

PQ=p, P Y = y. Für den Fall, dass die K. sämtlich ausserli.

einander liegen u. f. d. Berührung v. aussen: (P + ^') 2 — (« — y)~ =

(r + x) 2 — y" = q - — (p — y)~. — Gem.-quadr. für x.

Spez. Fall: Für den Kreis um O P. 0 geg.: P = o.

Gliederung: A) Die Kreise schneiden sich nicht. B) Die K.

schneiden sich oder der eine liegt innerh. des andern. I) P

auf der Verl, von 0 Q, II) P zwischen 0 u. Q. Bei B)

ausserdem noch zu unterscheiden, ob O u. Y auf derselben

oder auf entgegenges. Seite von P liegen. Schliesslich äussere

und innere Berührung.

Determ.: x u. reell, ausserdem Y innerh. d. K. um Q.
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Z.B. 0 auf d. K. um Q, also etwa a=j) + ?i worin
speziell o = r gesetzt werden kann. Direkt wie der ent¬
sprechende Fall in 4).

§ Ii). Aufg. über das Rechteck im Kreise. — Geg.
der Radius des Kreises.

I) Hierher die Aufg. über das rechtw. /\, bez. Rechteck,
in welchen die Hypotenuse (Durchmesser des Kreises), bez.
Diagonale geg. ist. Yergl. §§ 4—6. Nach § 6, 1 ist unter
den Rechtecken in demselben Kreise das Quadrat das mit
dem grössten Umfange und nach §1,9 auch das mit dem
grössten Inhalt. — Ferner:

1) Dem K. ein Rechteck so einzubeschr., dass das durch
die Endpunkte der zwei auf einander senkrechten, den Reclit-
ecksseiten parallelen I turchmesser und die Ecken des Rechtecks
gelegte Achteck den Inhalt i hat. — Gemischt-cjuadr. für die
Seiten. Determ.: Regelmässiges Achteck Quadrat.

2) Der Rhombus, dessen Seiten die in den Ecken des
Rechtecks gelegten Tangenten sind, hat den Inhalt i. —
Bestimme aus i und r die Seite des Rhombus. — Determ.:
i > umbeschriebenes Quadrat.

IJ) Ein Rechteck dem Halbkreise einzubeschr., so dass
eine Seite x auf den Durchmesser fällt. Andere Seite = y-
Geg. 1) x-.y, 2) x.y, 3) x-f-y, 4) Diagonale, 5) x" = 2 r.y,
6) y- — 2r.x, 7) 2 y" = r. x. 1) u. 2) gehen ohne Rechnung
aus den entsprechenden Aufg. in I) hervor, 3), 5), 6), 7),
sind gemischt-, 4) rein-quadr.

III) Ein Rechteck einem Segment so einzubeschr., dass

Seite x auf die Sehne s fällt. Sei -j/ r" — (2) = j), die

andere Seite y, so ist: r- = ^^^ ~\~ {l! + v)~- — Determ.:

«) x +i ß) x reell, y) x<^a, ')') x <^s. Je nachdem a ^ s,

zieht die eine der Bedingungen y) und (?) die andere nach
.sich. (Dass y-f-p stets O ist, folgt,schon aus der Gl.)
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1) x-.y — m. — Gemischt-quadr. — Stets möglich. 2)
,v- = s.y. — Gem.-quadr. — Stets möglich.

3) a) x-\-y = r—p. — Linear. — Deterro.: 8?'<;5s.

b) x-\-ij = r- j/5— p. Rein-quadr. — Determ.: 4r<s'J/ r 5

oder r > p j/5. — c) Allgemein: x-\-y — a. — Gem.-quadr.

Die allgemeine Determ. ist umständlich. Spez. Fälle: s —

Seite des einbeschr. regulären 3-, 4-, u. s. w. Ecks.
a = in . r.

Z. B. s = s H = r, 2 a = r. Determ.: Es ist zwar x -j-

und reell f. beide Z., aber a nur f. d. untere Z. Dann

ist von selbst x <; s.

IV) Dem Sektor GAB Rechteck UVXY (X auf dem

Bog en AB) so einzubeschr., dass Seite UY auf OA fällt

und = b ist. — Fälle AC_\_OB und XZA.OB , so ist
A OA C<^> A VXZ, daraus XZ. — Hierauf kommt d. Aufg.
zurück: das Rechteck so einzuzeichnen, dass 2 Ecken auf den

Bogen fallen.

§ 20. Vermischte Aufgaben über den Kreis.

1) Geg. die Badien Ii, r zweier Kreise. Die Kreise selbst

so zu zeichnen, dass ihre äussere gemeinsame Tangente auch

den Kreis berührt, der jene Kreise von aussen tangiert und

dessen Zentrum auf der Centrale liegt. — Radius = -j/R.r.

2) Durch den Berührungspunkt A zweier Kreise eine

die K. in A und Y schneidende Gerade so zu ziehen, dass

ü' + m. A Y= s. — AX = x: .v—■ . — Determ.:M + mr

2 R^> x^> o.

3) Dieselbe Aufg. für 2 ausserhalb einander liegende

Kreise, deren Ähnlichkeitspunkt A ist; s die Entfernung zweier

homologen Schnittp. — Für beide Ähnlichkeitsp. hat x den¬

selben Wert wie 2). — Determ.: Die Centrale schneide den

Kreis, auf welchem X liegt, in M und N, und zwar sei
A M < A N , die von A sius an denselben K. gelegte Tan¬

gente berühre in U. a) X und Y sind die inneren Schnittp.

Es muss sein A U > A" >> .1 M. b) A und V sind die äusseren



— 78 —

Schnittp.: AiVAM. — Dazu noch für ein neg.
m : x o.

4) Punkt X zu suchen derart, dass die von ihm an

zwei sich nicht schneidende Kreise um 0 und P (Radien
R, r) gelegten Tangenten gleich sind. — Fälle XQ_l_()P.
0 Q = x. A) Q und P auf derselben Seite von 0. —

x = ——— L—, worin OP=e. —• Determ.: «stets -j-, da£ C
R^>r. Ferner ist stets x^>R, mag der eine Kreis ausser-
oder innerhalb des andern liegen, im erstem Falle auch
x e — r. B) 0 zwischen Q und P: unmöglich, weil x —.

5) Einem Halbkreis (Mittelp. 0, Radius ?■) ist ein Kreis

(Mittelp. P) einbeschrieben, dessen Durchmesser der Radius

des Halbkreises ist. Konstruiere einen Kreis (Mittelp. X,

Radius der den Halbkreis, dessen Durchmesser und den

einbeschr. Kreis berührt. — Ziehe XO und XP, fälle
X 7_L 0P, so ist X Y auf doppelte Weise ausdrückbar. —

r
x — —.

6) Einem Segment (Mittelpunkt Ö, Radius r, Höhe h) ist

ein Kreis über der Höhe als Durchmesser einbeschrieben.

Konstruiere einen K., der die geg. Kreise und den Durchmesser

berührt. Analog 5). — x = — Determ.: x und

OX=r — x sind +. Ferner /\OXY stets konstruierbar,

denn OX^>OY, weil

7) Der Winkel eines Sektors (Mittelp. 0 , Radius P)

wird halbiert und jeder Sektor-Hälfte ein Kreis einbeschrie¬

ben (Mittelp. P , Q, Radien r). Konstruiere einen K., der

den Bogen des Sektors und beide einbeschr. Kreise berührt

(Mittelp. X , Radius x ). — Die Iv. um P. Q berühren die

Halbierungslinie in ZT, OU—a = \^R(P — 2 r. A P X l'

ist rechtwinklig. — A" = ]' a) - , Determ.: R — x stets
ö 2 (R-\-r — a)

+. — Löse die Aufg. auch für den Fall, dass die K. um

P, Q den Sektor-Bogen von aussen berühren.
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8) Geg. auf dem Durchm. AB = 2.r eines Halbkreises

P. M. Konstruiere e. K. (Mittelp. A), der den Halbkreis

und die beiden über AM —1a (2a>r) u. BM — 2(r— a)

als Durchmesser beschriebenen Halbkreise (Mittelp. C und I>)

berührt. XY A_AB. — XY auf dreierlei Weise ausdrück¬

bar. also 2 Gleichungen. — x — -~ nF' —Determ.: x
' ° r (r — a) -f er

und r — x stets +. /\CXD stets konstruierbar, weil stets

CD > CX > Li X, und ausserdem CX-\-DX^>CD. —

Spez. Fälle: a = ~, ^r, u. s. w.

9) Geg. ein Kreis um 0 (Radius r) und e. Gerade MN
mit dem Abstände 01 J =a von 0. Auf MX Punkt Y

{PY—.v) von folgender Eigenschaft zu suchen: zieht man

von Y aus eine Gerade YXZ durch den Kreis (A der 1.,

Z der 2. Schnittp.), so soll YX oder YZ die geg. Länge l
haben und XZ = P Y sein.

A) y soll ausserhalb des K. liegen, YX = 1. — OY auf
o ' Ou f)

doppelte Weise ausdrückbar: er -f- x-==[l-\- 9 I + r- —

^9^, daher .(;(«■—/) = l 2 + r- — er. Det. «) x hat einen

oder 2 -f- Werte, je nachdem r 2 + l 2 ^ er. ß) Für r 2 -j- l 2

<. er ist x reell, wenn ^ l 2 -|- r 2 > er. — y) Falls MX den

K. schneidet, muss Y ausserhalb liegen, d. h. x 2 > r 2 — a 2 :

stets erfüllt, ()') x<i'2r: a) Oberes Z. Für 4 r<^l un¬

möglich, für 4 r > l muss sein l < — r + j/ ir 2 + er. b) Unt.

Z. Für 4?' >• / stets x << 2 r, für 4r < / muss sein l > — »• +
^ F ~~t <> i
y 4r - -}- er.

Behandle B) 1' ausserhalb, YZ = l . — C) Y innerhalb.



Dem wohllöblichen Magistrat zu Rochlitz statte ich für
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Der Verfasser.
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