
Die auf den Mittelpunkt bezogene Fusspunktkurve
der Ellipse .

Die Polargleichung dieser Kurve ist r —■ a VT e - sin 2 cp,
2

wenn a die halbe grosse Achse und e - - ^ die numerische
Exzentrizität bedeutet .

Die Gestalt derselben ist , so lange e - 1/ s ist , nahezu
dieselbe wie die der Ellipse ; ist dagegen e - > V2 , so hat die
Kurve eine an den Enden der kleinen Ellipsenachse eingedrückte
Form ( ein spezieller Fall der Cassinoide ) . In beiden Fällen
haben die Ellipse und ihre Fusspunktkurve die Endpunkte der
Achsen und die daselbst gezogenen Tangenten gemeinschaftlich ,

im übrigen liegt die Fusspunktkurve ausserhalb der Ellipse .
Bemerkenswert ist die Quadratur der von der Fusspunkt¬

kurve eingeschlossenen Fläche . Es ist nämlich
2tz 2k

f = x / 2 r 'J d <p = 1/ s j a - ( 1 - e 2sin - cp) dq >

2k . 2 7t

{ = l l;2 a - dtp - 1li a 2e 2 sin - tp dcp

0 0

2k 2k

f = 1/ 2 a ' |^cpJ — 1/ u a - e - • l / n |^ <p - sincp , cos cpj
o 0

f = na '-2 — l ls m 2 • a ~
oder f = 1 Un ( a ~ - (- b s ) d . h . die Fläche , die von der Ellipsen -
fusspunktkurve begrenzt wird , ist dem arithmetischen Mittel
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aus den Flächen des der Ellipse umgeschriebenen und des ihr
eingeschriebenen Kreises gleich , während die Ellipsenfläche
dem geometrischen Mittel aus diesen Kreisflächen gleich ist .

Die Rektifikation führt auf die Gleichung
2ti

27t ü

I V a - ( 1 - e 2 sin 2 <p )
rj

2

dcp =

a 2 e '1 sin - cp cos - cp ^
— e sin - cp

0

2tc

rV 1 — 2 t - sin - cp e 1 sin 1 cp X ^ sii " f cos ~ 9
' dcP

V1 — e ' sin - cp
0 2n

Vi £ - ( 2 £ 2) sin - cp

Vi -
0

1li n

Vi e 2 ( 2 £ -' ) sin

■J e 2 sin - cp
dcp

dcp
V1 e 2 sin 2 (p

Das hier auftretende Integral ist ein hyperelliptisches ,
welches jedoch , da £ 2 1 ist , in eine nach Potenzen von s 2
fortschreitende Reihe verwandelt werden kann , hier soll es
nicht weiter untersucht werden .

Dagegen lässt sich die Komplanation und die Kubatur
des von der Ellipsenfusspunktkurve beschriebenen Rotations¬

körpers leicht ausführen , wenn die kleine Achse der Ellipse
Rotationsachse ist .

Im ersteren Falle findet man
b 1Ln

fo = 2t

— b

T I x ds = ! | I r cos cp 'y r 2 -f dcp



1/ jjJl

fo == 2tz a - ^ V ( 1 —- e 2 sin 2 <p ) 2 - )- e 4 sin 2 cos 2 9 d ( sin <p )
Va 71

x/ 2"

---- - 2 tc a 2 I
fo = 2 tc a 2 I Vi - - 2e 2 sin 2 cp - )— e 4 sin 2 <p d ( sin cp)

1/ 27t
1

fo = 2it a 2 | Vi — m 2 u 2 d u , wenn m 2 £ 2 ( 2 — e 2) ist ,
- 1

daher fo — 2n a 2 J^ 1/ » u Vi — m 2 u 2 - f - 9 ' arc sin ( m u ) J
-- --- 1

fo = 2 tc a ä I 1 ;i Vi — m 2 ' arc sin m - }- 1 s Vj ■ m 2L 2 m
1 1

+ _ arc sin m2m J

f <i = 2n a 2 [ Vi - m 2 - j~ ^ arc sin mj oder

fo = 2n a ' £Vl - s 2 ( 2 e 2) - f- ^ arc sin ( e V2 - e - ) J

r arc sin ( e V2 0 ) ~1
fo = 2k a 2 I e 2 + V

I e V2 e 2 J

Ist e = 0 , so folgt f = 4 tc a 2 ( Kugeloberfläche ) .

Im letzteren Falle ergibt sich

1/ E7l 1j ,/ K

V 2 C 2 f
~ 3 71 I r :> cos ^ j 71 I a B V ( 1 £ 2 sin ' cp ) '! - coscpdqj

■1li K — 1127t
1/ git

2
V ( 1 £ ? sin 2 cp) 3 • d (sin cp )
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Setzt man e sin cp = sin X , so folgt

, f c

«y

2 / 1
V = ^ ti: a 3 I cos 3 X d ( sin X )

2
3 £

Au

/

cos 4 X d X

2 . in
0 tc a • -O 8

V 2 S 1V = ---• tu a •
O £

sin X cos 3 X —|— g sin X cos X - |- g
^ 0

^ sin Xo cos 3 Xo + 3 sin X« cos Xo + ^

Nun ist sin X 0 = e ; cos Xo = V 1 — e 2 , also

V = 3

1
6

7i a 3 • ^ j^ e ( 1 z - yi * - (- 3 e ( 1 s B) ' /" -f arc sin ej

n a 3 • ^ J^ 2e ( 1 e - ) I; ' ) —(- 3e ( 1 — s 2) ' ^ - f- 3 arc sin ej

[ ( 2 - 2e 2) ( I - e 2) ' /> _|_ 3 ( 1 £ 2) ' /» -f 3ar c sine J

V = ^ TT a 3 [ ( 5 -- 2 e 2) ( 1 s 2) 1/» + 3 arc £ sin £]

Ist e = 0 , so erhalten wir
1 4

V = ^ ix a 3 ( 5 - )- 3 ) = ^ 7t a 3 ( Kugelvolumen ) .

Im Anschluss hieran wollen wir die Anziehung des halben
homogen vorausgesetzten Rotationskörpers auf seinen Mittel¬
punkt berechnen .

Wir erhalten

dr d -9- cos <p dq> z
r 2 r

/ I I I
s I dm z * I / / r 2= * o ;r = x 5 I I I

f r - r ! ! !

1lc/k 2tc r
r* si r *

Z = x 8 I I I cos cp sin cp dr dft dcp
e, ' e. ' t '
0 0 0
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1/271

~ c

Z = 2 n x S I r cos cp sin cp dcp

' fem 0

Z = 2it x 8 I a Vi — £■ sin 2 <p • sin ^ d ( sin 9 )

0

Z = n 7. 8 a

2 7t x 5 a

Z = 2x x § a | 2 Vi — e 2 u d u , wenn u sin 2 cp

0

gesetzt wird ; daher finden wir

Z = 7t x 8 a ■ £ 2 ( l £ 2 « ) % ]

[ / « > " - + 3 ^ ]

z - - - y a

* - i : ; ! - 2 ■ yj • <* - «

Z = 3 ' , " i > ( ' ' - b 1 = 3 " S ' ' ' V + b+ b '

Selzen wir b = a , so erhalten wir

2 R 3a

Z = ^ 7i x o ■ ^ = it * o a

( Anziehung der homogenen Halbkugel auf ihren Mittelpunkt ) .

Zum Schlüsse soll noch untersucht werden , welche an¬

ziehende Kraft eine Planetenbewegung in der zentrischen

Ellipsenfusspunktkurve hervorbringen müsste .

Aus den Gleichungen

^ X = f • X und ^ , / = f • - , in denen f die vom Poldt 2 r dt 2 r

ausgehende Zentralkraft bezeichnet , folgt

dcp dy
1 ) r 1 , = a c , wobei c = für t = o und x = a

dt dt

ist , und
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2 ) ( ) = 2 | f ■ dr + C

Nun ist dr V + r , « 8

somit

- [ ( dJ + ' ■] ( d; ) '

- [ ( £ ) ' + " ]

[ ( s ? ) ' + ' ' ] • = 2 j < * +
c

Setzt man r , so erhält man
P

[ ( ; ■ sc + - ./

■ ■ | ( t ' ! + | ■ ' i

dp + C

oder a
2 | p2 dp + C .

Durch Differentiation erhalten wir

« 42 dp • d- p + 2p dp l
L d <p dtp 2 dtpj

a * c 2f dp

cp 2 d <p

mithin f = a 2 c 2 e + > ] *
oder indem wir wieder r statt p einführen

a 2 c 2 F | _ j_ 2 fdr \ 2 1 d 2
^ dcp / r dy

f 2 c 2 r , , 2 / dr \ 2 1 d 2rl
r 2 L + r 2 ' Idcp / r dcp 2J

Ist nun r = a V | e 2 sin 2 cp , so ergibt sich
dr

dcp
dr a 2 £ 2 sin 9 cos <p

d 2r

dcp s
= a ' e2 2 r 2 ( cos 2 9 — sin 2 cp) - f- a 2 e 2 sin 2 <p cos 2 cp
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Demgemäss ist

a s c 2 [" 2 a 1 e l sin 2 cp cos 5

L 1 + - g r s

1 2 2 1- 2 ( ^ os 2 tp — sin 2 9 ) a 2 e 2 sin 2 cp cos 2~4 ~ ' 3 £ • - — ö
r r d

r '

• |Tr 4 —)— 3 a 1 e l sin 2 tps cos 2 cp a 2 e 2 r 2 ( cos 2 cp sin 2 cp )J

a 2 _ r 2 r 2 b «

Nun ist sin 2 cp = g2 — und cos 2 cp = ^ _ b > 1 da¬

her durch Substitution

f = - 3
' CJ . [ r ' - f 3 ( a 2 - r 2 ) ( r 2 - b 2 ) + r 2 ( 2r 2

2 ( a 2 + b 2 ) a 2 c 2 , 3 a ^ b 2 c 2 , , Dl ,
f = = — i X L L — d . h . die Planeten -r > r '

bahn wäre eine zentrische Ellipsenfusspunktkurve , wenn eine

Zentralkraft vorhanden wäre , welche zum Teil umgekehrt

proportional der 5 . Potenz der Entfernung anziehend , zum

andern Teil umgekehrt proportional der 7 . Potenz derselben

abstossend wirkte ; ausserdem müsste beim Beginn der

Bewegung der Planet im Endpunkt der grossen Achse stehen

und senkrecht zu dieser die Geschwindigkeit c haben .

Die Kurve , deren Bogen = rcp ist .

Zählt man die Bogen von der positiven Seite der Ab -

scissenachse aus , so ist

rcp - 1 V r * + ( | ) ! d <p
e_/
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V " + & ) •
+ ( ai ) ' ~ r ' + 2 "p • + ■ Q

° ~ 2 , ■ | - 0 » 1 ( | ) S

Diese Gleichung zerfällt in

°] r = 0 und ( 1 cp 2 ) = 2 rcp
dtp dcp

Erstere ergibt r = C , also eine Kreislinie ; letztere liefert

1 dr = 2 <p

r dq > 1 — cp 2

also durch Integration

+ c

lg r = — Ig ( 1 - <? 2 ) + C

c

r = = j wobei C = Ig c ist .

Diese Polargleichung repräsentiert demnach die gesuchte

Kurve . Man erkennt aus der Gleichung sofort , dass die Kurve

aus zwei kongruenten Teilen besteht , die symmetrisch zur

Abscissenachse liegen . Setzt man <p = + 1 , so ist r = co ,

d . h . zwei durch den Pol gehende Gerade , die mit der Ab¬

scissenachse die Winkel von 4 - 57 " 17 ' 44 , 8 " einschliessen ,

sind Asymptoten .

Aus dem rechtwinkligen Dreieck , dessen Hypotenuse ds ,

dessen Katheten dr und r d <p sind , erhalten wir die Gleichung

tg ( t ■— <p ) = f = dr

dcp

wobei x den Winkel bezeichnet , welchen die Tangente im Punkte

( r , cp) mit der positiven Seite der Abscissenachse einschliesst .

Wenden wir obige Gleichung auf unsere Kurve an , so

finden wir c

1 — cp 2 1 1 cp 2

ig (* <P ) = 9 - ■ = ö ■
l c cp 2 cp

( 1 - <p 2) 2
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Also ist für cp = 0

tg X = CO

mithin
x = 9 n , während r = c ist .

Die Kurve hat also einen Scheitel , dessen Entfernung

vom Pole = c ist und in welchem die Tangente auf der Ab -

scissenachse senkrecht steht . Die Kurve gleicht daher einiger¬

maßen dem auf der positiven Seite liegenden Aste einer

Hyperbel , welche dieselben Asymptoten hat .

Wie in I . wollen wir noch die Frage erörtern , bei welcher

Zentralkraft diese hyperbelähnliche Kurve Planetenbahn sein

könnte . Es ist

im umgekehrten q u a d r a t i s c h e n Verhältnisse der Entfernung

absto ss enden und einem im kubischen Verhältnisse an¬

ziehenden Teile bestehen ; ausserdem müsste die Scheitel -

geschwindigkeit des Planeten = 1 und seine Entfernung vom

Pole = c sein , wenn t = o ist .

Anziehung eines homogenen Rotationsellipsoids

auf einen Punkt seiner Oberfläche .

Die Anziehung eines solchen Ellipsoides mit verkürzter

Rotationsachse wird gewöhnlich für innere und äussere Punkte

durchgeführt ; ein Punkt der Oberfläche wird dann ersetzt durch

einen derselben unendlich nahen inneren oder äusseren Punkt .

Gleichwohl ist es nicht uninteressant , die Anziehung auf

einen Punkt der Oberfläche unabhängig zu berechnen .

2c c
- _ d . h . die Zentralkraft müsste aus einemr ^

in
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Legen wir zu diesem Zwecke durch den gegebenen Punkt
und die Rotationsachse die Y - Z - Ebene , so dass die Y - Achse

parallel zu einem Aquatordurchniesser wird , ziehen wir ferner
die X - Achse senkrecht zur Y - Z - Ebene , so ist die Gleichung
des Ellipsoides

x 2 + ( y - p ) 2 , ( z _— _q ) 2 ,
a 2 " b 2

wenn p und q die Koordinaten des Mittelpunktes bezeichnen .
Ferner ist

x = r cos fr cos cp

y = r sin {)■ • cos cp
z — r sin cp

wobei fr der Winkel ist , den die Projektion des Radius Vektors
mit der - {- - Richtung der X - Achse einschliesst , während cp den
Neigungswinkel desselben gegen die X - Y - Ebene bezeichnet .

Dann ist X — 0

Y = xS I I r cos 2 cp sin fr dcp dfr_ * 8 ffrc
fj «, '

' / /t /
Z = * 5 I r cos cp sin cp dcp dfr

CS
Hiebei bezeichnet ■/. die Gravitationskonstante , 5 die Dichtigkeit

des Ellipsoides .

Die Gleichung desselben in Polarkoordinaten ist

r 2 cos 2 fr cos 2 cp - )- ( r sin fr cos cp p ) 2 ( r sin cp — q ) 2

a 2 " + b 2

Hieraus folgt
b 2 r 2 cos 2 fr cos 2 cp —(— b 2 r 2 sin 2 fr cos 2 cp — 2 b 2 pr sin fr cos cp

—j— b 2 p 2 — a 2 r 2 sin 2 cp — 2 a 2 q r sin <p - |- a 2 q 2 = a 2 b 2
oder

( a 2 sin 2 cp —(— b 2 cos 2 cp) r 2 — 2 ( a 2 q sin cp —(— b 2 p sin fr cos cp) r
- |- a 2 q 2 b 2 p 2 = a 2 b 2

Nun ist aber der gegebene Punkt der Oberfläche zugleich
ein Punkt der Meridianellipse , also

P 2 - j- = 1 oder a 2 q 2 —|- b 2 p 2 = a 2 b 2
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folglich ist
2 ( a 2 q sin cp 4 - b 2 p cos cp sin fr )

b 2 cos ' cp - f- a 2 sin 2 cp

Durch Substitution erhalten wir

Y = 2 x 5 a 2 q
{

- )- 2 x S b 2 p
l

wobei N _ a 2 sin 2 cp - f - b 2 cos 2 cp ist .

Um die Integrationsgrenzen zu bestimmen , denken wir uns

in dem angezogenen Punkte eine Tangente an die Meridian¬

ellipse gezogen und diese um die Z - Achse gedreht , so entsteht
eine Doppelkegelfläche ; innerhalb der oberen Kegelfläche ( nach
der -f - z - Richtung ) liegt ein Teil des Ellipsoides , der andere
Teil desselben liegt ausserhalb des Doppelkegels , während die

untere Kegelfläche ( nach der - z - Richtung ) keinen Punkt des
Ellipsoides einschliesst .

Nennt man die Neigung der Seitenlinie dieses Doppel¬

kegels gegen die X - Y - Ebene cpo ( im absoluten Sinne genommen ) ,
so durchläuft fr im oberen Kegel für die Integration alle Werte
von 0 bis 2 tz , ausserhalb des Doppelkegels dagegen nur die
Werte von 0 bis tz , während die Werte von cp im oberen Kegel

von cpo bis 1/ stz , ausserhalb des Doppelkegels von cpo bis
- (- cpo sich erstrecken . Es ist also

9J tc

Y = 2 kd a ! q

cpo 0

Cp3 TC

+ 2 x S b 2 p
I

— cpj 0

Ocos 1 cp sin 2 fr
N d , ' d8 '

/ I cos 2 cp sin cp sin fr . . .

II N dcp dfr

/ / cos :l cp sin 2 fr ,II N dx̂
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V » 7t 2 K

' fr
IS

cpo 0

i / o n 2 7i

+ 2 , ! , - , | | cos ' » - s 'Nn * sin » dlp d8 .

r / ' cos .

l/ e /
+ 2 x 8 b > p | | ™ T N sin > * d T d »

90 0

cpo cpo

. . . , / cos 2 cp sin cp , / cos 2 cp

Nun ist | N dcp = - I N d ( cos 9 )

Cpj - cpo

cpo

= ( cos <P ) J
— cpo

= — f ( cos <po ) - j- f ( cos [ - 90 ] )
= 0

2 7t
rt 2 7t

Ferner ist I sin fr d -9 - = — j" cos
0

= — cos 2 TC — cos 0

= 0

Demgemäss vereinfacht sich der Wert von Y auf

cpo it

Y = 2 x S b ' p f f C°s ! y in ' » d 9 d »t / e /
— cpu 0

i / a 7T 2 n

iT a uv I 1 <- ös 3 cp sin 2 fr ,

+ 2 x § b v p | | r N d -f dfr

cpj 0

Da aber

•fr
"• zu

| sin 2 {)■ d ^ ' = ^ ^ und j si

sin 2 d *9 ' = und I sin 2 fr dfr = tz ist , so finden wir
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Y = 7C X 5 b 2 p

<fO 112 ^
dcp/ cos i! cp d <y f cos 3

N + 71 * P
tJ
cpo

rcos 1' cp dcp (N - J

N
— cpo cpo

Ferner

- . 1
- f

cos 2 cp ■ d (sin <p )
a 2 sin 2 cp - |- b 2 cos 2

( 1 - u 2) du
a 2 u 2 —(— b 2 — b 2 u 2

1 ~~ —
b 2 4- c 2 u 2

= fr - 1 + lI L c 2 ^ c 2 ( c 2 u 2 4 - b 2) J
u , a 2 1 , / cu

= - c « + c . ' bc arc >e It
wobei c 2 = a 2 b 2 und sin cp u gesetzt wurde .

Daher kommt
cpo

du

/ 2 sin ®o 2 a " /
c + ? " b arc ' e 1

c sin cpo
b /

— cpound
iL n

f = - c ' + fbarcle( b )
t .'

<p° sin cpo a 2 / c sin cpo \+ c 2 ~~ c :! b ar ° g V b )
Durch Substitution erhalten wir

V s US r 2 sin cpo 2 a s / c sin cpo \ ~|
' = " " » [ c ' + c ' b arc ls l b ) \

-f- 2 tc x. 5 b 2 p
1 . a 2 / c \ . sin <po a 2 , / csincpo \ ~|

• . - c ' + c " b arc , eU ) + C > ~ c " b arc n 1, ) J

Y = 2 n */. 8 b ' p - v i arc \ up L c 3 1 c * b s \ b
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Setzen wir nun ^ e t , so bekommen wir nach einigen

Reduktionen

Y = 2 TT x S p ■ ~ Ĵ arc sin e , — e ; Vi — e , Vi — e , 2

oder

w 3 « , P 1
Y = oc M ■ — - • -

2 a J ei g |^ arc sin ei - et Vi e t 2J

Entwickeln wir arc sin $ i und e Vi s ( 2 in Potenz¬

reihen , so erhalten wir

~ | ^ arc sin e t — e . Vi

= 1 L + 1 . ! i ! + 1 ■ 3 • 4 . 1 • 3 • 5 . e ' 7 .
6i 8 L ^ 2 3 2 - 4 - 5 2 - 4 - 6 7 + " ' ' '

£1
+ 2 £ ' 3 + 2 - 4 £r ' + 2

1

£i 3
[ 3 + 5 +

3 7

28 £l +

2 1 3

= 3 + 5 + 28 +

2 - 4 - 6
£i ' +

Mithin ist

Y = » M •£• [ ' + , ö « ' ■ + 56 " 4 +

In ähnlicher Weise finden wir

7t

Z = 2 x § a * q f f C ° S * sin ^ T dcp d {)'

. , fjv »
tJ

ff

- 90 TC Cpo 71
r * n

cos * cp sin cp sin -9 - dtp dfl -

N
4 2 x 0 b a p

' J. it 2i — 90 0

1 o » ( f *cos cp sin 4 cp ,
4 - 2 x 0 a 2 q r M y dtp dfrN

fj fJ
cpo 0 1/ 2 TC 2 7t

1 o a ua Ii c °s 2 T s ' n 9 sin ^ ,
4 2 x o b 2 p I | T . _ v r dcp d9 -

N
t / e./

90 0
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Nun ist

7C

c

I sin fr df )' = j^ cos f ) J
COS Tt - f COS 0 — 2

0

daher mit Benützung - der obigen Gleichungen
cpo

- ,, , cos cp sin cp ,

" 5 a ' q | r N ' dcp

- cpo l / 2 t

I A a ü / cos cp sin 4 03 ,

- f 4 tt •/ . 5 a 2 q | t n t dcp
t '

90
ferner ist

cp d ( sin cp )

tp —(— b H cos s cp
fcos cp sin a cp , / sin 2

a 2 sin 2 cp - f - b 2 cos 8 9 C T ! a 2 sin 2t '

/ ' u 2 d u

a * u 2 + b " - b * u !

/ u s d u

) b " + c » u 2

= jV , - : , + >, ^

* ( V )
daher

u b 2 1
- 5 r • r — arc
c 2 c * bc

90

r 0 fsin cpo b i / c sin cpo \ ~|
= 2 L c - c » arc ' e 1 t ) J

und

I / 2 't

CpO

f 1 b 0 , 0 t f c \ sin 90 b , / c sin <po \
= F F arc * ib ) c » + c « arc tg ( b )

90
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also

Z = 4 7i x
a " q

sin <po
arc tg

sin

- )- 4 n x 5 a 2 q arc tg ( bc ) sin <po

+ arc

sin f°jj

a ' q arc tg

oder

x M •
i [ £ä arc tg £ ]

wobei £2 ist . ( M Masse des Ellipsoides , x die Gravi¬

tationskonstante ) .

Entwickeln wir arc tg z t in eine Potenzreihe , so finden wir

Sind £ , und so kleine Brüche , so kann man sich bei den

Werten von Y und Z mit je drei ersten Gliedern obiger Reihen

begnügen . Bezeichnet man die Abplattung mit a , so ist

* M ' bI

£i 2 = 2 a a 2 und£2 s =
2 a —

0
, „ oder Sa 2 = ( 2 a

a ) 2

( 1 + 2 a + 3 a 2 + 4 a 3 + . . . . )

E2 S = 2 a - )- 3 a 2 , wenn man die höheren Potenzen von a

vernachlässigt .

Dadurch erhalten wir die Gleichungen

Mp

a 3
Y = x

Z = x ■

M - rS - iH
[ l ? - s " - ä " *]

Mq

b 3
zi x

Mp
b s

Mq
b :!

• A

B
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Freie Oberfläche einer homogenen flüssigen Masse ,
die um eine Gerade rotiert .

Hat die rotierende Masse die Form eines Rotations -

ellipsoides und sind x und y die Koordinaten eines Punktes

einer Meridianellipse , so sind die hydrostatischen Gleichungen

M x 1 3p
— % ■ - • A —1— co ~ x — ^ * o.

a i! o 3x

My 1 3p

und - x ' b"» ' B = S ' 3y

Hieraus folgt

Mx , . . , , My dy
x — ^ • A • dx + or x dx — x • - J B ■

a B b "

s ß - + <* ]

Durch Integration finden wir

M . 1 „ M „ 1 , 1 2 9 P _ i_ p .

* - ^ A " 2 X p 2 y + 2 W X " = 8 + C '

dabei bedeutet co die Winkelgeschwindigkeit der Rotation ,

p den Druck , 5 die Dichtigkeit .

An der Oberfläche ist für x — o ; y = b und für y = o ;

x = = a ; mithin

M . 9 ! 2 2 2p0
— X ■ „ • A a 2 + w 2 a 2 = s

a d o

M D US 2 P "

- * • p • B • t >» = 5

Durch Vergleichung folgt

M . , 2 . M R
— x • — ■ A - |- co 2 a 2 = — x ' b ' "

also ü ) 2 a 1 = x M ^ J

oder da b = a ( 1 — a ) ist
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ü ) - a - = x M " A ß _ 1
a ). l

w - a 1

. a a ( 1

x M [ A ( 1 — « ) — ßj ( 1 + a )

■ ( 5 a + S a2 )w 2 a 8 = x M . _ ,
\ b ob

Beschränkt man sich für den Fall eines kleinen a auf die

1 . Potenz , so ergibt sich

5 a 3 a >8

a = 4 x M

x M / 3 \

Nun ist ■ ( 1 - f - ^ « j = g a ( Beschleunigung am

Äquator durch die Schwere ) , daher

1 JL 3

a 2 = 1 + 5 K
x M g a

mithin 3

5 . , ' ' + 5 *
CC = -r— •

4 ga

4 ga « = 5 a (i) ! 3 a (D 2 a also

5 a (1) 2

4 ga — 3 a w 2

Wäre die Erde homogen und flüssig , so folgte aus obiger

Gleichung

5 • 0 , 034 1

X ~ 4 ■ 9 , 814 — 3 • 0 , 034 ~ ~ 230 ^3

Bezeichnen wir den Neigungswinkel der Resultierenden

von X und Y gegen die Äquatorebene mit 4 1, so ist

x My • B
Y b 3 a :i y B

lg V — X ~ ~ Mx . b !! x A
x „ A

a

tg 4 » = ^ A ' tg 9 = 0 + 5 a ) tg 9 '

während tg cp = — tg ß = ( 1 2 a ) tg ß sich ergibt , wenn

ß die geographische Breite bedeutet und die höheren Potenzen

von a vernachlässigt werden .
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Ist z . B . a. = und ß = 49 " 21 ' ( Breite von Neustadt ) ,

so folgt tg cp = tg 49° 21

also cp = 49 " 10 ' , währendalso

tg d; = 1 , 004 tg 49° 10 '
also d) = 49° 18 ' ist .

Der Unterschied zwischen dem Neigungswinkel der Re¬
sultierenden ( Schwere ) und der geozentrischen Breite be¬

trägt in diesem Falle ( bei homogener Erde ) nur 8 ' .

Nun ist klar , dass dieser Unterschied noch kleiner aus¬

fällt , wenn wie bei der Erde die Dichtigkeit gegen den Mittel¬

punkt zunimmt ; man kann daher den Winkel i}* mit cp ohne
bedeutenderen Fehler verwechseln und erhält dann folgende

Annäherungs - Rechnung :

gr ■ dr - (- co - x dx = dp

Sieht man von der Veränderlichkeit der Grösse gr , die

ja gering ist , für die Integration ab , so kommt

1 3p
8 3y

g r " r + 2 0) 2 x " = g ' P + C

Hieraus
ga ' a + 2 w a — 8 ' P "

und — gb • b

also durch Vergleichung :
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oder — ga ■ a - )- 2 w ! a - = — gb a • ( 1 — a )

— ga + j co - a = — gb + gb • a

, 1 2

gb - ga + 2 o >- a
daher x =

gb

Da aber g a = g ' a ( der durch die Zentrifugalkraft ver¬

minderten Schwere ) - |- a ist , so finden wir durch Substitution

1

gi >

gb - g ' a — 2 a

Nehmen wir gb = 9 , 831
g ' a = 9 , 780

a = 0 , 034 an , so erhalten wir

_ 9 , 831 — 9 , 780 — 0 , 017 1

9 , 831 ~ ~ 289714

Vergleichen wir damit die bekannte Clairaut ' sche Formel ,

so bekommen wir

5 0 , 034 9 , 831 — 9 , 780 1
a 2 9 , 780 ~ 9 , 780 ~ 287 ^69

V .

Bemerkungen zur Theorie der Planetenbewegung
im widerstehenden Mittel .

Wir wollen zuerst annehmen , der Widerstand des Mittels \

sei der 1 . Potenz der Geschwindigkeit proportional , so

haben wir die Bewegungsgleichungen I

d 2 x _ k X ds dx k x dx

dt 2 r 2 r ~ £ dt ds — 72 r " ' dt

d 2 y k y dsc dy = k y E dy
dt 2 = r 2 r dt ds r 2 ' r dt
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Hieraus folgt

d f x d z _ v dx \ _ e L d y v dx )
dt \ dt y dt ) \ dt y dtJ

d / , dfl -\ , d &

dt V dt / - er dt

d

dt

( " rt )
[ * ( ' ■ S ) ] - -

i 1 \ 9 d & et
also l ) r - = ci e

dt

Nun ist f = = 1/ 2 j r 2 d 'ö - daher•J
2 ) 2 = ci e £ ' d . h . die Flächengeschwindigkeit

des Planeten nähert sich allmählich der konstanten Grenze 0 ,

mit anderen Worten : der Planet bewegt sich in immer gerader

werdender Kurve gegen das Zentrum .

Ferner folgt durch Integration

/ •

2 f = ci | e — £ 1 + C = - e £ 1 + C

Ist für t = 0 auch f = 0 , so finden wir

3 ) 2 f = — ( l — e d . h . die vom Radius Vektor

beschriebene Fläche nähert sich der konstanten Grenze C ' .
2 e

Aus den Bewegungsgleichungen erhalten wir ferner

d / Js V — _ 2 k dr 9 f ds Y
dt \ dt / r 2 dt " \ dt /

Nu ■ - ( sr - er + " ( f ) '
- m ' + " ] o '

= [ ( da -) + p2 ] ' c '

— 2 £ t

C : 2 e

- 2 £ t
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Ci !

Durch Substitution

d Jfydp ^ 2
dt

[ ( £ ) " + > ■] 2 £ t |
2 k

oder - 2 c , ä e [ f ^ j + p 2]

+ c , 2 e ~ 2 ' 1 [ 2

dp

KS ) ' + ] — 2 e t

2 e t

dp d 2 p

dfr ' dft 2
+ 2 p

dp

d -9 '
;]

daher

_ 2k dp
~ ~ dt

2 ci [ ( % ) ' + ' ]

d &

dt

2 e t

4 ) d 2 p

d -9 - 2

k 2 e t

+ p - gr e

Aus den Gleichungen 3 ) und 4 ) folgt durch Elimination

von t die Differentialgleichung der Planetenbahn , deren Integration

jedoch kaum durchgeführt werden kann .

Ist der Widerstand des Mittels der 2 . Potenz der Ge¬

schwindigkeit proportional , so sind die Bewegungsgleichungen

ds dx

dt dt

ds dy

dt dt

d 2x k X

dt 2 = r * r

d 2y k~ ' y
dt 2 ~ ~ r

Hieraus folgt

— £

t- v 3 d & e s df
b ) r - — = ci e oder 2 , , = ci e

dt dt

£ S

d . h . die Flächengeschwindigkeit nimmt mit wachsendem Bogen

gegen 0 ab , oder : der Planet bewegt sich schliesslich nahezu

geradlinig gegen die Zentralkörper .

Ferner ist

d / ds \ 2 2 k dr
dt \ dt / r 2 dt

Verfährt man wie oben , so folgt

2 £ ( sy
6 )

d 8 p 2 £ s

d & 2 + P c , 2 ' e

In beiden Fällen sind also die Planetenbahnen vermutlich

Spiralen , die nach vielen Umkreisungen des Zentralkörpers zu

diesem konvergieren .

1 F
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Ist die Anziehung des Zentralkörpers nicht k p 2, sondern
f ( p ) , so folgt

d ' P _ |_ 0 - f ( P ) . e 2 £ S
d -9-2 ^ p c , 2 p 2

so dass also der Fall der Natur noch der einfachste ist .

Da das Ende der Planetenbewegung nahezu geradlinig
ist , so hat man hiefür die Gleichung

d 2 s k / ds \ 2
dt 2 s 2 £ \ dt /

Diese Gleichung kann mittels des integrierenden Faktors
ds

2 u gelöst werden ; man erhält

0 ds d 2 s / ds \ 8 2k ds
2 u dt ' dl - + 2 « " Idtj = - P u dl

Nun ist

d r / ds \ 2l ds d 2 s du / ds \ 3

di L " Idtj J = 2 u dt ■ dt - + ds ■ Id . J

Bestimmt man u so , dass

= 2 £ u , daher u = e wird , dann istds

d T 2 e s / ds \ 2 l _ 2_ k 2 e s ds
dt L e Idt / J s 8 6 ' dt

mithin

' 2 , M : r = -- 2k / 4 .- ds + c
ds

Hieraus erhalten wir , , = einer Funktion von s . Wirdt

wollen die Gleichung nicht weiterführen ; es genügt , die Mög¬
lichkeit der Lösung dargetan zu haben .

Da die elliptischen Bahnelemente der Planeten mit den

erforderlichen Störungskorrekturen vollständig ausreichen , um
die Planetenörter für beliebige Zeitpunkte vorwärts und rück¬

wärts zu bestimmen , so muss , wenn überhaupt ein wider¬

stehendes Mittel bei der Planetenbewegung sich geltend macht ,
£ nahezu = 0 , d . h . dieses Mittel so ausserordentlich dünn

sein , dass es erst nach ungeheuren Zeiträumen von jetzt an
gerechnet möglich sein wird , eine Verschiedenheit von den
elliptischen Bahnen zu beobachten .
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Anders liegt die Sache bei der ballistischen Kurve , wo

e eine merkliche Grösse besitzt . Auch hier kommen die

obigen Differentialgleichungen in betracht ; da nämlich die

Wurfweite bei den grossen Geschützen bis zu 19 , 6 km , die

Wurfhöhe ungefähr 6 km beträgt , kann man die Schwere¬

richtungen während der Geschossbewegung nicht als parallel ,

die Schwere selbst nicht als konstant betrachten . Für

diesen Fall lässt sich die Gleichung 6 ) vielleicht annäherungs¬

weise dadurch integrieren , dass man P — r ^ setzt ,

( ro = Erdradius , h Höhe des Geschosses über der Erd -

Oberfläche ) und die höheren Potenzen von ^ vernachlässigt .

Ob dadurch freilich eine grössere Genauigkeit der ballistischen

Theorie erreicht wird , bleibt fraglich , weil die Rotation des

Geschosses , die dadurch bedingte Reibung der Geschossober¬

fläche an der Luft , die konische Pendelung u . s . w . , zuletzt

auch die Erdrotation doch nicht berücksichtigt sind .

VI .

Ein vom Quecksilberbarometer unabhängiges
Aneroid .

Wird ein Metallzylinder , in welchem der Kolben bis zum

abgeschliffenen Rande hinaufgeschoben ist , durch eine elastische

Metallplatte luftdicht abgeschlossen , so muss , sobald der Kolben

abwärts bewegt wird , zwischen der Kolbenfläche , die vorher

die elastische Platte berührte , und dieser ein Vakuum ent¬

stehen ; die Platte aber wird durch den Luftdruck einigermaßen

eingedrückt . Die Tiefe , bis zu welcher die Platte sich senkt ,

lässt sich durch eine über der Mitte befindliche Mikrometer¬

schraube messen , wenn dieselbe soweit der Platte nachgedreht

wird , dass die Spitze der Schraube ihr Spiegelbild in der

Platte berührt .
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z bedeutet den metallenen Hohlzylinder ,

p „ die elastische Platte ( 1 mm ) ,

r „ den metallenen Ring (innerer Radius 4 , 15 cm ) ,

m „ die Mikrometerschraube mit geteiltem Kopf ,

b „ den Bügel , der die Mikrometerschraube trägt ,

t „ den Vertikalmassstab mit dem O - Punkt der Schraubenstellung ,

k „ die Kolbenscheibe .

Zeichenerklärung :
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Die Eichung dieses Aneroidbarometers ist vom Queck¬

silberbarometer unabhängig ; denn man braucht nur die Platte

auf eine irgendwie geformte Röhre von entsprechender End¬

weite aufzuschrauben und die Eindrückung zu messen , welche

die Platte erleidet , wenn z . B . eine Wassersäule von 15 m

darauf drückt . Dieser Druck ist gleich dem Gewicht einer

Quecksilbersäule von 1103 , 2 mm Höhe ; dem halben Drucke

entspricht eine halb so tiefe Eindrückung , dem 3 . Teile des

Druckes der 3 . Teil u . s . f .

Nach diesen Angaben und nach Zeichnungen , die den vor¬

stehenden entsprechen , fertigte mir Herr F . Ernecke ( Präzisions¬

mechaniker ) , Berlin , ein Aneroid im Dezember 1887 . Der

Barometerstand ergibt sich nach der Formel b = m • ß , wo¬

bei ß die Zahl der Grade bedeutet , um welche die Mikrometer¬

schraube gedreht werden muss . Bei meinem Aneroid ist die

Höhe eines Schraubenganges 0 , 5 mm und der Kopf der Schraube

ist von 5 zu 5 " geteilt .

Die Eichung ergab , dass m = 1 , 453 gesetzt werden müsse ,

sodass also 515° = 747 mm sind .

Die Spiegeleinstellung hat sich nicht bewährt , da die

Spitze einmal etwas in die elastische Platte eindrang ; besser

dürfte ein Fühlhebel zur Anwendung kommen .

Der Kolben wird mittels einer sogen . „ Schraube ohne

Ende " gehoben und gesenkt .
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