b

].lnlfr ben Problemen, die Unziehung ber Korper auf matevielle Punfte gu beftimmen, ijt bad
ber Ynzichung bed Glipjoids ba3 dltefte und gehivt nad dem Seugnid Divichletd zu den bebeutenditen bex
Smteavalvedinmung. it ibm Haben jeit Newton viele und unter ibnen bie nambaftefien WMathematifer fidh
befdhiftiat. 63 mdgen bier nuv die Tamen Maclourin, 0Alembert, Lagrange, Seqendre, Laplace, Jvory,
®aufi, Poifjon, Dicidhlet genannt werden.”) Die Widptigteit, die man dem Problene beilegt, exflict fich
bavaus, bafi bie Himmelsiorper im allgemeinen elipjoidijdie Gejtalt baben.

Aufer der Angiehung bed Gllipioidd ift von verfdyiedenten Mathematifern die der Lridmen, Eylinber,
fenel, Pavaboloive, Hyperboloive, im allgemeinen von fovpern, die von Fladen Ilter und 2fer Dronung
begremyt werben, bejtimmt worben.

So weit mir Defannt, find devaviige Unteviudpumgen bisher nidht auf vingjdrmige Korper ansqebehnt
worben, obgleidh Diefelben ecin dhnliches Juteveffe in Anjprud) nehmen fonnen, wie bdie diber die Attraftion
per Glipfoide. Denn nady der Kant-Laplace'jhen Hyvothefe find Planeten und Trvabanten durd einen HRing=
suftand hinburdgegangen wnd in dem Ringfyftente ved Saturn it und ein joldjer Sujtand.exhalten geblicben.

Nnter Ringtorpern follen im Folgenben folde forper verjtanbdben werben, die
man jid burd Rotation eined ebenen, begrenzten Fladenjtitds um eine dbajjelbe nidt
jdhneibenve Gerabe — die Ningadje — entjtanven benfen Tann. Jeve duvd die Ring:
adyje gelegte Ebhene hHeifie Mevibianebene, jebe der beiben dburd eine Vievidianebene
erjeuaten Sdnittfladen Querjdnitt besd Kbérpersd.

Siven die Ninge ved Saturn jolde Ringforper mit rvedhtedigem Dueridnitt und Homogener Majie,
jo witvde allerdingd fiiv fie bad Broblem geldft fein. Denn ein folder Ningforper ift nidhtd weiter ald ein
Hobleylinder mit Ereisformiger Bafis. G ift aber burd) nichts bewiejen, daff bei jenen Mingen ber Tuers
jehnitt ein Nechted ift, und ed ifi woll moalich, vafs derfelbe ber Fovrm einer Glipfe ficdh mdberf, bei bex
eine Achfe gegenfiber ber anbern aufierorventlich vertitezt ift.

Jm gamgen wetf man von der BVefdhaffenheit ber Saturnvinge wenig Sideres. €3 ift aber, worauf
jhon Laplace Dingewiefen Dat, wabrideinlidh, baf die Ninge nicht volliq gleichmdipia gefialtet find, jo wenig
wie bie Planeten mit matbematijder Genauigleit MNotations-Ellipjeive find. Nidtsbeftoweniger wirh bie
Beftimmung ver Anziehung von Ringtorpern unter Annabhme einer regelmdfigen Geftalt, aljo unter Fejthal=
fung der oben aufgeftellten Definition, ein Beitrag jur ThHeorie ber Attraftion fein, welder bed Jnterejjes
nidyt entbebrt.

E3 foll alfo im Holgenden fitr einen Jolden Mingkorper mit eliptijdem Queridnitt bas Potential
beftimmt werben, b. h. biejenige Funttion, deven partielle Differentinlquotienten nadhy den Hoovdinafen bed
angejogenen Punttes die FTomponenten ber Angiehung liefern.

Sn einer Abhandlung in Band 104 Heft 2 bed Kronecter'jdhen (frither Crelle-Bordhardt'jden) Jour-
nald habe id)y allgenmeine Fovmeln fiic bad Potential der Ringlirper fowie insbefondere fitv einen Ringtorper
mit freidfovmigem Querjdhnitt aufoeliellt. & wicberbole hier — mit gevingfiigigen Abanberungen — ben
erjten allgemeinen Teil diefer AOHanbluwing, um dann zu bem fpeciellen Problem itberzugehen.

:Eetg[."{-ﬁruhc, Aur Gejdhichte bed Problemd ber Muziehung der Ellipjoide. Beilage sum Programm der Honigl.
Domjdule 3u Schleswig, Oftern 1883 unb 1888,
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Gin Ringfdrper fei mit Maffe von fiberall gleidher Didtigleit, bie wiv gleih 1 fegen, exfitllt und
wirfe angiehend auf einen materiellen Punkt nad) bem Newton'jden Sravitationsgejes. Den Kovper denten
wiv wnd junddit verbunden mit einem vedtwintligen Koordinateniyfteme. Auf dies Syftem Dbejogen, DHabe
ein Deliebiger Puntt bed Korpers bie Soorbinaten & 7, L, ber vom Sorper angeogene Puntt P bie Stoor=
binaten «, 3, ». Ueber bad Syjtem fepen wir nur feft, vap bie Ningadje die H-Udje jei. TWenn e bdie
Gutfernug beider Punite, ausgedviidt durc) die Soordinaten devielben, bezeichuet, jo ift das ‘Potential ted

Jingiorpers q
7 = ‘ ’ [ dsdy df
-’ [ = a’ e

wobei die Sutegration anf alle Puntie ded Kovpers auspubehmen it

Statt jener Soovdinaten follen mun cylindrijdhe Stoorbinaten eingejithrt werden. Denkt man fidh
pucd) einen Dbeliebigen *Buntt und die Ringadhje cine Werivianebene gelegl, ferner eine gerabe Sreidcylinber-
fldche mit Nadiud r fonftruiert, deren Achje die Ringadije iit, und betvadten wir dbie Sdnittlinie beiber
Slachen als Y-Achfe, die Sdniltlinie der Mievivanebene und dey = Z-Chene ald X-Udje eined ebenen,
rechiminiligen Koordinateniyitems, jo ijt dbie rdumlidhe Lage bed Lunttes beftimmt duvd die auf jenes Syjtem
Degogenen Stoordinaten x wnd y und durdh den TWinkel ¢, den die Weridinnebene - mit einer anbern feften
Mevidianchene bilbet. Sebtere mige mit der = [-Ebene den Winkel e einjdhliefen. Selien wiv nodhy feit,
baf die negative X-Adbhje vom Soordinatenanfang nady der Ningadje su fid evjtvede und baf bie H-Adhfe
b bie Y-Udfe in BVegug auf pofilive und negative Midhtung fbereinjlimmen, jo DHiangen bdie Koorvinaten
beiver Syjteme durd) folgende Gleidmgen jujanimen:

E (r - x) cos (p — &) |
N 3 (1)
2, (r - x} sin |ij—{-IJ
T ift

0 A& B
g 49X 0¥

diEdn di— ,,r; el dip dx dy (r i-.\']flq- dx dy.
(AL LI . [ 2 EO g
ok ol
Gp 0x By

Bu demfelben Ausbrud fiiv vad Volumenelement gelangt man awd), wenn man ben Korper burd)
wnendlidh viele Meridianebenen, ferner durd eine Sdaar unendlidh naber, ver = Z-Cbene pavalleler Ebenen
und burdy eine Sdaar unendlidh naber pavalleler Kreid=Cylinverflacdhen in redtwintlige, parallelopipedijdje
Elemente jexlegt. €3 ift fomit dev usdruct fitr dad Potential in den neuen Hoorvinaten

U — , J J.-- (r __E_ \} ilq\ dx 51 Y

-

= J d P ’ J (r ':“' Kill x d ¥

Hiexbei exfivedt fid) bie Jntegration nad) x wnb v itber alle Puntte der dburdy eine Mevidianebene entftehenden
Sdnittfigur, dann ift nad) ¢ ftber dben Umfang bed Ginbeitsfreifes au integrieren. e ift eine Funftion ber
neuen Soordinaten bed Punktes P, bie wiv mit a, b, ¢, beseidhnen wollen, und ber Hoordinaten eines

i
b




T

Panftes der Sdnittfigur =, v, ¢ Nad) Ausjiibrung des Fldadhenintegrald werben bie jidh ergebenden Aus-
oviide dbie Variable ¢ nod) enthalten.

G3 it erfidtlich. paf man auf bdiefelbe MWeife audy bad Potentinl eined Teiled bed Ningborperd
Deftimnten fanu. Pian Dot donn julebt nady ¢ nidt fiber den gangen Umfang ved Einbeitdfveijed, jonbern
nur itber einen Teil desfelben 3 integrieven.

Unbejchabet Der Wligemeinbeit der Enbwidelung fann man fejlfeten, dap tie Haupt=Dierivianebene
pen Punkt P entbalten foll, fo dbap ¢, = 0 ijt. Falt man von P aud bad Lot ¢ auj die Ebeme bexr
Sdnittfigur, fo it

e = [x— a) e (y — b)*4e* ,

wobei ¢ ecine Kunftion bes Wintels p.  Fallt man von P auferdem ein Lot ouj bie HRingadife, bad mit m
Degeichuet werden foll, verbindet die Endpunfte beider Lote durch eine Gerave, fo jdliefit Diefe Linie mit

bem Qote m ben Winkel ¢ ein, unb e8 ijt, da bieje Gevabe bie Lange v —- a hat,
R T I ¢os i '
¢ m sin g (3)
m? o -yt

(Vevaleidbe bie Figur.) Wiv formen nun dben Ausdvuct fitv bad Potential in folgenver Weije um:

U [ ’ ' LEemih) e u]ll i 1|}il|.\'
L} L T ¢
und unter Bevitdfidtigung der NRelationen (3) ecgiebt fidh dann
- T » " [ _[ ot IL - »
= ( [ dlx dy P s a)
UJ m , cos p d {cl s o .J d g .‘ ’ = dax diy oo GL)

Dad im erften Summanden vorfommende Fladenintegral ift bas Potential ber Sdnitiflicye; wic wollen
pafjelbe im Folgenden mit V. bejeichnen; dad Fladenintegral bes zweiten Summanden joll mit V beseicynet
werden. ¢

Qiegt Der angezogene Punit in ver Ringadhie, fo ift m o wnd es verfdwinbet ber erfte Sums
mand in (4).

Wiv gebhen mut 3 unferm jpeciellen Fall fiber, indem wir annehmen, daf bder Dueridinitt eine
elliptijhe Flade fei, Deven eine Mchfe ber Mingadhfe parallel ift. Wir jeten feft, dap der Anfang bded vedts
winfligen X Y-foordinatenjyftems der Mittelpuntt der Ellipje jein, die =Z-ECbene aljo die Mittelpuntte aller
Querjduitte enthalten jol. (Siehe Figur) Die Halbadyfen ber Ellipje begeidnen wir mit o, und gy,
Teptere jei ber Ringadje pavallel.

G5 fommt sunddft davaui an, bie Fladeninteavale V und V, ju Dbeftimmen. 9Bie Herr €. Heine
bei Veftimmung des Kreidpotentials™®) benupen wir dad beftimmte Jntegral

=
2 I d w it
r i Joned e it ol

a’
0

*) & Heine, Doz Potential eined Homogenen Hreifes, Crelle's Journal. HWb. 76, &, 271,
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um in ben ushriiden fiiv V und V, rationale Tenner ju erhalfen. E3 ift dann

i \_r
= L’Jl s ¥
= Rl ey 0"
b [0 s e 2 ' dx dy
i — , ’ : l d w } 3 Y Tt
el e G 3 (x =a)*—(y — b)® v w?
0 et 111 o I -1
IR x?
[-'...]. {nse .
g1
. 2
:] o=
: 1 — 0, : a
r " ((x—a)dxdy 2 [ x —a)dxdy
=) | [Law | el b
afis ) e 7T ¥ )=y b)* e - w?
[ = Lfl [

Wi fiihren nun fiiv x wad v newe Hoorbinaten L und g ein duvd) bie Subftitutionen

X o, A COS
v gy A sin u:
bann ijt
0X (3
T : e
dixidincs 8 : dilda=—p;eadidd du,
; i
DA D

Die Grengen fiic L find 0 und 1, fiic g0 0 und 2ar, und es ift

W L 2 o

_r 20, 0 : : [y d e
1"4-' = S I d w [ dedidl ’ = o o - - - ‘B
L i 10y A 105 1t — )= = L0 Ao g — |1:-' e It (2
(1] = i i . e - -
» s »l e ;
V 2o, pa ke (o, Leosw — a)d u
1 - > = d w Adi - — e L—- : - — 3 (6)
75 : = o (o Aeos u —a)® (o & sin g — b)? L et w* 1P
(1]} ik (1]
I11.

Um bier die Jutegrationen nad) ber BVariablen x ausfiihren g fonnen, Denuen wiv eine Subjtiz
tution, die juerit Gaufi in jeiner Wbhandlung ,Determinatio attractionis quam in punctum quodvis
positionis datae exercet plancta si ejus massa” ete.®) angewandt fat. G2 ijt jeboch, weil jonft bie diefer
Abhandlung gefteciten Grengen weit iiberidritten witvben, nidt wmoglid, die ausfiibulidhen, jdarfjinnigen
Entwicdlungen bed berfihmien Mathematifers hier ju wiederholen. Wir mitffen und davauf bejdranten, die
fitx unjere Bwece notwenbigen Jtefultate jener Entwidhungen einfad) anzugeben.

*) Gauf's Werle, heraudgeq. von ber Sdnigl. Gefeljdaft der Wiffenjdaften ju Gotlingen. Bb. 9,
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Sehent wir sur Abfizung o, 2 A o, 4= B, ¢ w = ¢?, und fiibrt man fity (7)
v bie BVariable v ein burdh) die Subftitutionen:

'] i FEF ' - AlF T FRE =
o« -F e cos 4 " sin # -~ B cosab 4+ g s
Cos o — — TF =) i AT et B U — ——— 77— PP [ L 7
g~ 7" ecos W — ¢ sin Y ¥ -y cos P - ¢ sm

und fept man zur Ybtivsung
t=y 4y cosy 7" siny,, (8)

fo fonnen, wie Gaufy zeigt, die 9 Gripen ¢ ¢ «” F w. § w. fo beftimmt werben, daf

: ; - G - G cos i @ sin *w
['_-'!l. oS U — El}"‘ JI— 1_}_; §ln [t — ]_:_}3 —I— (i S—1 STl e i A T !

(9)

: 5
with, wobei G, — G, — G" die Wurzeln der Gleihung
poat oo Wadhie S duin et i
A2 4 u "~ B2 —+ u A . (10)

finb. Bon biefer Gleihung witd nadygewicfen, daf fie immer eine pofitive und zwei negative Wurzeln

Defit, die nur in gewiffen Grenjfallen in 0 fibergehen. Die Grofen G und G find baber pofitio.

Aufervem wird

— o G4 a” G cos e Q" sin
Die Soefficienten « ¢« w. §. w. finnen aber felbft durd) A und B und die Wurseln bder

Gleidung in folgenver Weife audgedritckt werden:

A cog u —a =

(11)

L 1/(Ar L G (BT | G) )
C T V(G + G) (6 -G
=l 'S 1 P o v
7 f(A* — @) (Bt — &)
e Ji FRF Sl e SR R =t :
¥ (G 6) (T —8) (12)
e 1/ =G") (BP=T")
d Y (GFRE (G —=G)
(A o = 3 e
e YRR Bi-f G
[ 2 A Al,_: _‘:_ (-\. — A v l_-“\'é _|_ (_:‘J E_G _:_ l;;-r) [lj‘ —"—‘U”/‘I
W ¥ a A 1/ B — G .
ShE N e PRI Y B AT e 13
bt "RV E=G) (6 -6) @ —&) L
rir w'" i .:\ 1 f i}i "‘:‘ {_'i'”
[ == {_‘_l i — i A / (LT = O I L LA = T
AP—G i O i (e i
{dlieflidy
-':,." N ;.' |1 B LAt 'f” ]'J :E:] T ;'”I h ]‘:
LB S e A W < TS A Ty T

Dabei Dletben die Koefficienten immer veell. BVoit den zablreidhen Besichungen derfelben unter fih und mit
ben Wurzeln der Gleihungen wollen wiv nodh folgenve hevvorheben, bie wir fpiter Henugen werben.



et man in ber Gleidung 3. Grated (10) fiir u die Wurgel G cin und multipliciert mit
Az BT — G2 jo echdlt man

a (A RE— Q3" BT (A BE G 4ot AT RS = GE) Bl U
L - — e e e, * e l_" o8k
Ar L @ \ B2 ) G L =iy
Pun it
a? (A2B? — G%)  a® A'B? — a2 (® 4 a? A2G — a? A? G
A* I G LA, A* LG
et ANBAEG) . At G (AT G
A* L G A L G

Dementjpredjend find die iftbrigen Glieder in (131) wmguformen, Man exhdlt daber
a2 A2 (B2 I () e b* B* (AL G) e A2 B2 gt s e sl
_._..:l.‘le..._i. T‘: — a3 _I.. BT I G — bt G -~ G I e G ArBY— f.x'illl:rh/}.

Gntwidelt man die Gleidung (10) nad Potengen von u, fo ergiebt fid
ut— (02 b — AP —BYn - (ACB? — A*h? — A?c®— B?a® — Bt — AP BEe =0
Turzeln und Soefficienten der Gleidhung Hingen nun durdh jolgende Nelationen zujommien:
G —G —G"' = a2 b 4 ¢ — A2 — B
GGG = AV BY ¢®
Daber fann man die Gleidung (13b) in jolgenber Weife wmformen

a2 A2 (B® L G b? B? (A* | G) . Y : o 3o
et i e BN ) @6 — G AR B GG AT R

AT LG B L G
ober
aZ AT rRY O 2P AT G : = _ o) ) .
o ‘*\”_5_ T Gl ek ]L!(_;.d_.‘.'f-_ (A? 4= G) (B! L G) (G4 6)(G4+6")=0. (14)

: i ; : 1 ; ; : 7 IR
@3 ergiebt fidh fernerhin, vof d u = . d it und bie Gremgen o wnd 20 aud) fiir basd trandformivte
Sntegral befteben bleiben. Wir fabren nun nad diejen Angaben in unfern eigenen Entwicdlungen fort.
1V.
Die in V uno V; enibaltenen Jntegrale mit ber BVariablen g (Fovmeln b undb 6) geben nun in
folgende Fovm iiber unter Werlidfidtizung der Nelationen (7) bis (13):

2 2T
fo=s il 7 [ td
J = —_ - 1o 2 - = S Y — ~ i et et 5 0 T
(o A cos u — a) - (o A 8in p— b 4 ¢ fw* ] GG cos 2 G sin2er
(1] (1]
) . [ [
_,113 AT i 1 PEr e nla-' ¢
¥ =% ecos W ¥ sin @ ) ¥ d
—- Ll : - T d W = - T e
: G LG ecos 2y L G sin*p 7 - G -+ G cos B - G7 sin
0 0 ;
27T ¥ 2

| w cos P d : " sin W d w
= il 1 LA ; AR P e - r
B G- G costy -G sinfp U _ G 4 G cos*p 4 G” sin *ip
0 1]

E3 ift leidgt erfichtlich, bafy bie Deiben [epten Syntegrale zwijden ben Grengen 0 und 2 verjdhwinben.

e e e e



=

S

9

Ferner ift

.IQ 7t P .
T — ‘ (g A cos p— a)dpu
Jy, = 3 . - i = 5 5
. (g, A cos p a)s +— (o, A 8in u b)* 4+ e* |+ w?
i
22 7
" — g :— e (3 cos 1b- : ol F sin e
R Y2l W ¥ . T e
A (G - G cos U -G sin i)
(1}
9 G
i - w i " y
¢ G d b ( e G cos wr d
. A G - G icos M G sin L =, A (G i (G cos 2 - G sin 2
L1 0 1 1
ST el
[ o G sin W d oy
3 1 i T NP 1ya y
i A (G G ocos %t i G osin w?)

Mudy Dier verfdhwinden bie beiben lehiten Jntegrale, fo daf mur bie beiben

."l % (1 : (_E cos b ‘;” .‘-ill “ir
[1]
weiter 3u bebanbeln find.
za i A : e 2G L G Lag” G — &) cos 2w
G it nun (& | Gl any 2y L Gl = | }l i i REs 1) JI cos 2 i ]
baber, wenn man nody 2 v — y feht,
D TE i )
{ o ] d i
o G G’ cos = G sin fdr : 2a -G 467 (6 — G) cos g
N 1 ; . i . s oy £
| s : ; (3G 1= G2 GY) cos g - (G — G
T 4 Y 3y F = T 7 vitin SICCOE — ) y =7 —
 V(@ee + G G")r— (G — G2 RG-L-G"1L-G") (G —G)cos
I

Durdlaujt x die Werte von 0 big 7, fo durdhlauft der Kofinusd bed Quotienten die Werte von - 1 bis
— 1, ber dazugehirige Vogen aud) die Werte von 0 bis -« u. fo jort. G8 ijt baber

2 IT.
J d - 4
2 G 4+ G cos 2y L G sin 2w V 2G + G -+ 6" — (G — @)
0 ; 3
TR R ' 2
Va@d 446G (G L G) L+ & — V@EFBE)GEG)

2
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Mit Beriickfidhtigung der in (12) un‘n (13) angegebenen TWerte fiir " und & erhdlt man daber

2] o
I ; o A
ViG + GY(G+G")
Qa Ga
J = — _ S
,\ 1 {l - 3 J t_" - {3 )

9 V (A?

[Lx

-+ G) (B2 4= G)

; {ll“r v Iz

2 B
e f-“ -: i '(\, b ] W I:

und bie in (B) und (6) vergeidueten Ausbritde uehmen bie Form an

(A* L G) (B* | &)

e e | lf
LTS 0. ] . I I 3 4 5
L d w . © G @ F 69 d 4 (15)
)] 0
»oe al ( I I{
' : [ BE LG
V. = — 2a g; o, , : I : / I 72 s
i 0, 0 ¢ d w : G F069 VYV iore d k2 (16)
Il i
I‘..
Wir evinnern und, baf A — o, 4, B =, 1, G, — G/, — G” aber bie Wurzeln ber Gleidhung

(10) find, fomit aud) Funttionen ber Grdfe A. €3 ge

lingt mun, bie 3u infegrievenden Ausvriide als Funt

1% | el _ Ay . i
tionen beg Duotienten \ j t’, barzujtellen, welden wiv alsbann als newe BVariable einfithren.

Aundadft formen wiv den Ausdrud (G - G (G - G) um; nadh (14) ift

G e Al i L N ; at A* (B* -} ) h? B (A? I ¥
(6 GY(e -+ 0= OB =5 o = R e
a? b? o, o i

Da aber A2 - [ _!_ B? . E_ u _:_ { 1 i, EIIELJ}

fo folat
(A2 AL @Y (BYAL @) = a® (Bt 100 L b pAs o1ty et (Ad G Be 0D

(&

Sefst man biefen Wert in (17) ein, jo ergiebt jidh nadh ciui.:_en Umformungen:

: e a? (B2 - G) , b2 (A* 4 (.. Cat (AL G) (B2 G)
G+ G) (GG )= ,\ -_L' — - G+ (18)
7 3 4 b i r l;_ "
Seft man nun A* L G = p;* |- =7 q
B? = {_Jz" A? -|- i = q I'r]J:I
fo ergiebt fidh B2 G — A* G = p B — q A?
) B‘! — q A? } gat — g 0, :
alfo = I H = ;l\‘z I ‘;2 — GI.I___;.!_ (20)
und jomit
f v 2 2 2 S 2
TR E e T e G Cnm ) ISP TG R I ! R ol L VL el
ll_ 3 | = J |;\ I % } L l" i ) ri_ UE:! e Ej!:‘ I_ [J QE! S, '.k 912

Bezeichnen wiv bdie ju integrierenden Ausbriide in (lﬁf

VA £+ @) B+ G)
(G + G) (G + |:' '

F = -

=

und (16) mit ¥ und F,, jo ift
: V Pq
dopr R ) Pl =g el i P A (0t = o)
q e — o P et — g’
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Dividiert man Hier Dividendud und Divijor durdh p, aufierbem im leften Gliche bed Divijors Dividendus
unb Divijor nodmals burdy p und jdhreibt dann v fitr q

: p, fo erbalt man

P oy
M 0, — gt ! Qo i— VW gyt
y Vi |
V(0. — o' v) ( 5 h? ] e (0,2 — 0,%) (21)
; \.:l- o \"“',-) e’ — o [ Vo)
Ferner ijt
P —qg°" q
o L G 3 I.-"fl’-" —+ G 0, — 9 / I 7
l A TUE i [:il-" T4 2 |'-.) pes” Ga® e pqie®— {ll::_l
Pt q/ o) — @? Pot—qae’®
] q
[1
(ﬂ.* 1L ope II) Josee paqutes = ")
PR el

(p @* — qe®)f
Dividiert man im leften Glicde bes Divijord Dividendud und Divifor durdh p? und jdreibt dann v fiix
q : p, fo ergiebt fich

= V ¥
i‘ i = he ] T 3
2 s oA e L = U
a¥ v o -t = S
= (0 — ¥ o.5)
und ourdh weitere Mmformung
Tl . % 1
: E-"-": 4] ‘.' v | h#) 1 i l'l-:: {'9_‘:3 _— ylrj (2:-"”
:l" g L .‘ . - ...: . .
i \.'.) 9__".{ - ‘?I:
Die lepten Umformungen

foar — Y o)

in ben usbriiden fiir F und F; wurben mit Nitdjicht aut bdie folgen=
Snbem wiv jet v ald eine neve BVariable anfehen, milfjen wir mum dad

Diffevential d 2* durdh d v ausbritcen und die Grengen fitr bie nene Variable beftimmnren.
NRady (19) ijt A — B — (02 — 0f) At = P —q0 s
Nuz Gleidhung (17a) folat unter Vevitdjicditigung bed Werted fiix & in (20)

ben Entwidelungen vorgenomuen.

a? b B e (o — o) e p
I q p,* | gl'-"
]I
wid a2 ri i S Pk 0 R G =
I 0, E; oo
folglidy burdy Subtraftion
: < | ]
(0,2 — 0,%) 12 = a? (]_ et 'l)—{— 12 (I’ — 1) 42 (0 — 0,2) ; — ; l'_ LA
P q & 3 2 = ; 0 o el



unbd febt man : = v, fo erhalt man
i 1 1 7
(0,* — 0.8) 1* = a? (1 — v) 4 b ( - ]_) Lottt — )| e — ¥ oy gt ;
3 \ v / e g’—
Differenziert man, jo ergiedt jich
o ( B e 0:
T o 0= - — R - e T =
L2 ¢ dv tt oy IR o A€ ¢ {0, — oy v)* (0:% — o, V)*
unb fdliehlid
dit—= (il.'f -t hf) 2 T 3 _i_ {II-‘I ”(!.’?-I - 5 EJ,.:-I,I dw», (23]
¥.* 047 = O (s =St V)= 4

Der Jaftor von d v ift nun derjelbe, ber als Divifor in den Ausdritden fiir I und Fy in (21) und (22)
auftritt. Vezeidhnen wir vorldufig dic Grengen fiiv v mit v, und v, unbd fefien wir bie in (21), (22) und
(23) exhaltenen Ausvritde in (15) und (16) ein, fo evgiebt fich

T (Vi d¥
Vo= 2o 0. | ’ , : : -
Y SR ] T S T Vi (24)
% \-II
< (o5 *V1 1 d »
\-‘ - — 2Za 0, 0, r = . -
i g1 K2 ! d w 2 9_{._, s !?I._, I;’J - {2{”
o \-“
Die Sntearationen nady v find leiht audjufithren. €8 {ft
l‘" : dv 1 ] 0y + 0 V +
e r r L y = !
(* — 0% V) Vi AT 8 Qs
8 d v 2
__’ (o2 — o)V v e — o
{ 0212 L&
€3 wax po= = -‘—.!—._J—-:----—J. uno
P oAt —

G die pofitive MWurgel der Gleidung (10). Fir L = 0 iit vy — 1 ; Ddied bie untere Grenge. HFiiv
A = 1 Dejeidhnen wir bie pofitive Wurgel ber Gleihung (10) mit s ; bie Gleidung lautet bamn

”J."r__ : b? i e w? i 96
O e B e (26)
e3 ift bann die obere Glrenze filr v
et
oL ot 8
Somit ergiebt fidh
[ :
fD 3 =
5 00 9'-! + 'E't ]"l -Q_z II_-_:;
V=2 ] log | —————F—t= U] gy (27)
TI 9-_1 = 91 ]J{‘I‘l Qtf I = {,2 _-_.?L
i g% - B

= =
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7 S T n, : Bisls 1 e
e 0" — 9.'. | ] o ]} o B
wobel w und s nody duvdh die Gleidhung (26) jujammenhingen.

VI.

T9ir fithren nun ftatt w die Baciable s ein, Defiimmen gu diejem Fwede w aug Gleidung (26)
und benupen ben Budyitaben gleidzeitiq ald Funftionzeichen. E3 ift

-
!

1/ a bh? :
w () = l-’ ] (1 —_ S e ) c?” . (29)
; L S (1 ey b
Soll w (s) = ©O werben, jo muf s = OO fein; joll dagegen w (s) = O werden, fo muf s
eiment beftimmien TWert s, anuehmen, die pofitive Wurzel ver Gleidung w (3) 0 ober per Gleidiung
(26), wenn in derfelben w — 0 gefesf wird:
1 : ;1": e - b o (i
e e S 8

Diefe Gleidung lJnt wie aus den Gaufijden Entwidelungen Hervovgebt, immer eine pofitive unb
groei neqative TWuvgeln, jo lange ¢* > 0 ift. Fic den Fall, dbaf der Punft P in bie L[Iipicmhfne riict,
alfo ¢ = 0 wird, fomen 1 over 2 diefer TWurzeln in O fibewgehen. Dok elne der Wurgeln verfdmwindet,
fefrt wnmittelbar ®leidhung (29). Die beiden aubern liefert dann die Gleidung 2ten Grabes
a? Iy? y
1 — —— —_—_ — (29a)
e 8 g, + 8

1. Siegt der Bunft in der Elipjencbene, aber auferhalb ver Glipje, jo Dat Gleidung (29a), ta
a = b2
o Iy o
3ten Grabes, bie in O iiberging, eine der Deiven negativen Wurzeln gewefen fein.

2. Midt ver Punft in ber Clipjencbene an bie Elipfe Heran und falt jdlieklich mit einem Punkte
ber @renglinie sujammen, fo with dle pojitive Wurzel der Gleidhung (29a) immer Heiner, bid im Grenzfall
bie Gleidhung in vie Gleidhung der Ellipje itbergeht, d. §. bie pofitive TWatrzel berfelben und aud) ver Glei:
dung 3ten Grabes wird gleidy 0.

3. Liegt ber Punft auferhald der Ellipjencbene, jedod) o, dbah der Fufpunft bes Loted ¢ in bie

> 1 ift, immer nod) cine pofitive Wurzel. G2 mup daber jeme Wurzel ber Gleichung

Gllipfe fdlt, o hat Gleichung (29a), ba :__! - ;] <1 ift, fiberhaupt feine pofitive MWurzel mebr.
2

Nitdt bann der Punkt in die Elipfe, witd aljo ¢ = 0, jo muf von den 3 TWurgeln der Gleihung (29)
e3 Bier ebenfallé die pofitive Wurzel fein, die verfdymindet.

9Rennt aljo ber anagegogene Punft auj ber Grenzlinie over innerhalb ber Fldade liegt, ift so =0 zu jeken.
Sefst man nun e AbLirzung

e
/e s
A Caa e s
f (8) = log . = == e v .
{ } LJ lll.-"gz-d 'I"- a 04 + 0,
i =1 l 0" + 8
=1
fo ift nadh (27) B il
V=29 J f (s) 'fr'l "S" d s

]

Sntegrieven wir biev buvd) Teile, fo erhdlt man
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N = Iw () £ {ri.lJ — 92 , w (s) .'1 [i [q]
L G-}
E :-.‘I| "-;Ll
€3 [apt fid nadyweifen, b bad vom Jnfeqralzeichen freie Gilied verfdwindet. Fiir s
Lo 219 v
%y 8 =

0, £ (8) bat einen endlichen MWert, alfo verjhmwindet der ganze Klammerousdrud.
Um den mwafren TWert gu finken, beftimme man

d s

w
nimmt er allerdingd die Form CO « O an.
d f (s)

d s
26 1
ds \w (5]
Heouciert man den Ausdbrud auf einen einfacgen Quotienten, fo ergiebt fich, daf der Divijor nadh &

von boberem Grade ijt, al8 ber Divibenbus, ber Grengwert ded Duotienten gleidh 0 ijt.
s ijt
_(I. f(s) d .in}_{‘ (o2 V 0,2 - ! ik e s d log (o; |l g = |k g% -}- 8)
d s ; d s
2 &

BuliiGei® < =) (o 15 8)

lim

d s

Sept man biejen TWert in (31) ein, fo ergiebt fid
)i w (3]}
[ ’ ; = = T ds*) |
2 ]’ (o == 5] (0" = 8]

:-'U
Sepit man ferner jur Abkiivzung
1.| f11 — ]

fo ergiebt fid nady (28)
4o 0
0F — &

V, = —

ober nad) einer Jutegration dburdy Teile
o 4 : s o t_ ,-_:L
s [ITE R ' wo(&) d ! { ) das .
4 d. s

4 o, a4 : . .
i O 0y W [NJ ty (%)1 —i-— = 7
- - L’a : TE {!l s L o

2 2
CaccTrmi

Vel
=

Auch bier fann man nadyweifen, daf bad vom Jntegralzeiden freie Gliecd verfdhwindet. E3 ift ferner
1 f, (s B Y ¥ 1 -

[ L ( ) - 2 [I =TS —1 I = — 9 o > = e

+ 8 : (0,°

d s ds

(e® L &) Vo2 — 8) (g% 8)

2] ’ii_“zi_té ijt ber Ausbrud filr bas Potential einer elliptiichen Flache. Aui andere Weije Hat benjelben Herr
& Grube in jeinem Anfjage ,Ueber bie MUnzichung eined DHomogenen Elipfoids” in Bordardt’s Soucnal, Bb. 63

abgeleitet.
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Vil

Nun war nad) (4) dex Uusbrud fiiv bad Polential ded Ringlorpers

. 2 7 D o
= r Vomcosgpd gL ’ o

(1] (1]
Sept man bier bie in (31) wid (32) gefunbvenen usbriide filx V. unb V, ein, inbem man zu=
gleid) beadhtet, baf nad) (8) a = m cos @ — r {ft, fo findvet man
U=200a | 4ol [ AEE A ) [m_ 208 O N — J s
S . V(e + 8) (e° + =) L] 0> | s :
0 =1
oober ntad weiterer Mmjorniung
e g, "'2:1(1 3 [':: (0,2 m cos r,"_- -- I 8) W (-ul 3 £l
& / i 3 (02 3V (o2+3)(0.2+3) (33)

il a
Sy

Wi fiihren nua in w (s) die Grife ¢ jowohl wie bie auj bas urfpritugliche redytwintlige foor=
dinatenjyjtem bejogenen Koordinaten bes Puuftes P ein durd) die Melationen (3): a = m ecos o — 7,

¢ = m sin @, m* = & -~ *, indem wiv nodh beadhten, vaf b = g ift. Damn it nad) (29)
w2 (s) a® b2 c?
5 ) e o S ol e L
a ¢ B e 8
| m? cos*gp — 2 m r cos g - 1r? i m? sin %
) m?* cos?p . micoz?p . 2 mrocos g r? m? 32
R R T 8 : o 1 8 o 8 g )° ‘Jl“ 8
1 .?:E m? cos zf;' -—:— 2m r s cos o 12 m 2 I,.-’:g
= an 8 (0% ——8) = SIS S e e s
i L S 8 fR e E 0" —+— 8
{ gy m? eosfp -2 m o2 rs ocos g Lo s® 12 52 r2
T L 2 = —— — 20 HE
i sl %) e’s(e® +s o +s
m* 22
3 0, + 8
~ {oy* m ocosp |- r 8 | | = m# IV
¢.” s (0 + s) : 0, 3 o | B
undb nady weiterer Umformung
S8 aoR il 2 7 TR B a2
w () = |/ Gl e YO Gl R L T SRR
e 2 (p2 3 2 e e =
e (2" + s) & o 4+ s

Sept man mun ¢* : 92 = k, aljo ¢,* = ¢,® k, fithrt ftatt s die Bariable 5" ein durd) die Subjtitution
s = g;® 8" wnd fchreibt danun wieder s ftatt s, jo wicd undchit
] ’ (m 08 _r_;'.-__-_-|'-_r _.-3}_3 (s - k'} — Q!
. G+D 6+ B / &
wobei Q° = (¢ + ) (s + 1) (s f- k) F @s(s+1)+0*—g?) s (s+1) (s+k
it , und ber Ausbrud fiix U geht iiber in folgenden:



16

»t) - it i - 2 3
Ur—19 & [ N @ ] (meosgfrs) Vimesgp+rsPlstk)—Q 45 (35
e s (s 410 (s + k)

g

-
i
(1]

worin Q° Den in (34) angegebenen TWert befit und s, nun bie pofitive TWurjel ber Gleichung
(m ocos p + v s} (s 4+ k) — Q=10
ijt.

Died ijt der Ausdrud fiiv dad Potential eines Homogenen Ringforperd mit elliptijdem Qaterfdnitt,
ber fitr k = 1 in ben von mir fviitber entwidelten Ausbrud fitv einen inglorper mit KreiZquerjdnitt
ftbergeht. Die partiellen-Differentinlquotienten nach den foorbinaten e, F, ¥ ergeben bie NRomponenten ber
Anziebung in ber Hichtung der Achfen ded redytwinfligen Noordinatenfyftems. Kommt e3 mur anf die Grife
ber Angiehung an, fo faun man aunehmen, daf bdie 5 H-Gbene mit der Houptmerivianebene, in ber ber
SPuntt liegt, sujommenfillf. Dann with » = 0 und in (35) witche ftatt m e 3u fesen fein. Die beiden
fomyponenten, beren Ridytungen besitglih ber 5- und H-Achfe pavallel find, beftimmen bie gange nziehung
volljtandig, da wegen der fymmetcijhen Lage ber durd) die Haupimeridianebene entfiehenden Teile bdes
Siorpers pie Michlung ber angiehenven Kraft in bdiefe Ghene hineinfallt,

m einfachiten gejtaltet ficdh ber Musorud fity bie A-Fomponente, da mur Q2 die Grdpe 7 enthilt.
Um U nadh 2 au bifferengieren, fanun man ofne 1weiteved unter dem erjten Sntegralieidhen bdiffevengieren,
Die Difjferentiation bed Jutegrald mit der Variable s erforbert junadit eine Differentiation iber bie unfere
Grenge, jobann unter bem Jntegralzeidyen. Dev erfte Teil fallt jevodh fort, dba die ju integrievende Funftion

fitr & = s, verjdwinbet. Wtan erbalt daber, wenn bdie Komponente mit B beeidynet with,
AT .t e : :
B 9 I J = e f m cos (p - r 8 gV (m cos p - rsP (s +—k)— Q* |
== Lhil — e - : - - i 8
a e # (5 == 1) (& = k) (T 1
i¥ "iu
: '2""1 i (m e g — rs)das 3
— — 2 k{7 ‘ a J g 3 (36
I o / " (s 4+ 1) (5 —— k) V' m cos ¢+ rs? stk — Q2 ;
0
8y

areilid) flellen fich ber Verednung ber Jntegrale nidht unbebeutenbe Sdwierigleiten cntgegen, benn
wir faben jowohl filr das Potential wie fitr bie Komponenten Jnutegrale eliptiider Sntegrale. Wollte man
aud) pie Jeibenfolge ber Jntegrationen wmfehren, wad jwar nidht direft, aber immerhin moglidy ift, fo
witrven die Sdmwierigleiten nidt gehoben, ba aud) bas Jntegral nad) dev Vaviablen ¢ eliptijd ift.  Sne
beffen vereinfadht fich ber Ausbrud fitv den fpeciellen Fall, Hah ber angesogene Punft in ber Motationsadsie

liegt. Damn witb m = Vo L 42 — 0, 5,, bie pofitive Wurgel der Gleidung (34), wird von ¢

unabbdngig und man fann daber ofne weitered die Neibeniolge der Sntegrationen wmbebren undb bie Snte:
gration nad) ¢ ausfithren. Man erhilt ffir die Komponente

: . S
B=—4arkp

‘ (s 4+ 1) (s 4 k) Ve s (s 4+ k) — Q'ﬂ ;

B

wobei Q' = #s (st 1) (2 — Y5 (54 1) 4k ift.

5

Diefer Ausdrud ftelt jugleich die Grdhe ber gansen Anziehung dar. Durd) weitere Umformungen
ergiebt fidh

—




LIS

&

g d s
— 7L I k I T T T T = == o = T
- S *?_f EF1DE+KR Voo’ 6+ G+ —r=@6Fk—F (s 1)]
Diebei ift, da der Punit ein dufever ift (1. Abdnitt VI, &. 13, Fall 1), s, die pofitive Wirrzel
ber Gleidung gweiten Grabes
o 3+ (s4+k -4k —R(E+1)=0.
Jtennen wiv die anbere Wurgel &, jo tann man fdreiben

3 d s
,Rﬁ-—-d-.rrkﬁj

Cl e UG S R e P s T

3
fite weldyed JIntegral nun leicht die weiteren Neduftionen vorgenommen werben Eonnen, wm bden nidt elip-
tijdhent Teil vom elliptifhen ju tremnen und lefteren in ber fanonijden Form ju erbalten. Die IAngiehing
auf Puitkte in der Ringachje fann daber als beFannt angejehen werden.

Jun bat Legendre geseigt, dah, wenn man fitv einen belicbigen Notationaforper, defjen Meridian
burd) den Nequator in jwel fongruente Teile geteilt wird, bdie Attvaftion fiix bdie auf der verldngerten
Notat ondadhje Liegenden Puntte fennt, davaus die Anjichung fiiv jeden belicbigen duferen Punkt gefunben
werdert farn und zwar mit Hiilfe von Reiben und Kugelfunfiionen  Diefe Entwidelungen Dbegiehen fid)
allerdingd, jo weit miv befannt, nur auf Rotationstorper, bie von ber FNotationsadie purdjdhnitten werben.
€s fiebt aber ju evwarten, daf jener Sap fidh audy auf foldhe Rotationdfdrper ausbehnen lafit, wie bie
Ningtorper find. Auch finbe ich in einer Abhandlumg wvon Heren Karl Bremer: BVeitrag sur Theorie bes
Potentials®), die Bemerfung, ,bak Boole ebenfalls gejeigt Hat, wie man fiiv einen NRotationstirper bas
Potential in Bezug auf einen belichigen dufeven Punft unfer Anwendung einfader Duadratuven zuriict-
fitbren fann auj bad Potential in Vesug auf einen dufern Punft, der in ber Rotationsadje liegt.” Auf
dem angebenteten Wege wird e8 daher wohl méglich fein, die Anziehung der Ningtorper fite dufere Puntte
wit Diilfe derjenigen fitr Punfte ouf ber Rotationsachfe darauftellen, woranf iy fpiter suritcEaufommen
qebente.

*) Beilage um Programm bed Grofherjoql. Friedrid-Frang-Gymuafiums in Pardyime, Offern 1882,
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Drudfehler.
6 lepte Beile e Bb. 3 ftatt Bd. 9.
8 Heile 10 von oben Lied beim britten ®licbe bes Uggregats u ftatt u*.
11, 4, . feblt im leten Glicde bed Divifors vor ¢,° bie Slanumer.
10 5 unten [ied @,° ftatt ,°.

N L

o [, P e B . lied al® unfere Grenge bed Sntegrals s, jiait 0.
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