Uber das loearithmische Potential einer Pascalschen Schnecke.
=

(Mit einer Fizurentafel.)

In einer fritheren Arbeit, welche dem Bericht iiber das Realgymnasium zu Frankfurt a/0)
vom Jahre 1892 beigegeben wurde, habe ich die Verteilung der Elektricitiit auf der Fusspunkt-
fliiche einer Kugel behandelt. Es schien mir der Miihe wert, auch einmal fiic ebene Bereiche die
entsprechende Aufeabe zn lésen. Demzufolge betreffen die vorliegenden Untersuchungen, unter

Anwendung der Theorie des logarithmischen Potentials, die Verteilung gegebener Massen aunf einer

leitenden ebenen Fliche, welche von der Fosspunktkurve eines Kreises begrenzt wird. FEs
z0ll dabel die Einwirkung eines fusseren, aber in der Ebene des Systems liegenden Massenpunktes

vorausgesetzt werden.

Die wichtizgsten geometrischen Beziehungen der Fusspunktkorven eines Kreises habe ich
in der genannten Abhandlung eingehend ecliutert. Diese Kurven lassen sich als besondere Fille
des Cartesischen Owvals auffassen. Sie nehmen verschiedene Gestalt an, je nachdem der Pol,
von welchem aus die Fusspunktkurve entworfen wird, innerhalb oder ausserhalb der Fliche des
Kreises liegt oder ein Punkl des Kreisumfanges selbst ist. In den beiden ersten Fillen hat man
¢s mil Pascalschen Schneckenlinien ¢limacons) zu thun, die als Schnecke erster und
als Schnecke zweiter Art zn unterscheiden sind. Im dritten Falle wird man auf eine Kar-
dioide gefiibrl.

Die in Rede stehenden Kurven werden auch durch Inversion eines Kegelschnitts von einem
Brennpunkte auns erhalten. Die Schnecke erster Art ist das sphérische Spiegelbild einer Ellipse,
iie Sehnecke zweiter Art dasjenige einer Hyperbel, wihrend die Kardioide einer Parabel entspricht.
Es ist ersichtlich. dass unsere Kurven den Kegelschnitten gegeniiber den Vorteil zewiihren, in
allen drei Fillen allseitie gescehlossen zu sein, ein Umstand. der die Lisung von Aufeaben, welehe

nnter der Herrschaft des logarithmischen Potentials stehen, wesentlich erleichterl. In allen diesen

Aufgaben aber handelt es sich — einem Ausspruche Heines zofolge — um- die Uberwindung
der Schwierigkeiten. welche vorzugsweise aus der Enlwickelung des Logarithmus einer Entfernung
entspringen.

Hinsichtlich der Yorarbeiten fithre ich folgendes an. Im Anschluss an Kirchhoffs grund-
legende Abhandlung ') fiber den Durchgang der Elektricitiit durch eine Ebene giebt Heine ®) das
elektrische Potential einer elliptischen Platte bei beliebigen Einstrémungspunkten, obne jedoch den
Logarithmus der Entfernung zweier Punkte selbst analvtisch zu entwickeln. Herr €. Neumann
heschriinkt sich in seinem Werke®) iiber das logarithmische Potential lediglich auf das Beispiel

Y Kivrehhoff. Uber den Durchgang eines elekirischen Stromes durch eine Ebene, insbesondere durch eine

kreisformige. Poggendorffs Annalen, Bd. 64, 5. 497,

N E. Heine. Uber die konstante eleklrische Strémung in ebenen Platten. Borchardt, Jounrnal fiir die r. u.
a. Mathematik, Bd. ™. S. 1.

“ G Neomann, Untersuchungen fiber das logarithmische und Newtonsche Potential. Leipzig 1877,




des Kreises. Here A, B. Basset, auf dessen hierher gehorige Arbeiten!) der Verfasser durch die

GHite des Herrn A. G, Greenhill aufmerksam zemacht wurde, beschiiftiet sich vornehmlich mit

der Berechnung der Potentiale von unendlichen Cylindern, deren Querschnitl ein Kegelsehnitt oder
seine auf Mittelpunkt oder Bremnpunkt bezogene Inverse ist. Weiter hat Herr Tholdte?) unter
Benutzung Thomsonscher Koordinaten die Verteilung gegebener Massen auf zwei sich aus-
sehliessenden Kreisen behandelt, Endlich mae nicht unerwihnt bleiben, dass die Pasealselien
Schneckenlinien als krommlinize Koordinaten wohl zum erstenmal in einer Arbeit des Heren
Walte®) Verwendung sefunden haben.

Dér Zusammenhang der Thomsonschen Koordinaten mit den Pascalschen
Schneckenlinien wird doreh eine der Gleichung
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entsprechende quadratische Abbildung vermitlell, Digselbe Umformung aber verwandelt das Quadral
der Entfernung zweier Punkte, niamlich
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= stellt siech also als Produkt zweier Faktoren von derselben Form dar, und es isi

i den Ausdruck

augenscheinlich, dass man die Entwickelung von log /& sofort wird angeben konnen, sobald man
eine zweckentsprechende Darstellung der einzelnen Faktoren von F* aufzofinden imstande ist.
[hes ist aber, wie man aus dem Folsenden erkennen wird, der Fall bei den Pasealsehen Schnecken-

linden, anf welehe man dureh die Subshitutionen
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gefiihet wird.

3ei der Schnecke erster Art leistet die Entwickelung von log B in eine trigonometrische
Beihe das Erforderliche. Anders ist es bei der Schnecke zweiter Arl. Hier finden die Fon
rierschen Integrale und die Integraleigenschaften der Kreis- and der Hyperbelfunktionen aus-
giehige Anwendung. Den Fall der Kardicide kann man zwar in entsprechender Weise divek!
arledigen; ich habe es jedoch vorgezogen, das fertige Resultat duoreh eine Grenzbetrachtung
aus den fiir die Pascalschen Schnecken geltenden Formeln abzuleiten,

Die gefundenen Besultate, deren \'l-l';gli'i:-lz aunch vom funklionstheoretischen Standpunkie
aus ein gewisses Interesse bietet, lassen sich schliesslich dureh Ansfithrung der Summationen onid
Berechnung der Integrale wesentlich vereinfachen. Héhere Transcendente alz elliptiseche Funk-

tionen kommen dabei nicht vor.

Y A B. Bassel., On the molion of a ;I]E:i in and abont t'\;'|i!|-|-'l'\ whose transverse seclions are the
inverse of confocal ellipsea with respect to their centre. Quarterly Journal of Mathem. Vol XI1X, p. 190.

On the motion of a |i||l||-i in and about eerlain quartic and olher |'j.'fi|u1|:1':~'. I,;"l'l;ll'll'!"}'w Jouarn, of Mathem.
Yol. XX, p. 234

H Richard Thisldte. Uber die Verteillung segebener Massen auf Kreisflichen., Dessan 1889,

M Wilhelm Walte. Das Problem des stationiiren Temperaturzustandes fiiv einen Rotalionskirper, dessen
Meridian eine gewisse Kurve vierler Ordnung ist. Leipzig 1880, — Diese Arheit ist mir erst vor kurzem bekannt geworden.
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Die Pascalsche Schnecke erster Art.

Der Theorie der elekirischen Verteilung im Raume hat Herr C. Neumann ') bekanntlich
eine entsprechende Theovie fiir ebene Bereiche zur Seite gestellt, indem er die elektrischen Fluida
doreh zwei andere Stoffe ersetzie, deren Teilchen bei ungleichen Vorzeichen eine Anziehung,
bei gleichen Vorzeichen eine _Hmtnd.:-'ilng im seraden Verhiiltnis ihrer Massen und im umeekehrten
Verhilinis der ersten Potenz ihrer Entfernung aof einander aosiiben, Teilt man einer leitenden
chenen Fliiche, die von einer geschlossenen Kurve beorepzt wird, eine gewisse Menge des an-
cenommenen Fluoidums mil, so wird dieses Floidum nach Einteitt des Gleichgewichts den Rand
der Fliche mit einer aunsserordentlich diinnen Schicht in der Weise bedecken, dass das logarith-
mizsche Potential in allen Punkten der Fliche konstant ist. Die Dichtigkeit der Belesung wird
nur so lange von der geometrischen Beschaffenheit der Randkureve allein abhfingen, als die leitende
Fliiche isoliert und jeder Influenz entriickt ist.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Verteilung gegebener Massen auf einem
ehenen Leiler zu bestimmen, der die Gestalt einer Pascalschen Schnecke erster Art
hesitzt,  Der Konduktor, welcher von Nichtleitern umgeben ist, sei anfinglich mil einer gewissen
Menge des Fluidums geladen und werde der Einwirkung eines fiusseren Massenpunktes nnterworfen,

ks soll die Dichtizkeil der Belegung in einem beliebigen Element des Bandes berechnet werden,

I. Einfliihrung der zur Verwendung kommenden Koordinaten.

]
Bei der Liosung der Aufgabe kommt es vor allen Dingen daranf an, in heguemer und
einfacher Weise ausdriicken zun kinnen, dass ein Punkt P der Ebene innerhalb oder ausserhalb

der Bandkurve unseres Flachenstiickes oder auf dem Rande selbst liegt. Zu diesem Zwecke

fiihren wir an Stelle der geradlinigen Koordinaten (r. y) krummlinige Keordinaten (%, o) ein.

[Mes geschieht, falls ¢ eine Konstante bezeichnel, durch die Gleichungen 2)
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ist, s0 ergiebt sich. wenn wir die Gritsse o entfernen, die Gleichungs
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Dieselbe stellt fiir konstante Werte des Parameters & eine Schar von ineinander ceschach-

telten Pascalschen Schneckenlinien erster Art (Fig. 1) dar, welehe die x-Achse zor Sym-
metrieachse nnd zwel Punkte O und O derselben, falls €0, = ¢ ist, zu Polen haben. Eine von
diesen Kurven begrenzt das n der Aufgabe gegebene Stick der leitenden Ebene. Nimmt der
Parameter & von oo bis O ab, so durchliuft der Punkl €, der innere Scheitel der Korve. die
Strecke Oy0, der fHussere Scheitel /) dagegen die positive #-Achse vom Punkte O; an his zur
['nendlich

teit. Die innerste Kurve entspricht demnach dem Werte ¥ =2 und wird durch den

NG Neamann. A, a0, 5 69 und 3. 339,

Der kiirzeren Schreibweise wegen bedienen wir ung oft der Hyperbelfunktionen. Es ist
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Pol ), selbst dargestellt. Die fusserste Korve hat den Parameter 9 —=0; sie stimmt mit der
negativen Hiilfte der z-Achse fiberein und verliiuft im iibrigen ganz im [Mnendlichen.

Die Elimination von & aus den Gleichungen (1) verschafft uns ferner die (Gleichung
&
e iy

)2- (= <+ o).

Sie giebt fiir konstante Werte des Parameters o eine Schar von ineinander geschachielten
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Pascalschen Schneckenlinien zweiter Art, welche cbenfalls symmetrisch zur z-Achse liegen
und dieselben Punkte © und ) zn Polen haben. Der Pol (), ist allen Kurven gpmeinsanm,
wiihrend die Scheitel €, Oy, [ fiir die verschiedenen Werte von @ die Punkte der negativen
r-Achse ausmachen. Die Husserste Kurve hat den Parameter o — 0; sie stimmt mit dem von
(), aus zu rechnenden Teile der positiven w-Achse iiberein und liegt fm iibrigen ganz in der [Tn-

+ . s B a - . - + e - .
endlichkeit. Fiir w = =+ 5 wird die Kurve ein Kreis, der €O zam Mittelpunkte und Q0 = ¢ 2um
Radius hat. Fiir & = == & endlich fillt sie mit der Strecke O0); selbst zusammen.

Da das Vorzeichen des Parameters « ohne Einfluss auf die Gestalt and Lage der o-Kuorve
ist, s0 treffen wir die Festsetzung, dass einem negaliven Werte von « derjenige Kurvenzweig ent-
le Punkle einer

sprechen soll, welcher unterbalb der Symmetrieachse licgt, Somit werden a
J-Kurve der Reihe nach erhalten, wenn @ die Werte von st liber £} bis 4 & durehliauft.
Verbindet man einen beliebigen Punkt P einer J-Kurve oder einer o-Kurve mit den Polen
O und O, durch gerade Linien und bezeichnet P mit 7, O, P mit r;, so erhellt die geome-
trische Bedeutung der Parameter & und w unmitielbar ans den Formeln
’ S =
(2a) Epj O
e
% 0
(3u) s 5
1
die sich in einfacher Weise aus den Gleichungen (2) und (3) ableiten lassen. Auch bedeutet o
den Winkel. den die in (), an die einzelnen Zweige der o-Kurven gelegte Tangente mit der
dichtung O, X bildet, withrend es fiir die Grosse & eine so einfache Beziehung nicht zu geben scheint,
Weil nach den Gleichungen (1)
; 1 :
<k -ty — . clyg® 5 [t =
(# 4 fy) also eine Funktion des Argnments (o + ¢ 9) allein ist, so erkennen wir, dass die beiden

Scharen von Scehneckenlinien sich siimilich unter rechlen Winkeln schneiden. [Die Lage irgend

eines Punktes P der Ebene wird demmach doreh die kruommlinigen und orthogonalen Koordinaten

(. ) in vollig eindeutiger Weise bestimmt sein, falls

o = =) — e e T

ist. Nur der Pol (3, fiir welchen & einen beliebigen Wert hal, macht hiervon scheéinbar eine
Ausnahme, denn eben diese Vieldeutigkeit giebt an, auf welcher o-Kuorve man zom Punkte €
=+ und @ = ==0 an, welchem Ufer

gelangt, Ebenso deutet das doppelte Vorzeichen hei
der Symmetrieachse der betreffende Punkt angehirl.

Die Differentialgleichung des logarithmischen Potentials
f-._:1. I-:l-
o n e U
(v i o i
findert. wie man weiss, durch Einfithrung der Koordinaten (¢, w) ihre Gestalt nicht, Eine Losung
der neuen Gleichung

L8 =
t. & r. : 0
[ [P T
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in welchem zum Beispiel
€ — ey Gof 1
darf. Da d

gesetzt werden

& 52

as allcemeine Interral sich

also als eine allgemeine trigonometrische Reihe darvste

P B b

ey Binpd, 22— ks cosner - kysinne

als eine Summe von solehen Produkten

It. =0 liegt es nahe, auch den Loga-

rithmuz der Entfernung zweier Punkte in eine friconometrische Reihe zn entwickeln.

Endlich |-|','_"l."|:ll‘|| sich fiir d

ds o

[I. Entwicke

Inng des

Logarithmus

iec Borenelemente auf einer 9- oder @-Kurve die Formeln

Eoj & +

ks
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der Entfernung zweier Punkte,

Sind (z, y) und (@, 1) die Cartesischen Koordinaten irgend zweier Punkte P und H,

g0 ist das Quadrat ihrer Entfernung

Um die neuen

Gleichungen (1) entsprechend
Sin®

=t e
lul\r "'I|

)

Koordinale

AP = e —alEaiy —th).
n (& w) an Stelle von (&, g) einzufithren, haben wir den
s o 2 Sy 8oy
|l = [ - - =
R |"j:'l-l L {&.p) "JI - CO8 (g )
Diese etwas weil

zu setzen und den gefundenen Ausdruck auf eine einfache Form zu bringen.

linfige Rechnung
Bemerkung 1sl

liisst sich foleendermassen abkiirzen.

Nach einer in der Einleitung gemachten

R = [(x 4 i) — {ry + in)] - [(2 — fyy) — (70 — 1))
Da nan nach (4)
I ! ."_.'Jr e "f;‘_f': 2\ LAY,
mithin i
1 ] . ( A
£r—iy=—1r.cly 9 (L frl,
By == = =G Gt o (T thy )y
ay— C. gt e ih)
ist. so folgt mil Anwendung einer goniometrischen Formel in einfachster Weise zuniichst
sin o (@ + 0+ o i) sins (o - i — ey — i)
(& - i) — (o = ) =€ i
sin® 5 (o 4 1) sin® 5 (en + 1)
8in = (o Ik =t ey — tihy ) Sin L] i — h )
[ l'.l'J"l' — |07y - .':.'Jl'lf i y
sin® 5 (0 — i) sin® 5 ey — ih)
Also erhalten wir
1 1 (Epf & cos o). (Eoj 1 CO8 iy )®
s £ o [Eof [ 4 ) eos (o = w)] . [Eey (4 — ) — co8 (t0y — m)
LRP4 ! LA B A 1
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Eoy o - COS M — 5 € ! ] if—e .
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Mithin gilt fiir alle positiven Werte von &, weil @ zwischen — s und 4 7 liegl, die Formel
r = oC
L k e e e th
log (€o] & — cos w) = Er.lrJ.' —2 N e - 08 T
: L, =2 s )
1
S el ; 702 sl x : z :
Werden aunch die iibricen Faktoren von pe in RBeihen wverwandelt, so ergiebt sich die
T :
gesuchte Entwickeluns
e " =00 l‘
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oder in anderer Anordnung
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Diese Reihe konvergiert fiir alle positiven Werte von & und &, fiir welche 9 = & ist.
Wire 4 <<%, so wiiren < und 4 mileinander zu vertauschen.

III. Bestimmung der Dichtickeit.

Nunmehr wenden wir uns zur Berechnung der Verteilung des gegebenen Fluiduoms anf
einer Kurve, deren Parameter & sei. Wir teilen dem von der Kurve begrenzten Ebenenstiick eine
gewisse Menge M des Fluidums mit und lassen auf die leitend gedachte, isolierte Fliche eine
Masse M, wirken, deren Triger der ausserhalb des Konduktors, aber in der Ebene desselben
liegende Punkt P, mit den Koordinaten (&, w,) ist.

Dann wird das Fluidum nach Eintritt des Gleicheewichies sich so auf dem Bande des

Leiters ausgebreilet haben, dass das Gesamipotential der Belegung und des influenzierenden Massen-
punktes anf irgend einen Punkt P; (9, o) im Innern des Konduktors konstant ist. Dies wird
ausgedriickt durch die Gleichung

(7) V-V

(1]

 oder V=V, falls Vi =C—V

o 1BL

Die Potentialfunktion der Belegung halt den Wert

v A ! Ilf

1. - — ] &5

| P i .":.lr,' G, g
: R,
&y o
wenn £) die gesuchte Dichtigkeil und rf’slj_ das Bogenelement der Knrve bezeichnet, Da die
Integration iiber den ganzen Rand des Flichenstiicks zu erstrecken ist, so geht die Gleichung mit
Benntzung des Wertes von s, aus (5) iiber in
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Lassen wir die besonderen Fille, in denen der Parameler ¥ die Grenzwerle oo oder (0
hat, vorliufiz noch ausser acht, so ist die Dichtigkeit I) offenbar eine iiberall endliche und stetice
Funktion von & und w. Daher hat auch der Ausdruck
Gl & cosm
(Ep) -+ o8 )
fiir keinen Punk! des Randes, d. h. fiir keinen Wert von t, der zwischen qa und L g liegt,
eine [Interbrechung seiner Stetickeit aufzuweisen. Hiervon kinnte nur der Punkt 'y, der innere

2¢D

Scheitel der Kurve, in welchem o — = w, also zweideulig ist, eine Ausnahme machen. Wird auch
von diesem Grenzfalle zuniichst noch abgesehen, so lisst sich der Ausdruck, als Funktion von o
allein betrachiet, in eine nach den Kosinus und Sinus von o fortschreitende Fouriersche Reihe
entwickeln, die in gleichem Grade konvergiert. Wir setzen daher

- M= o0
Eo) 3 - eas o 1| .
(8] 2ed) l i, - A, 4 N (A cos mo 4 B sin mo)
(Eof & — cos w)* = — i y in
I |
und versuchen die Koefficienten A,, A . B, dieser Entwickelung zu bestimmen. Da T nach
m
(6a) ebenfiulls eine trizonometrische Reihe, niimlich
H=a0
ik 3 n i . 3
A= — ™~ (7 eos mo -+ H sin o)
ihy oy aw—
W==1

ist, so sind beide Reihen zu multiplizieren, Bei der dann folgenden Integration des Produktes
sind die Integraleigenschaften der Kreisfunktionen in ausgiebigster Weise zu verwenden, Es ist,
wenn alle Summen von 1 bis oo genommen werden,
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Demnach ergiebt sich fiir die Potentialfunktion der Belegung

fl = o n=rco
(9) V=2mA,. K+ = : .l“ Gt ?’"_ B . H .
n=1 He

Was den Wert des Koefficienten A
eolben zn bestimmen. Dies seschieht dureh die oben gemachte Annahme, dass die Gesamimasse
der Belecung M, d. h.

o betrifff, so sind wir schon jetzt imstande, den-

I D.ds, =M

ist. falls abermals iber den ganzen Rand des Fliichenstiicks integriert wird. Fiihren wir ans (5)
und (8) die Werte von rp’.a-u_ und [ in die Gleichung ein, S0 muss

E l‘ H-::.r_ - J
1." [ 5 .'L. 1 = -_\.-!.” s iy —[ f_fm he T J.IH-}] H’r-r
: "' =1 :
oder M==2x A4, sein. Also isl
T
(9 a) .-'u,, = 5, M.

Nunmehr gehen wir an die Bereehnung der Differenz V3 = C—V,. Fiir V| gilt die

Formel des logarithmischen Potentials

- ! a0 00 e
V.= M, . log S M, . P N
IIi?'J'l fer il

Dies giebt, weil P, ein fAusserer Punkt, also «% =, ist, nach Gleichung (6a)
)
- = 7 v i L
(10) | Pee== gl ) K, + N (G, . cos nw, + H, . sin ﬂu“]l‘ :
I = \

wo die Koefficienten K., &, ff, aus den enisprechenden Werten von K, G, I der Gleichungen
(6a) dadurch erhalten werden, dass 4, an die Stelle von & tritt.

Der innere Punkt /2, hat die Koordinaten (&, «y). Fiele derselbe mit dem Pol O, zu-

I‘*I . 5 . . k] 1 .
gammen, so wiire -, also e — (). Fiir diesen besonderen Fall geht mithin die Gleichung
V=1, iiber in

of i — a0 4 Fa e - 1
e 1 ul — it ! e ~ - — sty
M log e N A- e ( M, ( lag e e . a8 nuy, ] :
e Sy — L : “de — 1} o
n=1 1
Daher sl
It A= = [ o " —a
e : ! tiit f 2 n | 2 — wito
(1) C=M.log 20 > — A e + M, ( log N = " cos nuy )
St _,.f n " 1 . i o —F 1 0
"N == | —

Nach diesen Vorbereitungen fithren wir die Werte von V aus (9), V,
(11} in die Gleichung (7)

, aus (10) und € auns

V=C—-T,
ein, Dabei kommen alle Glieder, welche von ' herrithren, in Fortfall, Bei passender Anorvdnung
finden wir endlich die Gleichong
MN=ur f=0g

N

am— ¥t
w=d

falls pesetzt wird

n=J

~
n,}” Co8 iy = € sin ity ) .\‘ (P cos Ty - fJ SIf Taiuy ),
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Da beide Seiten diezger Gleichung nach cos ney und sin pey fortschreitende Beihen dar-

stellen, so miissen auch die entsprechenden Koefficienten gleich sein.  Somil ergiebt sich

1! 'l'- ..hrll _L.f” ‘L:’:IJ] 715}

(ke J'H'J”

A e =) -
n a Eof nad? i Eof nd
(12) ol : :
I .U,, i ik Stk i,
]
L it Sin nd

Durch Einsetzen von A, A und B in die Gleichung (8) erhalten wir schliesslich fiir
n n »

dic gesuehte Diehtigkeit der Belegung im Punkte P (& o) des Randes den Werl
N =10
! (Epi I — ros 1 1 18 i
(13) /) 5 ‘ (Epi oS :I_, Mo (M - -”.,I N  COS i
s T &

3
Go) & 4 cosim s (S0} T}
=l -

W=
v Eof ndk, oS e Sin nd, Sin re :
,]f” \ “ i 0 i 1 il 2R )f
ar—

— 1S i | =i
Eof nd S nd
== T

Diese Formel reprisentiert die Lisung der gestellten Aufgabe.

IV. Summation der Reihen.

]

Die in der Formel (13) auftretenden Summen

 E— -
o 3 O8 Tl
Si=> —
— p) 2l

n=—1
M=o .
: 1 Bo) ndk, cos o,
oy st B L] N eas .
p— W&oy fidt
n==1I
"= o

N  Sinnd, sin ne,

il £1in it
n= .|r

SIn fier

lassen sich mit Hiilfe von elliptisechen Fuonktionen berechnen. Wir bringen

dabei die

Jacobische Schreibweise zur Anwendung, weil diese Form der elliptischen Funktionen sieh fast

von selbst darbietet.  Zor Abkiirzung hezeichnen wir sin am mit sn, cos am mil cn,

! ar mit

L, ctg am mit cf. Alle elliptischen Funktionen beziehen sich auf den Modul %, der stels reell

and kleiner als £ ist. Der komplementirve Modul ist & = ¥V 1—Fk* Die vollstiindigen e

iptischen

Integrale endlich werden mit & und K hezeichnet, so dass 4 KX und 27 K die Perioden von

sin an (mod k) sind.
Ersetzen wir Gof nd in S dorch Exponentialfnnklionen, so isl

('

i = o i " 1
H, 2 ‘\;' COAS Fhie ! \;‘ 4 g Cas o
—= ! et —nik ;J ] 2n ¥
=1 @ [_r" L a2 l =1 ! I_ i
falls g —=e ist. Daher ergicbt sich nach Jacobi (Fundamenta nova. p. 103, No. 25)
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K -
NI > + ,‘l I'L [ ‘:
! 7 &

(14

In dieser Gleichung kann X als bekannt'} angesehen werden.

S lidsst sich auf S, zuriiekfithren. Es ist niimlich
Eof .'i“ GOS8 ftd, COS 71w

oS FJJ'-'J” [n"r.':-i 1 e | P ] r-.n“'l|
2
|-'r|.~€ 1 (e 4, = 88 - cas (e A+ oy L) - o8 (w—m, i) - cos o — w, — A
Daher ergiebt sich mit Benotzung von (14)
K a0

Sy .f‘r ; il ,": (0 ==ty 1) + = (e o, &
ik I _ o i

I

oder infolge des Additionstheorems der Funklion
1% K
I { - (s S| / : (&) )
. e /
K e 4 ‘o ( k

!

B @ I y i ": | i
[0 5 ) T ; ol - .
i 2 7r 24 A _,f\ : " a
I —k=sn* (= o ) SI2E tuhs ! le® sm® e —(t1,) S "
I 7L i 7L l
bewerkstelliven zu kinnen, miissen wir

Um die Berechnong von Sy in dhnlicher Weise
den Werlt von
== 00

| .t._r. '
g " ‘\ IR

— S il

zunachst

Frsetzen wir wiederum &in rd durch Exponentialfunktionen, so ist

= o 2 n x H
S0 1 - o ]
= —

ermitteln,
TR oY e

=
S
]t il 2 21
i I “,ls- o ] n=.1 ! i
o
falls abermals g—e veselzl wird. Dies giebt die Zetafunktion Jacobis (Fund. nov. p. 133,
No. 13, so daszs folel
: KK
0y Sen i
v & il
DDa nun
— ; .
S i SE Rk, SER TG
|'. -
= 8in nidy, [eos nle == ) cos o 1)
i ') 4 . . &
= |,-c.l.r.. 7 (e = oy, ~ r.'J'“' Sire Tt -ty I .'J“ =i R LS F.rllll -~ SLrE 1 i (el L |

Longtanten der elliptischen Funktionen leicht finden. Es isl

" Da g eine gerebene Grisse hal, so lassen sich i

. ! A /
K TR A o e e B
. {*’- Bg+ 2y —2q"4 )
| W { '
R e e e pE i .
Vi—
i
T - )
! ; : f
m hesten aus der Gleichung g =¢ K aus welcher, weil =1t ist, ' r ,‘ , @i h
i

K’ herechnet man am
K I
N T

fip] it




isl. so ergiebt sich

i A 1 ; Spl
S, : : : Ao -, ) — A — (e
] i

: o : AL
(g — (i) — & : {tr — ey 1= ik & : (0 — i, — i) i

i I ! i |

Wir wenden das Additionstheorem der Zetatunktion, das dorch die Gleichung (Fund. nov. p. 1562)

Zluta) — Al —a)

ausgesprochen wird, an und erhalten

[ e

Sn® [y == o)

16} 8= L I L
1 — Jef st N
ol | i
falls wesetzt wird
f A2

]

i

i

I o

] I|l'-.:: 3 . ST
: e ana e Ada . sHE
'f i (74 =

' ke sn* a 50 u

A |

sr- (o — a1
o ‘
s ACIE, o B
1w it i .'l." =1l Tl s == e — v )
[} ar
K PG i
St [k, O Tk, i,

I’ ZL r

Durch Addition von (15) und (165) finden wir fiir &5, + &; eine Formel, die bei hinveichender

Vereinfachung in foleende ') iibergeht:
N |
K i L

o 4 7

(17) ~Sg:-15g :
ke "j_.} ! f: i)

i

Fiihren wir schliesslich & und

Dichtizkeit der Helegung 1im Punkte
4 K I'L}_lﬂ- o oS wl

[s8) D e
L} i= Eof o -+ roso

w 0

e e i,
[
—

In dieser Formel kann jederzeil

|

Ly
SN T I i / I} 3 I o = 2
¢

=t — T
i i

(3 4 &) 1 (18) ein, so mmmt der Aunsdruck fiir die

P& w) des Rant

es die Form an:

iy ; i el SV
]t il .'-rj“ /! ) g ) — ¢ f fohg
ol ! f

oK
mit 7 verlanschl werden,

V. Besondere Fille.

a) Wirken keine Ausseren Kriifte,

a0 ist M, f) zn setzen, Dann nimmt die Dichlickeit

der Belegung einen einfachen Wert an. niimlich

K (Epj o5 ) Fid
b JALIR SOIE Ve i,
3ol e Eoy & - cosm ol

Dabei herrseht im Scheitel )y, fiir welehi
Iy

Y An Stelle von (17

sl s1ch cine iIIIlII

Funktion Z allein anf, aber diese Transcendenle |

Fir die numerische Berechnung von K, & und
dadurch erschwert, dass & aunsser in K auch in
B .

ot = (e a0 it -+ ity erscheint. Ubrigens wind S

e Formel und zwar dadureh ableiten, dass man in dem rspri
lichen Ausdrocke fiie Sz 4+ S das allgemeine Glie

o — ) isl, die Dichtickeit

o B’ f )
3 = M,

cos ol
o) o

der Summe anf den Nenner @i 2 e bringl, Dann tall die
4 o
wziehl sicl mehr anf g =e . sondern auf g1 = & :
- 1 3 he T 11 - 1 . e ) 1 o

koisl dies oy gin Vorteil, indes wird die weilere Hechnung
der Klammer des Arguments vorkommt, also z B. eine Fonktion

ans (e <= Sa) erhallen, indem man zugleich ks = 0 and e i} selzl
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im Scheitel € dagegen, es mag Lo oder ¢ — — g veselzt werden, die Dichtigkeil
R
10 (e W
b . M.
CTE i I "
Sin

Hier zeigl ¢s sich deuwtlich, dass die aofeestellte Formel aoeh fiir den bisher ausgeschlossenen

Fall, in welehem der Parameter o seinen oberen oder unteren Grenzwerl erhiilt, Giilltigkeit besitzt,
Dies bleibt auch dann noch riehlig, wenn M, nicht mehre gleich O ist.

by Ist My von 0 verschieden, so ist die Verteilung wesentlich von der Lage des Punktes
P (e, eny), des Trigers der Masse My, abhiingig.

Liegt 72, im Unendlichen, so ist zu gleicher Zeit %, — 0 und ¢y, =0. Dann wird in (18)

. 1 i : ; ; : __ : :
der Faktor von — M, zu 2 7 o, und die neue Formel, die M, nicht mehr enthilt, stimmt mit
g J

der unter (a) gegebenen vollig iiberem. Ein in der Unendlichkeit liegender Massenpunkt wirkt
mithin, wie voranszuschen war, 50, als ob er gar nicht vorhanden wire. l

Riickt der Massenpunkt auf der Svmmetrieachse, in deren einzelnen Teilen entweder
g = oder wy = oder J,—=1() ist, an den Leiler heran, so vereinfacht sich auch jetzt die all-

gemeine Formel -bedentend.  Beispielsweise ist die Dichtigkeit, wenn J2, mit 0, wo nichl nuor

ern auch Oy =0 isl, zusammenfallt,

Pt /O S eomwll f yrityes o K G W
s Eof b 4 eos L iy / A i ]

iy == 7F, B0

Fiillt endlich P, auf LY oder € oder auf irgend einen anderen Punkt des Randes. so

" rr

¥ - ; Vs A : ar
ist $, =% Man thut dann gut, in (18) durch —— zu ersetzen, und findet nach einigen Um-
T .
formungen
/ .r"\“ (Eoy F — o5 1) a0
1 - L ol T R
2 ear 3 Eo) & -+ eos o 3 N

Die Wirkung geht mithin so vor sich, als wenn dem Leiter, ohne Einwirkung eines #dusseren
Massenpunktes, von Anfang an die Menge (M -+ M) mitgeteilt worden wiire,

¢) Je grissere Werle der Parameter & annimmt, desto mehr stimmt die Gestalt des Leiters
mit einem sehr kleinen Kreise iibercin, dessen Mittelpunkt der Pol ) ist. Es ist natiielich, dass
die Dichtizkeit, aueh unter Einwirkung eines ausserhalh ), liegenden Massenpunktes, der Grepze

o znstrebt. In welechem Grade dies geschieht, erkennt man leicht aus der Formel (18}, die
enthill. Denn Ffir 9 o ist g ), also K’ 20, dagecen I:L J: withrend der Modul &
den Wert f) hal. Infolgedessen gehen die elliptischen Funktionen in Kreisfunktionen fiber;, und es ist
1) _:l;" r=4dc.e i 5 —=ca
2epior

Fiir immer kleiner werdende Werle von & werden die Dimensionen des Leiters immer
orisser, [Die den Nullpunkt () umschliessende Einbuehtung wird immer spitzer, und die Dichtigkeit
erlangt schliesslich fiir & =0, weil dann der Leiter mit der negativen Hilfte der e-Achse iiber-
ebt sich anch aus der Formel (18).

einstimmt. sonst aber unendlich gross ist, den Wert (. Dies e

oo Tehlel - o A
die 5 enthiilt, 1in welecher wegen f g=1, also K=o und K o, -mithin A=1 zu

i

setzen ist. In diesem Falle gehen die elliptischen Funktionen in Hyperbelfunktionen diber, and es
1

Eoj

I =1

ist. weil sn (uw, 1) =FTqu. cn (i, 1) /i, 1)
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Man kann diesem an ond fiir sich selbstverstiindlichen vebnis noch eine neue Seite

abgewinnen. Wenn nimlich ausser & auch die Konstanle ¢ den Werl 0 erhiill, der Pol O, also

in den .-\!'Il-.'!ra',_{:'-'pilr‘l|{! () fillt, so bleibt die Pascalsche Schnecke von endlichen Dimensionen und
gehl in eine Kardioide iiber. Mit diesem Grenzfalle werden wir uns im dritten Absehnitte weiter
beschiiftigen,

=¥

i

Die Pascalsche Schnecke zweiter Art.

Wir untersuchen jetzt die Verteilung eines gegebenen Fluidums anf einer leitenden
ehenen Fliche, welche von einer Pascalschen Schneckenlinie zweiler Art hesrenzt

wird, Auch diesem Leiter teilen wir eine gewisse Menge M des Fluidums mil. lassen anf den-
selben einen fusseren Ponkt By (U, ey) mit der Masse M, einwirken und bestimmen die Dichtig
keil, welche nach Eintritt des Gleichgewichtes in einem belicbigen Elemente der Randkurve vor-

handen ist. [ie

I. Einfithrung der zweckmiissigen Koordinaten
ist bereits durch die Formeln (1) erfolgt, wiihrend die Kurve selbst (Fig, 1) durch die Gleichung
(3) oder (3a) fiir einen konstanten Wert des Parameters o dargestellt wird. Auch das Bosen

element finden wir bereits als ds  in der Formel (3) vor, Dagegen emplichlt es sich, die Bereiche
dn

der Parameter o und & in anderer Weise zu begrenzen als hisher, Fiir o, das frither zwischen

A unid a lag, wiihlen wir als Grenzen die Werte o und ¢, was wegen der Form der Gleichungzen
(3) erlaubt ist. Um dagegen auszodriicken, dass ein Punkt oberhall oder unterhalb der Symmetrie-
achse des Fliichenstiicks liegl, setzen wir fest, dass @ in der Halbebene ¢z i) positive, in der
Halbebene (r, — i) negative Werle besitze. Daher miissen wir & alle Werte von — o bis 4 o2

durchlaufen lassen. Die Intervalle der beiden Parameler sind also

H=w=0, —o TP 4o

Nurimehr schreiten wir mit Beibehaltung der fritheren Bezeichnungen sogleich zur
II. Entwickelung des Logarithmus der Entfernung zweier Punkle.
L0 1

111 elne
R

nach o fortschreitende trigonometrische Reihe, so werden wir jetzt versuchen miissen, fiir denselben

Handelte es sich bei der friitheren Aufgabe nom die Entwickelung von 7= lag

le Werte von & — oo s O —= -} oo

Ausdruck eine Darstellung ausfindie zo machen, die fiir a

giiltig ist. Zn diesem Zwecke bringen wir 17 zuniichst in die Form

Eoj &y — cos e Gof (th -+ ) — cos (e -+ o) _IHW Coj(h — ) — cos{en — o)
2 Eof 3 — cas o B Goj & — cosw

i
Nun ist pach einer von Cauchy (Conrs d'Analyse algébr. Chap. IX) gegebenen Formel

(=) () (1ee 2 (L)

oo —cosw=2 [ (2 )"+ (5)] - Ll y -

[18) T'=log —i.'r.rw

Demnach ist
Eoj (¥ 4 F)— o8 (9 + )

) of 9 — N8
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(0o 4 Y == (B 4= 932 ! [ |:J o ey “”]' () 4 ! I J;JH i - ey r'r]i— - (= )7
PR IR (2 mar— R (Z a4 o) -
: r-' Fi 1 ! :
nnil illllli;-_ll'-h'r-'-‘l'll
Eoj [V - &) ens (o - ta) (= ) - (& WAk
f'rn’lf AT x'lrl_r,r : feees
: By o} RS ) Ll L
i F _ n = r i
5 e —ln | eH H= Lo e 1 0 |ty ] i-".'ﬂ-| s el
> log : e > log e
: y |72 7T )= =k I e T el ) iy 7
= n—UJi

Ferner gill bekanntlich, falls p; und p, ivgend welehe positive Grossen bezeichnen, die Formel

e e i Py - gy Bty il "I".l"-

.lllf.lu"lf - - } :
A5 4 Pa 1 I i i

= x
{l e+ iga) 9 ~(pn A dgeye] o ['J' (e — dige) s — (g —ig)w| d
i el i i e |
| ST ) =
f 7]
5 -
| e i i e v
= | Il COS e COS P |
) : 3
(i

Demeemiiss wir

Gof (S -+ #) — cos (0, + o) =i () -0 Sl
Lt I az i = | “ s 1 © s 1oy | - )
/ Boj F — cos | !

o0
==
v Jh . 2 VW dw
! N { : (] {L\'_-Ln rin COS b — 50) v (e W) cos o oy = o) .}
i 1

1
H !

()

Filr die summe der Integrale kinnen wir das Inlegral der Summe setzen und erhalten. weil

W ) e e | T
5 eE i o 1 .l o
i 3
T = 2 Sin v
=1 ! B
X
O o | i LA | #
lII - L R Y ST S | A L i | | iea ¢ ML =1 i i ik I i »
Leveg e e oS [ (o L Y T i |
ol i B 08 1 | 3
L)
o
T
@ i i | da
- VDY Fa (08 1) Eol s iy =t @) COS 1 i.rll SR 1k
L S v | | T
i

In derselben Weise verschaffen wir uns ecine Integraldarstellung von
i (L) l'I- [ 1 W) 0N :rn, wl
o |'Ir;_r,i Tt ) T 3
& Bof « (65 e

indem wir dabei beriicksichtigen, ob wy — @ isl. Die gefundenen Werte selzen wir in (19) ein,

tkeln die Hyperbelfunktionen ebenso wie die Keeisfunktionen nach ihren Additionstheoremen

nnd finden, wenn alle zusammengehirvigen Glieder zusammengefasst werden, sehliesslich als Besoltat

aller Umformungen

(20 i K [ l“ (R L Fl osirr 32898 ¢l

— e e e




Wi
; Eof 4 COS: iy
A log '
| o

e 2 Eojw(a wy) Cof ver cos vty — Goj v [ ]
» Ein v
2 i v (7r — wy) Sin mn Sin vk

H = :
1 S v

Diese Darstellung von T gilt fiir beliebige Werte von & und % und fir alle positiven
Werte von @ und @, wofern o = ist. Im entgegengesetzten Falle miissten @, und @ mit-
einander vertauscht werden.

III. Bestimmuno der Dichligkeit.

Zur Bestimmung der Dichtigkeit in cinem belicbigen Elemente der Randkurve gehen wir
wicder davon ans, dass das Gesamtpotential der Belegung und des influenzierenden Massenpunktes
£y (g, o) auf irgend einen Punkt P (94, wy) im Innern des leitenden Flichenstiicks einen kon-
stanten Wert (" hat. Ks ist demnach abermals zu setzen
(21) | P 1..“ (" oder 1V 1_,. falls 1.3 — & Vi, ist.

Nach den fritheren Entwickelnngen ergiebt sich fiir die Potentialfunktion der
legung der Werl

S : /
i | {)".a‘lur; ds |
L ferl
wenn 1 die gesuchte Dicehticgkeit bezeichnet, und die Integration iiber die ganze w-Kurve

hinerstreckt wird. Daher ist wegen ()

=L
- o < 4 cos w i Fe0 :
1 f;u-nl Sl SO
- [(Eof & — eos o) Ty oo
@
Fiir - weht das betrachtete Flachenstiick in die Strecke O ¢ und fir e=1> Iin

den Teil (4, X der positiven -Achse iiber. Abgesehen von diesen Grenzfiallen wird, weil die
Fliche allseitie seschlossen ist. die allerdings noch unbekannte Dichtigkeit eine allenthalben stetige
und endliche Funklion von e und & sein. Betrachien wir daher den Auosdruek
B o “‘ R}',U:l by r'f;,'\-\'.n'J"
(of < oS ()

als Funktion von & allein, so0 kann derselbe in dem Intervall von -+ s - dureh ein nach

den Kosinusg und Sinus von & fortschreilendes Fourierscehes Integral dargestellt werden. Wir
machen den Ansalz
3 Eoj & <~ cos | : ; Il
(22) 2 “\ L 5 : Bl — A Lecosrd - B osinrddr,
[ o s () e | ¢ ’ |
indem wir annehmen, dass die Koefficienten 0 und &2 . deren Werle zo beslimmen sind, kein

J- enthalten.

Fin
Fiie T, T entnehmen wir den Wert aus Gleichung (20), niimlich
x
ke - | ; I
x'r_f = e [fa' L e0s k= H . sinrd) oy .
AT -

i
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und integrieren das Produkt beider Ausdreiicke nach & von — oo bis + 2. Hierber leisten die-
jenigen Formeln, welehe Here (. Neomann als nene Integraleigenschaften 4 der Kreis-

;

funktionen bezeichnet hat, vorlreffliche Dienste. FEs gelten die Formeln

~+ o0 -
K ( [ .-il s H’J') = A

S
s
— _!l\;
. . ( { B sin el rJ"r-) i} f) .
2 ..rr : I
— o I
':' 0 L : s IL'
‘ ( [ A eos it ) ( ' Cr o8 pd fl"il') o o [ _-1‘__ (= e, |
- '” X I” = ..r.- I
¥
Ei=s x o s oo w0
( [ B sinvild) ) ( [ (r cos u"r-) tih=10= ( { A cosel u":-) ( I H sin vl nfr-) ok, |
_'j- 2 ':rr r.l _" = a’.r J ‘rsl |
i : X . e |
‘ ( ’ HJ_.\'."H Iy (err) ( f H st vl rfr) iy [ f:*’__ H dy
o 0 : N0 : i
r i
Also hat die Potentialfunktion der Belegung den Werl
o
23) Vi—ir AL R L o ’ J|_1l__|"f ! J')‘_,;’f!l- ey .
0

Beriicksichticen wir, dass die Gesamtmasse der Belegung M ist, o muss auch
[U dsl - —'M

sein, wenn die Integreation iiber die ganze Randkorve ansgedehnt wird. Mithin hat man

™ & 5
M ‘ : I ;1{ cos v -+ B sin rd) rr'a'l.f ol [

oder

(23 a) M= A, ualso A A M. |

et 0
I

Weiter wenden wir zur Berechnung der Differenz Vi =C—V, die fiic V, geltende

Formel des logarithmischen Potentials

1 0 = "f" x Jf”'r"f _.'.'.. ) 'Lr” i 'r‘ o veh == ‘.”r : f"
i,
| G, Nenmann, Uber die nach Kreis,, Kugel- und Cvhinderfunktionen fortschreitenden  Entwickelungen.

Leipzig 1851, S 10 und 50 77
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an nnd finden nach Gleichung (20), da der Punkt £ (4, w,) mit der Masse M, ausserhalb des
Fliichenstiickes liegt, mithin oy, = @, ist,

(1}
"
: jE=r By :
(24} V. =M 1. - (G, . cosvit, + H, .Hn'HJ'.'f_,J]l'I'IJ'.'
/ : \
0
In dieser Gleichung bedeuten &, und H, die Werte von & und A in Gleichung (20), wenn
daselbst = m, gesetzt wird. Da die Grisse A von e unabhiingig ist, so ist K, = K,
Fiele endlich der innere Punkt P mit den Koordinaten (¥, @) in die Strecke 00,
z. B. in den Anfangspunkt des Koordinatensystems, so wire o, — . In diesem Falle nimmt die

Gleichung V=1V, eine besonders einfache Geslalt an und liefert fiir € den Wert
9o x

R : ; s
(23) C=(M4 M) log ol ‘J’]r' ! |-z f ( _1{_ ' ”.,.,. 4 ;\!l dv - M, (-‘f:',___f__ 108 "-".;\] i,

4] i)

Setzen wir nun V aus (23), V, aus (24) und € aus (25) in die Gleichung (21)

V=0—V,
ein, so erhalten wir bei zweckmissiger Anordnung eine neue Gleichung, deren linke Seite die Form
v
(a1} [ : P . cosah -E Q- sin r.'};: el
i )
7]

hat. falls gesetzt wird

9] B \ 5] ==L P

241 Eof ¥ (7r — on) iaih=p 2 o7l Sy (m—on) _,

o — A Y Eofre, Q@ = B = Y Bin v
> ¥ o Sin v v T G Sin 1

Auf der rechten Seite der Gleichune erscheint zunichst noch das Glied
Eof H — cos
Eoj &y — cos oy
welehes aber nach dem Obigen als Intesral dargestellt werden kann und in
X
o (M M) [ Coj o (st — ) — 1 c03 30 dv
.t ”

Sin v

ol

iibergeht. Dadurch gewinnt die rechte Seite die Form

a0
|.|.: { :‘II“. G5 il A l"-,.,_lI 5 Sirt J".'ll : iy,
:J
Wi
O Eotallie )
= RN =) VM e MY M6 0, CoS 9
a v Sin v ! ) "y
O by =y B
R —=—— M, =kl J,,T“ @) Sin v, Sin wdy .
I SN T

Wir haben jetzt in (a) und (b} zwei nach den Kosinus und Sinus von 4, fortschreilende
Integraldarstellungen, Sollen dieselben einander gleich sein, so ‘miissen sie auch in ihren Koeffi-
cienten iibereinstimmen. Darvaus ergiebt sich

M4 M M. Bof v, cos
‘! L | il i 1 0 X
; “a 7t Eof 1 3t Eof v
Iﬂlrl AL g
B = M, Sty sy

il =1in v
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Durch Einsetzen in die Gleichung (22) erhalten wir schliesslich als Dichtigkeit der Be-
legung im Punkte P (&, w) des Randes

L
i [l MW — ros ) k . : CO8 Pt
o D= AT Gl g e
20 Goj + -+ cos ’ ; Eoj rw
\ (i)
o)
" (Bo) vy cos 1, . Binvw, Sinrdy .
M, ( { ) . — eos 1 + = i % 5in v ] ely
= oy mw i v

iy

Diese Formel reprasentiert die Lisung der gestellten Aufgabe.

IV. Berechnung der Integrale.

Die in der Formel (27) auftretenden Integrale

a0
© gos e
= dy
) Bofre !
7]
g
“Eof v, cos iy,
o f— { Lit;li L cos vl dn,
. Pirh
[
o0

TS vy SIR VY, .
s — f g sinrd . dy
: Sin v

()
lassen sich berechnen. Fiithren wir im Nenner wvon Jf; Exponentialfunktionen ein, so ist, weil w
eine positive Grosse vorstellt,

30 o
5 - — I
o5 é S 1
- - ! 2 . - ol
Jl =L I 1 ( ¥ — e ds R f 2 ve
0 9 2 e il Vs e
j.'_ i n= oo ” :
] Ji R o— 2R = . () e n == o
— 2 [ e 08 N (— 1) e =2 N (— 1) [ e ras 1 dry
o el— » "r =
p n=_0 n=f i
n = o0 = i =
7 g e ; oF 0 9
;3-\: (— 1 ){_.,H { f]_rr :;;: (] o } i ) T e TN
L / T L1 2| 2 )3 T T AL T L |
= [(2n 4 1) w]* 4+ O i | o Jell 11 i o St = \
Also wird erhalten
o) 7L
(28) T G
Nt
:'? i COS1
2
[a ferner
Epj 1wy oS 1, cos
= / Ia'f_.l,-: 3 (3 -y - ,r-|.|“:| - a3y [.‘I -+ ."rrJu] = cosv (W — g J"I"J“?- 4 cos» [ — iy J"ru,,l]
el ) )

ist. so liisst sich das Integral J; auf vier Integrale von der Form J, zuriickfiithren. Es ergiebt sich
(29)
| 1 1 | 1 1 |
Suw| R S SR TS I o = S fivy o e B /7 A L ."4-:,5|

- COS T~ oS I COS i
Z fr 2 i & [} & f

N —
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Endlich ist
Sin ey, Sire ity s

-"- s | . 5 . ¥ . . . v ) & .
= y [I.,.”, r By g — Sin v [ - Sy — lg) — St S — Sy & foy) -+ sire e (9 why — rr-r"‘.l].

Demnach miissen wir, um J; berechnen zu kiénnen, vorerst den Wert des Integrals
.

© sin v
o == [ P el

Sin vor

)
ermitteln. In entsprechender Weise wie hei J finden wir
o el
= - — ek ;
arn e Srr v
= [ : dv—2 f = v
¥ oo | EL) e N 1] A 2 vm
i ] ((‘ € ) 0 1 e
IT_ =0 X == ﬂ_ J 7
L - —_— T .| — e 4+ Ly |
e [ g S0 1Y by [ Lty & {r’ sin 13 dr
¥ = — |
0 [ E—E 0w=— 0 0
M ==0
o N 4 =] 4 o | 4 {
= 2 z g — < T T T e pyr
“LT” [[J 1) r-:_f*—g—,‘;- | T T ) 13 ol By 2% (m* == PF I \
alzo
7 S T
J=—1—10 i
2w g 2
Demnach ergiebt sich
(30]
Jr Ly T re B iy o ) R T — Sy |- ey i s
fy=== -‘i‘:r.- L i1 : CH E Vot = = ol |
8 8wl 4 = (] z 2 (i} g e i f 9 2 [id] |

Bei der nun folgenden Addition von J; und J; vereinigen wir die entsprechenden Glieder
mit Anwendung der Formeln
dtsine s { T, )
COS “INT*8
und erhalten nach einigen weiteren Umformungen
Tty i 1 |

e S 7 (U LT 3 ¥ . 9E g J
. - - — Sin
£} i 2 2 (i 2w

B1) Sy 4y = ,rd cos
Eof

fu

Liu

L iR

7] b
o)

o ()
eine Gleichung, die sich auch ohne Vermittlung von J; und J finden lisst.

Setzen wir schliesslich J, und (S 4 o) in (27) ein, so nimmt der Ausdrock fiir die
Dichtigkeit der Belegung im Punkte P (%, w) folgende Gestalt an:

(52) I Tty T 23 7r 3k
s — . Cos L Gof = — Gof = —2
o — { l |.L£l1l o — 008 ru']:' I('hr 5 .11’“ A ; 2w | 2w ] 2 l
4w Eof & 4 cos w L TE S By 5 ) . g\ G — O . mwaghl
‘ Goj - (E,Eu] =— 2 1 sin— U)(t}'u} = 2 —sin— 0)
2 ; il ] 2wy 2 I 2w

V. Besondere Fille.
a) Fiir den Fall, dass keine finsseren Kriifte wirken, ist M, =0 zu setzen. Dann nimmt
die Dichtigkeit der Belegung den einfachen Wert an

i I 1/ {Gof & — cos w)? M
decm Eof & 4= cos w I Ak
ED] 2 W
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Dabei herrscht im Scheitel 1J,, fiir welchen & =0 ist, die Dichtigkeil

RO |
i a (41
N o .
2o 1
s (]
&
Im Pol O, besitzt & den Wert 4 oo oder — o2, je nachdem das Kurvenelement auf dem

positiven oder negativen Ufer der Symmetrieachse sich befindet, und der Leiter hat eine nach
innen oder aussen gekehrte Spitze. Bringen wir ) in die Form

— T RE \ oF
BT (o
0 i f % o8 - e M af
— : v Y ¥
Teal 28 &
Falidl | ] L
fL 2p cose 4 e 2

s erkennen wir. dass ) bei ins Unendliche wachsendem & fiir alle Werte von @, die grisser als

sind. der Grenze oo zustrebt. In diesem Falle ist die Spitze des Leiters nach aussen gekehrt.

Hat dacegen der Leiter in O, eine nach innen gerichtete Spitze, was fiir w <Z 4 eintrilt, so strebt
die Dichtigkeit der Grenze € zu. Fiir & —— oo ergeben sich naturgeméss bei passender Um-
formung dieselben Werte.
- il ¢ . - o b # & v -

Ist endlich @ = -5, so hat der Leiter die Gestalt eines Kreises, dessen Radius ¢ ist.
[J‘-”-‘.'“ \'|||'“1i|t .\:'ic-|| 1.[';[-"\ |4‘||]i|1|]||| 1_-'||-i|']”||:”L:-j,-_i.i'l{ I--I!H;‘[' r!:-.n .:HH[I und die [}il“.l'ltiglu'!ii. hiat Ii(‘.“ kom-
stanten Werl

M

ol el

D

by Ist M, von ) verschieden, so ist die Verteilung von der Lage des Punktes Py (&, e,
des Triigers der Masse M,, abhiingig.

Liegl der Massenpunkt im Unendlichen, so ist zu gleicher Zeit 95 =0 und o, =0 zu
setzen. Da dann wieder die Formel unter a) erscheint, so geschieht die Einwirkang des Massen
punktes, wie vorauszusehen war, so, alzs ob derselbe ear nicht vorbanden wire.

Riickt der Punkt /2, von irgend einer Seite her sehr nahe an den Leiter heran, so wird
das sublraktive Glied der allgemeinen Formel (32) wegen des Faktors cos : rI-J". in welchem

o

fast die Grisse von w erreicht, beinahe (). Fallt der H.‘].-:HI'II]HEHIH in Wirklichkeit auf den Hand

des Leiters selbst, so 1si
1) f ‘ I_ﬁ&ﬁ R T ) M- M,
£ Eof & 4 cos w 1L e
Lo
~ i

Dieser Eall lduft also daraul hinaus. dass dem Leiter vom Anfange an statt der Masse M die
Masse (M 4 M) mitgeteilt worden ist.

Auch fiir eine belichige Lage des Massenpunkles kann die Dichtigkeit im Scheitel (& = )
oder im Pol (¢ = -+ o) in entsprechender Weise wie unter a) berechnet werden. Was den Pol
betriftt. so lisst sich ohne Mithe nachweisen, dass die Dichtigkeit wiedernm der Grenze 0 oder o

3 e dl & ol . - e " _ g
zustrebt, je nachdem » =  ist. Nur wenn o 5+ der Leiter also kreisformig ist, hat die
Dichtickeit im Pol 0, einen endlichen, von ) verschiedenen Wert, nimlich

) 2
1) — VAT 4 M (1 oS wy . Eo) 3 ,,li .
Qe | Sy




Derselbe folgt fiiv 9 =oo aus der Gleichung

18Iy e
D — *.‘h" 1 M, [! |

Cos wg Eof g . Eoj= 9 |
Bof (& + o) | sin ] [Eof [ — o) — S0 6] )h
welche die Dichtigkeit der Belegung in einem beliebigen Punkle des Kreises angiebt.
¢ Bei der Ableitung der allgemeinen Formel waren die Fille, in denen o= oder m =10

P iy

isl, zwar ausgeschlossen. Die Gleichung (32) giebt aber nichisdestoweniger auch jetzt noch brauch-
hare Hesultate.

Fiir o = o wird der Leiter durch die doppelt durehlanfene Strecke OOy dargestellt, und
die Dichtigkeit in den einzelnen Punkten dieser Strecke ist

cos

bl e,

o » /
Co” 5 o E W M, my Bof ‘i 7 Eof 5 Yo l
i ] el (ST : -

e ] d=mlT =T 1 T Fated )
&in ;& | Gof 5 [U,m 5 2 4= k) 1= st 5 mu] l(ﬂm gl — k) —sin 5 m..“ ;

Diaher erlangt die Dichligkeit in den Endpunkten O und O einen nnendlich grossen Wert, wiihrend
gie fiir alle iibrigen Punkte der Strecke endlich bleibt.

Fiir o =0 dagegen geht der Leiter in den Strahl Oy X tiber und ist im {ibrigen von un-
endlichen Dimensionen. Das Vorhandensein eines Massenpunktes kann also nicht in Betracht
kommen. Die Dichtigkeit ist selbstredend

=1l

Sollte ausser w auch die Konstante ¢ einen verschwindend kleinen Wert haben, so nimmt
dic Pasecalsche Schnecke zweiter Art ebenso wie die Schnecke erster Art die Gestall einer Kar
divide an, welche von endlichen Dimensionen ist. Auch diesen Grenzfall wollen wir im dritien
Abschnitt weiter erdrtern.

)

._';'t 3.
Die Kardioide.

Die Aufeabe von der Verteilung segebener Massen auf einer ebenen, von einer
Kardioide begrenzten Fliche kann bei Anwendung zweckmiissiger Koordinaten in ganz der-
selben Weise durchgefiihrt werden, wie es bei den beiden Pascalschen Schnecken geschehen ist,

Indessen wird die fertige Losung auch dadurch abgeleitet werden kinnen, dass man in den
Sehlussformeln der vorhergehenden Abschuitte, d. i. in den Gleichungen (18) und (32), den bereits
angedeuteten Ubergang zur Grenze vornimml, In der That ergeben sich in beiden Rechnungen,

von denen aber die letztere ihirer Kiirze wegen vorzuziehen ist, dieselben Resultate.

I. Einfiibhrung der Koordinaten.

Wiihrend der Pol (). von welchem aus wir die Fusspunktkurve eines Kreises entwarfen,
hisher entweder innerhalb oder ausserhalb der Kreisfliche gelesen war, machen wir jeltzt die
Annahme. dass er ein Punkt des Kreisumfangs selbst sei. Zu diesem Zwecke lassen wir den
Punkt (J; in den Anfangspunkt () des Koordinatensysiems fallen, indem wir der Konstanten o
den Wert ¢ — 0 beilegen, Nach den Gleichungen (2a) und (3a) werden dann auch die Parameler
4 und o verschwindend klein und sind zur Bestimmung der Lage eines Punkles in der Ebene
nicht mehre branchbar. Setzen wir jedoch zunichst

o ey G 2oy,
s oeht die Gleichung (4} iiber in

. gel g { cos o (o i) f:
A= O |Gy A= —2=28 : = 5 3
: | sin e, (0 - A



Wir entwickeln die Funktionen cos und sin nach Potenzen von ¢ und erhalten, wenn ¢ = V¢

und nunmehr ¢ =10 gesetzt wird,

: =
(33) 2y =

o+ ix)*

Daraus ergiebt sich durch Trennung des Reellen und Imaginiiren

a1) 13— 2lp
(% o T s M — Tma ae
\9x) R ¥ (2% 4= ™)

und infolgedessen ist

Fiir konstante Werte von A und o stellen diese Gleichungen zwei Systeme von ineinander
spgchachielten und orthogonalen Kardioiden (Fig. 2) dar. Alle Kardioiden haben die a-Achse
zur Symmetrielinie und den Anfangspunkt der Koordinaten zum gemeinsamen Riickkehrpunlkte;
im iibrigen unterscheiden sie sich nur durch ihre Grosse und Lage, Die geometrische Be-

(85)

dentung der Parameter 1 und p ist augenscheinlich. Denn man erkennt, dass die Entfernung
des Riickkehrpunktes jeder Kardioide von ihrem Scheitel mit dem Durchmesser des die Kurve
erzeugenden Kreises iibereinstimmt, Es isl also

O, :

und . O — — -
ps:

=

}_2

Aus diesen Gleichungen ergeben sich auch leicht die Grenzen, zwischen denen 4 und e
liceen miissen, wenn sie zur Bestimmung der Lage eines Punkies P der Ebene dienen sollen.
Handelte es sich nur um die Halbebene (@, + y). so wiren dieselben oo und 0. Denn fiir den
Anfangspunkt der Koordinaten ist sowohl 4 als ¢ gleich oo, Fiir immer kleiner werdende Werte
von 4 und ¢ entfernen sich die Scheitel der Kurven auf der -Achse immer mehr vom Punkte 0.
Fiir alle Punkte P, die auf der posiliven x-Achse oder in der Unendlichkeit liegen. ist o —();
dagecen hat 4 den Wert 0, wenn der Punkt P anf der negativen .-Achse oder in unendlicher
Ferne liegt. Um die Lage eines Punktes P in der ganzen Ebene zu bestimmen, kann man ent-
weder 4 von 2o bis 0 und o von =0 bis - oo oder X von — oo his + oo und o von oo his O
veriindern, indem man festsetzt, dass negativen Werten von 4 und ¢ die Punkte entsprechen,
weleche unterhalb der Symmetrieachse der Kurven liegen.

Wir werden nun aus der fiir die Pascalsche Schnecke erster Art geltenden Formel (18)
die Dichtigkeit auf einer i-Kardioide und diejenige auf einer ¢-Kardioide aus der Formel (32) der
Schnecke zweiter Art ableiten. Beide Grenzbetrachtungen miissen, abgesehen davon, dass 4 und
g ihre Rollen vertauschen, zo denselben Resoltaten fiithren.

II. Die Kardioide als Grenzfall der Schnecke erster Arl

Zur Berechnung der Dichtigkeit, welche unter Einwirkung eines fusseren Massenpunktes
P, auf einer Kardicide mit dem Parameter 4 entsieht, haben wir dem Vorhergehenden
zufolge in der Gleichung (18)
9=2Ve:t, o=2Ve.p, =2 e.ky, av=2Ve.0o
zi setzen und die Grenze von D) fiir verschwindende ¢ aufzusuchen. Es genfigen dabei die Werle
von A, o ciner- und digjenigen von iy, g anderseits den Bedingungen
T;!:=”—f_ = o= oo,

P

e



Die in Gleichung (18) vorkemmende Quadratwurzel wird daher, wenn Gof % und cosw in

Potenzreihen entwickell werden,
i e i - X = L.
- : (B —e ..
‘l,-'ll l(.grﬂi 9 cos UJ:'" et -_}t. 1-'r.. / [i. + 20 ‘i L B

G+ +cose TN i ol
/ I c{l?—p% 4 3 (A =p")

Was die in (18) enthaltenen elliptischen Funktionen befrifft, so niihert sich, wenn & der
: K
— T e
Grenze () zustrebl, die Grisse g—e = K der Einheit. Weil dann die Werte der ganzen
Integrale K —=cc und K — - und die der Moduln & =17 und & =0 sind, so gehen die ellip-
tischen Funktionen in Hyperbelfunktionen iiber. Daher ist nach den aunf Seite 12 angegebenen

Formeln zundichst

i 7
(a) ) s o=dK = =
7T v/ (5t a o
=} LAY

o 1 ;
Weiter kann der Faktor von M, in

P R iy " — D
; p2 i ady ke ,f"‘ g K2 J"’
1iK 22 - : — - - ;
{ (.‘{,H ; j\" v . A fl" o =1 Gy [ II tn J- ;’L” LE] ‘) {HH |l- ‘i” gy ; / I’; i gy JI en f. ‘f\" LA )
\ o ¥ & o o 4

nmgeformt werden. Er nimmt mithin bei dem 1"'|:|_11-;.-:1n;_.~ zur GGrenze nach einigen Vereinfachungen
die Gestall an

: e T i
(h) cos : ; I 7
f & . 00— Oy . 70 Ay L TR0 L
Epj o - st : Epi sin =
A | A o

Endlich wird

i i i
2ig et L1, 2cV
und daher nach dem Obigen fiilr ¢ =0
() K ‘ (Coj*—cosw)® 1 ViiEF o%)°
: 2 et Gof & +cose — LLTY TR0

Setzen wir die unter (a), (b) und (¢) gefundenen Werte in die Gleichung (18] ein. so finden
wir als Dichtigkeit der Belegung im Punkte P (4, o) des Randes einer A-Kardioide

(36) [ ]l
(A2 o) | M M i ek 1 i
= ‘- 7 07 ] =52 ke .I'J'r.. e ; ‘JU . : 1 - ! :
! e (1] 2 2 A . o0, L o 70 @ — O T
Eof 5 3 Eoj 5 L sin 53 £ i 5 sin 5 l

[II. Die Kardioide als Grenzfall der Sehnecke zweiter Art
Wesentlich einfacher fillt die Berechnung der Dichtigkeit fiir eine Kardioide mit
dem Parameter ¢ aus. Um dieselbe zn bewerkstelligen, haben wir in der fiir die Pascalsche
Schnecke zweiter Art seltenden Formel (32) wiederum
o l cod =2 ‘, C.p o+ 2 I L, -'-’.11 ) 2 l LA
zu selzen, indem wir die Grossen A, ¢ und Ay, oy den Bedingungen

—o<i=+ o, w=e=0
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unterwerfen. Es lisst sich dann zeigen, dass fiir verschwindend kleine Werte von ¢
! ‘ "Gof ¢ — cosw) 1 ViE T o
o i Eoy & + cosw 4 el il
wird. Im iibrigen bleibt die Form des Aunsdrocks (32) unverindert, weil es sich immer nur um
wy handelt. Also erhalten wir fiir die Dichtigkeit der

Quotienten der vier Grissen &, o, %,

Belegung im Punkte F (4, g) einer Kardioide mit dem Parameter p die Formel

B s N VM, i ! !
|JJ_: | U'_"... | | ! 4
] : [, El e AL | : ;-
4 n e 2 g | -, ML [ 1 gt h—iy LDy
: Eof S| Eoj Y lsin ==  Gof — B~
| 2 0 2 o g 2 [ 2 o = 0 I

Diese Formel stimmt, wenn die Buchstaben 4 und o miteinander vertanzcht werden, villig
mit der unter (36) erhaltenen iiberein.

IV. Die Diehtigkeit im Rickkehrpunkte der Kardioide.

Ebenso wie bei den Pascalschen Schnecken wird die Dichtigkeit der Belegung auch bei
den beiden Kardioiden in besonderen Fillen einfache Werle annchmen. Da diese Werte nach den
fritheren Beispielen sich unmittelbar aus den Gleichungen (36) und (37) crgeben, so mibgen sie
hier iibergangen werden. Nur das Verhalten der Dichtigkeit in der Nihe des Poles der Fuss-
punktkurven, d. i, in der Nihe des Riickkehrpunktes der Kardioiden bedarf noch einer
kurzen Erlinterung. Es kommt vor allem darauf an, zo untersuchen, wie stark die Dichtigkeit
in diesem Punkte zo null konvergierl, Denn die sesuchte Grenze ist offenbar null, wenigstens
wenn der Leiter nicht von unendlich kleiner Grisse ist. Dies folgt ohne weiteres aus der That-
sache, dass die Spitze der Kurve stets nach innen gekehrt st

Wiihlen wir eine Kardioide mit dem Parameter 4 ond beschriinken wir uns auf das
positive [Mfer der Symmetrieachse, so ist in der Gleichung (36) die Grenze aufzusuchen, der I}
fiir @ — - 2o znstrebt. Zn diesem Zwecke ziehen wir ¢* vor die Quadratwurzel ond ersetzen die
Hyperbelfunktionen dureh Exponentialfunktionen. Aus den Nennern der geschweiften Klammer

a4

i : ; i 3 :
lizst sich dann der Faktor - e~ * absondern. Dadurch erhalten wir

ot :
D=
T EI’
2k
wao [T einen Ausdruck bedentet, der fiir ¢ — - oo und ein endliches 4 zu
- i b ; 7 A Lol iy
F'= g A (M + Mo)— M cos . Gof 5 :

wird, also eine endliche Grisse vorstellt. Der wahre Wert des ersten Faktors von [) ist sicher
null, wenigstens solange A endlich ist, und so erkennen wir, dass die Diehtigkeit im Riick-
kehrpunkte wirklich der Grenze 1) () zustrebt. Dies ist natiivlich auch auf idem negativen
Ufer der Symmetrieachse der Fall.

Je prosser jedoch 4 ist, je kleinere Dimensionen also der Leiter hat, desto mehr nihert
sich £ dem p, und das Fliichenstiick unterscheidet sich schliesslich nur sehr wenig von einem
unendlich kleinen Kreise. In diesem Falle strebt die Dichtizkeit der Grenze 1) — 20 zu. Ohne Miithe
folgt dies aus der Gleichung (36), wenn man zuerst 4 = p setzt und darauf g ins Unendliche wachsen
liisst. Denn dann ist, wofern a 1,129 . rund ¢ den Radins des nnendlich kleinen Kreises bedeutst,

s o M M

YL 2
V2 of

e
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unterwerfen. Es lisst sich dann zeigen, dass fiir verschwindend kleine Werte von ¢
1 l (Gof # —cosw) 1
—

—

V% - o

weriindert, weil es sich immer nur um
erhallen wir fiir die Dichtigkeit der
Parameter ¢ die Formel |

wird. Im iibrigen bl
Quotienten «der vier
ielegung im Punk

Gl s f
D V(2o )M = ! 1
40 X . T, | e —4 A A 1
3 Eof sin 5= Bofg——" —8ing {
| ~ 0 - o S |
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Baer, Logarithmisches Potential ciner Pascalschen Schnecke.




Baer. Logarithmisches Potential einer Pascalschen Schnecke.
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