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Die Kugelfunktion als Losung einer Differenzengleichung.

In seinem Mémoire sur les Fonelions de Legendre!) gelangt H. Laurent durch
Anwendung eines Satzes von Canchy aus der Residuenrechnung zn dem Ergebnis, dass die Kugel-
funktion P [J?}. der Koefficient in der Entwickelung von
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nach Potenzen von u. gleich ist dem Integrale
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wenn die Integration iiber einen um den ;"mfnngspun];t beschriebenen Kreis ausgedehnt wird, dessen
Radius kleiner ist als # (x4} #*—1 ). An Stelle des Kreisintegrales kann das doppelte Integral
auch tber eine gerade Linie genommen werden, welche die beiden Punkte @ -} »#* — 1 mit ein-
ander verbindet.

Merkwiirdiger Weise steht das so einfache Integral in dem Handbuch der Kugel-
funktionen von E. Heine ®) nicht im Vordergrunde der Untersuchung, Aber anch in neueren
Werken, z. B. dem Werke von Byerly?), wird es nicht erwiihnt. Dagegen bildet es den Ausgangs-

punkt emer umfangreichen Abhandlung von L. Sehlifli'), der es auch auf !‘J” (#), die Kugelfunktion
zweiter Art, tibertriigt und dabei krummlinige Integrationswege in ausgedehntem Masse verwendet.

In der vorliegenden Abhandlung michte ich die Aufmerksamkeit von nenem auf die
interessante, aber, wie es scheint, wenig bekannt gewordene Form der Kugelfunktionen lenken.
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Ausgehend von der sowohl fir P (2) wie fiir Q (z) geltenden Rekursionsformel, die mit einer
linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung gleichbedentend ist, zeige ich zuniichst, wie man zu
der angedeuteten Integralform gelangt, indem man die von Laplace ®) gegebene Integrationsmethode
zur Anwendung bringt.

Nach einer ausfihrlichen Diskussion der Integrale folgt dann in den weiteren Abschnitten
die Integration der Differenzengleichung durch Potenzreihen, ferner die Aufsuchung eines zweiten
Integrals derselben durch eine einfache Summation, endlich die Transformation gegebener Potenz-
reihen in Reihen, welche nach Kugelfunklionen fortschreiten.

) Liouville: Journal de Math., III. Série. Tome I. 1875. (Novembre.)

) E. Heine: Handbuch der Kugelfunktionen. Berlin, Bd. 1. 1878, Bd, II. 1881. M. vergl. z. B. L 8. 87,

1. 5. 222 und 227,

I W. E. Byerly: An elementary Treatise on Fourier's Series ete. Boston, U. S. A., 1895.

) L. Sehlaili: Uber die zwei Heine’schen Kugelfunklionen mil l:a.i:l.-lu-:em Parameter und ihre ausnahms
loze n"n*-tl‘lllll]l' durch hestimmie Integrale. Bern, 1551,

) Laplace: Théorie analytique des Probabilités, pp. 121, 1356 oder Oeuvres VIL. M. vergl. George Boole:
A Treatise on the calculus of finite differences. London. 1880, p. 257,
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Von einer Darstellung der Kugelfunkiionen durch mehrfache Differentialquotienten, auf
welche die von Spitzer angegebene Integrationsmethode der Differenzengleichungen fiihrt, musste,
iwm den gebotenen Raum nicht zu iiberschreiten, Abstand genommen werden.
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Integration der Differenzengleichung durch bestimmte Integrale.

Die zuerst von (Gaunss ') gefundene Rekursionsformel
. n-+4 2 n+ 1 ; i
(1) (n - 2) R () —Rrt+3)z R @+ rt+1) B (x)=0

il n , " 7

giebt, wenu /2 (z) entweder P (z) oder @ (z) bedeutet, den Zusammenhang von drei Kugel-
funktionen an, deren Parameler sich um eine oder zwei reelle Einheiten unterscheiden. Die Gleichung
ermoglicht daher die Berechnung einer jeden Kugelfunktion, falls der Verlauf derselben in einem .
zwei Einheiten umfassenden Bereiche, etwa von n-—=—1 his n = -} 1, gegeben ist. Am einfachsten
und natiirlichsten fillt die Rechnung aus, wenn n eine ganze positive Zahl vorstellt und als Anfangs-
werte, wie es iblich ist,
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genommen werden. Der Griosse n wird aber anch ein beliebiger, reeller oder komplexer Wert bei-
/

gelegt werden kinnen. So kann beispielsweise die Berechnung von P A (eos ) auf die Mehlersche
Kegelfunktion, die iibrigens bis auf die Konstante mit dem vollstindigen elliptischen Integral erster

(rattung iibereinstimmt,

i 3
5 [ il ! - A e i)
R (cos H) =P 2 (cos &) F ( 5 o it J.'i..;) = K. LS
< & 5, 71 2
E i v == wi : i 4 !
und diejenige von (), falls » die Hiilfte einer ungeraden Zahl ist, auf die allzemeine |
Kegelfunktion .
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zuriickgefiihrt werden.
Um die Rekursionsformel zuniichst auf die gewthnliche Form einer Differenzengleichung
zu bringen, beachten wir, dass, An 1 gesetzt,
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1st, und fiihren die Werte von R () und R [#) in die Gleichung (1) ein. Dadurch erhalten
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wir, wenn zur Abkiirzung R (r) =2z geselzt wird,

(1a) @Ln gzt [—3x)1-21 —2) n]Adz 4 [3{Ll—x)+ 21— 2\ n]2=0.

) Gauss: Methodns nova integralium valores per approximationem inveniendi: No. 19.




Dies ist eine lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung, deren Integrale nun nach der von

Laplace gegebenen Methode anfgesucht werden sollen.

Wir machen fiir 2 den Ansatz
b

Tk o g s
s=l'a S fi(u)dn
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und versuchen f(«) als Funktion von u (und ) so zu bestimmen, dass das Integral, zwischen den
von 7 unabhiingig gedachten Grenzen @ und b genommen, die Gleichung erfiillt. Setzen wir mit Laplace
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s0 wird 1z :-Ip (w-—1). f(wdu, 4°5= [,u (@ —1). f(u) du,
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und es ergiebt sich, wenn diese Werte in (1a) eingesetzt werden,
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Wir integrieren gliedweise und wenden auf das zweite Integral die Integration durch Teile
an. Dann folgt
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Da f'(u), ebenso wie a und b, von n, das allein in p vorkommt, unabhiingig ist, so sind
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen der Gleichung (a). was auch p sei,

(b) A f () — d{(B.[fu)
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(c) IJu B. fiu) l = 1.
L1
Hinreichend sind diese Bedingungen, weil durch sie in der That die Gleichung (a) zu einer
identischen gemacht wird. Sie sind aber auch notwendig. Denn wiire die linke Seite von (b) von
() versehieden, so kinnte man, da die Gleichung (a) unabhiingig von p bestehen soll, und unter der

Voraussetzung, dass p und :;‘:: innerhalb der zwar noch unbekannten, aber nach n konstanten
Grenzen kontinuierlich bleiben, p einen solchen Wert zuerteilen, dass es fiir jedes w mit (b) das-
selbe Zeichen hat, wenn die linke Seite von (¢} positiv oder 0 ist, dass es dagegen mit (b) ver-
schiedenes Zeichen hat, wenn (¢) negativ sein sollte. Im ersteren Falle wiirde die linke Seite von
(a) ein positives, im letzieren Falle ein negatives Vorzeichen erhalten. Da sie aber € sein soll, so
muss auch (b) im allgemeinen, d. h. von einzelnen Punkten des Integrationsweges abgesehen, ver-
schwinden, woraus folgt, dass auch (e) gleich f} ist. KEs ist unnitig, den zweilen Fall, in welchem p
und seine Ableitung an einer Stelle w=¢, a =" c—= b, eine Diskontinuitit besitzt, weiter zu er-

l{‘
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zeigen wird, keine gesuchte Grenze sein kann.

Von den Gleichungen (b) und (¢) dient die erste zur Bestimmung der Funktion f'(u), die
zweite zur Auffindung der Grenzen a und 6. Aus (b) folgt, falls ¢ eine Konstante bedeutet,

ortern, da p und nur fiir #—oo aufhoren kontinuierlich zu sein, dieser Wert aber, wie sich

1 e
T =y
VI—2@xn4 u?
Damit Gleichung (c) erfiillt werde, muss
3 L + f r =
pB.fuy=cu ¥ I—Bau-t-u =0

gesetzt werden. Daraus ergeben sich, wenn der reelle Teil von (n + I) grisser als ) voransgesetzt
wird, als Grenzen des Integrales s die Werte

u=0, u=r—fr*—Il=§ u=a +frP—1=1:% |
Folglich geniigen die drei Integrale
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der Differenzengleichung (1a). Man kann die Integrale z, und 2z, als partikulire Losungen ansehen.
withrend das dritte Integral ein Aggregat vorstellt, das die beiden ersten vereinigt. Die allgemeine
Lisung der Gleichung giebt der Ausdruck

B—n & + 43,
in welchem % und 2 in Bezug auf n periodische, d. h. solehe Funktionen sind, welche der Diffe-
renzengleichung A (n)—=0 oder ¢ (n - 1) —« (n) Geniige leisten. Demnach hat nach Boole'
jedes # die Form

x=CJ XA cos2mnu-+ B sin?2mnnx),
m m
T

falls C, "hm‘ H” willkiirliche, von n unabhiingige Grossen bedenten, m dagegen positiv und ganz
: .

ist. Fiir eine ganze Zahl n wird » zu einer Konstanten. KEin besonders einfacher Wert fiir = ist
etg nar, und diese Grisse ®) spielt in der That, wie aus der Arbeit von Schlifli hervorgeht, bei den

Eigenschaften der Kugelfunktionen mit beliebigem Parameter n eine wichtige Rolle.
Aus dem Bisherigen folgt nur, dass die Integrale z Kugelfunktionen sind. Wir miissen

7 M - A ) 2
daher entscheiden, welches z die Funktion P () und welches € () darstellt. Um Weitldufigkeiten
z1 vermeiden, moge vorliufiz der Weg, {iber welchen die Integrationen in g und 3 2o erstrecken

- = . a s = |
sind, als reell ancenommen werden. Wir erreichen dies dadurch, dass wir uns unter i eine reelle
Veriinderliche und unter & eine reelle Grijsse denken, deren absoluter Wert grosser ist als die
Einheit, Ferner setzen wir fest, dass die Quadratwurzel des Nenners immer mit demselben, etwa
[
[

dem positiven Zeichen genommen werden soll. Dann wird f(u) sowehl von u 0 bis wu==&—:«

% 5. Boole a.a. 0. 8. 8l
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iiberzeugt man sich leicht, dass auch die Funktion Fin)=clignx. P (x) der Rekursionsformel geniigl. Fiir I'(n) hat

Schlafli (a a. 0. 5. 18) den Wert F'(n) = {tg”;\r: — 0 % :_r!j gefunden. Natiirlich darf hierbei # nicht 0 oder
T

ganz sein.




wie von & =& 4 & bis w=1:&—y nicht nur stetig sein, sondern auch das Zeichen nicht éndern.

n
Da ferner auch @ in den bezeichneten Intervallen, den Fall n» — oo ausgeschlossen, eine stelige
Funktion isf, so folgt mit Anwendung des ersten Mitlelwerlsatzes
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falls & einen posiliven echten Bruch bezeichnef. Nehmen nun nach Ausfithrung der Integration
I g

£ und » zu 0 ab, so folgt
. e #on 7 e — n
s=c@—Vri—1) ¥, 5 log i = le— T —28 Vet —1] log(—1).
Also wird, wenn sich .¢ der Grenze I niihert, z unendlich gross, wihrend 2, endlich bleibt. Die-

selben Eigenschaften sind aber fiir die beiden Arten der Kugelfunktionen charakteristisch. Mithin

T 4 = ki X : ; =
fiihrt 3, auf @ (r) und & auf P (z). Demnach ergeben sich, wofern die Konstanten ¢ und ¢ so
bestimmt werden, dass fiir n—=10
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ist, schliesslich die Formeln
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Darstellung der Kugelfunktion als Periode einer gewissen Funktion .

Die Integralformeln des ersten Abschnitts sind unter der Voraussetzung abgeleitet worden,
dass u eine reelle Veriinderliche, 2 =7 und der reelle Teil von (n -+ 7) griosser als 0 ist. Sie
besitzen aber nach den Darlegnngen von Schlifli auch dann noch Geltung, wenn die genannlen
Grissen keinerlei Beschriinkungen unterworfen werden, wofern nur bei komplexem wu die Integrations-
wege richtiz gewihlt sind.

Was zuniichst die Integrationsgrenzen betrifft, so filll ihre Lage sehr verschieden aus. Ist
a reell, positiv und grosser als 1, so mag » = @of &, o* — 1 =8in 3, & =0, geseizt werden.

— 1 =e grisser als 1. Die

@
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4] & : =85
Dann ist &§=.r Va2 —1=e kleiner als f und 7:5=.0+
Grenzen ), £ 1:& liegen also simtlich auf der positiven Hilfte der reellen Achse. Fiir ein positives

und reelles # dagegen, welches kleiner als die Einheit ist, seli == cos w und Va? — 1 = i sin o,
} X i e |l-f'|I 7" flrl} o o 5 B -

0 <w<_5m Dadann £=e . 1:f=e wird, g0 sind diese Werte komplex konjugiert und

liegen auf dem Kreise, der den Nullpunkt zum Mittelpunkte und die Einheit zum Radius hat.

Endlich kann = selbst komplex und mit einem positiven reellen Teile versehen sein. In diesem Falle
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sind die Werte von £ und £ : £ zwar ebenfalls komplex, aber nicht mehr kenjugiert. Denn falls etwa

P = o8 (t— ¥, ~— 5 7t <<t << —- a1, & nicht negativ, gesetzt wird, so folgt Vi — 1 =i sin (o — i)
T o I % s i e - o
und mithin £ =¢ (cos @ —isine), 1:85=¢ (cosw-{sinw). §liegt also innerhalb, 1 : & ausser-

halb des Einheitskreizses. Der Fall eines negativen .r wird weiter unten zu erwiihnen sein.
Nun ist in dem Integral
S e : 1
B u flu) du, flu)= g :

i —2xru—+ u?
f(u) eine zweideutige Funktion, welche die beiden Verzweigungspunkte u — & und w=1: & besitzt,
die zusleich Unstetigkeitspunkte sind. Aunsserdem wird der Integrand wegen der Polenz un im
Punkte u () von der ut"“ Ordnung (; hier verliert rrH den Charakier einer ganzen Funktion, so-
bald # weder €/ noch eine posilive und ganze Zahl ist. Endlich ist das Vorhandensein des im
Unendlichen liegenden Unsteligkeitspunktes in Betracht zn ziehen.

Alle diese Umstiinde miissen bei der Auswahl der Integrationswege beriicksichtigt werden,
wenn brauchbare Resultate erziell werden sollen. Da es jedoch hier nicht der Ort ist, eine all-
gemeine Untersuchung des Integrales z zu geben, so werden wir uns auf einige wichtige Eigen-
schaften desselben beschriinken. Vor allem aber miissen wir davon absehen, dass dem Parameter n
in jedem Falle ein belichiger Wert beigelegt wird.

Von wesentlicher Bedeuotung sind die beiden kritischen Punkte pw—=2¢%& und u f:& Man
iiberzeugt sich leicht, dass das Integral z genommen von einem in der Umgebung eines der beiden
Verzweigungspunkte liegenden Punkte bis zn diesem Verzweigungspunkte selbst, einen endlichen
Wert besitzt, dass also das Integral in der Niihe eines kritischen Punktes nicht ohne Bedeutung ist.

Wegen der Zweideutigkeit der Funktion f(x) werden wir uns die Werle von u auf einer
aus zwei Bliattern bestehenden und im Unendlichen gesechlossenen Fliche aunfgetragen denken und
diese Fliche durch einen von @ — & bis u — {: & in gerader Richtung verlaufenden Verzweigungs-
schnitt zu einer einfach zusammenhiingenden gestalten. Auf dieser Fliche lassen sich drei Arten
von geschlossenen Linien ziehen, die immer eine vollstindige Begrenzung meben : solche, die beide
‘-"'.‘I‘?-'\\'i'iﬂ,llﬂ,'-:'-"tll||1|i[l'- solehe. die nur einen. und solche, die keinen derselben umgeben. Die erste
und dritte Art sind im wesentlichen nicht verschieden, da die geschlossene Linie als Begrenzung
des inneren oder des iusseren Teiles der Fliiche angesehen werden kann. Indes muss eine nur
cinen Verzweigungspunkt umgebende geschlossene Linie diesen Punkt zweimal umlaufen, wenn sie
pine vollstiindize Begrenzung hilden soll. Je nachdem nun die im {ibrigen willkiirlichen Integrations-
wege beide Verzweignngspunkte oder nur einen von ihnen umschliessen, fithrt die Untersuchung

] n
des Integrales z im allgemeinen entweder anf 2 (0) oder auf @ (x).

Hetrachten wir nun fiir einen Wert von .z, der reell und kleiner als 7 oder komplex ist
I )
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in positivem Sinne hinerstreckt iiber eine beliebige, geschlossene Linie, welche beide Verzweigungs-

das Integral

lnm];h: im ersten oder im zweiten Blatte umgiebl, so soll festgesetzt werden, dass im ersten Blatte
auf dem linken (positiven) Ufer des Verzweigungsschnittes die’ Quadratwurzel und also aunch die
zu integrierende Funktion ihr positives Vorzeichen habe. Liisst man dann die geschlossene Linie

e T
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im ersten Blatte verlaufen, so kann man dieselbe bis in die unmittelbare Nithe des Verzweigungs-

schnittes zusammenzichen. Daduorch zerfillt das Integral z in vier Integrale. Das erste von ihnen
ist iiber eine Gerade lings des Verzweigungsschnittes auf dem rechien Ufer, also mit negativem
Funktionswert, von u#—2§& bis w—1:&, das drifte iiber eine Gerade ebenfalls liings des Verzwei-
gungsschnittes, aber in umgekehrter Richlung und auf dem linken Ufer, also mit positivem Funktions-
wert von u— 1 : £ bis © — £ zu nehmen. Das zweile und das vierte Integral konnen als Kreisintegrale
angesehen werden, welche in der Richlung der wachsenden Winkel um die Endpunkte des Ver-
zweigungsschnittes und in beliebiger Nihe derselben erstreckt werden. Diese Kreisintegrale sinken,
wie man bemerkt, unter jeden beliebigen Grad der Kleinheit herab, sobald thre Radien zum Ver-
schwinden gebracht werden. Daher hat man

1:& -: Jotf
5 "o i R J *n 3 : o o
= | [—u flu)] du- tu flu]du=—2[u fluydua=—2.5F (& 1:8).
14k

GGenau in derselben Weise ergiebt sich, wenn die Integration iiber eine im zweiten Blatte
verlaufende und den Verzweigungsschnitt nmgebende geschlossene Linie vollzogen wird,

TaiE
PRl IS Y Trlf’ j‘.'f i P Oy & { - £
= i () dus = 88 (& L)

Bezeichnen wir nun den Werl des iiber die Gerade lings des Verzweigungsschnitles aus-
n
gedehnten Integrales 5 mit émw P (), setzen also je nach der Wahl des Blattes
. n
el e

n
so ist die Funkfion P (#) vollstindig bestimmt, weil die Verdnderliche u ein gegebenes Intervall
auf gegehene Art durchlinft.

I
Die Art der Behandlung des Integrales z zeigl, dass der Ausdruck 2 ir P () anfgefasst
werden darf als die Periode einer gewissen Funktion 7, niimlich der inversen Funklion des Inte-
grales ¥, welche durch Auflésung der Gleichung

i

"
S f:f, Sw) du
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nach der oberen Grenze n, die mit keinem der ausgezeichneten Punkte zusammenfilll, gewonnen
werden kann.

Die Periode 2 in f‘”_.r':- liizsst sich aber auch auf eine andere Weise darstellen. Der all-
gemeinste Weg namlich, der vom Nullpunkte nach dem beliehigen Punkte @ fiihrt, besteht offenbar,
wenn wir zunichst wieder im ersten Blaltte der w-Fliche bleiben, darin, dass die Variable @ die
Elementarkonturen, die von 0 ans um die Verzweigungspunkte gelegt werden, beliebig oft in posi-
tivem Sinne durchliuft und dann geradliniz vom Nullpunkt aus nach dem Punkte u gehl. Setzt
man dem Obigen entsprechend fest, dass die zn integrierende Funktion von @ =0 mit positivem
Werte ausgeht, so darf, wie ersichtlich ist, das liings der Elementarkontur um w—§& hinerstreckte
Integral 5 (5) gleich dem Doppelten des geradlinigen Integrales von w =10 bis u—=§ gesetzt werden.

{ =
Es ist also
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N = [ii S (w) e,
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Entsprechend wird das Integral {iber die Elementarkontur nm u = Tk

I
O | 1 g n 4
I H=—2 | u f(u)du,
‘
]
weil jetzt, d. h. nach der Zuriicklegung der Elementarkontur um w= & mil negativem Funktions-
werte vom Nullpunkt ausgegangen wird. — Fiir im zweiten Blatte verlaufende Elementarkonturen

wiirden sich Werte ergeben, die sich von denen des ersten Blattes nur durch die Vorzeichen
unterscheiden.

3 . . . - » 1' N 0 n - -
Die geradlinigen Integrale bezeichnen wir nun mit € (x) und @, (r), indem wir

. n L Ao 2 S

RE=2L20Q (), JE:H=F266 (=)
selzen. Bekannte Schliisse fiihren dann zu dem Ergebnis, dass die zu ¥y inverse Funktion u die
Periode & (5) 4+ I (Z:%) hat. Also miissen, da u nur einfach periodisch sein kann, beide fiir die

-

Periode eefundenen Ausdriicke einander gleich sein. So ergiebt sich die Gleichung

T b i
(4) Q, (r)—Q (r)=ix P (1},
deren Richtigkeit sich auch unmittelbar durch Vertauschung der Integrationswege erkennen lisst.
Diese Formel bleibt auch dann noch richtig, wenn . reell und grosser als 1 ist, obwohl
dieser Fall bei der Ableitung ausgeschlossen wurde. Man hal nur daranf zu achten, dass die Stelle
n—= £, welche fiir .,» = 7 mit den Punkten z =0 und uw=1:£ in gerader Linie liegt, in passender
Weise, etwa durch einen Halbkreis, dessen Radius schliesslich verschwindet, ausgeschlossen wird.

§ 3.

Umformung der Integrale.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie durch Einfiihrung von neuen Veriinderlichen oder
durch Abiinderung der Integrationswege die iiblichen Formen der Kugelfunktionen aus den fritheren
Integralformeln abgeleitet werden kdnnen.

a. Den Formeln

& 1 1.-;.4:: i & — Ve — 1
n i u du 0 g )
(3) Py = -~ : — . Q') ]
) ¥ 1—2au+u =2y
r—Vor—1 0

sind zuniichst diejenigen Integrale an die Seite zu stellen, welche durch die Substitution von

an Stelle von u aus jenen erhalten werden. Da die Grenzen § und 7:§ ihre Rollen vertauschen,
so ergiebt sich

n—1

Qu[rl S b die
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(5) Pyt




Mithin ist allgemein
(. — i
(6) P"(x)=P (),

1 - . n i Tid ) :
wiithrend der Zusammenhang zwischen @ () und () (vergl. Anmerk. 2) auf S. 4) nicht
so einfacher Art ist

i (i
b. Fiir solche Werte von @, die reell und grisser als 1 sind, darf u=e gesetzi werden.

Man findet mit Anwendung der Formeln (5)

s \ o 4
» (n_i_ 'r).-c - {H—I—i)rr
e ]N.' il : (= - oot h s i e } - l’[fff
(1) P (o] ) =- - —— . Q (Eoy &) : ——— —,
iwf2,) VGofc— Cofd Ve .) Veoja— Enf 9
— & F
In derselben Weise ergiebt sich aber aus Gleichung (3
& A
] (w - Jr\:
Fy it e e & clee
(T a) P (Eof N=—= - —
) 2,) VEoja— Eof d
= &
Also selten aunch die Formeln
& 5
it 5 1 Y !
i k * (En (H |- 3) . da L) (H +5 } . de
(Th) P (Eof 3) = S o wlil— . —
il 2, V Epf o« — Eof £ V Epj &« — Eof I
i el
¢. Ahnliche Formeln treten auf, wenn & —=cosw, 0<—w-—=— 5 7w, geselzt wird. Es liegl
o = 'Erxl & 'ele-l L . o = . :
dann nahe, die die Punkfe S=e und 7:5=—¢ verbindende Sehne des Einheitskreises durch

pinen der beiden Bogen zu ersetzen, welche in denselben Punkten endigen.

Fiir den von — @ iiber - 7 nach < « filhrenden Bogen ist die angedeutete Vertauschung
sicher erlaubt, weil in dem von Sehne und Bogen begrenzten Kreisabschnitt, der kleiner ist als
der Halbkreis. kein kritischer Punkt der zu integrierenden Funktion liegt. Die Einfiihrung von

12

=g , —w =3 =<w in die Gleichungen (3) und () verschafft uns fiic P die Formeln
i \ e .
] ('.?I - : }f_.'f ) {J- 2 z ,.l'l.-:
. f ; 1 el 25 dp 1 ¢ 2] dg
(8) P (cos @) - = _ . — . oder
) 2 3 V cos 3 — cosw ) 2 A Vecos g —cosw
o £
o ' 1 i 3 ‘f
: ¥ cos (”-l- ) 2. ds (¢ sin {u -+ ] 7. dp
L 2 \ 9 )i i 9 /i i
(Sa) P (cosw) = = .0
.-:I 2 = | CoS 3 — COS 2 1 cos 8§ — cosS o
" =
Fiir den von — @ iiber — 1 nach - o fithrenden Bogen des Einheitskreises dagegen st

die Vertauschung nicht geslattet, wenigstens so lange nicht, als n alleemein bleibt. Denn in diesem
Falle liegt der kritische Punkt u=0 im Inneren des Kreisabschnittes, der jetzt grosser als der
Halbkreis ist. Der Nullpunkt hirt aber auf Pol zu sein, wenn n eine positive ganze Zahl oder 0

i - T R . i i s ""l & L .
ist. [nter dieser Voraussetzung liefert die Substitution u=e , v =g <27 — o, mnil tiicksicht

auf das Vorzeichen der Quadratwurzel
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Yo — o, O o
i 1 i AL
¢ l;.le' I i y L (ar-|— ]flf
_ G A5 g fof e 2" 4g
|_‘,l'| ! (cos == - =i : . oder
i} ;’,_ V cos w — cos B i) 2, Veosw—cosp
[ (]
43 - 3
i 4 Jr =i 4 i ir
®  gin {u--- ) g . g ¢ s (n | ) g.ds
n 9 LTy sy et
(9 a) P (cos w) = —
)2 o Veosw—cos g A Veosw—cosg
(11 ir

Die ersten der mit (Sa) und (9a) bezeichneten Formeln sind diejenigen, welche Mehler
(Mathem. Ann. Bd. 5 S. 141) fiir die Kogelfunktion erster Art ans den Formeln von Dirichlet
abgeleitet hat.

Weniger einfach filll die Umformung fiic die Kugelfunktion zweiter Art aus. Denn man

erkennt aus (8) und (3), dass fir » —cosw und w—¢ die Integration von - fiw his zu einem im

Unendlichen liegenden, aber komplexen Werte, niimlich bis zu oo 4 - in auf beliebigem Wege zu

erstrecken ist. Nach Heine (IL S. 229) darf dafiir das Integral von == bis 0 und dann von
{} bis oo genommen werden. Deshalb wird
w2 w
R ! : !
(o - L .i:r.'r(n . } g.dg
1 e { ) d3 { . Sy e
V2 J Eof 7 — ecosw J 2 Vcos 3 — cos m

L]
) ]

1 i
(4] (cos m) =

In entsprechender Weise aber findet sich durch die Substitution von u-—=e

o0 I i ‘|[ '
A / o { 4l il J_-' 19 { ¥ S {r‘; - o ) oL rI"I;-'
Q (cos w) r e O :
o L) U 1
F2,.) VEojp—cosw Ve, V cos f — cos @
i i

und daher folet durch Addition beider Gleichungen

0

r * Eof {n ! i ) g .dg

(10) Q" (cos ) s
; : V2, J Cof 3 — cos w

()

Aus den Formeln (7), (8), (10) ergeben sich auch mit iiberraschender Einfachheit Integrale

fiir die Kegelfunktion. Beispielsweise wird fiir n = = T erhalten
|IJ. (i
+ rle ] + ud ;
it g o Lt oy ! 2 : o
i_] i] L L':_S-iﬂ o = - o - hid {r‘r;:-,: |-1j — - =
)2, ) ) Eofae—Eof 7l 2 - Y eos g — caos w
5 =1

Nicht iibertragbar sind die Formeln (9), weil diese nur fiir positive ganze Werte von n
Geltung besitzen.

d. Merkwiirdizger Weise #ndern sich die Grenzen unserer Integrale fiie I in (3) und (5)
nicht, falls fiir # eine neue Verdnderliche durch die Gleichung

u :-_"l'_ Vi—2au+u® =t
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eingefiihrt wird. Selzen wir dann noch

i I at—1.e"
so bedeutet dies eine Integration iiber den Halbkreis, der den Verzweigungsschnitt zum Durchmesser
hat. Werden beide Substitutionen zugleich ausgefiihrt, so ergiebt sich nach gehiriger Bestimmung

der Grenzen, weil

w—a+ Vr*—1. cosqp, L - iy
i —2xu+ o
ist, die Formel von Laplace
L
(12) f’n(.a'} = J: jf‘.f' L Ve2—1 . cos rﬂ“n‘q-- : j. { dy e
S e (e V2P —1 . cos'q)

Auf iihnlichem Wege folgen aus den die Funktion Q darstellenden Integralen, wenn

i - g ! a4 1
in (3) n—=x— Ve —1.8o\t,{,— = log /
in (5) u—=ax+ Yar—1. Gof ¢
gesetzt wird, filr jeden Wert von r, der emen positiven reellen Teil besitzt, die Gleichungen
by R
: N .' — T g . it
(15) G (mli= | (- Va—1 . Boy by di—= e
7 o (e Vaer—1. Cofi
e. Weiter mag in unseren Intesralen (3} ©— p wesetzt werden. Daduarch fllﬂ'\'illlll"-t] wir
die Formeln
R n n i : w41 #
(14 P—z=(—1).P (), Q@ (—=(—1) (2,

wo @, dieselbe Funktion bedeutet, welche bereits am Schlusse des zweiten Abschnittes in Gleichung (4)
auftrat. Auch die Zerlegung dieser Funktion in einen reellen und pinen imaginiren Bestandteil
bietet sich im Falle o — cos & fast von selbst dar. Denn eine einfache Zerlegung des Integrations-
bereiches giebt das Resultat

£08 o
+ N Jll Jr ]
= n : Y : " :
(15) ) (cos w) { - —y P (eos w),
S YI—2ucoso0 - e Fe
]
" J} " - .
withrend fiir @ (cos w) gefunden wird
CO8
3 i
Jfeestie o U du B
(154a) Q) (cos w) — : g 18 P (cos w).
J Vi—2ucosw-4 ut ~
i)

f. Endlich sollen unter der Voraussetzung, dass n eine ganze Zahl vorstellt, die Integrale (3)
durch Ausfithrung der Integration berechnet werden. Es ist

n—2 n—1 n
i )| m—1 — (e — 1) u 2n— 1 eu m
—— U V 1 —2au+ u® : - ' + -
du | | V 1 —2au -+ u? Vi—2xu+u V 1 —2xu-+tu?

Multiplizieren wir diese Gleichung mit de und integrieren unbestimmt, so erhalten wir als ent-
sprechende Formel

oY



I ’ ¥V 1

eine Gleichung, deren Bau bereits an die Rekursionsformel (1) erinnert. Wenden wir dieselbe n mal

hintereinander an., so folgt
] bl ;
; i du
;]1]| .—:t o= St
i 2
4 V Fi—2xn-l

wo die Grossen ¢ und H, die kein » enthalten, durch die folrenden Gleichungen geceben werden:

(r —
n b, i

n—1). G,—(2n Ly

[rLi—ys —:— V. .o — 2 n—2p-
H—r. G
I
Beigpielsweise wird
" i
(I =
I n
3 i1
P— o g
2 il i)
P 1|_3 =y (r
J'll ] i
e nin 1) (12 2)

Wird noch &

ten : . (") - ten -
v vom (r— I}— Grade ist, ist A = eine solche vom n— Grade.
Gehen wir nun in (16) von den unbestimmien Intesralen zu den bestimmten iiber.

wir das eine Mal die Grenzen (& — |} &* 1, x+) x2—1), das andere Mal (0, 2 — }
zur Anwendung bringen, so erhalten wir, wenn der Einfachheit halber J# () = 1 vorausgesetzt wird,
fo B e Rt
H |
1 5
(16 &) P () ==
i
..
¥ l"";r"'
1 Vol — 1
i x
(1Gh) Q (x) =- r;” A ET
o V1—2
0

Hieraus ergiebt sich die zuerst von Gauss!) aufgestellte Formel
prichi) 1 7 7
(16¢) Q () = . 24

Gauss: Methodus nova intesr. val. ete. No. 18

en—1 . 7}

- - 2 n i
i ~ = u
] ¥

(1)
- ) pesetzl, so findet sich H = ..

=

n

— G
b

nol Oy

n—

3

e

r+2)G,

Wihrend & eine ganze Fnnktion von
T
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itionen lassen die
Brauchbarkeit unserer Integrale deuntlich erkennen, Nicht minder vorteilhaft erweisen sich die Inte-
e die Kugelfunktionen dar-
stellen, und bei der Feststellung ihres Zusammenhanges mit der Differentinlgleichung, der diese
Funktionen geniigen.

Die im gegenwiirtiven Abschnitt gegebenen Umformungen der Kugelfun

grale aber auch bei der Ableitung der Reihenentwickelungen, wele

enfalls haben
wir durch die bisherigen Erirterungen zur Geniige gezeigt, dass zur Definition der Kugelfunktionen
die Rekursionsformel volliz als hinreichend bezeichnet werden muss.

Wir miissen es ung versagen, diese Gehiete hier weiter zu erforschen. Je

§ 4,
Die erzeugenden Funktionen.

Kehren wir zur Rekursionsformel der Kugelfunktionen

; n-4-2 n41 1 _ n -
(n+2) R (r)l—Rnt 3R () +n 1) R (=0

.0 24 i
zuriick und denken uns 7 ganz und positiv, so liegt es nahe, die Grissen B, B, . . .. R als

Koefficienten in der Entwickelung einer Funktion ¢ (u) = (¢, &) nach steigenden Potenzen von u
anzusehen. Selzen wir also

=
(a) i () = E R () . "0

T L
so entsteht die Aufgabe, ¢ (w), die erzeugende Funktion der Kugelfunktionen. aus der Differenzen-
gleichung zu bestimmen. Es wird hierbei vorliufiz immer anzunehmen sein, dass es eine solche
Reihenentwickelung der Funktion i (1) f]iu-rh:!u!ll oigbt, dass also die Beihe wenigstens innerhalb
eines gewissen, anf u beziiglichen Bereiches konversiere,

st

Wir folgen hier einer Methode, die wohl zuerst von Schlomileh Y angegeben worden
und die Aufstellung einer Differentialgleichung zum Zweck hat, der die Funktion ¢ (u) Geniice
leisten muss.

Durch Multiplikation der Rekursionsformel mit .n_'” und Summation nach n von 0 his oc
erhalten wir die Gleichung

=0

1 w1 n I it
= [Z4+2(n+1)] xu 2 RSt i) i Hﬂ}--:f)_

T =

=

: = 2 < i -] it 7 ~ i “il! o
In dieser Gleichung ersetzen wir die Summen = £ und = ne B durch die aus (a)
entnommenen Werte
= = J
-~ #no_n 5 no__n ol oplee)
SNy R o (u) , N R — !
sy ' Zamm

fl'l If'f 4
n = {} =0 A
Dadurch ergiebt sich nach einigen einfachen Umformungen zur Bestimmung der Funktion
ip (w) die Differentialgleichung

d glu) 1 )

L
{b) (L —=wu—+ u?) 5 (e —2) 9 (w=¢, e=R —xR.
{

) Schlémileh: Theorie der Differenzen und Summen. Halle. 1848, M. vergl. auch die Abhandlung von
Thomae im 14, Jahrg, der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik,

S. 865,
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n i : z E 1 I (i} -
Ist zuniichst R (z) = P (r) so wird die Konstante ¢ = P (r) — .z P (#) = 0. Daher er-
halten wir aus (b) als erzeugende Funktion der Kugelfunktion erster Art

1 ;
oy (2) — = CONSt,
Vr—2an L ®
. . - . \ { A an v .
oder, wenn die Konstante so bestimmt wird, dass ¢, (1) = P"(r) =1 fiir u=20 ist,
'j (o 7
ic (i) = : :
V 1 —20u+ u®
i i = X 1, - 0 -
boll dagegen R (x) = @ (&) sein, so ist ¢ =@ () — ¢ Q () =— 1 und daher
w o opafu) ;
(1 — 2 xu 4 v 2\ (. — ) o (1) |- 1 = 1.
ol
: : . e ; : : L 1 x4 1 :
Hieraus findet sich mit der Bestimmung, dass fir o 0 g (1) =) = & .l'.uﬂ { wird ,
e q—
schliesslich als erzeugende Funktion der Kugelfunktion zweiter Art
. I 1 e—u-+ ) 1—2zul i
) g L1L) ; 5 .'ru_r}
f 2rn -t < a—u—V 1I—2ru+ u?
Wir erhalten somit die beiden E;]l‘il'll'IIII}_J{'I}
o . 1 o . 5
(17a) iy (1) = =P+ Plr)ou+P2H) w4 ;
2t - 2
(175) 1 1 | )
p—u-4=-V1 —22u-t+ u* a 3
ol —=— . 5 log =)+ ). ud Qe) . w2 o
Vi—2zutu? < r—u— VI — 200t y '
Es handelt sich nun nm die Bestimmung der Konvergenzbedingunegen der beiden Beihen,
Was zuniichst die Formel (17a) betrifft, so kann die linke Seite leicht auf die Form
rd
[(f—wu.& (1 u: &) 2
gebracht werden, wenn wieder wie frither v —} #* — I = & gesetzt wird. Es muss also zu gleicher
Zeit A0 (v) = ACNE) und A (u) <= € (1 : &) sein, wenn die Reihe konvergieren soll. Ist nun  reell
und kleiner als 7, so wird & (§) = J (1: £) = 1, und daher konvergiert die Potenzreihe (17a) inner-

halb des Einheitskreises. Ist aber .z reell und grisser als 7 oder komplex, so ist sicher % (£) e A
Mithin ist der Radins des Konvergenzkreises in diesen beiden Fiillen gleich % (§). Derselbe wird
desto kleiner, je mehr ¢ und somit auch ./ (r) wiichst.

Entsprechendes zilt von der Heihe (17h), bei deren Ableitung . grosser als 7 voransgesetzt
und der Logarithmus reell gedacht wurde. Diese Formel besitzt aber, wie sich zeigen lisst, auch
noch fiir beliebige Werte von . mit positivem reellen Teile Geltung, wenn nur bei der Bestimmung
der Integrationskonstanten in Gleichung (b) fiir # =0 in ¢y (z) unter

Q') == log = j:

e

derjenige Logarithmus verstanden wird, dessen imaginiirer Teil zwischen == 5 iz liegt. An den

b}

(Grenzen -+ izt selbst ist das arithmetische Mittel aus beiden Ausdriicken zu nehmen. Man gelangd

5]
zu den verschiedenen Werten von Q" (#) durch die Annahme . — cos (s — &), Da dann
i
(-" S £ o i, ) Eind —isinw
= — TG [C — Tak) : =
g—1 g 2 ! Eoj I CO8




so ergiebt sich

0 : 1 Sin* 9 - sin*w Sin o
Q) [cos [ — i3] = loms ] - arcig =—— .
[ I' 1 2 g (Eof & — ros w® g &in 4

; if .
den Bogen zwischen —+ —- s genommen. Ist =0, also » reell und kleiner als 7, so hat man

1 a1 1 50 o . i
3 log : g log ciy 5 O F 5 und daher @ (cos w)=logclg — w,

© &
fiir = o 7F dagegen, also fiir ein rein Imaginfires » =7 Gin &, falls der Bogen zwischen 0 und

5 7 angenommen wird,

-

Q (i Bing)=—iare cly &in .
Soll die Entwickelung der erzengenden Funktion ife () nach aufsteigenden Potenzen von w
wirklich ausgefiihrt werden, so erscheint es zweckmiissig, ¢, (1) in die Form
e 7 1
fig | LE) T Y o) J’F}Ir!f ;
zu bringen. Es treten dann bei der Entwickelung des Logarithmus nur ungerade Potenzen von U
auf, und es verschwinden somit siimtliche Quadratwurzeln bei der Division durch yf. Nur die nega

=k Y ; i 2 ru 1= e

I = r—u

tiven und ungeraden Potenzen von (# — ) sind nach dem binomischen Lehrsatze zu entwickeln.

- . n & i . i e n P T 5
Sammelt man darauf das in die Potenz x Multiplizierte, so wird fiir € (x) die nach absteigenden
Potenzen von ¢ geordnete Reihe
R, 7Rt e ) e s B L G e By RS T i B —
(18] B = . — I ( 3 3 . LT j
555 Al o o Y B 2 & & /

erhalten, eine Gleichung, die sich anch mit Leichligkeit aus den Integralformeln (3) oder (B) ab-
leiten lisst,

Die Ausfiihrung dieser Entwickelung selzt voraus, dass nicht nur % () = A (2) ist, sondern
auch, dass der absolute Wert von g zwischen =4 7 liegt. Da ausserdem die Moglichkeit, die Glieder
zu ordnen, dargethan werden muss, so ist die Ableitung der Konvergenzbedingungen der Reihe (17 b)
auf diesem Wege mit einigen Schwierigkeiten verkniipft. Ks empfiehlt sich dagegen foleendes

ol

Verfahren,
Die Reihe (1Th) konvergiert offenbar und zwar stirker als eine geometrische, wenn

| i
s ( (1)
A ()= A (r) und r \ < (%) ’

L N S
'! (4] (7} H
[ —irs
ist. Um diesen Grenzwert zu finden, gehen wir auf das Integral (3)
; 7 ’ o 1 i
n. A AT n ety T
Q (x) = N (—uf) =T w:&) 2du
‘ ak 1 ' oy b

Jd VI —2rud-u .
(7 i

zuriick und transformieren es durch die Substitution u —£(f — ). Das erhaltene Integral setzen
wir gemiiss der Formel

: . (e ] 8—1 = = —
File, 8,9, x) 1L i r (1 — p) (1 —zxp) do

: Hie—nTly—p—1
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in eine hypergeometrische Reihe um. Dadurch folgt

“(_-i)”{m il r'(f L 3 £ )

Diese Formel ist zu einem Ubergang zur Grenze fiir ins Unendliche wachsende 7 sehr

i

9) T

seeignet. Denn dividieren wir !’Jn.l.’_.r':l durch Qn—'—j[.r'], so erhalten wir nach einer einfachen Um-
formung des numerischen Faktors fiir n =—=oc0, weil die Reihen sich auf ihr Anfangsglied zuriick-
ziehen, r=17:% Demnach konvergiert die Reihe (17h) fiir alle Werte von u, welche innerhalb
eines Kreises mit dem Radius ¢ (1: &) liegen.

In gleicher Weise lidsst sich die HBekursionsformel der Kugelfunktionen auch durch Reihen
integrieren, die nach absteizenden Potenzen von n geordnet sind. Man findet dureh die Annahme

Nn=a 13
R (=
U = \‘ \ ]
e, "4 !
n={ 1
i == oD i
: ! 1 J“ &€
(20a) iy {22 S = L 2
: K R I Fi e e
1 EA 7 R S ) ey R
. [, Hn
. 1 ¥ e il T — 202y u? v Q[
(20b) g (1) e g j F it \. e
e & a—1 V' I—2>u-l u? — u” AIE

Diese Reihen lassen sich aunch aus den Formeln (17a) und (17b) durch die Substitution

it herleiten nnd sind begiiglich ihrer Konvergenz entsprechenden Bedingungen unterworfen.
Z : :

& b

Folgerungen.

Wir benulzen jetzl die erzeugenden Funktionen zur Ableitung einiger weiteren Eigenschaften
der Kuogelfunktionen.

(a) Zuniichst bemerken wir, dass nach einem fundamentalen Satze von Cauchy aus der
Theorie der Potenzreihen die in den Formeln (17a) und (20a) enthaltenen Entwickelungen hin-

n
sichtlich der Koefficienten P () wesentlich gleichbedeutend sind mit unseren unter (5) und (3)

aufgestellten Integralen. Denn die Koefficienten der Reihen

{: | H ! IIIJ;l lF-""I
mu=a,+tat+au--....und yylej=-"2+ =+ .....
i 1/
werden bekanntlich durch die Gleichungen
f * oy () i ! TN
(91 T 1 ! A = (1) ef
(2 i e und & = : iy (u) du
(21) b 2 7t n+ I ] Ei‘*’ 27 bR
. ) o
(1) 4 i

gegeben, wenn die Integrationen im positiven Sinne iiber einen um den Nullpunkt beschriebenen
Kreis erstreckt werden, innerhalb oder ansserhalb desselben die Funktionen g (w) und oy (z)
endlich, stetig und eindeutiz sind. Nun war aber der Integrationsweg fiir das Integral, welches

S He—

=SSl
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2im P () darstellt, urspriinglich eine beliebige geschlossene Kurve, die beide Verzweigungspunkte
#—E und u=1:§& rechtliufig umgiebt. Offenbar konnen wir dieselbe, wenn n ganz und positiv
ist, einmal durch einen Kreis ersetzen, dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt und dessen Radius £
grosser ist als ¢ (1: &), das andere Mal aber durch einen ebensolchen Kreis, dessen Radius r kleiner
ist als A (5). Dabei ist bei einer bestimmten Wahl des Blattes der wu-Fliche nur darauf zu achten,
dass fiber das Vorzeichen der Quadratwurzel passend verfiigt wird. Ein Kreis mit dem Radius
r=./ (£) muss dann angesehen werden als eine Kurve, die als Begrenzung des dusseren Teiles
der wu-Fliche den Verzweigungsschnitt riickliufig einschliesst. Da ¢y (#) = 4 (w) ist, so ist in
jedem Falle
n

(21a) e ="

b n’

v, > L . n 2
Ahnliche Betrachtungen lassen sich fiir €) () anstellen.
=] |~
(b) Ferner ergiebt sich aus (L7a) und (17b) mit Anwendung des Satzes von Mac Laurin
sofort eine Darstellung der Kugelfunktionen als hohere Differentialquotienten. Man erhilt niimlich

1 s cc'we,r[ (2) i \ u'ﬂr;-E ()

| n A i,
(22) Plg) =—— 13— ; A =n—{—
1l (r) f i 11 (r2) ; i
Ly ==} X w=10
Die erste dieser Gleichungen lisst sich ohne viele Miihe in die Formel von Rodrigues
it 7
whE 1 / G |
(22a) P (z)= 11 ; n ( ! 2 )
() oo i

iiberfiihren, die aber auch und mit grisserer Eleganz gefunden wird, indem man diejenige Wurzel

i der Gleichung
=0 -1 {{:.2_ f
E ' 2
welche fiir #— 0 zu o wird, mit Hilfe der Formel von Lagrange ) nach steigenden Potenzen
von i entwickelt.
(¢) Fiir J (z) =1 Lisst sich die erzeugende Funktion der ) durch das Integral

I—u 1
L ]
(23) e e e o < LA
3 (I—2xutw)—¥y < (z—2)) 1—22zu+u?
14+ u — 1

ersetzen. Substituiert man hier fiir die Wurzel ihren Wert aus (17a), so kann man, da die Reihe
gleichmiissig konvergent ist und die Integrationsgrenzen innerhalb des Konvergenzgebietes liegen,

- . . . : ten . : Vi
gliedweise integrieren. Durch Vergleichung der 7™ Potenzen von u in den gleichzeitig konver-
gierenden Reihen findet sich dann die Formel von F. Neumann

1
()¢ LA 1 1".’% {,.'."1 dz
|‘.-lr'5 ':l} (‘j ['f'.l _—3 -—‘l—_m— "

(d) Weiter besteht zwischen den beiden erzeugenden Funktionen gy (u) und g () die
Beziehung

Y M. vergl. Briot et Bouquet: Théorie des Fonctions elliptiques. Paris. 1875, p. 156.
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Fires

C]
. 1 du e :
s [U) = — 5 = gr (i) | o (ue) die
X o B = |
f— 2 xu--u - i 2 - U ~
T T
Wir ersetzen wiederum ¢ (#) durch die Reihe (17a). Da dann immer /£ (u) <=/ (§) sein

muss, der Integrationsweg also ganz innerhalb des Konvergenzkreises liegt, so kann wie unter (c)
an Stelle des Integprales der Summe die Summe der Integrale der einzelnen Posten treten. Bedenken
konnte nur der Umstand erregen, dass die obere Grenze auf dem Konvergenzkreise selbst liegt, wo
die Potenzreihe in eine Fourier'sche Reihe iibergeht. Man wird deshalb das Integral zuniichst von
# bis zu einem innerhalb des Kreises sehr nahe an £ liegenden Punkte (§— &) nehmen. Dann
sinkt das Restintegral mit abnehmendem & unter jeden beliebigen Grad der Kleinheit herab, und
wir erhalten somit das Resultat

T

- sy i‘ﬂ () £ A = P (2 .u anit
{'fl (1) o = | \," i : W \C A .
s n-41 S I |

(s
Da nun die Reihen fiir W und ¢, (z) unbedingt konvergieren, so konvergieren auch die
2eihen der Moduoln ihrer einzelnen Terme. Demnach lidsst sich ihr Produkt nach Potenzen von w
ordnen. Die so entstandene Reihe ist mit der Reihe in (17 b) fiir solehe u, fiic welche A (u) = JH (5}

ist, gleichzeitiz konvergenf. Unter dieser Voraussetzung erreben sich die Formeln
h— oo
0 . 4 7 i — w41 1 0
Q () =¥V = Y . Pip) . (p—Vat—1) ; Q=20 () —1,
el | !
.= i X
(24)
f n 0 ity 1 i I fl i
U & = 2
(=) P (). @ () — N P (). P H B
X 111
mo=1

Ein Vergleich der letzten Formel mit der Gleichung (16¢) zeigt, dass die dort l'_p'H genannte
canze Funktion von & in eine Reihe entwickelbar ist, die nach Produkten zweier Kugelfunktionen
erster Arl fortschreitet.

(e) Ahnliche Reihen werden erhallen, wenn in den Integralen

[E £
] 7 Cl n
" 1 u du o u du
P e A =
b s — Doy L g? BT
. V' I— 22y u 4 V 1 210+ u
0
die Quadratwurzel durch die ihr gleiche Reihe ersetzt wird. Besonders bemerkenswerte Formeln
bieten sich dar, falls #=cosw, 0 <0< m, ist Da dann die Reihe fiir P in einem Kreise

konvergiert, dessen Radius 7 ist, so kann als Integrationsweg ein Kreishogen mit dem Radius (1 — &

— i i

gewithlt werden, der in unmittelbarer Nihe der Punkte e und ¢ endigt. Beim Ubergang zur
Grenze fiir verschwindende ¢ folgt dann sofort

im

e

=105 2 ¢ M=o PF-’-' 1

5 . e i1 : o R & - (a8 . : 4

(25a) P (cosw) =- N P (cosw) [u AN : stn(n +m4-fHw.
I 5 LA T /T R /R S

n = (} i, P
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e N ’ : R 3 r o a -
Ebenso hat man fiir @ (cosw) bei Beachtung #ihnlicher Vorsichtsmassregeln die Formel
(20 b)

M=o .M bt 0 . 1 J :
n N P (cos w) n4+m4Diw P cos(nt-1w P .cos(n+2)w 7T gD
Q (cosw)=— - _ e = : -} —35 +.. .. = P (casw).
s -1 R | - < -
m = 0

Im besonderen Falle n=1( stimmt diese Gleichung mit der ersten Formel in (24) iiberein,

§ 6.
Die zweite Lésung der Differenzengleichung als bestimmte Summe.
Der Inhalt dieses Abschnittes bildet eine Anwendung des Satzes '), dass sich aus einem
gegebenen Integral einer linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung ein zweites Integral durch
gine einfache Summation finden FEisst. Ist némlich ZH irgend eine Losung der Rekursionsformel

T 2 i 1
sz e e e i 2 g

i : . &
so erhilt man, da aonch P (x) dieser Gleichung geniigl, also

+ 1 W
sl s e —if]

ist. dureh Elimination der den Faktor . enthaltenden Glieder

i
(n -4 2).FP — 2n-aae P

w42 n41 ntI n2 LR ) n4-1 _n
(a) (n L’]lf’ A — P Z Flon- 1) [P 2 — P 7 =0,
Setzt man nun
n  n41 na+1 _n o
S P 7z S
s0 ist
n++2 n4i n+1 n42 N n
P ; e i - A48 S5
i
und daher geniigt infolge von (a) S der Differenzengleichung erster Ordnung
. n
(h) (=2 a5 - § —0
Also wird, wenn man von in #n periodischen Funktionen absieht,
N noon41 n+41 n e
(c) i — I e —
n -4 1
falls ¢ eine nach n konstante Griosse vorstellt. Nun ist
| . n on41I _-1) ot
P — T TR {17 4- Z
aunsserdem aber anch
A T o i n w1 n-44 _n
/ & JE e B 12 A
n n [ n " R T |
P P (4P" + P") plp
Mithin 1st
TR
4 I
/ 4

n ¥ ¥
B PP

Y Vergl. Crelle: Journal £ Mathem., Bd. 34. 5. 328
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oder nach der Erklirung der bestimmtien Summe

T L n—1

(d) At =

= T |._-.¢;| r n T
P r o (n—-1) f’a P *

Soll nun die zweile Losung ZH mit der Kogelfunktion !’J”('.r} {ibereinstimmen, so muss der
Konstanten ¢ in (¢) ein solcher Wert zuerteilt werden, dass fiir n =1
(1] I} 1 1 _ 0
S =P (x) 0 () — P (x) Q [x) (]
ist. Also ist ¢ =— 1, und es gilt die Formel

) N L h 0 n_jf 1 }
(26) Q (x)=P (2)3Q (- SN
! y e b o Y
l'J ¢ (n4-1)P (x) P (r) g
1 e 1
o P} ) k‘ i log j'-l {’ : i 1 ] 1 j 2 T S T i - -_I'I 7 ? -
J = Pz P (x) 2 P (x) P (x) n P ()i S

In dieser Formel muss zuniichst % () = { angenommen werden. Offenbar aber gilt die-
1]
solbe Formel auch fiir andere Werte von @ wenn nur @ dem Fritheren entsprechend definiert
wird, Zugleich bemerken wir, dass durch (26) wiederum eine merkwiirdige Entwickelung der ganzen
Funktion if_-'r'ﬂ in (16¢) geliefert wird.
Wir lassen jetzt n iiber alle Grenzen wachsen und haben deshalb den Grenzwerl des

n

il
Ouotienten -R[ ) aufzusuchen. Man erkennt aus (19), dass fiiv (5 <"1 |
(=) l
- 1
e ) S {7 &
(27a) Q () =V} :
n=on N

"
sesetzt werden darf. Eine fihnliche Betrachiung des Integrals fiir P (x) in (3) liefert unter der-

selben Annahme

/ =1
"o k
(2T h) T =
P V1—&
Daher wird fiir n =00 der (Quotient
; \ {.J.” [ J J Ba e 1
(27¢) § = ] ,
@) )
=20

strebt also der Grenze O zu. Unter der Vorausselzung, dass o reell und grisser als 1 oder komplex

ist, ergiebt sich demnach aus (26) die Formel
g

el 13 = 1 fridee o
(28 a) Q) (x)=—= log x = 1
! Steiein ) e n w41
n=0n+1HP ()P ()
aus welcher endlich mit Benutzung derselben Gleichung (26) die Beziehung fliesst
. " = ‘f
- n
(28 b) Q (x)=P (#) >

ez 5 T ki 2
"= [_,r? = ) [x) P ()




Summation von Reihen, welche nach Kugelfunktionen fortschreiten.

Die Aufgabe, eine beliebige Funktion F (x), die in einem gegebenen Bereiche den Bedin-
gungen der Stetigkeil geniigt, durch eine nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe darzustellen.
it in allen Fallen, das Argument 2 mag reell oder komplex sein, durch die Untersuchungen von

Dirichlet und von Neumann vollstindig gelost. Ist
1 i1
Fla==24 P (@)
5 i

so werden die Entwickelungskoefficienten _-'l” durch Integrale angegeben, in denen die zu inte-

grierende Funktion das Produkt aus F'(x) in eine Kugelfunklion vorstelll. Diese Integrale sind
vielen Fillen schwer zu berechnen.

Man hat deshalb zu neuen Hilfsmitteln gegriffen, die in speciellen Fillen oft mit Vorteil
angewandt werden kinnen. So wird z. B. durch die Rekursionsformel der Kugelfunktionen selbst
das Mittel gegeben, aus der Entwickelung einer Funktion [/ (r) diejenige des :x-fachen Wertes der
Funktion abzuleiten. Es ist auch bekannt, auf welche Weise sich aus der Entwickelung von F(z)

aber in

diejenige der integrierten oder differentiierten Funktion finden liisst.

Hier wird ein neuer Wegz eingeschlagen, der gleichsam die Umkehrung der allzemeinen
Aufeabe znm Ziele hat, indem nach Kugelfunktionen fortlaufende, endliche oder unendliche Reihen,
deren Koefficienten ein gewisses Gesetz befolgen, durch bestimmte Integrale summiert werden.

Wenn niimlich ecine belichige Funktion f'(u) der komplexen Veriinderlichen # in eine nach

steizenden oder fallenden Polenzen geordnete Reihe entwickelt werden kann, so liefert eine einzige
Integration in jedem Falle eine nach Kugelfunktionen erster oder zweiter Art fortlaufende Ent-
wickelung, deren Konvergenz von dem Radius des Konvergenzkreises der Reihe f(u) abhiingig ist.
[. Die Funktion /() sei innerhalb eines mit dem Radius B um den Nullpunkt beschriebenen
Kreises endlich, stetig und eindeutig. Dann isf immer
R=—2a0
A | i
flu) Nl
h e n
e
(90
'\"'” 9 oy
® J|f iICl L (1)
7 ‘(2) i 5 ik, — nid 7 (0
.«'lH = 'r+:ﬂ'::-' = - R el R dd = et I
Pl ! L T = §
ke Gl Ll (n)
¥ 1]
' Diese Gleichung multiplizieren wir nun mit
i ol du
: oder =
te YV f— 23 u? V 1—2xu+ v

die Quadratwurzel mit positivem Zeichen genommen, und integrieren hierauf zwischen den Grenzen
fund 1:8=x ) 22 —1 ) ot —1

Die Inteoration der rechten Seite kann gliedweise aeschehen, wofern ¢ solche Werte besitzt, fiir
welche die Punkte & und 7:& innerhalb des Konvergenzkreises der Reihe liegen. Ausserdem ist
erforderlich, dass auch der Integrationsweg ganz im Innern des Konvergenzkreises verliuft. Dabei
{: & beliebig; fiir die Grenzen 0, & dagegen

E=x =) x*- oder 0 und E=x-

bleibt der Integrationsweg selbst fiir die Grenzen &
muss ein Weg w von der Beschafienheil gewiihlt werden, dass der Punkt 7:& nicht innerhalb der

geschlossenen Kontur liegt, welche von der von 0 nach & gezogenen Geraden und dem Wege tr
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cebildet wird. Mit Riicksicht auf die Formeln (3) entspringen dann, wofern die Integrale iiberhaupt
nicht ohne Bedeutung sind, die Beziehungen

-""'.'1--4':—f
i g () o =
= (2e) clie T
F () ; J | S _-'lf Pl
¥ &) =] % a e L
“{'. V1—Rxutu n=20
(29a) w=e :
e—Var—1
o i lf  — 0 "
e} elie ] : ;
U '|".| = J "}I : = E ‘:1;.: Q) ().
e I I —2au—+uw n =10
/]
Diese Gleichungen kinnen mittels der Substitutionen
U= I 2 I coseg und @ o I o —1 &0,
falls 5 [log (2 + 1) — log (& — 1)] = {, gesetzl wird, auf folgende einfachere Form gebracht werden:
:" M o0
A / ; ~ it
Hi{p)— eV e —1 cosg) dy ~ ;‘l.f e R
o I LS| s b %
i - o=
f
(29 b) 4
ty
£ =00
py !
DE=1 fla Vot — 1 Eoj ) di = N .1)‘i Q (x).
2. n =
]

Hinsichtlich ihrer Konvergenz sind die Reihen in (29a oder (29b) folgenden Bedingungen
unterworfen:

1) Die nach Kugelfunktionen erster Art fortschreitende Reihe konvergiert, und zwar un-
bedingt, fiir alle Werte von .z, die reell und griosser als 7 oder komplex sind, falls 6 (1:5) = R.
i

Denn in diesem Falle ist auch % (5} = R. Ist 2 reell und kleiner als 7, also z=cosw, 0 <<w <

it
so sind beide Moduln einander gleich, und die Bedingung lautet f — K.

2) Die nach Kugelfunktionen zweiter Art fortschreitende Reihe konvergiert unbedingt, wenn
J(§) = R. Ausserdem ist zu beachten, was S. 14 und 15 iiber die Bestimmung der oberen
Grenze 1, = Q" (x) fiir die verschiedenen Werte von . gesagt worden ist.

[I. Ist die Funktion f(z) ausserhalb eines mit dem Radius » um den Nullpunkt beschriebenen

.I.}

- i s . o . W W LT s y
Kreises endlich, stetig und eindeutig, und verschwindet f(ry e ) fir 7 =co, s0 kann dieselbe
nach absteigenden Potenzen von w entwickelt werden. Also ist
Y ) -
RN
Wy il i)
flu)="»
4 e n-41
=10
(30) ;
&5
s I e ]
£51 e r ik, (w4 D
— fla) = ¢z o o : 3
‘U“ 57 (&) s da 5 S re )e el
. .
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Die Anwendung der Integrale in (9) liefert dann entsprechende Formeln, niimlich

@Vt —1
/ ] £(u) d N = )
(11) el ~ i
F(x) =~ V 1 ' uf' , - B P (z),
7L S b | A ”_‘-! atp— e
./ K n =11
s T
(30a) 2=} T
® o i = oo ]
/1] ||.IJ| — -'Ir I'LH] du ] \' B F_'J 'lrf'l .
; V 1 —2au |- u? ——
- W
@+ Vs {

Diese Integrale konnen durch die Substitutionen
u=x TV 22—1cosp und u=xz- | z*—1 Cof!

auf die Form gebracht werden

-r' Ho=0
e [r'l - 1 _;"-I._.-" ri- ¥ xz*— 1 cos lj’] r_!rrlrt_' \‘: .“ﬂ .-]".:r {_.:‘] s
i‘ 7k - .IJ-TI":
i y i
(30 Db) 5
o N = /
' o=\ fled+V 22—16oft)di—"> B Q (z),
i < sl T 4
" =

(7]
wobei € (§) = r, bezichungsweise /¢ (1: &) = r angenommen werden muss.
I1l. Es mag gestattet sein, die Brauchbarkeit der Formeln an einigen einfachen Beispielen

zu erlintern.

£

a. Es sei zuniichst f(¢)=e¢ . Dann ist fiir jedes endliche u

=l H

Bl it

fl)="> 7

k o mn!

n =1
I Daher wird
I |_— l"’..' i
- u o= "o
v e du 5" Px)
F(x)= : : T =
L I b 1 1L = i
. V 1 —2au+ u =
&— Vo i
Nun ist
T 8 T §
] Vv ; & Vv
iy 1 o— Vat COf 1y f = iy —a? CO8 o i 0 P~ ._
F(x) = e dp——¢ e dp—e .J (V 1—a*),
7L L
[ -
i} J

wo das Zeichen J die Cylinderfunktion erster Art bezeichnet. Setzt man noch #=—coswm, so ent-

springt die Formel
= .1
. co5w 0, . ”"\".' P (cos w)
L::-lj Il o Irh'.'ﬂ :-,.«] —- 5 p !
a—y ni
R=1




b, Die binomische Reihe

"=t '
ST f \1 IlI:J'}'E -4 — Ty
) — —= > i T ey
J AU : '
(1 y) = L(n) 1L (m —1)
konvergiert innerhalb eines Kreises, dessen Radins gleich 7 ist. Also wird die Reihe

a— Vot i
]

— o 2
o I.,.l":l & . - du = E [I l{.rH. —I- l” — _{'| {'Jn LI]
El f—u) V I—2axu -+ ut n=~10 Il (72) L1 (m —1)

konvergent sein, falls # (§) = 7 ist, d. h. in der ganzen Ebene, wofern i reell und grisser als I
oder komplex ist. Das Integral lidsst sich ausfiihren, wenn m ganz ist. Ist z, B. m =2, so ergiebt
sich das Resultat
=00 = By o T
- 7l i \ 1 =]
32 ~ (n N Q (o= Z s (S8 ‘; - (o — 1) . arccos |/
(32) >+ Q () da—1) | i - AT

¢. Die Formeln (29) oder (30) sind auch zur Ableitung von solchen Entwickelungen geeignet,
die nach Produkten von Kugelfunktionen fortschreiten, Man hat den friheren Betrachtungen nur
solche Reihen zu Grunde zu legen, deren allgemeine Glieder von der Form

n=10

LA n ‘ w0
‘_1-.” P (#).u oder .-i_” D (@) . u

sind, Zwei derartige Formeln kennen wir bereits in (17a) und (17b). Differentiieren wir beispiels-
weise (17a) nach u, so folgt

. r—Uu —= ~' nu Eiilx)s
V 1 —2axu+u® o=t
Wir multiplizieren mit 2 # und addieren die neue Gleichung zu (17a). Dadurch entsteht
die Reihe
nh=du
—— N @2n11) e !'n{.r) .
V 1—22u- u Ty

1=

Dieselbe ist in betreff ihrer Giilligkeit an dieselbe Bedingung gekniipft wie die Reihe (17a),
deren Konvergenzkreis den Radius f2— J# (5) besass. Wenn wir daher die Gleichung mit der
positiven Grisse

du

V 1 —2yu-+ u?
multiplizieren und zwischen den Grenzen 0 und (y — |/ y* — 1 ) integrieren, so wird diese Ope-
ration erlaubt sein, wenn auch die neue Bedingung J (y — V 4 — 1 ) < R erfiillt ist. Also er-
halten wir unter der Voraussetzung

My—V F—1)<=H—V z=*—1)

y—Vy'—1
w i =)
(T — 3 al . L
L = @t P Q")
. V1—R2zut+uw VI—2yu-tu® el
i

oder nach Ausfilhrung der Integration die wichtige Formel, mit welcher Heine in seinem Handbuch
die Kugelfunktion zweiter Art zur Einfiihrung bringt,




Ze)

N = o

1 4 . " H :
(33) =N a4 P (#) Q (y).
d ’|"Jl' — e x
H= 0
Diese Formel ist, wie Herr C. Neu mann gezeigl hal, immer anwendbar, wenn sich der
Punkt o innerhalb einer durch den Punkt y gehenden Ellipse mit den Brennpunkten = 7 befindet.
Andere nach Produkten von Kugelfunktionen fortschreitende Reihen geben weniger einfache
Summen. Sie fiihren meist anf elliptische Integrale. Auch hierfiic endlich mige ein einfaches
Beispiel Platz finden,

Aus Formel (17a) folgt auf dem mehrfach angedenteten Wege ohne weiteres die Gleichung

y—Vir—1
o ff N=uaon 2 =
el (s by
.| s g
- V1 —2xufu® V1= 2 yu 4+ u® e
0

deren linke Seite ein elliptisches Integral der ersten Gattung vorstelll. Um dasselbe wenigstens fiir
den Fall, dass sfimtliche Wurzeln des Radikals reell sind, also 2 und y reell und grésser als 7
ausserdem aber x <y ist, auf die Normalform zu bringen. fiihren wir durch die Gleichung

2} e i | ] ==

2 [T T +Vy—1

die Wurzeln positiv genommen, eine neue Verinderliche 2 ein. Wir erhalten dann, falls zur Abkiirzung

U —

1
e | sl a_ 2= (y+ 1)
(.,f)' 7 ) — 5 f are sin 2, =, ot — BF D (—1)
; ] 1 : A e
resetzt wird und i, zwischen () und 5 7 liegt, die Formel
'._:H" 7
i TR
: !|' < [ B = aC . :
iz f = ‘ i = Ml
= rr = KE—Flp,kb)=V{z+Hy—1) Y P () & ().
e VI —2) (1—F 35 J VI—Fksing e
4 ¥

Zum Schluss mag bemerkt werden, dass die Geselze der Differenzenrechnung auch bei den
Rekursionsformeln der zugeordneten Kugelfunktionen und der verwandten Funktionen gute Dienste
leisten. Die Behandlung dieser Aufgaben muss einer spiiteren Gelegenheit vorbehalten bleiben.




(33) ) Q (y).

|

Diese Formel ii

Punkt & innerhalb eine

Andere nach

Summen, Sie fiihren }
Beispiel Platz finden.

Aus Formel (18

al, immer anwendbar, wenn sich dep
mit den Brennpunklen == 7 befindet,
eitende Reiben geben weniger einfache
hierfiir endlich moge ein einfaches

sten Wege ohne weiteres die Gleichung

y— Ve
- M =0

S Pl Q).

b —

il

deren linke Seite ein el vorstellt. Um dasselbe wenigstens fiip
Iso 2 und y reell und grisser als 7,

fithren wir durch die Gleichung

den Fall, dass siimtlichg
ausserdem aber x < y|
=

die Wurzeln positiv genq Wir erhalten dann, falls zur Abkiirzung

o (2—1) (g +1)
[~ B y—2a)

(34)
1
v If“ == 7 il
f dz p k) =V(e+D)y—1) > P (#)Q (y).
- IJ “‘ = ':2] [‘f — "r;b-.l ;rr:.r’:i

TWFFEN Gray Scale

Zum Schluss g
Rekursionsformeln der
leisten. Die Buh‘dt]lﬂll]iﬂ

der Differenzenrechnung auch bei den
T verwandten Funktionen gute Dienste
'n Gelegenheit vorbehalten bleiben.
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