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Sechster Absehnitt,

Uber den Zusammenhang der Funktionen sin am @, cos am @,
4 am v mit der p-Funktion.

Im ersten Abschnitt fanden wir als Wert des Differentialquotienten
yon s oani v: d sin am v
: — (0S am v 4 am v.
dv
FErheben wir beiderseits zum Quadrat und fithren rechter Hand
sin am » ein, so folgt:
(d sin am v\*? SR 5 N
{ - —8--‘--——-—) = | — (1 4+ %) sin®*am v + A&? sin* am ».!)
av /

. S : 1 :
Durch die Substitution sin® am » = ——— und die Formeln:

S

1, 4%am v - %*sin® amv=1

sin® am v 4 cos® am v

AL d sin® am v 1 dz
ergibt sich: - — — — e ey
# dv (@-+2)?° dv
. Vie+talz+a—1) -+ a—k
snamy . cosSamy Aamy — —— y
(a 4 27

d sin®am v . A
————— — 2 gin am v €08 am v 4 am v,
dv
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[ dz
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Die hier eingefiilhrte Funkfion z hat die Eigenschaft, dafi das
Quadrat ihrer Derivierten gleich einem Ausdruck dritten Grades, besitzt
also bereits eine gewisse Ahnlichkeit mit der p-Funktion, die der
Differentialgleichung geniigt:

(&) = 49* — g2 — 10
Wollen wir die zweite Potenz zum Verschwinden bringen, also

-+ k*

3 3 : 1
den Faktor von 22— 0 setzen, so miissen wir a — annehmen.

3
In diesem Falle ist nach einem bekannten Satz der Algebra die Summe
der Wurzeln = 0, d. h. & + & + & = 0, wenn & = & = & die drei
Wurzeln sind. Die drei Wuorzeln haben in diesem Fall die nur vom
Modul % abhiingigen Lisungen:

_ 22—k : 2k e
& = 1 - i — — 3 y &g = JT{"- 0 = 3 P g e e —— = —[; =]
: fdz |2 ; ; N -
und es ist 1(—&—] =4 (2 — &) (2 — ) (2 — &)

1Y Vel. Halphen, a. a. 0., p. 23 ff.
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Um zwei Wurzeln beliebig annehmen zu konnen, setzen wir:

/ 7 v " w A : 1
& == Ay, & = Aey, & = L@y, 2= LY, v=—— Damnn hebt sich die
A
nen eingefithrte Konstante 4 heraus und es ist:
(1) (-cl_.yr: 4 (y —e) (y ) (y — e)
‘ \ clie - 1A a) | ' ).

Hier gilt wieder:
8 = 85 = ey 8 s =e— 0.

Dann ist y die bekannte Funktion p (u)') und der gesuchte Zu-
sammenhang zwischen p-Funktion und sin am « wird durch die Gleichung
dargestellt:

9 | 1

(_'} \,r}.' e p{?{.) — T T
' 3 ) A = ey W

2 sin® am ——
1/ 2

Hier hiingt die p-Funktion aufier von dem Argument « von % und A
ab, an Stelle von diesen beiden Konstanten fithrt man die drei reellen
Grifien e durch die Formeln ein:

3 81— & 1 2 €3 £y €s — 6

— — = = =i =,

L Rl € — €& F1— & € €y

- i e e vy G — 6
Fiir den komplementiiren Modul ist schlieflich &'* = .

6, — &

Der Zusammenhang mit den Invarianten g, und ¢, der Gleichung:
PPw) =4p* (W) —gap (W) — gy —4 [p (W) — ¢, | [p (W) — &) [p (1) — &]
wird durch die Gleichungen hergestellt :

v é + 6 + e =0,
€16 - €63 + Gy = — 15 €68 =gy,
Le'tea'tea’=@+ate)—2@eteet e &) = 3% gs.

Die Algebra lehrt, dafi bei positiver Diskriminante alle drei Wurzeln
reell sind, dann ist also o = g.* — 279" = 16 (e, —e,)® (ea—e5)* (e5—e,)*
positiv. Nehmen wir an, daf die drei der Grifie nach geordneten Wurzeln
e, = ey = ¢y 50 beschaffen sind, dafi ¢, = 0, e; = 0. Dann folgt aus der
Gleichung e, e.ey — 1 gy, dali e, und gy entgegengesetzte Werte haben.
Da ferner: ;

Gy — €y & — & 3 e,
ikl S SS Penl i, e .
6, — 6y ¢ — & € — €3

'} Wir begniigen uns damit, dies an einigen Eigenschaften zu verifizieren und
verweisen im tibrigen auf das erwitlnte Lehrbuch von Halphen, in dem die p-Funktion
auf diese Weise eingefithrt wird.




so stimmen e, und k* — k'®* im Vorzeichen iiberein. Da nun k* — ['®

=9 )4 1. so ist
e, negativ, gy positiv finr &* = J,
e, positiv, gy negativ fin £* |
' : e B l :
Ersetzen wir schliefflich in (2) 4 durch v 80 st
F'l — £
o 3 € — &
p ) = e 4
sin® am ——
1/ i

Da der Nenner zwischen 0 und 1 liegf, liegt p () zwischen e
und -+ oo, nimmt also alle Werte zwischen e, und oo an.

Aus der Definitionsgleichung der p-Funktion:

Pl e :
W 34 ol g o 0
Z sin® am e
folgt, da sin am (— w) = — sin am », daB p (— ) = p (w). Gleich-
zeitig sehen wir auch, dafi p (©) die Periode 2w — 2 K /2 hat, also:
o= K /32 A 3 piw = 2mrm) = p(a):

Ve —e

Die imaginidre Periode ergibt sich aus den Formeln:

eres -+ esey + ey = — 1, e 1 g,
G ——% 6 — &y

dnreh folgende Betrachtungen:

Ersetzt man g, durch ¢y, S0 dndern alle drei Wuorzeln e das
Zeichen, und wir miissen, wenn wir der Griofie nach ordnen wollen,
e, durch — ey, e, durch — ey, ey durch — e;. ersetzen. Dadurch ver-
tauschen sich £* nnd &"® und wir erkennen, dafi die p-Funktion mif den
Invarianten g, und — g, dureh die Funktion sin am « mit dem Modul %’
ebenso definiert ist, wie p (2| g, gs) durch sin am (e, k). 1 = wird

. : € €y
bei der Vertanschung nicht gefindert. K’ ist das Analogon zu K fiir den
Modul %', also: 1
i Ljf
2

Wie wir aus den Betrachtungen im ersten Abschnitt gesehen haben,
werden die elliptischen Funktionen sin am w, cos am w, £ am w zu trigono-
metrischen und Exponentialfunktionen, wenn der Modul & die Extrem-
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TEFFEN’ Gray Scal'em
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werte 0 und 1 annimmt, Auch fiir die p-Funktion haben wir bereits
die Degenerationsfille (o = o0, @' = o) betrachtet (S. 41 f.) und sind
dabei aut trigonometrische bezw. rationale Funktionen gefiihyt. Ab-
sehlieffend wollen wir nun die obigen Resultate durch eine vergleichende
Untersuchung auf Grund der Koinzidenz der Werte von e erginzen,

e nimmt den Wert 0 oder 1 an, wenn e, mit e oder mit ¢ ko-
inzidiert, In diesen Fillen wird die Diskriminante ./ eleich Null.

Dann haben wir zwei Fille zn unterscheiden :

€a s l e, G DIy = s €1,

. i ; 24 : : .
ga” 20 g% . = == ; ), SN am tt.=— S 2.

‘:I‘g_... I

24 [9¢, i
sin® ‘ 9s

20

w = oo und
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