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wir noch einmal und gehen von den Logarithmen zu den Numeri iiber,
so folgt:

24 w? u* o TEU

ot o — coli— ce -8in =—
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wo ¢ eine Integrationskonstante ist.
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Die Formeln (7), (8) nnd (9) zeigen: Die p-, - und g-Funktionen
gehen in trigonometrische Funktionen iiber, wenn eine Periode oo wird.

Lassen wir schliefilich anch die andere Periode co werden, so
reduziert sich die Reihe fiir p (w) anf ein Glied:

p (U, o= ml = o) — ud,

. ? s | | p
Hieraus folgt: & (w4, 0w = 0w’ = 0)=— und o (1, 0 = o’ = ®) =u,
z i

d. . wir gelangen zu einfachen rationalen Funktionen.
Damit ist aunfs neue der enge Zusammenhang zwischen rationalen,
trizonometrischen und elliptischen Funktionen bestitigt.

Vierter Abschnitt.
Die Partialbruchzerlegung und Reihenentwicklung der
elliptischen' Funktionen.

1. Zerlegung der {-Funktion.
= =

Es sei f(u) eine doppeltperiodische Funktion mit den im funda-

mentalen Periodenparallelogramm gelegenen Polen ay, dy------ay'). Zum
Punkte a; gehire der Hauptteil:
(i) ()
(Hi: (s
04 Ln-q.,-]-_..-- A= T .--.....,—!—
4 g W— a; (U — a;)” |

Die Funktion £ (2¢) wird im Punkte «==0 unendlich wie - ihre (g—1).
B : ; g o (— IR R (. — 1)
Derivierte wird nnendlich wie die Funktion \ : i 0 .

) Vgl Durdge-Maurer, Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen
verinderlichen Grofie. Leipzig, 1906. p. 215 f.




Daher wird die Funktion:

. . [
; R S i 3 ¢ I
®; (0) = e Tuw—a) — ¢, U (u— ay) + o & (e e P

f (7)
(— I)*—1g¢
3 : =& = =1y y
------ Ar — L p—=D (y — a;)
im Punkte @y in derselben Weise unstetic wie die Funktion jf (u); die
Differenz f (w) — @; (1) bleibt im Punkte «; stetig.
Wir bilden nun die Funktion:
i
Fu)= = @; (v)
i—1
und beweisen, daf die Funktion die Perioden 2@, 20’ besitzt.
Da &' (u) = — p (u) ist, so miissen offenbar alle Derivierten von ¢
diese Perioden haben, mithin ist

7 c 3 (2 4o c ot P 5 )
0; (w4 20) — O (1) = r.-’.1 Cw—a 20— (u—a)| = f.!_’_] 2m,
1 G
J i . Pt Rl 5 TR, -
illlﬁf]l{,]l. b [\E’ —I— ..).(.J} —— F(d. — T = {-_l

=1
Nun ist die rechts stehende Summe die Summe der Residuen fiir
die dem Periodenparallelogramm angehdrenden Pole, also = 0. Daher ist
Fu -+ 20) = F(u).
Ebenso Lift sich zeigen: F(u + 20') = F ().
Die Funktion f (u) — F (w) ist also doppeltperiodisch; da sie nun
im Periodenparallelogramm sich fiberall reguliir verhilt, so muf sie
oleich einer Konstanten sein, d. h. jede elliptische Funktion 1ift sich in der
Form darstellen:

(1) n_
. - Sl {£) o'y \ @) ery " ¢ LT Sl
J ) = Konst - ¢ blu—ag) e, ol (u—ay) - C"(u—ay)- -

i=1 " : R
‘rl'l
| ( !:] o 1 G_ 7] EI,J o [. ; "
-l — i - s ) (M — Ir”': i~
; : (p—1)! :

Benutzen wir die Jacobische Terminologie, so lautet der allzemeine
Ansdruek fitr eine elliptische Funktion ganz entsprechend:

(2) fw)=0G,+ % 14Z (u—a) — 4, Z'(u—a) Sz (e —a)

Au. -1

oy N 1']&--1
BN =

= Ze—1 (y — fr']—‘_
. i

wo die - Summe wie bei (1) iiber alle im Innern eines Perioden-
parallelogramms gelegene Pole zu erstrecken ist und die Summe der
Residuen gleich Null ist.
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Die Analogie mit rationalen und trigonometrischen Funktionen
kommt in dieser Partialbruchzerlegung klar zum Ausdruck. So wie jede
rationale Funktion sich als Summe von Ausdriicken von der Form:

1 1 1

u—a (u—a) (e — a)*
zerlegen liGt, wie eine trigonometrische Funktion in eine Summe von
cotangenten zerlegt wird, so Lifit sich jede elliptische Funktion als
Summe von Ausdriicken von der Form:

Zuw—a), Z' (u—a)..... Ze=Y (n —a),

darstellen. Umgekehrt ist jede Funktion von der Form (1) oder (2)
eine elliptische Funktion, wenn die Summe der Residuen gleich Null ist.

Schliefilich sei noch erwiihnt, dafl wir fiir die hiheren Derivierten
auch die p-Funktion mit iliren Ableitungen einfithren kénnen. Dann
erhalten wir als dritte Art der Partialbruchzerlegung:

(3) 1 (1) =D, - 2 ifl-.__f{\:r—rr] -+ A, p (u —rr_]—_j-!';r (—a)—:

Aosg 1

+ (— ey S ped (0 — g

Ns—

Aus den vorstehenden Formeln (L), (2) und (3) sehen wir, dal
man zur Zerlegung einer elliptischen Funktion in Partialbriiche die Pole
kennen muf, Kennt man diese, so sind die zngehivigen Hauptteile zu
bestimmen, was sich im allgemeinen mit der Taylorschen Reilien-
entwicklung ausfithren 1dfit. Ist z B. u = a ein Pol von der Ordnung e,
also das Produkt:

W (w) = (v — a)* f (w)
reguléir und fiir w= a von 0 verschieden, so lautet die zu u — a ge-
hivige Reihenentwicklung :

I |

Yy =41+ de—n(w—a)+ 4, s(w—a)®+......

------ + A(a— a1 4 (u — a)® g (v),

wo g (u) eine in « — a ganze Reihe ist. '
Setzen wir diese Enfwicklung = (u — @)* f (1), so ergibt die
Division dureh (@ — a)* die Reihe:
T A, 1 A5 A A
S () = —— e b o L = g (u),
A (. — &)« i (— a)—1 | (v — a)® - w—a_ ' g\,

aus der der gesuchte Hauptteil ersichtlich ist. Diese Rechnung ist fiir
jeden Pol durchzufiihren, jeder Pol kann durch einen homologen ersetzt

S——




49 —

werden. Die Schwierigkeit liegt offenbar in der Auffindung der Pole,
entsprechend liegen die Verhiltnisse bei der Partialbruchzerlegung der
rationalen Funkfionen, wo die Wurzeln der Nemmer gefunden werden
milssen,

2. Partialbruchzerlegung der p-Funltion.

Wir wollen nunmehr die Zerlecung an einer einfachen elliptischen
Funktion durchfithren. Nun gibt es, wie bereits gezeigt, wegen des
Residuensatzes keine doppeltperiodische Funktion, die nur in emem
Punkte des Periodenparallelogramms unstetig wird; daher mufi eine
doppeltperiodische Funktion von miglichst einfacher Ordnung entweder
in zwei Punkten des Periodenparallelosramms co' oder an einem oo
werden, Von diesen beiden ist die letztere die einfachere, da ihve
Derivierte oo® wird, wihrend bei der ersten Funktion die Derivierte
von der vierten Ordnung wird, da jeder der beiden Pole o=® ergibt.
Eine solche mielichst einfache elliptische Funktion ist nun die p-Funkfion,
ilire beiden Pole fallen in u = 0 zusammen. Das zu w = 0 gehirende
Funktionenelement isf

1 i) e s
(U) = — + = s — —| = — -+ G ().
Pt T L Z Lr = w? u® v

Da G (u) eine grade Funktion, die fiir u = 0 regulir ist, so mufl
G (1) nach graden, positiven Potenzen fortschreiten; ent wickeln wir G (u)
fir « = 0 in eine Potenzreihe (vgl. Abschn. I14), so ergibt sich:

{fa ot
";‘ =y .“r‘.'l'. ?,:_J -

@ (u) — 1 53

— )

20

Wir haben sofort die beiden Weierstrafischen Invarvianten g., gy
eingefithrt, ihre Werte ergeben sich, wenn man in

LRk Z’ : 1 17
G (u) = { 3 S
3 (i — )" [T

jeden Term nach steigenden Potenzen von wu entwickelt:

I Lo i b Ju® | 4uw? hiet
S | 3 _I_ =] 5 _|_ G _|' Mo

e e 4l o :
(A—10) w ([ (2 - AW i

b s 5 E 5] e - ik
H Wy - ML o— ; i L — h -
il 20 : w' 28 w

In der Nihe von w = 0 lautet die Reihenentwicklung:

¢ 1 fa o Gy
= e == Tt B i Al
p () " | 50 W Tt 53 wt
J = 2y e - I .'r."‘.’. 1 'VJ a
folglich ist pi(u) = e -4 T u® =




Die Funktion p* (2) hat in dem den Punkt w — 0 umgebenden
Periodenparallelogramm nur den Pol vierfacher Ordnung % = 0 mit dem

Hauptteil s der Partialbruchzerlegung (3) ist also nur ein Pol w =0

von der Ordnung c = 4 anzunehmen, es ist A =4, —= 4, =0, 4; — 1.
Folglich launtet in diesem Falle Formel (3) einfach:

p" (W)

52 (1) = C -}
) . G

Nachtriglich lif6t sich diese Hormel leicht verifizieren, denn aus;

; 2 s [
i o2 [ B
n H) — — - - e et R e
AR a? | 10 7 r
. § ifs 34,
1" | Ha Ha |
T T o (8 L T
LaRS S RST { r

folgt, dafi die Differenz p® (w) — 4 p” (&) in u = 0 regulir, also eine

Konstante ist. Wie immer, bestimmen wir auch hier die Konstante

durch Annahme eines Spezialwertes, wir setzen in den Reihen wu = 0
" I TE A i s

und finden aus p® () — § p” (u) den Wert €' = 'l’r_’): also:

Gs

12

(4) pr{w)y=§% p" (w) 4

Wir multiplizieren mit p’ () und infegrieren nach 1e:
PP () = 4p° (1) — gs p (1) + C.
Krsetzen wir wieder p (u) und p’ (¢) durch die zugehirigen Reihen,
so verschwinden die Glieder mit — » = 0 ergibt € = — g5. So er-
! i '

halten wir:
(5) pE(u) =49 (W) — gup (W) — gs,

also eine algebraische Gleichung zwischen einer elliptischen Funktion
und ihrer Derivierten.

Mit dieser Formel sind wir an der Stelle angelangt, wo der im
[. Abschnitt bereits dargelegte Zusammenhang mit den elliptischen In-
tegralen ersichtlich wird. Hatten wir dort direkt die elliptischen Funk-
tionen als Umkehrungen der ellipfischen Integrale definiert, so werden
wir hier bei unserem synthetischen Gang umgekelrt von den Funktionen
auf die Integrale gefithrt, denn setzen wir z = p (u), so ist

) =442t —gsz— gy T e

(dez\*® dut : L
L{u- dz Viésd— gz — g

e R

—————

LF i o =
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Wie die Ableitung von are sin z ist auch die Ableitung von u in #
algebraisch. Fiir w = 0 ist 2 = oo, folglich ist
= dz

> .-['/_'l' 2 — a2 — 5’:.:.

Mit dieser Formel konnen wir « als Funktion von z berechnen.
Rechter Hand steht ein anf die Weierstrafische Normalform reduziertes
elliptisches Integral; als Umkehrung dieses Integrales ergibt sich die

p-Funktion: z2—=p ().

3. Reihenentwicklung der p-, {- und o-Funktion.
In der Reihenentwicklung:

1 b -
9 (4 — IR et T - o 1] S
p () = o Eoegted f egu* -4 cpu leeenes

sind die beiden ersten Koeffizienten ¢, =

9
)
0= - N e (e s Gl T
o ST IO =— I A—v L 3
aus der sich ergibt:
gs” 3s s
Cp=— ——y | (5 — 222 USW.
e UsEREind AT R Y|
Da £ (uw) = — [ p (u) du, so folgt:
s, 1 2 I P
Bl e G M i i e
{l 3 i}
Da [ eine ungerade Funktion, so fillt die Integrationskonstante weg.
i
o (u) o \ . : .
Aus —— = [ (u) folgt durch Integration und Ubergang zn den Numeri:
o (i) ;
o et 2 248 = =
\ T gs 1’ g’
o(u) =1u-e 4 — 1 — ;-’J", — — ; — —
. L S S s SRR |

In allen diesen Reihenentwicklungen sind die hoheren Koeffizienten
oanze Polynome von g, und g, Am bequemsten fiir die Rechnung ist
die wie die sinus-Reihe fiir die ganze komplexe Ebene konvergierende
o-Reile, aus ilr lassen sich die hoheren Ableitungen und damit auch:
o ()

o l,\ . grz ( ”'} a "'-?f.'l l']-‘H I'Jf'-_':l
Clu) = - a \
' o ()

und p (u) = — &' () = :
he G o (1)
gut berechnen.

) Vol. H. A. Schwarz, Formen und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen
Funktionen. Berlin, 1893.
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Hat man also in einer Pendelanfgabe die Hohe als Funktion der

Zeit zu berechnen, so ist das aunftretende elliptische Integral zuniichst
in die Weierstrafische Form zn transformieren, dann sind hieraus g
und g, zu entnehmen und fiir den gegebenen Wert von » aus obigen
Reihen ¢ (%) und die Ableifungen, hieraus £ («) und schliefilich p (%) zu
berechnen. Dabei kinnen die Konstanten g, und g, beliebige Werte
haben. Da man aus den Grofien g, und g, die Perioden 2w, 2@’ he-
rechnen kann, so pflegt man auch zu schreiben:
o(u)=o | w u)=0c ;g gs)

pW) =p | w o) =1p@; g, gs).

Im Degenerationsfall, wenn eine der Perioden z. B. o' = oo wird, ist

/ 1 ' 1

— )8 F e
Y2 "';""2 ] DT et
% — Ztmiet ) Z 2% m° @®

und da nun (vgl. Abschn, 11, Nr. 4);

; ) [ 7=\ o i
so ergibt sich: g, - &= |5 j : also g — 27,2 = 0.
35 13 ¥ B :
In diesem Falle hat 42° — g. 2 — g, eine doppelte Wurzel, der
Ausdruck:
oo
dz

J,Vir—gz—yg
fithrt auf cyklometrische Funktionen und wir gelangen wieder zn den-
selben Resultaten, wie in Absechnitt IH, Nr. 4. Sind schlieflich beide
Perioden oo, so wird gs =— g5 = 0 und das Integral wird einfach:

=0y
2 dz 3 1

= v also 2 = —-

! V42 w?
= o
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