Bei beiden Gruppen von Funktionen ist das Element der Partial-
bruehzerlegung der Differentialquotient des Logarithmus des Linearfaktors:

1 d log (v — a) . dlog sin (1 — a)
: e cot (4 — @) = - -
dut )

U — a du

Dasselbe gilt fiir elliptische Funktionen:; auch hier bilden Faktoren-
nnd Partialbruchzerlegung das Fundament der ganzen Theorie.

Auch die am Sechluff von Nr. 3 genannten Siitze lassen sich auf
trigonometrische und elliptische Funktionen iibertragen; fiir erstere
lauten sie:

Sind f () und f, (@) rationale Funktionen von cot w», so besteht
zwischen diesen allgemeinen trigonometrischen Funktionen x — f (u),
Yy =Ji (u) mit derselben Periode s eine algebraische Gleichung:

DR s N=—x)]
die eine Unikursalkurve definiert.

Ferner: Kine triconometrische Funktion besitzt ein algebraisches
Additionstheorem; f (w -+ ») ist eine algebraische Funktion von f (w)
und f(v). Fir diesen Satz bilden die Formeln fiir sin (¢ 4+ 8), cos (e + 8),
te (e + 8), cotg (e + B) eine bekannte Bestiitigung.

Dritter Abschnitt.
Die elliptischen Funktionen.

1. Einleitende Siitze.!)

Unter einer elliptischen Funktion wverstehen wir eine doppelt-
periodische Funktion, die im Endlichen bis auf Pole regulir ist. Als
doppeltperiodische Funktion geniigt sie den Gleichungen:

Sl 20) =f (1),
Sl 20") =Ff(u),

die sich zusammenfassen lassen in:
S+ 2me + 2m'a’) = f (w),

wo m und m’ ganze positive oder negative Zahlen einschliefilich Null
bedeuten. w und ' sind zwei unabhiingige Perioden, d.l. Perioden,
zwischen denen keine lineare homogene Relation besteht. Dann mufl

) H. Burkhardt, Elliptische Funktionen, p. 32 ff. Leipzig, 1899.
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der Quotient — imaginiiv sein,') andernfalls reduziert sich die Funlktion
L

(]

auf eine einfache periodische Funktion oder eine Konstante. Die reelle
Periode sei 2w, die imaginire 2'. Die Derivierte einer elliptischen
Funktion ist wieder eine elliptische Funktion. Die beiden Perioden
lassen sich geometrisch veranschaulichen. Fixieren wir innerhalb der
komplexen Ebene einen Punkt wu,, so kionnen wir von ihm aus unter
einem spitzen Winkel zwei Strecken 2o, 2o’ gezogen denken. Dann
kimnen wir durch Parallele zu u,, 2w, 2w einen 4. Eckpunkt
w, + 2w + 2o’ konstruieren, die vier Punkte bilden die Eekpunkte des
fundamentalen ., Periodenparallelogramms®. Auf diese Weise fortfahrend
kann man jeden Punkt w, -+ 2me + 2m'ew’ konstruieren und die ganze
komplexe Ebene mit Parallelogrammen liickenlos itherdecken. Die Knoten-
punkte dieses Netzes von Periodenparallelogrammen sind die Punkte, die
die Griofen 2mo -+ 2m'e’ geometrisch darstellen. Zwel Punkte ver-
schiedener Periodenparallelogramme, die zusammenfallen, wenn man die
Parallelogramme durch Verschiebung zur Deckung bringt, heifien ,iqui-
valent* oder ,kongruent modulis Perioden®, geschrieben: wu, =
(modd 2w. 2@’). Zur Untersuchung der Funktion f (u) geniigt die Be-
trachtung des fundamentalen Periodenparallelogrammes, da sich in ilm
zu jedem Punkt der Ebhene ein fiquivalenter finden lifit. Dementsprechend
verstelien wir unter der Ordnungszahl einer doppeltperiodischen Funktion
die Anzahl der Pole, die sie im fundamentalen Periodenparallelogramm
hat, ein m-facher Pol ist dabei = m einfachen Polen zu rechnen.
Offenbar muf jede elliptische Fmnktion im fundamentalen Perioden-
parallelogramm mindestens einmal unendlich werden, da sie sich sonst
itberall reguliiv verhielte, also eine Konstante wire. Andrerseits muf}
die Anzahl der Pole im Periodenparallelogramm bhegrenzt., endlich sein,
da sonst im Widerspruch zur Definition an irgend einer Stelle ein wesent-
lich singuliiver Punkt wiire. Nun Lift sich leicht zeigen, dafl mindestens
zwei einfache Pole bezw. ein zweifacher Pol vorhanden sein mufi. Denn
bildet man [ f (x) de und integriert um das Periodenparallelogramm
a, & +2m, a-t 20, a4+ 20 + 20’ in positivem Sinne herum —.
wobeil der Punkt a so gewihlt ist, daf kein Pol auf die Begrenzung
fiillt —, so zerfillt [ f (u) dw in:

s+ 2w’ 0+ 2w+ 2w <0+ 2w (
S w) du S ) due + () du + J () du.
ea & a+ 2w & a+20w+20 ¥ a4 2w

B Zum Beweise vel. L. Kionigsberger, Vorlesungen iiber die Theorie der ellip-
tischen Funktionen I. Leipzig, 1874. p. 328 f Fir ecin eingehenderes Studinm der
elliptischen Funktionen sei auf dieses treffliche Werk hingewiesen.
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Hier ist das erste Integral entoesengesetzt gleich dem dritten,
das zweite entgegengesetzt gleich dem vierten f. [/ (u) du = 0. Da
nun nach einem Fundamentalsatz der Funktionentheorie das lings einer
geschlossenen Kurve genommene Integral einer komplexen Funktion
gleich 27zmal der Summe der Residuen aller im Innern dieser Kurve
gelegenen Pole ist, so folgt: Die Summe der Residuen einer elliptischen
Funktion in den siémtlichen Polen, die im Innern eines Parallelogrammes
mit den KEeken wu,, %, + 20, 1, -
gleich Null. Dementsprechend kann eine elliptische Funktion im Perioden-
parallelogramm keinen einfachen Pol haben; es miissen, damit diese Be-
dingung erfiillt werden kann, mindestens zwei einfache Pole oder ein zwei-
facher vorhanden sein. Is gibt keine elliptische Funktion erster Ordnung.

1 (u

20/, Uy + 20 + 20’ liegen, ist

Wenden wir den Residuensatz auf die elliptische Funktion * an, deren

Residuen gleich der Ordnungszahl (vgl. Abschn. 11, Nr, 1) von S () sind,
so muf fir f(u) die Summe der Ordnungszahlen im Periodenparallelogramm
gleich Null sein, d. h, jede elliptische Funktion hat im Perioden-
parallelogramm ebensoviele Nullpunkte wie Pole, oder jede elliptische
Funktion 7-Ordnung hat im Periodenparallelogramm grade s Nullpunkte.
Eine elliptische Funktion n-Ovdnung nimmt im Periodenparallelogramm
jeden vorgeschriebenen Wert nmal an. Die Siitze von der Summe der
Residuen sowie von der Anzahl der Pole und Nullstellen gelten bei
rationalen Funktionen fiir die ganze komplexe Ebene.

Wir kinnten uns nun die Aufeabe stellen, anf Grund dieser all-
gemeinen Sitze eine elliptische Funktion mit vorgeschriebenen Kigen-
schaften zu konstruieren; da aber der Zweck dieser Abhandlung lediglich
die Betonung der engen Beziehungen zwischen triconometrischen und
elliptischen Funktionen ist, so wollen wir einen andern Weg einschlagen,
der dem bel der Betrachtung der trigonometrischen Funktionen an-
gewandten Verfaliren entspricht. Hierbei miissen wir die vorstehend
genannten Sitze aus der Lehre der elliptischen Fumktionen, die fiir
unsere Zwecke ausreichen, als bekannt voranssetzen.

2. Die ¢-, {- und p-Funktion.
Die sinus-Funktion wurde (1) dargestellt durch das unendliche
Produkt: r{
r ko o
SIN o — ”'II (I = ];3”;::"
, m )

aus dem die Nullstellen ohne weiteres ersichtlich sind. Dementsprechend
bilden wir eine wie der sinus im Endlichen iiberall regulire Funktion,
deren Nullstellen an den Punkten 2me + 2m'w’ liegen sollen. Wir
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setzen 2mo |- 2m'w’ = w und erhalten so als Analogon zum sinus die
WeierstraBsche sigma-Funktion:

: 2 ’{" 2 _:‘_‘_‘.!_ { u.; .
(4) o (1) = ”II Iti _'”’._)e’*' 1

Dieses unendliche Produkt ist iber alle Werte m = 0, + 1,
+2 .cc...ctcoumd m' =0, +1, + 2, ......+ oo zu erstrecken, aufier

m—=—m' = 0. Die in der geschweiften Klammer vereinigten Grifien
diirfen nicht auseinander gerissen werden, zur Konvergenz ist hier ein
Exponentialfaktor 2. Grades notig. Die Nullstellen der o-Funktion liegen
in uw=0 und = w; tir endliche Werte von u sind keine Pole vorhanden.
Die g-Funktion ist wie der sinus ungerade, d. h.:
o(— u) = — o (1),

denn da m und m' alle Werte von — oo bis | oo durchlaunfen, so
kann man, ohne den Wert des Produktes zu iindern, in diesem Produkt

das Zeichen #éndern, man erhilt:
1w

e .”'. ) ! b :
o () = u I [ “1 B )e T

ersetzt man # durch — w und vergleicht mit (4), so folgt die Behanptung.

Der Formel lim ot — | entspricht lim el 1%
we=0 U w=0 I
Bei der Betrachtung der trigonometrischen Funktionen leiteten
wir durch logarithmische Differentiation ans dem sinus die cotangente
her; hier gewinnen wir so die dem cot entsprechende Weierstrafische
Zetafunktion:

P d log o () | P 1 |
5] : ’”.} — B Al i e e \‘ —I— i [
(o) &l e Fpo 2 Z w— w w il 2]

Die ¢-Funktion hat an den Stellen « = 0 und u = 2mn + 2m'e’
einfache Pole mit dem Residuum - 1. Entsprechend hat die Funktion
£ (i — a), wo @ eine Konstante ist, einfache Pole an den Stellen « = «a
md ¥ —=a - 2mew + 2m'e’. Wie cot ist £ als logarithmische Deri-
vierte einer ungraden Funktion ungrade.

Schlieflich gewinnen wir duorch nochmalige Differentiation und
Zeichenwechsel die Weierstrafische p-Funktion:

(6) Tt dt(w) 1 h Zr 1 7 _11
: [ 1l Ol j [(w — w)? W

p (w) entspricht der trigonometrischen Funktion ——— Die p-Funktion
5 (1

51~

ist grade, denn zn jeder Grofie w findet sich unter ilnen auch die
entgegengesetzte, und die zu zwei entgegengesetzten Werten von w




gehirenden Glieder vertauschen sich einfach, wenn man w dureh (0
ersetzt. Die p-Funktion hat einen doppelten Pol an den Stellen u = 0
und den kongruenten Punkten 2mm - 2m'w’, entsprechend hat die
Funktion p (u — a), wo a eine Konstante, die Punkte a und
@+ 2me -+ 2m’w’ als Doppelpole.

Wir stellen, num den Zusammenhang klar zu zeigen, die einander
entsprechenden Formeln nebeneinander:

: ! rf w\ = _ X'/ w\ Ep=
BN Ui— 'HII ‘l - ]em'; o (u) = NII ll — - 1{.’"' 3w,
\ W7t ATeS \ w
1 Z’ ol [t = 1 ZIs], 1 i
cot u ———+ [ -+ ] el et % 1 4= ‘\
U \U —mmx M/ : (2 \—w = w oW
i o
1__ 2 l.._J_ 1 : 3 (1) — 1 i f 1 A ]
] @ LT B ? - R l PP SR
SIn= us (e — M) u \(26 — ) i

d log sin u d log o (u)

CoL i — —— FE—
dut : aig-a el
1 deotw  d*log sinu s ag(w) =~ d*log o(u)
Sifitg AL S du* » P T di®

3. Periodizititsbetrachtungen.

YVon den soeben konstruierten Funktionen ist die p-Funktion
doppeltperiodisch; sie stellt die einfachste elliptische Funktion dar.
Zum Beweise betrachten wir die Differenz:

- | fi A
(1t 2a) — plu)= = et e ey 5
gl ) Lt 20—w)* (v—w)")

(u+ 2w)*

_E [ 1 1 )
T lu—2 (m—1) @ —2m'e']? (u—2me—2m'e’)?

Betrachten wir die letzte iiber alle Werte von m und m' zu er-
streckende Summe, so sehen wir, dafi die demselben Wert von m' ent-
sprechenden Terme sich paarweise aufheben, die Summe wird Null und es ist

p(w+ 2m)=p (u.

Ebenso ergibt sich die zweite imaginiire Periode:

p e+ 20")=0>p (.

ag (u)
du
E(+ 20)=¢C (uw) + 27,

L (w+ 20))= [ () + 20

Da nun p (u) = — so ergibt die Integration:
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Ersetzen wir u durch — @ bezw. w' und beachten, dali die
¢-Funktion ungrade ist, so ergeben sich fiir die Integrationskonstanten #, 5’
die Werte: =L (o),
-;rf'-—: Cla')

Integriert man von neuem und beachtet, daf

s o’ (u)
& i) = {'.”;]‘
so folgt: log ¢ (u 4+ 2w) = log o (u) + 29 u 1 log ¢

log o (v + 2w') = log ¢ (1) + 29'u -+ log ¢,

wo log ¢ und log ¢ wieder Integrationskonstante sind.
Die letzten Formeln lassen sich auch schreiben:

’ =} ot
o+ 20) = ce“"" ¢ (u),
Syl 5

o+ 2w') = ¢'e“T% o (w).

In der Theorie der elliptischen Funktionen sind neben den hier
verwandten Weierstrafischen Bezeichnungen aunch die von Jacobi ein-
gefithrten Funktionsbenennungen iiblich.

Fiir die ¢-Funktion setzt Jacobi die gleichfalls ungrade Funktion
Z (1) = € () — -+ u; auch sie spielt dieselbe Rolle wie — bei den ra-

i \ o (1A

tionalen, cot w bel den trigonometrischen Fnnktionen. Der hinzugefiigte

Lk y e S :
Ausdruck 7 u ist so oewihlt, dab Z (x) eine reelle Periode hat:

0
A [':ft L %) = Z (Er)_.
£y 2 3
dageoen: Zuw+ 2o')= Z (u) — —{-r‘rw' = -?"lruﬂ_ = Z (1) — — @.
; W : (i)

Es wird also auf die Symmetrie zugunsten der Periodizitit ver-
zichtet. Aus der Entstehung der Funktion ist ersichtlich, daf Z und ¢
dieselben polaren Unstetigkeiten und Hauptteile haben, also an den
Punkten » = 0 und den kongruenten einfache Pole mit den Residuen + 1.

Ferner ersetzt Jacobi die o-Funktion, deren logarithmische Deri-
vierte ¢ ist, durch die gleichfalls ungrade Funktion H (u), deren loga-
rithmische Derivierte Z ist, also:

H' (u)

"o iy =2 (W) g

— L .

o (i) e
Die Hetafunktion hat dieselben Nullstellen wie die o-Funktion,
sie geniigt den Periodizititsgleichungen:
H(n + 20) = — H (u),

— (U + w')

Hu-+20) = — e ¥ H (u).
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Wenn auch die betrachteten Funktionen £, Z, ¢, H keine elliptischen
Funktionen sind, so spielen sie doch in der Lehre von den elliptischen
Funktionen eine grofie Rolle. Wir branchen sie im folgenden, nm die
beiden filr unsere vergleichende Untersuchung wichtigsten Eigenschaften
der elliptischen Funktionen, Partialbruchzerlegung und Zerlegung in
Linearfaktoren, wirklich ausfithren zu konmen.

Vorher wollen wir die Degenerationsfiille der p-Funkfion betrachten,
die uns notwendigerweise auf trigonometrische und rationale Funktionen
zuriickfithren.

4. Degenerationsfiille.

Als Degenerationsfiille der p-Funktion kommen die Fille in Be-
tracht, in denen die eine oder beide Perioden <o wird.
Es sel o = oo,

In der zn betrachtenden Reihe:

(20) ] L : { 1 1°3
) = — E ]
P (s (2 — w)* W

wird ew iiberall da unendlich, wo o’ auftritt, wenn m’ von Null ver-
schieden ist. Alle diese Terme werden Null und p () rveduziert sich

die Funktion:

1 Z’ ' 1 1]
P i — '30\ = 1 |7 g 3 8|’
5§ {/ia L — 2mw)* 4 m* |

wo 3 {iber alle positiven und negativen ganzzahligen Werte von m aufier
Null zu erstrecken ist. Nun ist (vgl. S. 13) die Summe der konver-

; A5 T .
centen Reihe: % Ay darans folgt:
e (7]

: m’ ks, { 1
Pt 0l = o) = - e f e L % e
P 1% 120® | u® (1t — 2mwm)*
Nun fanden wir oben (3):

L Z 1
SNz st (z2 — mm)*

3 :
7T S T 1

aut

mithin ist:

{T] P o = o) =— DR = ’
s S / 12wm° 4g° ; owu
s

2w

Durch Integration und Zeichenwechsel finden wir:

5
e T Ha
— -+ cot .
12 = L Zw

B) —Jp@du=2¢u o =on)=

Da ¢ ungrade ist, fillt die Integrationskonstante weg. Integrieren
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-
wir noch einmal und gehen von den Logarithmen zu den Numeri iiber,
so folgt:

24 w? u* o TEU

ot o — coli— ce -8in =—
]

H

wo ¢ eine Integrationskonstante ist.

o e i) s 7T
Dg lim =~ —"F, 80 186 ¢ —— =1 al30;
u=o g 2w i
g .”2
- 8in

2m ; o4 w?
T 2

1 U
O ol —

Die Formeln (7), (8) nnd (9) zeigen: Die p-, - und g-Funktionen
gehen in trigonometrische Funktionen iiber, wenn eine Periode oo wird.

Lassen wir schliefilich anch die andere Periode co werden, so
reduziert sich die Reihe fiir p (w) anf ein Glied:

p (U, o= ml = o) — ud,

. ? s | | p
Hieraus folgt: & (w4, 0w = 0w’ = 0)=— und o (1, 0 = o’ = ®) =u,
z i

d. . wir gelangen zu einfachen rationalen Funktionen.
Damit ist aunfs neue der enge Zusammenhang zwischen rationalen,
trizonometrischen und elliptischen Funktionen bestitigt.

Vierter Abschnitt.
Die Partialbruchzerlegung und Reihenentwicklung der
elliptischen' Funktionen.

1. Zerlegung der {-Funktion.
= =

Es sei f(u) eine doppeltperiodische Funktion mit den im funda-

mentalen Periodenparallelogramm gelegenen Polen ay, dy------ay'). Zum
Punkte a; gehire der Hauptteil:
(i) ()
(Hi: (s
04 Ln-q.,-]-_..-- A= T .--.....,—!—
4 g W— a; (U — a;)” |

Die Funktion £ (2¢) wird im Punkte «==0 unendlich wie - ihre (g—1).
B : ; g o (— IR R (. — 1)
Derivierte wird nnendlich wie die Funktion \ : i 0 .

) Vgl Durdge-Maurer, Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen
verinderlichen Grofie. Leipzig, 1906. p. 215 f.
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