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Erster Abschnitt.
Zur Einfiihrung.

1. Beispiele tiir elliptische Integrale.

Die Lemniskate hat die Eigenschaft, daf die KEntfernungen jedes
Kurvenpunktes von zwei festen Punkten, deren Abstand 2a ist, das
konstante Produkt a® betrigt; ihrve Gleichung in den Polarkoordinaten
¢, w hat die Form

2

o = 2a* cos 2.

Die Differentiation ergibt

do s
- e Ly .) Iy
0 - 2% 81n 2y,
fﬁe_f.ﬂ
do*
L Lt =y = da
¢ ' |’J?|u‘.lE
T

Nun ist das Bogendifterential ds* — do* + o%dyp?, also

S e Wy do
ds =1/ dg® + o*dy? _‘ do® + ¢° it A VL-rf‘gi
_ I 12 - dy
ds — 2a° o LS 1 df'r)"
do V cos 2w
o .
T H’.r}{.l

r . . a ] . = 3 e
Durch die Substitntion sin i = sin ¢, cos w =11 — ] sin®g
s i /

Vs
wird de
3= 2 ===
)1 —1 sinp
Wiihlen wir die Strecke @ zur Liingeneinheit, so liefert die Integra-
tion fiir die Léinge des bei =0 beginnenden Lemniskatenbogens den Wert:
i} i

1 8§ = l m—
(1 Jo V1 —1sin® ¢




Die Differentialgleichung fiir die Bewegung des mathematischen
Pendels, d. h. eines unter der Einwirkung der Schwere stehenden mate-
riellen Punktes, der gezwungen ist, sich auf einem Kreise zu bewegen,
lantet:

oy e 7l
gt = — 7 Sny.

Hier bedentet ! die Pendellinge, w die Abweichung des Pendels
von der Vertikalen zur Zeit ¢, g die Gravitationskonstante.

5 G ; iy ; S :
Nach Multiplikation mit 2 r(;;l ergibt die Integration:

[N 2 s L
[.,.:‘.H-] = cos 1 C.

Sl o ! ; s ;
Fiir If‘ — 0 erhiilt y einen Grenzwert «, dann ist die Integrations-
oL :
konstante :
y—_ L COS o,

[

(dy\® _ 2g )
' L = -g |\t"-l-Ji-"'\ FI-_” — GOS8 o),

\df {

df — ‘J dLesst 526y =
29 Veos y— cos

= !
; ‘ I (% du :
L ) o Vcos i — COS @

Der Aunsdruck 1/ eos ) cos @ geht durch die Substitution
sind yw=gsin asing
in die Form ¥/ 2 sin } a cos ¢ iiber, so ergibt sich
dy 5 1 2 dip

T e e T
Veosy —cose V1 —sin®fesin’g
Aus der Integration folgt dann:

il dep ,
L 5 wo k=sin} e < 1.

(9 t— (O .
(._) 0 -l/_] — k® sin? WP

In den beiden vorstehenden Beispielen werden wir auf das Integral
P diy i : . : :
e ——— gefithrt; wir stellen es an die Spitze unserer Unter-
0 V1 — & sin® 7
suchungen und geben ihm die Form

‘J”"ﬁ dg
L
indem wir fiir den Nemnner das Legendresche Symbol A einfithren. Da
die Rektifikation der Ellipse auf ein dhnliches Integral fithrt, so bezeichnete
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Legendre dasselbe als elliptische Funktion; hente nenmen wir solche
Integrale elliptische Integrale. Der Name elliptisch ist beibehalten, er
ist rein konventioneller Art; die ,Ellipse” ist weder geometfrisch noch
analytiseh fiir ,elliptische Funktionen und Integrale charakteristisch.

2. Definition der elliptischen Infegrale.
Das vorstehende Integral kann ersetzt werden durch die sogenannte
Normalform des elliptischen Integrals 1. Gattung:
T da
n——.] e e
J o V(1 —2 (1 — kb
mit dem es durch die Substitution

& = sin e
verbunden ist.

Jacobi und Abel, die beiden genialen Schipfer der Theorie der
elliptischen Funktionen, nehmen dies Integral zum Ausgangspunkt. Die
analytisch ausschlaggebende Eigenschaft dieses Integrals besteht darin,
daf der Wurzelradikand vom 4. Grade ist. HEs zeigfe sich niimlich bald
nach Entdeckung der Integralrechnung, daf die von allen Seiten be-
arbeitete Aufgabe, vorgegebene Integrale auszuwerten, d. h. auf bekannte
Funktionen zuriickzufithren, zwar fiir rationale algebraische Ausdriicke
gelang, und daf man auch irrationale Quadratwurzeln ans Ausdriicken
[. und 2. Grades durch Integration aunf algebraische, cyklomefrische und
logarithmische Funktionen zuriickfithren konnte, daf aber die ange-
wandten Methoden versagten, wenn die Grofien unter dem Wurzelzeichen
den 2. Grad iiberstiecen. Man wurde also auf neue Funktiowen gefiihrt.

Elliptische Integrale sind die Infegrale solcher algebraischer
irrationaler Funktionen, die eine Quadratwurzel aus einem Ausdruck
3. oder 4. Grades enthalten. Da der erste Fall ein Spezialfall des
zweiten ist, so lautet die alleemeinste Form eines elliptischen Integrals:

. ,,)‘.{.;I.‘_. YV Aaxt =t Bax

wo J eine algebraische, rationale Funktion ist.

(',‘;U” L Dz -+ ) dz,

Legendre zeigte, dafi°man jedes elliptische Integral auf eine oder
mehrere von drei bestimmten einfachen Formen reduzieren kann, von
denen wir das Integral der ersten Gattung bereits kennen:

'J K dax I i dp
M= e = a_ g S T ] -'. @ =
0 J/Ll — ") (Il — ff‘".t*_} Jo V1 —Esgin*e

Man nennt %k den Modul, ¢ die Amplitude des elliptischen Integra-
les % und setzt w — F (¢, k). Wir betrachten zunichst die Degene-




rationsfille, in denen der Modul %, der stets, wie Legendre bewies, ein
echter Bruch ist, die Grenzwerte (0 und 1 annimmt:

g fEa? X
=1 T — J e — — are sin
s 0
dx 1+ =z
=1l Uy = — 4 log s
- Shegal x

Die vorstehenden Spezialwerte geben uns einen Fingerzeig fiir den
analytischen Charakter der elliptischen Integrale, diese miissen Ver-
allcemeinerungen der eyklometrischen mnd logarithmischen Funktionen
sein. Nun wissen wir aber, dafi in der gesamten Analysis die Um-
kehrungen dieser Funktionen, die trigonometrischen und Exponential-
funktionen, bei weitem wichtiger sind; daher werden auch die Um-
kehrungen der elliptischen Integrale, die trigonometrische und Exponential-
funktionen als Spezialfiille umfassen, unser Interesse in erster Linie in
Anspraoeh nehmen.

Auch die Physik fithrt zu dieser Art der Fragestellung. Bei unserer
eingangs behandelten Pendelaufgabe erhielten wir sehliefillich, wie bel
allen derarticen Aunfgaben aus der Mechanik, fiir die Zeit ein Integral,
das die Ortskoordinaten des sich bewegenden Punktes enthiilt, wihrend
uns doch in praktischen Fillen die Ortskoordinaten als Funktion der Zeit
weit mehr interessieren.

Die Umkelrungen elliptischer Integrale heifen elliptische Funk-
tionen; zwischen elliptischen Funktionen und elliptischen Integralen muf
ein dlmlicher Zusammenhang bestehen wie zwischen trigonometrischen
bezw. Exponentialfunktionen einerseits und cyklometrischen bezw. loga-
rithmischen Funktionen andrerseits. Wir wollen dies im folgenden niher
ausfithren; dabei miissen wir gemifl dem Titel dieser Abhandlung stefs
den Zusammenhang zwischen trigonometrischen und elliptischen Funk-
tionen im Auge behalten und aus den Analogieen in das Wesen der
letzteren einzudringen suchen. '

3. Definition der elliptischen Funktionen.’)

Logarithmen und cyklometrische Funktionen sind Integrale al-
gebraischer Funktionen, z. B.:

T da "x da ;
it = I —Hlog ol s —J ——— — are sin .
L ¥ [}

z o VI — o

Letrachten wir die obere Grenze als variabel und die untere so
cewiihlt, dafi die Integrationskonstante gleich Null ist, o sind vorstehende

1]

) Vel H. Durége: Theorie der elliptischen Funktionen. 4. Aufl. Leipzig, 1887, p. 31t




Integrale und damit auch die durch sie dargestellten Funktionen Funk-
tionen ihrer oberen Grenze. Betrachten wir umgekehrt die obere Grenze
als Funktion des Inteerals, so werden wir auf Exponentialfunktionen
und trigonometrische Funktionen gefithrt:
uy — log @, folglich = e*

und ebenso; we — are sin z, folglich 2 = sin 4,
also mufl die obere Grenze, als Funktion des Integrals betrachtet, eine
trigonometrische oder Exponentialfunktion sein.

Wenden wir nach Abel dieselbe Betrachtung anf das elliptische

Integral il dop e o
Bt W= - |fa — = F L, k)
o V1 —k¥sin® ¢
an, so haben wir die Amplitude ¢ als Funkfion von % anzusehen, wir
schreiben daher die neue Funktion ¢ = am (%, k) — am w. Gehen wir

nun auf das Integral zuriick

j’x dx
Jo V(I —a) (1 — e

bei dem man immer bewirken kann, dafi die obere Grenze des Integrals
die Werte — 1 und - 1 nicht iiberschreitet (Legendre), so kann man,
wie wir schon sahen, die Variable & einem Sinus gleichsetzen:
& == sin ¢ = sin am .

x ist eine elliptische Funktion, elliptische Funktionen sind trigono-
metrische Funktionen von Amplitude 2, u ist das Argument. Offenbar
kann man noch andere elliptische Funktionen einfithren; wir betrachten
im folgenden & == sin am %, # = cos am % und eine neune dem Cosinus
verwandte Funktion x — 4 am u (sprich: delta amplitude ), wo
4 =V1—ksin®¢, so daB wir folgende drei elliptischen Stamm-
funktionen haben:

2 — s§in ¢ = §in am w
(3) V1 — a® = cos ¢ = cos am u
VIl —Ert= 49p= Aamu.

Neben dem Modul % fithren wir den mit ihm durch die Gleichung
i2 - ' =1 verbundenen ,komplementéiren®* Modul & ein. Dann erhalten
wir sofort die der frigonometrischen Gleichung: sin® ¢ 4 cos® g =1
entsprechenden Beziehungen:

Ao L EEsinteg =1, 4o — K cos®qp=FK"
Fiir ¢ = 0 werden cos ¢ und 4 ¢ = 1, fiir ¢ = ﬂ wird cos ¢ = 0,
A4 ¢ = k'. Ferner lassen sich sofort folgende Beziehungen finden:
am0 =0, am(— %) = — am u. Fir g = r: setzen wir nach Jaecobi:

-
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Diese nur vom Modul % (k') abhiingige Grofe K (K'), deren Grifie

sich fiir jeden Wert von k (k) berechnen lifit, nennen wir nach Durége
das vollstindige elliptische Integral; es ist nach der Definition:

=1 e X i 3

am (K, &) = am (K', k') = 5

Der Ubergang zu den elliptischen Funktionen liefert die Formeln:

sin am 0 = 0, sin am (— %)= —¢inamu, sin am K = sin am K’ =1,
cos am 0 = 1, cos am (— w) = cos am %, cos am K = cos am K’ = 0,
Adam 0 =1 Adam(—u)= AJamu, JamK=F, JamK' =F.

@ dy , dy am
Aus u = [P 1y £ o0 — Aq; L — 4 am u
Jo, 49 du du

und den bekamnten Differentiationsgesetzen ergibt sich:
d sin am w

— — CO0S am ¥ o am u
d -

: d cos am v ;
(4) S — —gsinam% 4 amu

et
d 4 am w

—  — — [k®sin am @ cos am ,
du

d. h. die Differentialquotienten elliptischer Funktionen sind wieder
elliptische Funktionen.

4. Degenerationsfiille.

Da die elliptischen Integrale fiir £ = 1 und k& = 0 in Logarithmen
und cyklometrischen Funktionen iibergehen, o miissen auch die elliptischen
Funktionen fir diese Spezialwerte des Moduls in trigonometrische und
Exponentialfunktionen ausarten:
it ; sin am (#, 0) = sin w

U= rﬁ dy = ¢; ¢ = am (w, 0) = u; f. cos am (u, 0) = cos u
7 A am (u, 0) = 1.

k= 1. J'-r]:- {‘?q—.. l--'?f' dax
U — —_— e
i COEr i =

Die Integration geschieht mit Hilfe der Formel:

J dz ety Tt 2 + Bx L

ol — gz Daf i a—Rr
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S e ; : : :
u =1 log P -+ C. Die Integrationskonstante ist 0, da die untere
. —_ ?

Grenze und log 1 = 0O sind, f.

1 _{_ T eﬂer- el e p—u
23U — il i i o -
G [ g :1"-'. i r,'_lu Ir_ | [3" L : B n?
s Pt : ) ett— p— ¥
(L!:‘\U. S oam (., 1) = = =3
g [y = T

und hieraus ergibt sich:
0

cos am (U, 1) = A am (u, 1) = T
Damit ist unsere Behauptung erwiesen.

Wollen wir auch fiir den Modul 1 die elliptischen Funktionen in
trigonometrische iiberfilhren, so werden wir auf elliptische Funktionen
mit imaginiren Argumenten gefithrt. Hier liegen die Verhiiltnisse anders
als bei trigonometrischen Funktionen; diese gehen fiiv imaginiire Argu-
mente ineinander iiber.

Nehmen wir in P de

'[u Adq
¢ imagindr an und setzen
8D @ — 2 12 Y,

so ist
_ 1 11— %2 sin® W A (., kD) . duw
COS g — —— Ay — g — =T 1 dp =2 i
COS COS 1/ Cos COs i
also: £ deg .Y dy .
J L l o
Sty Jy A )
Y = am (w, k'); ¢ = am (7).

Fiihren wir diese Werte in die Ausdriicke fiir sin ¢, cos ¢, ¢ ein,

o lor : . . . . %

so folgt sin am 4 — i tg am (u, k)

: 1

¢os am i — e

(5) cos am (w, k')
' ; A4 am (uw, k')
A am 2 L
cos am (u, k')

d. h. die elliptischen Funktionen fiir imaginire Argumente verwandeln

sich in elliptische Funktionen mit dem komplementiren Modul.

Setzen wir in (5) &' = 1, so gehen, da dann k= 0, die Ampli-

tuden in ihre Argumente iiber und es ergibt sich:

sin am (v, 1) = 7 tg w
|
(6) cos am (v, 1) = .
. COS W
1

gam (v, 1) = -
T / COS v




Die Formeln (6) bilden das gesuchte Resultat: die Degeneration
der elliptischen Funktionen in trigonometrische Funktionen fir &k = 1.

5. Die Periodizitiit der elliptischen Funktionen.

Aus der Elementarmathematik ist bekannt, daf die trigonometrischen
Funktionen die reelle Periode 2 m, die Exponentialfunktionen die ima-
oindre Periode 2m¢ besitzen. Da beide Klassen von Funktionen als
Spezialfiille in den elliptischen Funktionen enthalten sind, so ditrfen wir
von vornherein vermuten, dal elliptische Funktionen zwei Perioden, eine
reelle und eine imaginire, haben,

Zum Beweise gehen wir aus von unserm Integral:

A dq
J'ﬂ d (g, k)

. ; e . . ¥
das immer den Wert K hat, sobald man es zwischen zwei wm 5 yon-

einander entfernten Grenzen nimmt. Denn bezeichnen wir mit 2 eine
beliebige positive oder negative ganze Zahl, so hat ein derartiges

Integral die Form: N il
" de " dp
. oder £
A8 J e
2n—1
—7% N 7T
Setzen wir in dem ersten Integral nw — ¢ = ¢y, so erhiilt dies

die Form: s Sk
o J dyy ._J 2dp _ g
o mdyy R o Ay i

setzen wir in dem zweiten Integral ¢, = ¢ — nm, so erhalten wir eben-

falls }—(. da Zn =7
5 9 7T L
J de — J ; EI‘]’"? —
J de J o A9z
N

Weil nun in dem Schema:

-5 s ~TT ..“: N (e
J de l 2dyp | 'J dy |J .’ﬂ'.:lr Wl ATl ‘ 'J de ©
T 5 Ay J rdp Ap : ) de o
g 2 v (mn—1)~
jedes Glied der rechten Seite dem Wert K hat, so ist
- - T ;
de ~ 250 =
ch rnl  —n-K,
. ‘ ¢ J 5 ./fqﬂ
)
und daher .’”}FF:" ¥ ¢ g
tlep : i
% —9mn.-K+ S —9n K+ u.

de iJ Aq

=y e
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Gehen wir zu den Amplituden iiber, so ist:

nm + ¢ = am (2nK + w) = nax + am w = 2n am K + am w,
am (@ + 2nK) — am w + .
Da nun sin (am w + 27) = sin am % und
am @ + 27 — am (u + 4K),

S0 ist sin am (u + 4K) = sin am .

Die hier fortgesetzt auftretende Grofie K entspricht genan der
T . =Ly ; . i = : : 7

Ziahl S der Trigonometrie; gehen die elliptischen Funktionen in tri-
i T

gonometrische iber (k= 0), so wird K = 5

Durch dieselben Betrachtungen wie beim Sinus kimnen wir auch
die Periodizitiit von cos am % und . am u nachweisen; da

sin (¢ + ) = — sin ¢,
s0 ist sin am (1 + 2K) = — sin am u,

und wir gelangen so zu den Formeln:

gin am (w + 4K) — &in am
(1) cos am (w + 4K) = cos am %
Aam (u+ 4K) = A4 am w.

Auns () und (7) liBt sich leicht die imaginire Periode herleiten:
Tn (5) tritt rechter Hand nur der Modul %’ auf, hier bleibt alles un-
veriindert, wenn wir % durch » + 4K’ ersetzen. Fithren wir dann statt it
w ein, so folgt:

sin am (@ + 4¢K") = sin am w

¥ T ]
(5) cos am (w + 42K') — cos am w
Aam (w + HK') = 4 amu.

(7) und (8) lassen sich vereinigen zu:

sin am (w + 4K + 4iK’) — sin am @
(9) cos am (w + 4K + 44K') = cos am «
dam (u + 4K + 4K') = A amu.

Die elliptischen Funktionen besitzen also eine reelle und eine
imaginiire Periode.

Die hier abgeleiteten Formeln lassen sich noch in der mannig-
faltigsten Weise umwandeln und spezialisieren.




6. Das Additionstheorem fiir trigonometrische und elliptische
Funktionen.

I. Um das Additionstheorem fiir sin (v - #) abzuleiten, gehen wir
aus von der ,cyklometrischen“ Differentialeleichung:

(10) _ dx _ dy

— - — =0
V1 — & { V2] iy

Integrieren wir gliedweise und nehmen wir eine willkiirliche Kon-
stante € so, dafi die unteren Grenzen der beiden Integrale Null sind,

g0 erhilt man: i

] L "'?" LB
i n'L/"...g_e'-’ - "L/_I-_'.Uﬁ

Nehmen wir ferner an,- dafi dem Werte # = 0 5 = ¢ entspricht,
S0 ist

d. h @

% dx A i€ da
A o T e
Jo /11— 0 Vil == A e

Wir integrieren (10) nach dem von Sturm?') angegebenen Verfahren:

V1—9Pde + V1—a®dy=0.
' Ve v dx + ] V1 — a2 dy = .

Addieren wir nun die beiden durch partielle Integration getundenen
Formeln :

' 11 Sytidyi— Vo= Y+ .J '[/] = ;

l VA ] dy =y 1‘/"! R J'__; r”} fr"i 5
so folgt unter Beriicksichtigung von (10):
xl/1 v+ylV1l—a=C.
Um die oben eingefithrte Konstante ¢ zu erhalten, setzen wir

=0, y = ¢; dann ist €' = ¢ und wir erhalten als Integral der Diffe-
rentialgleichung (10):

{12} z /1 — ylity V 2 — .

Gelien wir nun von den Integralen zu den inversen Funktionen
itber, so folgt aus

') Schlémilehs Zeitsehrift fiir Mathematik. Bd. 1, p. 372,




o
dex x
: — g=sinw, V1 —z*=cosu

“'I/I- a?

'y {,}y E —
e — ==, Yy = S v, V1 — 3y =cosw.
JUVI — ,

Je
a 4

W
=l . g de e
(11) ergibt den Wert J 74 — — % |- v, also ¢ = sin (¥ - v)
= I —
[t}

Substituieren wir diese Werte in (12), so erhalten wir schliefilich
das Additionstheorem in der aus den Hlementen der Trigonometrie be-
kannten Form:

sin (1 -+ ¥) = sin ¥ cos ¥ 4 cos u sin v,

II. Bei der Ableitung des Additionstheorems fiir trigonometrische
Funktionen gingen wir aus von einer Differentialgleichung, der die arcus-
sinusfunktion geniigt. Wollen wir ebenso eine analoge Formel fiir
elliptische Funktionen herleiten, so haben wir auszngehen von der
Jelliptischen® Differentialgleichung. Thr geniigen die von uns in der
Normalform angenommenen elliptischen Integrale, sie lautet also:

{13} - da : dy My

// I-.] it .'_.b'-"'] l] f.:.?:fl ! !rf’ﬁ{ l.-— :fp'!.] (1 -'".l"li:j,rﬂ,l

Die Behandlung geschieht genau in derselben Weise wie oben.
Man erhiilt durch gliedweise Integration und Einfiihrung der Konstanten e:

(A W

dax : I.U dy ; de
J V=) (1) J VA= (—E J J(1—e) (1—k*c?)

Anch die Sturmsche Integrationsmethode von (13) ist der obigen
entsprechend, Man schafft die Nenner weg, integriert gliedweise, formt
jedes Glied dureh teilweise Integration nm, vereinfacht mit Hilfe der
Ausgangsdifterentialgleichung und fithrt fiiv die sich ergebende Kon-
stante €' ¢ ein, indem man z =0, y=c setzt. Dann erhiilt die gesuchte
'l|1teg'l*illg'h,ziu]mn_:r die Form:

2V 10— (1 By + gV — 2 (1 — K2
{ 1 ‘l‘) ™ — ; ] e T :
g 1 — I*x%y®

[l Wir setzen: _
{ ; & — Sin am
| dx

J . Vi — 2 1 — k*

V1—a— cos amu
1 o — A am w,

% = sin am v

Y 7 :

J 7 _It Y — V1—y*=cosamv
u ( e i2012) :

9o, 17T y?) (1 Y Vil —k% = 4amw.




i =

L
de

Dann ist e
JU Vil — ¢ (1 — k')

Substituieren wir diese Werte in (14), so erhalten wir das gesuchte
Additionstheorem:

— =) ¢ = sin am (¥ 4 v).

Sin am @ cos ame 4 am - sin am v cos am i o am ¢

sin am (¥ -+ v) = b s :
' 1 — %° sin® am w sin® am v

Die beiden unter I. und II. dieser Nummer durchgefithrten Ab-
leitungen lassen die Analogieen zwischen trigonometrischen und elliptischen
Funktionen besonders klar und durchsichtig hervortreten: der Ubergang
von IT. zu 1. findet, wie es sein mub, fir &k = 0 statt.

7. Das Additionstheorem fiir elliptische Integrale.

Wir hatten einleitend die elliptischen Funktionen als trigono-
metrische Funktionen der oberen Grenzen der elliptischen Integrale
definiert. Aus dem Additionstheorem konnen wir daher a priori schliefen,
dafi die Summe zweier elliptischer Integrale # (¢) und F () einem
dritten Integral F' (o) gleich isf, wobei zwischen den trigonometrischen
Funktionen der drei Amplituden ¢, @ und o eine algebraische Relation
besteht. Zum Beweise teilen wir die elegante Methode Lagranges mit,
sie filhrt uns gleich znm letzten in diesem einleitenden Kapitel zu be-
handelnden Punkt, dem interessanten Zusammenhang zwischen elliptischen
Funktionen und sphirischer Trigonometrie.

Wir gehen aus von der Differentialgleichung:
i dip e _(E_[{

do
: — T TF = = =
l,/l - 1'2 :'1iI.'I2 g -L’/ | ;{2 s1mn- !r” A‘P fdj

Lagrange fiihrt eine neue Variable ¢ ein:
{frp o
— = [/ 1 — k* sin® q.
[if% ) : 4
Dann ist: dy  dw  dyg

P G T P
= - I et —— 1 — k= sin® .
dt dyp  dt v Sl

H it e n s

etzen wir: e
Psmi=4,
so ergibt die Addition, bezw. Subtraktion:

dp

= A {i i dg - AU
o 49 A, —p = Ay T+ Y.



Hieraus folgt:
dp dgq

; e . p—a)
PR |

o, a e 22 (gin 2y — sin? . 2 | ain? —gin®
(Aqp) () ke (SIN"p—SIn“y) ( 11 B m B)
— — k® sin p sin ¢.

Fir die zweiten Differentialquotienten ergibt die Rechnung:

{E'_’.
d-;:)- = — k*sinp €08 ¢,
2
:Ug - — k® cos p sin g,
mithin ist d?p dg d*q dp
: 108 COS P
acg O34 o ar 08 P e
Th) i TR et s T I e ()
dt di
Diese Gleichungen sind integrabel:
dp ; dp ;
log {‘,‘i = log sin g | C, “,_‘; — ¢ Sin g,
X rrfr; i i o Ezr]' = .
log ST log sinp | C', T B sin p,

wo e und g die Numeri der logarithmischen Integrationskonstanten ¢
und € hedeuten.
o Sin g :;;’f = g sin p :?:
Jetzt kimnen wir wieder integrieren, wobei der Parameter ¢ heraunsfiillt:
— @ COS ¢ — — B COS P + y
(15) A cos (¢ - ) e cos (p — ) =y

ist also die Integralgleichung von:
g di
5% (I, {11]]
deren gliedweise Integration die Gleichung:
[
l-w r;'lf":- | alf :‘.!r-tI!F =S
1 b i I o e T
liefert. ” N
Da ¢ und ¢ Funktionen von einander sind, so entspricht dem

T

Werte ¢ = 0 ein bestimmter Wert i, den wir § nennen.

; 2 TP ! :
Dann ist C - I 73 und es ist in der Legendreschen Bezeichnung:
- o i

F(p) + F () = F(9).

o

Realschule in Hamm. 1908,
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Die drei Konstanten «, 8, y bestimmen sich wie folgt:
Setzen wir ¢ = 0, ¥ = 4, so liefert (15):
a) (B— a)cosd=—y.
Ferner gehen die Werte fir 4¢ 4+ 4 und Ay — Ay iiber m:
b) 1 — A48 = a sin (— 0),
¢) 14+ 406 = B sin d.
Aus a), b) und ¢) folgen:
1 — A6 1 4+ 48 2 cos d
" sin =3 eomnd o T e
Fithren wir die fiir die Konstanten gefundenen Werte in (15)
ein, so ist
(1 + 46) cos (¢ + ) + (1 — 405) cos (g — ) = 2 cos d,
o —y]) =2 cos 4,

cos (g ) + cos (p—) ++ 48 (cos [¢ 4 | — cos

also: (16) ©os ¢ cos ¥ — sin ¢ Sin Y 4d = cos d.

Damit ist das Additionstheorem fiir elliptische Integrale hergeleitet,
die Relation (16) gilt zwischen den oberen Grenzen der elliptischen
Integrale F'(q), F (1) und #(d), wenn zwischen diesen die Gleichung gilt:

d I,!;la
NI —Esintg  J ViI—i#sin®y I V1 — 12 sin® &

1]

J | le!- E *-‘r" rfa\ljn

Der Ubergang zn den elliptischen Funktionen liefert das Additions-
theorem fiir cos am (@ 4 »), denn aus:
F(g)=u, ¢ =amu, F'(y)=wv, Y =amup; F(o)=u-+v, c=am(u+2)
folgt durch (16):
o8 am (w - ¥) = cos am % cos am © sin am % sin am v o am (% - v).
Die Analogie mit der entsprechenden Formel der Trigonomefrie
cos (w -} v) wird wieder zur Identitiit, wenn wir den Modul k=0 setzen.

8. Uber den Zusammenhang der elliptischen Funkfionen
mit der sphiirischen Trigonometrie.

Bereits Lagrange bemerkte die auffallende Ahnlichkeit der oben
hergeleiteten Formel :
" (17) cos ¢ — cos @ ¢os b — sin a sin b Ao, (F[a] + F[b] = Flq])
hezw.,
(18) cos @ = cos a cos b -+ sin a sin b 46, (F[a] b =F

(0]

e
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mit der Fundamentalformel der sphirischen Trigonometrie:
(“)} €08 ¢ = coS a ¢os b - sin @ sin b cos C,
in der a, b, ¢ die Seiten, 4, B, € die Winkel bedeuten.
Die Analogie geht in Identitéit iiber, wenn man ¢= @ und das
konstante Verhiltnis:
ginAS e R B sing (e
sin @ sin b sing
sefzt. Dann ist
g0S =y S COa R et ) R COSIC == 0

d. h. bel spitzem Winkel ¢ wird ¢ = @, cos ' = 46, (19) und (18)
sind identisch; bei stumpfem Winkel € setzt man ¢ — o, cos 0 — — do;

Formel (19) geht in (17) tiber. Nach den Betrachtungen in Nr. 7 wird
fiir @ = am w, ) — am
6 = am (u — v), o= am (u + v).
Hieraus folet der Satz:

Konstroiert man ein sphiivisches Dreieck mit den Seiten am w
und am v, welehe einen spitzen Winkel einschliefien, so ist die diesem
Winkel gegeniiberliegende Seite = am (w — v); sie ist = am (v 4 ),
wenn der eingeschlossene Winkel stumpf ist.

Nun wissen wir, dali wir unsere Betrachiungen iiber elliptische

[ntegrale und Funktionen unter der Voraussetzung k = 1 gemacht
haben, Welches ist nun die Bedingung dafiie, dali in einem sphérischien
Dreieck k& = 1 ist? Durége gibt hierfiir eine geometrische Bedingung,

wir leiten nach Kleiber!) eine arvithmetische Bedingungsrelation her,

Nach einer bekannten trigomometrischen Formel ist

COS @ = — C0S 8 cos y + sin 2 sin y cos a,
also: COS ¢ - oS 8 cos y
COS @ — : - A i
sin 8 sin y
sin® sin® 8 sin® y — (cos @ -+ cos 8 cos y)?
sin® ¢ Sin® ¢ sin® g sin®

sin*a 2 cos e c0s B o8 y -+ cos*B cos®y sin*e -+ cos’e (cos*g - cosy)

sin®e sin e sin® g sin®y
Hieraus folgt:
sin® «

Halls cos e cos g cosy = 0, so ist 1 — ——; 0, 2=1.
i sin® « )

Y Ableitung eines Systems von Formeln fie die elliptischen Funktionen und
ihr Zusammenhang mit der sphiirischen Trigonometrie, Konigsberg 1880/81. Programm
des Stadfeymnasinms.
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Wenn also eine grade Anzahl der Grofien cos «, cos 8, cos y
negativ ist, so mub %* = 1 sein. KEs kann also nur in zwei Fillen der
Modul = 1 sein, ndémlich:

. wenn ein Winkel stumpf und die beiden andern spitz sind,
2. wenn alle drei Winkel stumpf sind.!)

Ubrigens kann man, wenn ein sphiirisches Dreieck mit einem
Modul = 1 vorliegt, dieses ersetzen durch das Polardreieck, das in diesem
Falle, wie sich leicht beweisen lift, stets einen Modul = 1 hat.

Mit Hilfe des hergeleiteten Satzes iiber die Konstruktion sphiirischer
Dreiecke lassen sich die Amplituden von Summe und Differenz von
Argnmenten sowie von Vielfachen derselben konstruieren. Auch lassen
sich infolge des engen Zusammenhanges zwischen elliptischen Funktionen
und sphiirischer Trigonometrie Formeln der einen Disziplin aus den ent-
sprechenden der andern herleiten, ja auch neue Beziehungen finden;
wir verweisen hierfilr anf Durége, Abschnitt VII, und begniigen uns
an dieser Stelle, um zum Abschluf zu gelangen, damit, das wichtige
Additionstheorem der elliptischen Funktionen aus der sphiirischen Trigono-
metrie herzuleiten.

Unter der Voraussetzung, dafi der Modul & = :1;:] fC konstant und
< C stumpf ist, differentiieren wir die Grundformel der sphirischen

Trigonometrie: : £ :
cos ¢ — c0s @cos b 4 sin a sin b cos C

vollstindig nach « und b und erhalten:
0= (—sinacosb +} cosasinb cos C) da - (— cosasinb + sina cosb cos C) db.
Die erste Klammer hat den Wert:
sin ¢ cos B,
die zwelte Klammer ist: — sin ¢ cos 4,
folelich : = sin ¢ cos B da — sin ¢ cos A db.

) Kleiber untersucht diese Frage niher und leitet (a. a. 0. p. 30) folgende Regel
fiir die Ubertragunge von Formeln aus der Theorie der elliptischen  Funktionen auf
sphiirische Trigonometrie her: Wenn man eine Formel fir elliptische Funktionen hat,
in der die Fonktionen sin am 2, sin am 2, sin am (@ — @), cos am #, cos am ¥, cos am (u — v},
damu, 4am e, 4am (u—v) vorkommen, so kann man dieselbe in ein Formel fiir ein
sphiirisches Dreieck mit einem stumpfen und zwei spitzen Winkeln tibertragen, bei welchem

(wenn die Heihenfolee der Winkel der Grifie nach ist: = =a = s =A=r=0) ist:
a-+-pg
08 - s
T 2 = je nachdem sin @
tor - = - i und zwar hat man dann nur zu setzen: k— —
e e, 0 A SN @
sin =
s 3 sy i i = oy
= — : und sin @, sin b, sin e, cos @, cos b, cos e, — cos @, cos G, cos p statt
sin b sin ¢ ] ) 3 | ; i J :

obiger elliptischer Funkiionen in derselben Reihenfolge (wenn a, b, ¢ die Seiten und
a, 5, y die Winkel des sphiirischen Dreiecks sind).




Es sind nun zwei Moglichkeiten vorhanden:

entweder ist cos B=ub, ‘cos A= dq,
oder cos B= — 4, cus A = A,
beide geben: 0 = Ab da + Aa d

das o db

At AD

Wir werden also auf die Gleichung [vgl. (13)]:

zuriickgefithrt, deren Zusammenhang mit dem Additionstheorem in Nr. 6
behandelt ist.

9. Riickblick und Ausblick.

Die vorstehenden im engen Anschluff an Durége durchgefithrten
Betrachtungen hatten den Zweck, auf miglichst einfachem Wege, nur
mit Hilfe der Infinitesimalrechnung, in propideutischer Weise den
Zusammenhang zwischen trigonomefrischen und elliptischen Funktionen
darzulegen,

Auch in den folgenden funktionentheoretischen Untersuchungen,
die den eigentlichen Gegenstand dieser Abhandlung bilden, hat sich der
Verfasser einer moglichst elementaren Darstellungsweise bedient; es sind
daher die Hauptbegriffe der Funktionentheorie nach Weierstrafi kurz
erliintert worden. Der Zweck dieser Unfersuchung soll wesentlich an-
regender Art sein. der Verfasser hat auf Vollstiindigkeit um so eher
verzichten zu diirfen geglaubt, als ja ausgezeichnete Lehrbiicher aus-
fiihrlichster Art iiber elliptische Funktionen vorhanden sind. Andrerseits
hofft der Verfasser dadurch, dafi von der subtilen Schiirfe moderner
analytischer Bf-}tm.l.'-lnl'm,'zjen abgesehen, anch manches rein referierend
nnbewiesen mitgeteilt ist, die kleine Schrift vor dem iiblichen Schicksal
mathematischer Programmarbeiten, nur von einem winzigen Kreis speziell
interessierter Fachkollegen gelesen zu werden, nach Moglichkeit bewahrt
zu haben. Ks muBl doch jeden Mathematiklehrer, nicht nur den Mathe-
matiker, interessieren, einmal geliufize Sitze aus der Elementarmathe-
matik wie sin (e« - g) u. a. als Spezialfiille allgemeiner funktiontheore-
tischer Siitze, also gewissermafien von einer hoheren Warte aus, kennen
zu lernen. Zu dieser von Universititslehrern wie Klein, Study, Weber
. a. mit Nachdruck im Interesse der Schule vertretenen Behandlung
der Elementarmathematik hofft der Verfasser einen bescheidenen Beifrag
geliefert zu haben.

Uber die Gliederung der folgenden Abschnitte sei bemerkt:




Im zweiten Abschnitt wird nach Erlinterung einiger wichtiger Begrifte
und Siitze der Funktionentheorie die Theorie der rationalen und trigono-
metrischen Funktionen auf zwei Hauptsiitze, die Zerlegung in Partial-
briiche und Linearfaktoren, zuriickgefithrt. Im dritten Abschnitt sind
die elliptischen Funktionen neun definiert; die WeierstraBischen Funktionen
ou, Lw und pu werden als Verallgemeinerungen der trigonometrischen

Funktionen sin u, cotg %, —— gewonnen. Als Dbesonders wichtig fiir
; P sin®u ;

den Zweck unserer Untersuchung sind die Degenerationsfiille eingehender
behandelt. Im wvierten und fiinften Absehnitt werden die fundamentalen
Theoreme der Lehre von den elliptischen Funktionen: Zerlegung in
Partialbriiche und Linearfaktoren, Reihenentwicklung und Additions-
theorem, hergeleitet; iiberall ist anf die Analogie mit den entsprechenden
Siitzen ans der Lehre der trigonometrischen Funktionen besonderes Ge-
wicht gelegt. Im sechsten Abschnitt wird der Zusammenhang der im
Vordergrund stehenden p-Funktion mit den im propidentischen Abschnitt
gewonnenen Amplitudenfunktionen kurz dargelegt und damit der Kreis
der Untersuchungen zu einem gewissen Abschlufl gebracht.

Die wichtigste Literaturquelle sind zwei franzisische Werke: fir
Abschnitt 2—5: Appell-Lacour. Principes de la théorie des fonctions
elliptiques et applications, p. 1—67, Paris 1897; fiir Abschnitt 6:
Halphen, Traité des fonctions elliptiques et de lemrs applications I, Paris
1886, Die itbrigen benutzten Werke sind unter dem Text zitiert.

Zweiter Abschnitt.
Die Theorie der rationalen und trigonometrischen Funktionen.

I. Einige Fundamentalbegriffe der Funktionentheorie.

Nach Weierstrafi') nennt man eine eindeutige analytische Funl-
tion f () der komplexen Verinderlichen w regulir in der Umgebung
einer Stelle © = @, wenn sie innerhalb eines gewissen Bereiches, dessen
Mittelpunkt « ist, fiberall einen endlichen und mit w stefig sich findernden
Wert hat. Dann existiert eine Potenzreihe, die innerhalb des genannten
Bereiches die Funktion darstellt:
a)®

e e
f (_{r} + - ..)-|-“

Ry

@

P (@) =f @) = fla) + == S (@) 4

; (“ 4 e ﬂ';]”

e '| ni’ ; -/.r'm l“:' '—I_ heah

Yy Mathematische Werke von Karl Weierstrafi, Bd. IT. Abhdle. IL p. 77 ff. Berlin 1895,
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