
AMsllH der unnieiiüchen Gleichnngen aller Grade mit einer AuneKllNllten,
entwickelt m den Meichnngen des ZechLtlI OrndeZ.

l. ^ie allgemeine Form einer Gleichung des sechsten Grades ist
l (X) --- X« -7- äx' -7- Lxl -7- cx' -I- vx> -7» Lx -7- r -^ o. l.

Diese .Gleichung, in welcher ^, 8, L, v, ü und ? ganze Zahlen sein sollen, kann betrachtet werden
1) entweder als ein Product aus sechs einfachen Wurzelfactoren; oder
2) als ein Product aus einer Gleichung des fünften Grades und einem einfachen Wurzel«

faetor; oder
3) als ein Product aus zwei cu bischen Gleichungen; oder
4) als ein Product aus einer biquadratischen und einer quadratischen Gleichung; oder
5) als ein Product aus drei quadratischen Gleichungen.

Eine Gleichung des sechsten Grades kann als aufgelöst gelten, wenn eine reelle Wurzel, oder
ein quadratischer oder cu bisch er Factor derselben gefunden worden ist.

2. Nach der ersten Annahme ist
l (x) — (x -7- ») (x ->- I>) (x ->- o) (x ^- <I) (x ->- e) (x ->- l) — u, oder entwickelt

— x° ^ (» ^ b -^ e -s- <l -j- e -<- l) x' -7- (at> ->- »o -7- »ü ->- »e ->- »l -7- be ->- bll
->- de -7- dl -<- cll -7- ee -j- el -<- cle -<- ül ->- el) x» -7- (»de ->- »dü -7- »t»L
-7> »dl ->- »cü -<- l>ee ->- »el ->- »c!e -7- «ul -7- »el -<- deü -7- dee ->- del ->- b>ls
-l- bcil -7- del -7- ecle ->- e<Il ->- oel ->- <Iel) x' -7- (»deü ->- ndce ->- »del ->- Adcle
-7- llblll -7- »del -7- neue -<- «ecll -7- neel -7- »üet ->- de«le -<- decll ->- deel
-I- dllel -I- e«lel) x^ -7- (»beae -<- «deal -7- »deel -7- »büel -7- »oael -7- deüel) x
-<- »deüel -^ u. II.

Aus Gl. (II) ergiebt sich für die Coefficienten der Gl. (I) folgendes Gesetz:

„In einer Gleichung des sechsten Grades ist der Coefsicient ^ gleich der Summe aller
Wurzeln mit entgegengesetzten Vorzeichen; der Coefsicient li gleich der Summe aller Producte
aus je zwei Wurzeln; der Coefsicient K gleich der Summe aller Productc aus je drei Wur»
zeln mit entgegengesetzten Vorzeichen; der Coefsicient I) gleich der Summe aller Producte aus
je vier Wurzeln; der CoefsicientL gleich der Summe aller Producte-aus je fünf Wurzeln
mit entgegengesetzten Vorzeichen; das letzte Glied ? gleich dem Producte aus allen sechs Wurzeln."

Wir erschrn ferner, daß die Gleichungen des sechstel, Grades durch jeden ihrer Wurzelfactoren theil-
bar sind, und daß die Vorzeichen des zweiten, vierten und sechsten Gliedes sich ändern, wenn.all,e Wur¬
zeln der Gleichung ihre Vorzeichen ändern.
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3, Wenn statt der einfachen Wurzeln die mfachen Werthe derselben gesetzt werden, so geht die Gleichung
(II) über in

l (mx) — (x -s- w«) (x -s- mb) (x -s- me) (x -s- mu) (x -s- me) (x -s- ml) -^- o, oder entwickelt
— x°-s-(2-s-b-s-e-^ ------- ) mx' -s- (2b -s- 2e -s- 2<I -s- ..... ) m-x» -s- (»de

-s- 2bcl -s- 2be -s- . . . .) mV -s- (lll>c<! -s- 2bee -s- »bel -s- ...... ) m'x^
-s- (»belle -i» 2bec!l -s- ..... ) m x -s- 2beuekm° -^ u.

Daraus ergiebt sich die Regel:

„Um aus einer Gleichung des sechsten Grades eine andere abzuleiten, deren Wurzeln gleich
dem mfachen Werthe der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind, multiplicire man den Coefficienten
des zweiten Gliedes mit w, den Coefficientendes dritten Gliedes mit m^, des vierten Gliedes
mit in.3, des fünften Gliedes mit m.^, des sechsten Gliedes mit m°, das letzte Glied mit m°."

Mit Hilfe dieses Satzes kann man also jede Gleichung mit gebrcchencn Coefficienten in eine andere
verwandeln, de»» Coefficienten ganze Zahlen sind.

H. Wenn statt der einfachen Wurzeln die Quadrate derselben gesetzt werden, so geht Gl. (II) über in:
l (i) ^ (x — «2) (x — t»2) (x — e^) (x — <l2) (x — «2) (x — l2) — o, qder entwickelt:

-- x° — (»' 4- d^ -s- e' -j- _____ ) x' -s- (2^' -s- 3'«2 -j- 2^2 -s- ...... ) x^
— (2'b^ -s- a°l)^ -s- ....... ) x' -s- (a'd'e'll' -s- 2't»V^ -s- ..... ) x^
— (aVe-llV' 4- Äb^ll^' -s-.....) x -s- »-d^cl^i'' — o. IIb.

Aendert man die Vorzeichen des zweiten, vierten und sechsten Gliedes, so erhält man lauter
positive Wurzelfactoren.

Um das Gesetz der Ableitung zu finden, denke man sich die Gl. (I) entstanden aus dem Producte:

<x' -s- 2) (x^ 4- l.) (x' 4> e) (x^ -s- u) (x' -s- e) (x' -s- f) -- o.
welches entwickelt giebt:

x^ -s- ^x^ -s- 8x^ -s- 0x'' -I- vx' -s- I^x^ ^- ? ^- o. II e.
Zur Wegschaffung der Wurzelgrößen kann man davon ausgehen, daß für n -s- q -- o, auch

«2 — ^2 ^^ ^ zst Wenn man also die Gl. (Ilc) in zwei solche Theile abtheilt, daß.jeder für sich in's
Quadrat erhoben von aller Irrationalität frei, wird, so ist das Verlangte erreicht. Diese Theile aber sind:

n ^ x^ -s- 8x'- -s- I)x^ -s- ?.

<z ^- ^ -s- t'x^ -s- Nx^.
Ihre Quadrate sind:

p- ^ x' -s- 28x" -s- (8' -s- 20) x' -s- (280 -s- 21?) x' -s- (v^ -s- 2ÜI!') x" -s- 2I1I?x -s- ^.
y' ^ ^>x' -s- 2.40x» -s- («^ -s- 2,^I<:) x' -s- 2l,^x' -s- L'x.

Nimmt man hierauf die Differenz dieser Quadrate und ändert man die Zeichen, wie oben' bemerkt
wurde, so wird:

l (x) -^ x« -s- (^ — 28) x> -^ dl- — 2.40 4> 211) x^ -s- (^ — 28V -s- 2415 — 2?) x'
-s- (I)' — 2l^ -s- 285) x- -s- (^ — 201?) x -s- ^ ^ o. IIa.

Diese Form giebt eine höchst einfache und übersichtlicheRechnung:
„Der Coefficient einer Potenz von x in der neuen Gleichung wird gebildet durch die Vcr»

bindung des Quadrates des Coefficientenderselben Potenz von x in der ursprünglichenGleichung

^
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mit den doppelten Produkten je zweier glcichwcit zu beiden Seiten von ihm abstehendenCoeffi»
cientcn, die letzteren regelmäßig mit abwechselnden Zeichen genommen."

5. Die Herleitung dies« Regel zeigt, daß dieselbe auf Gleichungen aller Grade anwendbar ist,
So erhält man für di« quadratische Gleichung:

x> 4> 4x 4- 8 — u;
als Gleichung für die Quadrate der Wurzeln:

x^ > sä- — 28) x 4> 8' ^- u;
für die cu bische Gleichung:

x' 4> 4x- 4> 8x 4- 0 --- o;
als Gleichung für die Quadrate der Wurzeln:

x' -j- (.V — 28) x' 4> (15' — 240) x 4> ^ ^ o;
für die blquadratische Gleichung:

x' 4- 4x' 4> 8x- 4> 0x 4> v — o;
als Gleichung für die Quadrate der Wurzeln:

x^ 4- (^ — 2«) x> ^ (8'' — 240 -^ 2») x- 4- (0' — 281)) x 4> v' ^ u;
für die Gleichung des fünft-en Grades:

x» -j- 4x» -j- 8x' > 0x" -j- vx 4> N — o;
als Gleichung für die Quadrate der Wurzeln:

x» -^ (4' — 28) x» 4> (8' — 2.V0 4> 2N) x' 4> ((^ — 280 4> 24N) x' 4> (0'- — 20N) x
4> ^ -^ o.

Von diesen abgeleiteten Gleichungen wird später Gebrauch gemacht werden.

6. Nach der zweiten Annahme ist
l (x) -- (x' 4- 4,xl 4> 8,x' -I- c,x- 4> v,x 4- N,) (x 4> r) ^ u, oder entwickelt:

^ x° 4> (4. 4- r) x> 4- (N. > -^) x' 4- (0. 4- ,8.) x' 4- (0. 4- lL,) x' 4-
(N, 4- rll,) X 4> rü, ^ «. III.

Daraus ersehen wir, daß die rationale Wurzel, wenn eine vorhanden ist, immer ein Factor des
letzten Gliedes sein muß. Außerdem giebt die Gl. (III) für die rationale Wurzel folgendes Absonde¬
rn n g s s ch e m a:

x' 4. (4. 4- l) x' 4- (8. 4- r4.) x' 4- (0. 4- rN,) x' 4> (D. 4^0.) x- 4> (N. 4> r0,)x4. rV.
r4. — r8, 1-0, i-o. lü,

4-4, 4.8, 4-«, 4-v, -i-iV °.
Auch jede irrationale, selbst jede imaginäre Wurzel läßt sich, wenn sie bekannt ist, nach die¬

sem Schema aus der Gleichung absondern, Beispiele werden später gegeben werden.

Die resultirende Gleichung des fünften Grades ist:
x» 4. 4,xl 4.' 8,x' 4- 0,x» 4- v.x 4- V, ^ 0.

7. Dieses Schema giebt ein Mittel an die Hand, die rationalen Wurzeln einer Gleichung zu finden:

„Sondert man nämlich aus der Gleichung nach einander die Factoren des letzten Gliedes
ab, so sind diejenigen Factoren, bei deren Absonderung das letzte Glied der resultirenden
Gleichung Null wird, Wurzeln der Gleichung."

'<
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Beispiel,

l ^x) -- x' 4. 21 X' 4> 175 x' 4. 735 x' 4> ,62, x' 4. ,76/. x 4. 720 ^ 020— 1
4> 20
4> 2,
— 2
4- 19
-j- 21
— 3
4> 18
4> 21
— 4
4- 17
-j- 21
— 5
4> 16
4- 21
— 6

"i- 15 4-85

— 155
4- 155

4- 175
— 38
4- 13?

4- 175
— 54
4- 121
4- 175
— 68
4. 107
4- 175
— 80

580

4> 95
4- 175
— 90

4- 580

4- 735
— 274
4- 461

4- 735
— 363
4- 372
4- 735
— 428
4" 307
4> 735
— 475
4- 260

4" 735
— 510

— 1044
4- 1044
4- 1624
— 922
4- 702
4- 1624
— I!I6
4- 508

-r- 1624
— 1228
4- 396
4- 1624
— 1300
4- 324
4- 1624
^1350
4- 274

4- 720
4- 1764
— 1404
4- 360

4- 1764
— 1524
4- 240

4- 1764
— 1584
4- 180

4- 1764
— 1620
4- 144
4- 1764
— 1644

4- 720
— 720

0
-l. 720

720
0

4- 720
— 720

0

4- 720
— 720

0

4- 720
— 720

4- 120 0

l —

r^ — 2

l -- — 3

r ^ — 4

r — — 5

l — — 6
_______ ,-j- 225

Die Gleichung ist also aufgelöst:

f (x) ^ (X 4> 1) lx 4- 2) (X 4- 3) (X 4> 4) (X 4- 5) (x 4- 6) --- 0.

8, Zur 'Berechnung einer Gleichung, deren Wurzeln sich um eine bestimmte Größe I> von den Wur¬
zeln ver ursprünglichen Gleichung unterscheiden,erhält man. nach Analogie von § 18 der Gleichungen des
fünften Grades folgendes Schema der Ableitung:

x" 4" ^^ 4- Ux^ 4- 0'x' -<- NX» 4- üx 4- l'4- l> 4~ l>.4, 4- !>8. 4- t>c-, 4- i'v, 4- !'6.4- ä. 4- L, 4- 0. 4- 0, 4- L. 4- ^.4- i,
4-^

4- llH,
4^ L.

4- !'U,2
4- ci.

4- i>c,.
4- °2

4- t>o,
4- l^.4- " 4- !>.4, 4- W, 4- il0,

4-.4, 4- «. 4- e, 4- 0,4- " 4- ^. 4- W.
4- ä, 4- li. 4- e.
4- b 4- ^.4-^ 4- «»
4-1,

^ /

Nie abgeleitete Gleichung selbst ist:

l (x 4. !.) -- x° > ^x' 4. L,x» 4. 0F 4. V,z2 ^. ^^ 4. ?, - 0.

ü

III».
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Dieses Ableit ngsschema Ist für Zahlengleichungen zur Rechnung sehr becpiem. Viswellen ab« ist es
wünschensweith, die Coefficientender abgeleiteten Gl, (III») unmittelbar zu erhalten. Wie dies geschieht,
soll in den nächstfolgendenParagraphen gezeigt werden.

9. Wenn in einer Gleichung jedes Glied mit dem Exponenten seines x multiplicirt, der Exponent
selbst aber um eine Einheit vermindert wird, so nennt man die so entstandene neue Gleichung die erste
Ableitung von l (x) und bezeichnet sie mit l'(x). Verfahrt man mit l'(x) ebenso, so erhält man die
zweite Ableitung von l (x) und bezeichnetsie mit l ^(x). Man kann aus jeder Gleichung so viele
Ableitungen bilden, als der Grad der Gleichung anzeigt. Die Gleichung des sechsten Grades giebt fol»
gende Ableitungen:

l '(x) --- Ux' -f- 5^x< ->- 48x' -<- 30x2 _t_ 2vx ^- ü -- 0
l -lx) — 3Nx» -<- 2N4x' ^- ,28x2 _l_ ß^x 4> 20 --- 0
l '(x) ^ I20x' -s- SN^x^ ^- 24«x -j- 6L ^ 0
f ^(x) ^ 360x2 _l. ,2N^x -^ 248 ^ N
l «(x) ^- 72Nx -^ 120^ — 0
l °(x) ^ 720.

10. Leitet man »ach dem Schema in 8 8 die l (x-j-») wirklich ab, so erhalten die Coefficienten
d« Gl. (Hill), verglichen mit den Gleichungen unter (ä), folgende Wcrthe:

Beispiel.

l(l>)
l'(n)
l'(Ii)

1. 2.

^ l^ll) —
1. 2. 3

--- l»<b) --
1. 2, 3. ^

^ l (b) ---
1, 2. 3. 4.

- X° -s- 8x»
— 3
4> 5
---- 3
4- 2
--- 3
— 1
— 3

' >— 4
--- 3
---- 7
— 3

II« -j- Hli5 ^. Lll^ -j- eil' -j- vt>2 _l_ Nl, 4- ?.
6tib _^_ 5äh. _^_ ^ß^ü _t_ I^I,! _l_ 2llll ^- L.
15li» -^ I0^Il' -<- 6LI»2 ^- 30ll 4> 0.

20u' -I- IN ^l»2 ^. 4Vli -j- c.

l5I>2 ^> 5H,d 4> L.

Sll -j- ^.

4- 6x<
— »5

4>
4-

3x' — 5x2 —
2? 90 4-

X -j- 4 — 0
285 — 852

— 9
— 6
— 15
4- 3
— 12
4- 12

0
4- 21

4-
4-

30
45

— 95
— 225

4-
4-

284
960

848
b--- —3

4-
4-

75
36

-^ 111
-^ 0
4- m

— 320
— 3 33
— 653

4- 1244

4-21

10

daher: l (x—3) --- x« — 10x' -j. 21x« 4> Illx'
Es ist aber:

653x» -<- 1244x — 848 -- 0.

l(—3) - (-3)° 4- 8 (—3)' 4- 6(—3)4 4- 3 (—3)' — 5 (—3)2 — (—3) 4- 4 -- 848.
l'(-3) - «(—3)' 4- 40(—3)5 -<- 24(—3)' 4> 9(—3)2 — ,U(-3) — 1 -- 1244.
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f2(__Z) -- 15(—3)« 4. 80 (—3)' 4> 36(—3)2 4. 9(-3) — 5 --- — 653.

l'(—3) --- 2N(—3)' 4> 80 (—3)'- 4- 24 (—3) ^- 3 -- 4- 111.

fl^Z) ^ 15(—3)2 4> 40(—3) 4> 6 -- 4> 21.

10.
1. 2. 3. 4

l'(—3) - 6 (—3) 4> 8 ^-
1.2.2. 4.«

11. Setzt man daher statt der Coefsirienten ^, V. ,c. ihre Werthe aus den Gleichungen in § 10,
so ergiebt sich:

l(x-j-Ii) 2- <"-(!,) x« -1- tMx' 4> t '(li) x^ 4- l'(u) x' 4- l2^)x 2 4. f^ii) x 4- t(I,) -- 0.
1,2.3.4,5.« 1.2.2,4,2 1.2.2.4 1.2,2 1,2

Nach dieser nothwendigcn Entwicklung kehren wir zur Gl. (!!!) in § 7 zurück.

12. Wenn in Gl. (III) ä, ^ 8, — «^ ^ 0 ist, so geht sie über in folgende:
l (x) ^ x° 4- rx' 4- v,x' -j- (L, > w,) x 4. ^ ^- 0. Illd.

Daraus ziehen wir den Satz:
„Eine Gleichung des sechsten Grades, in welcher L — C — 0 ist, die andern Coefficienten

der Gleichung aber der Gleichung
^ (6 — ä.1)) ^ ?

genügen, hat einen Wurzelfactor (x 4- ^) — U."
Beispiele. 1. l (x) ^ x° 4- ?x^ — 5x^ 4. 13x 4. 336 - 0. 7(13 4> 7.5)--336.

— ? 0 -j- 35 — 336
0 — 5 4^ 48 0

daher l (x) — (x4-7) (x^ — 5x 4. 48) --- 0.
Bei der Absonderung der Wurzel sollten eigentlich die fehlendenGlieder durch Nullen ersetzt werden;

dies kann aber in diesem besondern Falle unterbleiben.
2. l (x) -- x° > 5x5 > 8xi _^_ Z,x — 45 --- 0. 5(31—5.8) — — 45.

— 5 0 — 40 4- 45
0 4-8—9 0

daher l (x) ^ (x-j-5) (x' 4. 8x — 9) ^ 0.

13. Für v —0 geht die Vedingungsgleichungüber in ^N —?. Dieser Annahme entspricht die Gleichung:
l (x) ^ x° -j- ^xb 4. Lx 4- HL ^- 0,

welche ein Product ist aus (x 4- ^) (x° 4" ^) — N.
Beispiele. 1. l (x) — x° 4> 8x» 4. 9x 4- 72 -- 0

— 8 0 —^2
00 4-9

daher l (x) -- (x 4- 8) (x' 4. 9) ^- 0.
2. l (x) -^ x« — 7x' 4- 3x — 21 ^ 0

4-7 0 4- 21 4-7
0 4-3 0

daher l (x) -- (x — 7) (x° 4. 3) -- 0.

Bei der Absonderung der Wurzel kann auch hier eine Ergänzung der fehlendenGlieder durch Nullen
unterbleiben.

^
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14. Vergleichen wir die Bedingungdes § 13 mit den ähnlichen in (I) § 10 und (II) 8 8, so er»
giebt sich folgender allgemeine Satz:

„Jede Gleichung von der Form
x" ^- ^x>" -i- Nx -> ^K -- «

läßt sich zerlegen in die beiden Factoren (x ^- /V) -^ 0 und (x°-i -j- K) ^- 0/'
So haben beispielsweisedie folgenden Gleichungen

x' -j- 5x' — 7x — 35 ^ N
x' -^ 5x« — 7x — 35 --- 0
x' -<- 5xl — 7x — 35 ^ N
x° -j- 5 x" — 7 x — 35 ^ 0
x' -j- 5 x« — 7 x — 35 ^ N «.

den Factor (x-s-5)— N gemein; ihr anderer Factor Ist beziehungsweise (x^— 7)^-0, (x'— 7)^-N,
(x> — 7) -. tt, (x' — 7) ^ 0, (x° — 7) ^ 0 «.

15. Wird in der Vedingungsgleichung in 8 12 der Coefficient H — N, so geht sie über in

Daraus folgt:
„Jede Gleichung des sechsten Grades, in welcher L ^ 0 — L ^ 0 ist und die andern

Üocfsicienten die Bedingung erfüllen, daß
^v --- — ?

ist, hat einen Factor (x ->- ^) ^- 0."
Beispiele. 1. l (x) --- x« -j- 5x' -j- 7x- — 175 — 0.

° Um die Wurzel abzusondern, ersetze man die fehlenden Glieder durch Nullen. Man erhält dann:
14-5 -^ l» -1-0 -i-7 -j-N — 175

— 5 a a a — 35 -1- 175
"35a^-0-j-ll-j-7— 35 tt

daher l (x) — (x -j- 5) (x' -j- 7x — 35) — N.
2. l (x) — x° — 8x' — 9x2 _^_ 57g ^ f>

I— 8-j-U-!-0— 9-j-N -1-576
-s- 8 0 N N — 72 — 576

N-j-N-j-N— 9— 72 0
daher l (x) ^ (x — 8) (x^ — 9x — 72) — N.
3. l (x) ^ x« — 6x^ -j- 9x^ __ I2H ^ N.

1 — 6-j-U-j-0-j-9-s-0 — 324
-j- 6 N 0 N -f- 54 -^ 324

-i-8

l--^S
-<- 0 -j- 0 > 0 -j- 9 ^- 54 0

daher l (x) -. (x — 6) (x° -> 9x -j- 54) ^ 0.
16. Diese Bedingunggiebt Veranlassung zu folgendem allgemeinen Satze:
„Gleichungen von der Form

x». -<- äx"-i ^ yx' Ijl ä.2 Y -- 0
lassen sick» zerlegen in die Factoren (x -j- ^) — U und (x°^ ^ (Zx If ^y) -- l>."

2
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So haben beispielsweisedie Gleichungen:«»
x> -j- 6x- -j- 7x^ — 252 --- 0
x^ -j- 6x^ -<- 7x^ ^ 252 ^ N
x« 4> 6x5 _^_ ^x' — 252 ^ U
x' -j- 6x« -^ 7x2 __ 252 ^ N
x« 4- 6x' ^- 7x'- — 252 ^ 0 ic.

alle den Factor (x 4" 6) — 0, und beziehungsweise die Facloren (x' ^- 7x — 42) — 0,
x» -j- 7x — 42 ^ 0, x' 4> ?x — 42 ^ N, x° > 7x — 42 ^- N, x' 4- 7x — 42 — U :c.

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aus der Anwendbarkeit des Absonderungsschema in § 6 für
Gleichungen aller Grade.

17. Nach der dritten Annahme ist
l (x) — (x' -j- »X? ^- hx -j- o) (x' -4- «x^ 4- /3x -j- 7) ^^ 0, oder entwickelt

— x° 4- (ll 4- «) x° ->., (l, ^ »« -j- ^) x^ ^- (e 4. ^3 _l_ ,,« _^_ ^) x«
4- (»7 4- u/3 4> c«/ x^ 4- (i>7 4- e/3) x 4- 07 ^^ N. IV.

Setzt man in dieser Gleichung a — « — N, so geht sie über in folgende:
t <x) ^ x« 4- (u -j- /3) x» 4- (e -^ 7) x« 4- b/3x^ 4- (I17 4- c/3) x 4- «7 ^ 0. IV».

Zwischen den Coefficientender Gleichung (I) und Gl. (IVa) ergeben sich folgende Beziehungen:
1. L --- d 4. /3
2. 0 -^ 0 4- 7
3. 0 — t>/3
4. L ^ b7 -j- o/3
5. I? — 07.

Aus (1) und (3) folgt: 6. b ^ L 4- >^'^ ^ 0

7. /3 8 Vß-— ^ n

Aus (2) und (5) folgt: 8. 0 ^ ^-j-Vl^ —^4 ss

9. 7 >^ 0' — 4 ^

Setzt man die für d, /3, e, 7 gefundenen Werthe in Gl. (4), so erhält man
L -^ 80 — V^ <8' — 4 II) (02 — 4 ^) V.

ü
Daraus folgt:
„Jede rcducirte Gleichung des sechsten Grades, deren Coefficientendie Gleichung (V) be¬

friedigen, läßt sich in zwei reducirte cubische Gleichungen
x' 4- Iix -j- e -^ 0 und x' 4- /3x 4- 7 ^ N

zerlegen, deren Coefficienten t>, c, /3, 7 durch die Gleichungen (6), (7), (8), (9) bestimmt werden."
,8. Wenn L ^ 0 ist, so geht Gl. (IV») über in

0'0
l (x) --- X« 4- Lxl .4. cx' 4- 0x2 4- ^ 0. IVd.

4 II — «2
und diese Gleichung läßt sich zerlegen in zwei cubische Gleichungen mit reellen Coefficienten, wenn ent»

weder U negativ ist, «der wenn es kleiner als (-^) ist.

«

'

>'
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Beispiele. 1. l (x) -- x« — 3x» — 7x' — 10x° ^- 10 -^ 0

läßt sich zerlegen in die beiden Factoren:
(x' -j- 2x — 2) ^ 0 und (x' — 5x — 5) ^ N

2. l (x) — x° -j- Fx^ __ 2x» -^- 20x2 — 80 ^ 0
->) läßt sich zerlegen in die beiden Factoren:

(x' -<- 5x — 10) ^ 0 und (x' -j- ^x -<- 8) -^ 0.

19. Wenn in Gl, (IVH) auch L ^ o ist, so geht sie über in folgende:

» l (x) ^ X« -j- c?x' -j- Vx2 ^- <^v ^ 0. IV e.
und laßt sich zerlegen in die beiden Factoren:

(x' > ^^"ö.x 4. ^) ^ 0 und (li.' — v^^v.x ^. ^.) ^ 0,
deren Coefficientcn reell sind, wenn I) negativ; und rational, wenn I> außerdem ein Quadrat ist.
Die allgemeine Form einer solchen Gleichung ist demnach:

f (x) — x" ^ 2ux' — p^ ^. n' -^ 0,
wo für n und n scde ganze Zahl gesetzt werden kann. Diese Gleichung läßt sich zerlegen in die Factoren:

(x' -j- nx ^- n) — 0 und (x' — px -j- n) 0.
Beispiele dazu sind:

x« -<- 8x' — Ißx- -j- 16 -^ 0 ^ (x' -l^ Hx -s- 4) (x' — Hx ->- 4).
x° — 12x" — 23x2 ^_ Ig ^ y ^ ^x« > 5x — 6) (x' — 5x — 6).
x° ^ IHx' -j. 18x2 -j- H9 ^ 0 ^ (x' ^- 3>^ — 2.x -^ 7) (x' — 3V^ 2.x ->- 7).

Ist in Gl. <I'vb.) auch II — 0, so geht sie über in:

l (x) ^ x«^ 0x' -<- l^)' ^ (x' 1^ ^)' --- 0.
20. Wenn in Gl. (IV».) 0^0 und «2 ^ HD ist. so geht sie über in:

f (x) — x° ^- Lx^ ^j- ^)" x2 -j- I? ^ 0. IV e.
unv laßt sich zerlegen in die beiden Factoren:

(x' -j- ^ x 4. V"^^) ^ 0 und (x« ^- ^. x — V"^^?) ^ 0.
Sollen auch hier die letzten Glieder reell und rational sein, so muß I? selbst negativ und ein

Quadrat sein. Die allgemeine Form einer solchen Gleichung ist demnach:
l (x) — x° ^ 2nxl -^ 1,2x2 — p2 ^ ^

worin ebenfalls für u unv n jede beliebige ganze Zahl gesetzt werden kann.

Diese Gleichung besteht aus den Factoren:
(x' -s- NX -j- p) ---- 0 und (x" ->- NX — n) -^ 0.

Beispiele dazu sind: x« -j- 8x" -j- 16x2 —. 25 -^ 0 ^ (x' -^ 4x -j- 5) (x' -<-' ^x — 5).
x' -j- I2x' ->- 36x2 __ ^9 ^ n ^ ^x' -t_ ßx ^j- 7) (x' -j- 6x — 7).

21. Wenn in Gl. (IV».) zugleich L ^ 0 — o ist, so geht sie über in
l (x) -^ X« Ht- vx' ^ 2 V" M.x -j^ I? - 0. IV a,

welche sich zerlegen läßt in die beiden Factoren:
x' -j- V", ^7 D.x -j- V ^ I? ^ 0 und V^o.x — V^^r^a
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Für reelle Welche der Coefficientender Wurzelfactoren müssen also v und 5 in der Gleichung selbst
negativ, und für rationale Werthe der Coefficienten muß außerdem v ein Quadrat sein. Diesem
Falle entspricht die Gleichung

l (X) ^ x° — p'x> — ,x — ^ ^ 0.
welche sich in die beiden Factoren

x^ 4- px 4^ 2p
0 und x'

"-^
0

41?

3) (x''4-4x-4).

^X -j- ^ - U

zerlegen laßt.
Beispiele dazu sind:

x° — Hx^ — !2x — 9 --- N ^ (x<> _^_ 2x 4> 3) (x' — 2x — 3).
x« — 3x2 — I2x — l2 -^ 0 ^ (x' -<- >^ 3.x 4- 2 >< 3) (x' — ^ 3.x — 2>^ 3).

22. Wenn in Gl. (IV») L^ — /^ ^ s^ g^ht sie über in

l (x) ^ x« 4- Lx' 4> cx' 4- (^)'x' ^ ^x -I- r ^ 0, IV e.
welche sich in die beiden Factoren

x' ^x ^ ^4-^^^^ ^ o „.„ ^ _^. ^ _l, c^->^^
2 2 2 2

zerlegen läßt.
Beispiel, x« 4~ 8x» — 7x° 4> 16x^ — 28x 4> 12 — 0 -^ (x' 4> 4x
Für 0- — 45 geht Gl. (IV a.) über in

l (x) -- x« 4> Lx^ -j- Ox-> -I- vx' -7- ^x -I- l^)' --. 0, IV l.
welche in die beiden Factoren

x' 4> ^^^H^X 4-^-^0 und x' 4- « -^ « '-

zerfällt.
Beispiele.

1. x« 4- 9x> — 6x' — INx- — 27x 4- 9 ^ N ^ (x' 4> 10x — 3) (x' — x - 3).
2. x° — I3x' 4- 8x' > 3Nx^ — 52x 4> 16 ^- 0 — (x' — 3x -j- 4) (x° — INx 4> 4).

23. Wird in Gl. (IVl.) auch 0 ^ 0, so erhält man

l (x) ^ x« 4- nxi _^_ ^. 4. ^x 4. (^)" -- a, iv3.
welche sich in die beiden Factoren

x' 4- Ux 4- ^ ^ 0 und x« 4- ^- --- 0
zerlegen läßt.

Beispiele. I. x« — 8x^ 4- INx' — 4Nx 4- 25 ^ N ^ (x' — 8x 4- 5) (x"> 4- 5).
2. x« 4- ?x> — 8x' — 28x 4- 16 ^ 0 — (x' 4- 7x — 4) (x' — 4),

Für 0 — ^V und r -^ ^V'wird lü -^ ^ und die Gl. <IV».) geht über in

f (x) ^ x« 4- Lx' 4- cx' 4- (v)^' ^ °fx ^ (O'^ 0. IV 5.
welche Gleichung ein Quadrat ist der cubischen Gleichung

x' -^ ^x 4- -^ ^- 0.
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Beispiele, I. x« 4> 8x» 4> 4x' -j- I6x" 4> I6x 4> 4 ^ 0 ^ (x' -j- 4x 4- 2)«.
2. x° — I0x« 4> 6x' 4> 25x' — 30x 4- 9 — 0 ^ (x' — 5x 4> 3)'.

24. Nach der vierten Annahme ist
l (x) ^ (x' 4> ^, x^ 4> 8, x^ 4> 0, x 4- 8,) (x' 4- nx 4. d) -- N, oder entwickelt

^ x° 4> (^. 4> a) x' -j- (8, 4- «^, 4. h) x' 4- (0. 4- «8. 4" b.^,) x° 4>
(0,4- ll0, 4- Ii8,) x'- 4- (lli), 4- 11L,) X 4. dl). ^ a. VI.

Diese Gleichung (VI.) verglichen mit Gl, (I.) giebt folgenoe Beziehungen zwischen den Coefficienten
gleicher Potenzen 00» x:

1. ^, 4- n ^^ ^, baher 7) ä, — ^ — ».
2. 8, 4- 2^, 4. d ^ 8, daher 8) 8, -^ 8 — «^ 4> »' — I>.
3. 0. 4- «8, 4- t>^, -^ 5, daher 9) L, — C — b.^ 4> 2al> — »84- »^ — »'.

8 — 8, — d8 4- lid^ — ll'n 4- b'.
4. 0, 4- a0, 4- b8,

5. »8, 4- D0, -^ N,

6. t>8, -^ ?,

8, daher 10) 0,

daher 11) ^

daher 12) 8,

N »8,

Man setze noch 8 — 8, — ^/, so ergiebt sich aus (IN) und (II):

13. ^/ — 1)8 4- lld/^ — »-K 4- b^ N »0,
, oder nach Potenzen von n geordnet!

f (ll) ^ (v. — H2) y2 ^_ ^2H _^ N) ^ _^_ h, __ h?ß _^ ^ ^ y ^,1

Aus l9) uno (II) ergiebt sich:

14. 0 — dä, 4- 2n» — .18 4- »'.4

l (n) ^ d.-^ — d.V^ — (2D^ -

7? ___ ^?>
- n' ^^ -----^ ' ' °^^ "^^? Potenzen von » geordnet:

1)8 4- 8,) ll 4- L — 1,0 4- u-^ ^ 0. VIII.

Die den beiden Gleichungen (VII) und (VIII) gemeinschaftlicheWurzel ist der z» d gehörige Werih
von » des quadratischen Factors x^ 4° 2x 4. b --- ^

25 Aus dem Vorstehenden ergiebt sich folgende indirecte Auflösung der Gleichuugen sechsten Grades,
welche einen quadratischen Faetor mit rationalen Coefficienten enthalten:

„Man zerlege das letzte' Glied der Gleichung in seine Factoren und setze dieselbenfür K in
die Gleichungen (V!I.) und (VI!!.); diejenigen Factoren, für welche die beiden Gleichungen eu,e
gemeinsame rationale Wurzel geben, sind Werthc für 8, und die rationale Wurzel ist der
zugehörige Cocssicienta für den quadratischen Factor x2 4. «x 4. d -^ 9."

Beispiele. 1. l (x) -^ x° 4> 8x' 4> 24x» 4> 40x- 4> 23x" 4- 12x 4- 12 — N.
Nimmt mau n ^^ 6, so erhält man für (VII) und (VIII) die beiden Gleichungen:

1, 1° ^) -- 1732 __ ,385 4. 261 ^ 0
2. l (ll) ^ 3»' — 24»'- 4- 35» 4- 30 ^ 0.

Aus (I) uud (2) folgt: 3. 3»' — 94» 4- 255 ^ 0.
Aus (I, und (3) folgt: 4. 1184» — 3552 --^ 0, woraus » - -j- 3.
Die Gleichung erhält also den quadratischen Factor: x^ 4" 2x 4° 6 — 0.

2. l (x) ^ x° 4- vx' — 8x^ — 78x' — 29x- -^ 21Sx 4> 180 N.
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Für !i — -s- 6 erhält man « — ^ 5; die Gleichung enthält also die beiden quadratischen
Faetoren: (x' -^ 5x -j- 6) ^- 0 und x^ — 5x -j- li -^ N.

Für d --^ -s- IN erhält man « — -p- 7, die 'Gleichung enthält also den Faetor:
x- -j- 7x -f- IN ^ N.

Für d -^ — 6 erhält man g -^ ^i I ; die Gleichung enthält also die beiden Factoren:
x' -j- x — 6 — N und x' ,— x — 6 — 0. Daher ist

5 (x) ^ (x ^ 2, (x > 3) (x -i- 5) <x -j- I) (x — 2) (x — 3) -- N.
26. Wenn in Gl. (VI) .4^0 ist, so gehen die beiden Hilfsgleichungen «über in folgende.-

f (») -^ sN^ — 1)2) g2 __ ^ _l_ h, ^_ ^2^ ^_ ^ ^ g VII ll.
l (n) ^ bl>' — (2b' — blj -<- n,) » -j- N — vo ^ u. VHIll.

Dieser Fall tritt ein, wenn entweder H, -^- » ---- 0, oder ^, n^ « -^ l) ist.
Im letztern Falle gehen die Gleichungen (VII) und (VIII) über in:

t»' ^ H2^ ^_ HZ) — r ^ 0. VII b.
N — b0 ^ 0. VIII d.

Aus (VIII h) folgt, daß b — -^ ist. Wir ziehen daraus den Satz:«^
K

„Eine Gleichung des sechsten Grades, in welcher ^, — 0 ist und außerdem l> — ^ eine
Wurzel der Gleichung (VIII,) ist, hat einen quadratischen Factor:

Beispiele. I. l (x) — x« — x^ -^ 7x' — 67x2 — 63x — 45 — ».
Hierin ist L : 0 -- —- 9 eine Wurzel der Gleichung (VII t>),

»' ->- t»2 — 67!) -j- 45 ^ 0
—^9 -j- 72 — 45 r
— 8

9)daher l (x) — (x^

Hierin ist L

-j- 5 0
sx' >j- 8x2 _^, 7x _j_ 5) ^ n. .

2. l (x) — x° 4- I Ix' -j- 3x' -j- 23x2 -j- I5x — 35 ^ N.
0^-7-5 eine Wurzel der Gleichung (VII I>):

0' — ,1d2 ^ 231» -i- 35 --^ N
-7- 5 — 3N — 35 r ---->- 5
— 6 — 7 0

daher l (x) ^ (x^ 4 5) (x^ -^ 6x2 _t_ 3^ — 7) — N.
27. Für die Folge wird es nothwendig werden, auch für die Gleichungen anderer Grade ähnliche

Gleichungen wie die. Gl. (VII) und Gl. (VIII) zu haben. Wir wollen daher auch zu den Gleichungen
des dritten, u leiten und fünften Grades noch nachträglich diese Hilfsgleichungen ableiten und das
allgemeine Gesetz für die Bildung derselben aufstellen.

Aus den beiden Gleichungen des dritten Grades:
x' ^- äx- -j> 8x -j- c -- N, und
x' > (ä, -j- a) x-

ergiebt sich: l. ^ — .4, -j- n, also H,
-j- st -,- n.4.) x 4. b.^., -- 0

^i

h<>

,'H
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2. 8 ^ b -^ 3,4,, also ä, —
8 — I>

3. 0 b,4, , also ^, ^ —.

h"

>'

,'^

«,
' b^

Aus («) und (2) folgt: l (3) -^ 3^ — 3^ ->- 8 — b ^ 0.
Aus (I) uno (3) folgt: l (a) ^ 3b — ^b -<- 0 -- N. ?i.
Aus (2) »!>v (3) folgt: l (») ^-- «0 > b' — b8 ^ 0. 0,.
Aus ven beiden biquadratischen Gleichungen:

x<l -j- ^x' -^ 8x^ -I- 0x -j- 8 -^ 0, und
x^ 4. (H, 4. 3) X' -j- (8, -j- 3^, -j- b) x2 4. <M, -j- 38,) X -j- d8, ^ n

crgicbt sich: !. ^ — ä, -j- 3 , also H, ^^ ^, — 3
2. L ^ 8, -j- 3.4, 4. h, also 8, ^ 8 — b — 34 -j- 3-

0 — b^4 ->- «b
3. 0 ^ b.4, -i- »8, , also 8,

, also 8. ^:4. 8 ^ b8, , also 8, ^- ^.

Aus (2) nnd (3) folgt: l (3) -^ »' — ^3'- ^. ^ — 2b) 3 — (0' — b4) ^ 0. 5l,
Aus (2) und (^) folgt: l (») — 3-b — 3b.4 — b^ ^- b8 — 8 ^- U. ^
Aus (3) und (4) folgt: l (3) --- 3 (b- — 8) — b^4 -j- V0 -^ N. 0^.
Aus den beiden Gleichungen des fünften Graues:

x' -j- .4x» -s- Lx' -i- 0x' ->- 0x -s- ü ^ 0, und
x" -> l^, -i- 3) x^ (8, -i- 3.4, -1- b) x' -^ (0, -I- 38, -I- b^,) x' -I- (b8, ^ 30,) x -s- b«, ^ «

folgt: l. ^ -^ .4, -s- 3 , daher .4, — H. — 3
2. 8 -- 8, -j- 34, -^ d , daher 8, -^ 8 — b — 3.4 -j- 3-
3. 0 ^ 0, -j- 3«, 1- b^,. daher 0, ^ 0 — b4. -j- 23l> — 38 -j- 3'^ — »'

^° , s, ^ ^ ^. 8 — b (« — b — 34 -j- 3')
4. 8 — b8, -j- 30, , daher 0, — -------------------------------------------

5 2 ^ b0, , daher 0, — ^.b
Aus (3) und (4) findet man l (3) -^ 3»-^3'-«-(8^3b)^ — (0—2^3-^8^8-^ — 0. «,
Aus (3) unv (5) findet man l (3) -^ a'b — 3'bä -j- (Lb — 2b') 3 -s- 6 — b0 -j- b^ -^ 0. ^',
AuS (4) und (5) finoet man t (3) ^ 3'd^ — (b'^. — N) 3 — b' -^ b'8 — b8 — 0. 0,.
28, Eine Vergleichung der unter N, K und 0 gefundenen Hilfsgleichungen ergiebt folgenden all¬

gemeinen Satz:

„Wenn N , ^, l)^ die Vestimmungsgleichungcn für a zu einer Gleichung des. ntcn
Grades sind, so sind die entsprechenden Vestimmungsgleichungen für die Gleichungen des
(n ->- 1)ten Grades

^ ^ - aN„ - ^.

0
n-r-i

IM 4- cllV
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1 bezeichnet das letzte Glied der Gleichung des (n -s- ü)tcn Grades; das obere Zeichen gilt,
wenn (n -j- 1) eine ungerade Zahl ist, das untere, wenn (n -j- l) eine gerade Zahl ist."

0 crgiebt sich stets aus HI und !>l durch Algorithmus.
2H. Nach dem uorstehenven Satze findet man für die Gleichungen des sechsten Grades:

f (2) -^ »5 — ä»4 -j- (i; — /^n) 3' — (0 — 3^n) n' -> (0 — 2I)L 's- 3n'') » —
(ü — KL -s- d-H) ^ «, 51«

l (g) ^ a'ii — l,--b^ -s- («b — 3!>2) ^ — («7!, — 2.4b') u -s- (vb — LI,'- -s- b« — I?) ^- tl. X.
l («) -- 8--l,' __ 22^.^ ^_ ^b> ^_ 2b' — 1^) a -s- (ü — bL -s- d'H) ^ N. 0«.

Die Gl. (0,) ist durch b lhcilbar und mit Gl. (VIII) übereinstimmend; die Gleichung (VII) erhält
man aus der Verbindung von K,, und 0«.

Diese Gleichungen U, ^ und 0 geben combinirt Gleichungen, in denen » nur in erster Potenz
vorkommt; man erhält also für jedes d das zugehörige u.

Für die biquadratischen Gleichungen z. B. ist diese Gndglcichung:
v

l <g) — 3 s/3 — b) ^- .4b — (> ^ n, worin /3 zu setzen ist.

Für die Gleichungen des fünften Grades ist diese Gndgleichung:
l (l>) ^ (bv — b'- — äb,3 -s- /?'/ « — I> (e — b^.) -<- /3 (I) — bL)^ 0,

worin /3 ^- -— zu setzen ist.

30. Es lassen sich aber auch Gleichungen finden, wodurch man 2 und l> direct erhält. Zu diesem
Zwecke denke man sich die Gl. (I) einstanden aus

l (x) -^ (x> -s- H, x' -s- 2, x'- -j- c, x -i- »,) (x^ -s- 2«x -s- «- ^- /?> --^ l>, oder entwickelt
^ x« > (.4, 4. 2«) x' -s- (L, -i- 2«ä, -<- «' -s- /3) x^ -s- (L, -I- 2«3, -s- «'^, -s- /3.4.) x<

^ (v, > 2«L, > «'-L. _l_ ^.) x'- > (2«v. 4> «'0. ^- /30,) x 4.
(«' 4- /3) 0, ^- 0. IX.

Die Vergleickung der Gleichungen (I) und (IX) gießt folgende Beziehungen ihrer Loefficienten:
^ -^ ^ 4. 2«.
L -^ V, -s- 2«4, -^«2^-/3.
0 ^ c, -j- 2«L, 's- «'^, -s. /3.4..
n ^ n, -<- 2«0, 's- «'N, -s- /3V,.

/ ü -^ 2«I1, -j- « (!, -I- /30,.
5 -^ «-I1, -s- /3N,.

Sondert man aus der Gl. (I) « ab nach dem Schema in 8 8, so geht sie über in:
t (x — «) — x° -j- H«x' -<- LzXl ->- c^x' -j- v,x' ->- ü,x -s- I?, - 0. III».

Die Coefficienten dieser Gleichung sind aber nach 8 IN:
^ — H, — 8«.
L. ^ N — 5.4« -s- 15«'.
0, ^ 0 — ^L« -<- lN^«' — 20«'.
V, ^ N — 3<I!« -j- 02«' — 1N.4«' -I- l5«4.
D2 ^ r — 20« 4- 3c«l — H 2«' -s- 5.4«l — 6«'.
r, ^ ? — 1^« 's- I1«2 — c«' -s- L«» — ^«' -j- «°.

H.

3.
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Setzt man aus den Gleichungen unter (H) die Weithe für H, L^ L, tt. in die Gleichungen unter
(L), so ergiebt sich:

H, ^ H. — H« ^ l, («).
L, ^ 8, — 3H.« -j- 6«^ 4. /? ^ l, («) 4- /?.
c, ^ 0, — 28.« 4- 3H,«2 __ /^1 ^_ ^^ __ H«) /3 ^ l, («) 4- H^/3.
v, --- v, — c,« -j- 8,«' — H,«' -j- «» -s- (8, — 3^,« -j- 6«') /3

^ N. — t),« -j- 8,«' — H.«' ^ «' 4. (L. -. /?) ^ ^ ^ («) 4. 8,/3 — /32.
^ -^ (0, — 2li,« -j- 3H,«' — H«') ^ ^ K/ — HF'.
r, -^ (v, — c,« -I- 8>«' — H.«' ^ «') /3 - VF — L./3' 4. /?'.

Die beide» letzten Gleichungen:
1. H,/3' — <I!^ 4. L, ^ N
2. /?' VF' -!- VF - r. 0

geben /? ^ L, (H„8, — L.) ^.F.
04 (HF, — e,) — H« (H,o, - 2,)'

Eliminirt man /3 zwischen den Gleichungen (1) und (2), so erhalt man die Relation:
sl), (^N, - c.) - H« (.<d, -^ sV, (HF, - N,) -HFF^ ^ ^, (HF,- c.) - H2^^. X«.

Setzt man in die Gl. (X») endlich ihre Werthe aus den Gleichungen unter (8), so erhält man
eine Gleichung zwischenden bekannten Coefficientender Gl. (I) und «, aber in Bezug auf « vom 15ien
Grade, welche im Allgemeinen zur Berechnung von « wenig brauchbar ist. Aber ein für « gefundener
Werth würde in Gl. (X) gesetzt das entsprechende /3 geben.

31. Von der Gleichung (X») wollen wir nur ihr letztes Glied naher betrachten, wclches^für den
Fall, daß H — 0 ist, ohne seinen Zahlendiuisor durch die Formel

I? (8L — 6) — c2 (VN — c?)
ausgedrückt wird. Wenn « ^ N ist, so wird dieses Glied ebenfalls gleich Null sein, und /3 ist in diesem

Falle, wie wir schon oben § 26 gesehen haben, gleich —.

Daraus ergiebt sich der Satz:
„Wenn in einer reducirten Gleichung des sechsten Grades zwischen den Coefficientendie

Beziehung statt findet, daß
ll" M — L) -- ^ (vL — e?) xi.

ist, so hat die Gleichung selbst zwei Wurzeln -j- l/^- und — 1/^"
32. Ist in Gl. (XI) 8« ^ L, also auch 88 — r, so. geht Gl, (I) über in

e (x) -^ x° 's- 8x" 4. c?x' -7. vx- 4. 86x -7. 88 ^2 u XII.
welche den Factor (x- -j- 8) ^ 8 enthält.

Beispiele. 1. l (x) ^ x» — 4x^-7- 8x' -7- 3x^ — 32x — 12 ^ N.
Ersetzt man das fehlende Glied durch Null, so läßt sich -j- 2 und — 2 als Wurzel absondern:

l,_j_ y ^_ 4 _l^ 8 -<- 3
-j- 2 -s- 4 0-7-16 - 3« 12 r, -^ > 2
^ 2 0 -7- 8 -j- 19
— 2 a 0 — 16

0 0 -7- 8 -5- 3

— 32
-I- 3«

— 12
-7- 12

0
— 6 ll - »

U
- — 2
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daher l (x) -^x — 2) (x 4> 2) (x^ 4- 8x 4. 3) ^ 0.
2. l (x) -^ x° 4- 9x» 4. 7x' — 5x2 _l_ ßZx — H5 ^ 0.

Ersetzt man das fehlende Glied durch Null, so läßt sich -j- 3 i und — 3 l als Wurzel absondern:
l 4> 0 4-94-7

4. 31 — 9 n
4- 3l
— 31

— 5 4- 63
4-211 —151—63

— 45!
4. 45 r, -^ 4- 3 i

0 4- 7 — 5 4- 211 — 15 1
n a — 211 4- i5ii-,,^

0
31

n 04-7—5 0 ^
daher l (x) ^- (x — 3 I) (x 4- 3 1) (x^ 4> 7x — 5) -^ 0.

33. Wenn in Gl. (I) ^ ^ L -^ L ^ 0 ist, so geht sie über in
t (x) -^ x° 4- 8x^ 4- llx^ 4. I? ^ 0,

Wenn hierin außerdem LI) — I? ist, so läßt sie sich nach § 13 zerlegen in die beiden Factoren
(x» 4. 0) ^ N und (X- 4- L) -^ 0. el. § 2N.

Beispiele. 1. l (x,) ^ x« — 9x^ 4. 5x^ — 45 ^ 0.
Ersetz: man die fehlenden Glieder durch Nullen, so läßt sich -j- 3 und — 3 als Wurzel absondern:

14-tt — 9 4-N 4-5 4-0 — 55!
4> 3 4- 9 ^0 0 > 15 4. 45 r,-- 4-3
-j- 3 0 94-54-15! 0 ^
— 3 «99 — 15 ! ^ — — 3

9 9 9 4-5 0!

Es ist also l (x) ^ (x — 3) (x 4- 3) (x» -^- 5) — 9.
2. l (x) -^ x« 4- 8x» — 25x2 ^, 299 ^ 9.

Ersetzt man die fehlenven Glieder durch Nullen, so läßt sich 4- 2 < ^- 2 und — 2 >< — 2
als Wurzel absondern:

4-8 4-9 — 25
- 8 9 9

— 259
9
9

U
9
9

9
25

4- 0
— 59 ^ — 2

— 290
4- 299

9

l'2 ^ - -

— 59 >^ —
4- 59 ^ -

2
2

9

l, ^2>^

2 V" — 2

Es ist also l (x) ^ (x — 2 V' "- 2) (x 4- 2 >^ — 2) (x» — 25) ^ 0.

34. Nach der fünften Annahme ist
l (x) ^ (x^ 4- »x 4- b) (x^ 4. »,x 4- d,) (x^ 4- 3,x 4- b^) -^ y, oder entwickelt

^ x« 4- (2 4- 2, 4- 3,) x5 4- (d 4- t>, 4. t,^ 4. »l>, 4. »ll, 4. »,.^) x^
4. HD (3. 4- »2) > d, (2 4- »2) 4- b, (3 4- 3,) 4- 33,3,1 X« 4- (W. 4. ^
4- b.d,, -!- »«^ 4- »l>,1>, -i- 3,3,b) x" 4. (»n^, 4- 3,bh,2 4- ^bt»,) x 4- bl>ib> -^ 9. XNI.

Aus dieser Gleichung geht zunächst heruor, daß das letzte Glied derselben nur dann negativ sein
wird, wenn entweder nur einer der quadratische» Factoren ein negatives letztes Glied hat, oder
wenn die letzten Glieder in allen drei Factoren negativ sind. Im erstern Falle hat die Gleichung
wenigstens zwei, Im andern Falle sechs reelle Wurzeln. Für ein positives t» hat bekanntlich der

Factor x.2 ->- »x 4- d — 0 nur so lange reelle Wurzel», als 3 ^ 2 >^ t> ist.
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! Gleichungen des sechsten Grades, deren letztes Glied negativ ist, lassen sich also nach dem Ab¬
sonderungsschemain § 8 auch für den Fall losen, daß die reellen Wurzeln irrational sind. Ein Beispiel
einer solchen Lösung möge zur Verdeutlichung genügen, Ist das letzte Glied der Gleichung positiv, so
wird man dieses Absonderungsschemazur Auflösung der Gleichung nur dann benutzen können, wenn man
anderweitig weiß, daß die Gleichung reelle Wurzeln enthält.

35. Beispiel, t (x) ^ x° -<- 9x' -j- I5x^ — 2lx" — 47x- — ,2Nx — 117 — 0.
Gin vorläufiger Versuch zeigt, daß eine positive Wurzel zwischen 2 und 3, eine negative Wurzel

zwischen5 und ll) liegt und zwar näher an 5. Wir berechnenzuerst die positive Wurzel.

!

' ^

!'

3»
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Die beiden berechneten Wurzeln r, --- -^- 2.123105 und r, — — 6.123105 haben die Form
— 2 -y- 4.123105 und — 2 — 4.I23IU5, oder, da 4.123105 ^ >^ 17 ist, die Form
— 2 ^- >^ 17 und — 2 — >^ 17, der quadratische Factor ist also:
(x -j- 2 -j- V" 17) (x -j- 2 — ^ 17) ^ x^ -j- Hx —,3-^0,

Die Absonderung dieses Factors bringt die obige Gleichung auf die des vierten Grades.
36. Wenn in Gl, (XZII) a -^ a, ^- a, -- 0 ist, so geht sie über in

f (x) ^ x" ^- (l, -j- d, -j- ».,) xl ->- <M, ^- t>b, ^ b,b,) x.2 -^ bb,!»., ^ N, XHIa
welche Gleichung sich wie eine cubische lösen läßt.

Wird in dieser Gleichung noch b — h, — b,^, so erhält man
l (x) -- x« -^ Zdx'l -j- 3b'x^ -s. 1,2 -^ 0, oder

(x^ -<- d)' ^ 0. XIII d.
Ist dagegen in Gl. (XIII) « ^ », --- ^ und b — d, ^ b,, so geht sie über in

l (x) ^ x° 4- 3ax' ^- 3 («' ^- d) x» -j- (»' -<- 6»b) x» -f- 3 (a^d -j- b') x" -j- 3»n'x -j- d' ^ 0.
^-- (x- -j- »x 4. b)' ^ N. XIII«.

37. Vergleichen wir Gl. (I) mit Gl. (XNIe), so ergeben sich folgende Beziehungen ihrer Coefficienten:
1. ä -^ 3a
2. 8 — 3^ > 3V
3. ^ — a' -l- 6lld
4. 0 ^ 3»'l, -^- 3t,^
5. 6 ^ 33b^
6. 6 ^ l,'.
7. 8 — »H. -^ 3d
8. 30 — »8 ^ I5l>t>
9. UV — »6 ^ 3?

3
3I?->- »6

^)'
80 — 91?

Aus (l) und (2) folgt:
Aus (2) und (3) folgt:
Aus (4), (5) und (6) folgt:

10. d ^Aus (7) folgt:

Aus (9) folgt:

Aus (10) und (I I) folgt: 12. «

11. d —

13. t,

^.N -^ 36
86 -^ 8^6
Hv -j- 36

. Setzt man diese Werthe für a und b in die Gleichung (8), so erhält man
14. 35 <^8 -s- 36)2 ^ ^^ __ g^ ^uy ^. ^g^z? ^. ,886).

„Jede Gleichung des sechsten Grades, deren Coefficienten die Gleichung (14) befriedigen,
ist ein Product aus drei gleichen quadratischen Factorcn von der Form x^ -j- ax -<- b — 0,
deren Constanten a, und i, durch die Gleichungen (12) und (13) bestimmt werden."

38. Außer diesen vereinzelten Fällen, in welchen die Lösung ver Gleichungen des sechsten Grades
mehr oder weniger leicht ist, haben wir zwar in § 30 eine Methode gefunden, jede Gleichung des sechsten
Grades aufzulösen, die aber in ihrer Anwendung große Schwierigkeiten darbieten würve. Wir wollen
daher im Folgenden eine leichtere allgemeine Auflösungsmethode aufsuchen und dazu die 8 4 gefundene
Gleichung der Quadrate der Wurzeln benutzen.
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39 Vermittelst dieses Satzes in § H kann man aus jeder Gleichung andere Gleichungen ableiten,
deren Wurzeln der 2tcn, 4ten, 8ten :c. Potenz der Wurzeln der ursprünglichen Gleichung gleich sind. Bei

cht Gl. 8 2 >belauter reellen Wurzel
l (x) --- x« -j- (3- ->- d" -j- o" -j-____) x' -j- (a"b" >j- l»"o" -j- «"<!" ^-____) x^

-j- (n-d"«" ^- il"l>"<I" -I- ------) x- ^ (i»"d"e"<1° -j- ll"b"o"s" -j- . . . .) x'
-j- (ll-d"«''^«'' 4- 3"l,"e"<l"l" ^- ... ) x -j- 8"b"o"a"e''l'' ^ 0. Il„.

Nehmen wir nun an, daß in Gl. (II„) a ^> b > e >> ll >> e > l sei, so werden sämmtliche
Coefficientender Gleichung bei Entwicklung der Gleichung der nten Potenz der Wurzeln stetig wachsen;
aber das Wachsen der einzelnen Größen, aus denen sie bestehen, wird ein sehr verschiedenessein, 3 wird
schnellerwachsen als d, dieses schneller als o :c,, und bei einem hinlänglich großen u wird 2" so groß
werden, daß die Summe der andern Größen lb" -j- e" -j- ü" -j- e" -j- l") dagegen verschwindet, der
Coefstcientdes zweiten Gliedes also gleichbedeutendwird mit 3", Ebenso wird der Coefstcient des
dritten Gliedes gleichbedeutendweiden mit «"!>", des vierten mit 3"b"e" :c.; kurz die Gleichung (II„)
wird bei einem sehr hohen Wcrthe von n gleichbedeutendweiden mit

t (x) ^ x° -j- a"x' > 2"t»"xl -j- Ä"b"e"x' -j- «"b"«"«!^" 4. 3"b"e"<I''e''x
-f- a"t»"e"a"e''l"' ^ N. 11^.

Wann diese Höhe erreicht ist, zeigt eine aufmerksame Betrachtung der Ableitungsformel selbst; es
werden nämlich dann die Coefficienten der folgenden abgeleiteten Gleichungen nur die Quadrate der
respectiuen Coefficienten der zunächst vorhergehenden Gleichung sein.

40. Wenn diese letzte abgeleitete Gleichung allgemein bezeichnet wird mit
l lx) ^ x« ^- ä„x' > U„x» 4- 0„x- ^ 0^ 4. L..x -!- ^ - 0,

so ergiebt sich aus dem Vorstehenden, daß

Die Vorzeichen der Wurzeln findet man durch eine, einsacke Substitution.
Da übrigens diese Methode auf Gleichungen aller Grade anwendbar ist, so mögen zunächst die

Lösungen cubischer, biq uadrati scher und Gleichungen des fünften Grades folgen. Bei Berech¬
nung der Potenzgleichungen sind die Gaußischen Tafeln für Summen und Differenzen von Zahlen, deren
Logarithmen gegeben sind, benutzt worden.

41. Beispiele.
I. l (x) — x' — 4x- — 11x ->- 30 — 0.

Berechnung der Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
^2 ^_ 28 -^ (16 4- 22) ^ 4- 38 und ^ — 2.^ --- (121 -s- 240) --- -j- 36», ^ ^ 900.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
x' 4- 38x' ^- 36<x -<- 900 ^ 0.

Berechnung der Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
(^ — 2«) ^ (38^ — 722) -- -j- 722, («' — 2^0') -^ (361' — 2.38.900) -- -j- 6l92l,

^ -^ 810000.
Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.

x' -j- 722x2 _^_ ß^c,21x -j- 810000 --- 0. ober in Logarithmen:
l' 4- 2.85854X' > 4.79184x -^ 5,90848 -^ 0.
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Berechnung der Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'
2 !«F 4 ^ 5 71708 2I0F8 ^2- 9.58368
W3 2 8 - 5,09287 loss 2^0 — 9,06805

0.62421 0.51563
0.62390 in 0 — N.1I790 in 8 0.51522 in c ^ 0 15822 in 8

31 -^ IN 41 ^ 17
0.62421 — 0 11780 0.51563 — 0.15805

5.71708 9.58368
«3 (^ — 28) -^ 5.59928 loss («2 ^ 2H,c) ^ 9.42563

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
x' -^ 5.59928X" > 9.42563X > 11.81697 — 0.

Berechnung der Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
2 loss^ ^- 11.19856 2 luss 8 — 18.85126
I«3 2 8 ^ 9.72666 INF 2^0 — 17.71728

1.47190 I.I3398
1.47190 in <? ^ 0.01490 in 8 1.I332N in L — 0.03320 in 8

11.19856 78 — 7
INF (^ — 28) — I I. 18366 1.13398 -^ N.N33I3

18.85126
!«3(82 —2^)--- 18.81813

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
x' > 11.18366x' -I- 18 81813X -^ 23.63394 ^ 0.

Berechnung ler Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
2 I03 ä, ^ 22,36732 2 I03 8 — 37.63626
INF 2 8 ^- 19.11916 INF 2^0 — 35,11863

3.24816 2.51763
3.24025 in L ^ 0.00025 in 8 2.51134 in 0 ---- 0,00134 in

791 — 1 629 ^ 2
3,24816 — 0.00024 2.51763 — 0.00132

22.36732 37.63626
I03 (H^ — 28) ^ 22.36708 103(82 — 2^0)-. 37.63494

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2X
x' -i- 22.36708x^ -^. 37.63494X -^- 47.26788 ^ 0.

Berechnung der Gleichung der Potenz — 2°.
2 I03 ^ ^ 4473416
!«3 2 8 -^ 37.93597

6,77819
0.00000 in 8

2 I«ss 8 ^ 75,26988
l«F2^c! — 69 93599

6.77819 in L —
also

wss(^ — 28) ^ 44.73416
Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2".

x' -^ 44 734I6X' ->- 75.26988X ->- 94.53576 ^ 0

5.33389
0 00000 in 85.33389 in 0 --

also
Ioss(82—.2H6) ^ 75,26988
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Die Rechnung zeigt, daß die weitere Gntwickelung nutzlos sein würde.

U.69897, daher a --- 5.

^ 0.47712, daher b ^ 3.

l"8 64
Wss i; ^ 75.26988

INF ^ — 44.734,6

l«3 b 30,53372
64

WF ci --- 94.53576

!«3 « --- 75.26988-

Is!»" <^ 19.26588
64 — 0.30103, daher o

Substitution zur Bestimmung "der Vorzeichen:
1 — 4 — ll -j- 30

-I- 2 — 4 — 30 -j- 2
— 2 — 15 0
-l- 5 -i- 15 -j- 5
-j- 3 0

Es ist also t (x) -- (x -l- 3) (x — 5) (x — 2) --- 0.
Bei den folgenden Beispielen wollen wir nur die Gleichungen der Potenzen der Wurzeln geben, die

Berechnung derselben aber weglassen.
2. l (x) — x» — 7x' — 49x- _l_ 223x -j- 840 — 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
x^ -j- I47x' -4- 7203x2 -j- I32049x -^ 705600 ^ 0, oder in Logarithmen
x" -j- 2I6732x' -s- 3 85751x2 4. 5.I2074X -j- 5.84856 — 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln - 2^.
x< -j- 3.85753x' -^ 7.16053x2 4. 9.8617NX -j- 11.69711 -- 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln ^- 2'.
X^ -j- 7.36N65X'-l- 14.02381x2 -^ 19.58527x -j- 23.39422 — 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
x^ -^ 14.49847X' -<- 27 98636x2 4. 39.15491X -j- 46.78844 — 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
x» -<- 28.9N264x' -s- 55,96855x2 -j> 78.3N956x -j- 93.57688 - 0,

Hier ist die Entwickelung zu Ende.
28 90264

!»3 » — ^^— — 0.90320, daher » --- 8.002....

l»3 8 ^ 55.96855
103 H --. 28.90264

,03 l, - ^ ^ ^ 0.84581, daher d - 7.011....

il
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,03 0 --- 78.30956
I03 L ^ 55,96835

I«3 0 ----
22.34101

32 0.69815, daher e ^ 4,990..

IU3 II — 93.57688
78.30956!«3 0
15 26732

I"F ü — -^— ^ N477IN, daher 6 — 3.06«....

Substitution zur Bestimmung der Vorzeichen und genauere Berechnung der Wurzeln.
1—7 — 49 -^223 -j- 84»

-i- 8 -^-8 — 328 — 840
>j- 1 — 41 —105
-I- 7 -i- 56 -^ 105
-j- 8 -j- 15 0
— 5 — 15

0
» - -i> 8

u ^ ->- 7

e-^—5
-j- 3 0

Es ist also t (x) ^ (x -^ 3) (x ^- 5) (x — 7) (x — 8) ^ y.
3. l (x) — x' — 3x» — 93x' -^ 47x'- -j- 23I6x -<- 3780 — 0,

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2' in Logarithmen:
X' -^ 2.29N03x^ -j- 4.13236x' -j- 5.61311x' ->- 6.6997IX > 7.15498 — 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln ^ 2^.
xb ^. 4.03739x» -j- 7.53N36x' -j- 10,58045x2 -<- 13.12583X -j- 14.30997 — 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln -^ 2'.
x^ -j- 770729X' -^ 14.54053x' -j- 20.73774x2 > 26.212I2x -j- 28.61994 ^ 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2».
xb ^- 15.27978X' -j- 28.8I.381x' -j- 41.26885x2 -^ 52.42349x -^-57.23988 ^ 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
xb ^- 3N.54368X» -j- 57,54842x' -j- 82.49188x'- -j- 104.84698X >^- 114.47976 — 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2".
x' -j- 61 0871 Ix» -j- 115.N8924X' 4> 164.98264x2 -j- 209.69396x -> 228,95952 — 0.

61.08711
los 2 ^--------— ^ 0.95448; daher »64

54.00213

INF 0 —

INF a ^

I0F L ^-

64
49.89340

64
44.71132

64
19.26 556

64

9.004....

-2 0.84378; daher b ^- 6.9788....

-- 0.77958; daher e ^ 6.019....

— 0.69861; daher «I — 4.995....

— 0.30102; daher e — 2.000....
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Substitution zur Bestimmung det Vorzeichen und genauere Berechnung der Wurzeln.
1 — 3 — 93 4> 47 4- 2316 4> 3780

— 2 4- in 4> 166 426 — 378»
— 5 — 83 -7- 2l3 -j- 189N N
— 5 4- 50 4- 165 — 1899 a -^ — 5
— ,a — 33 4- 378 0
— 6 4- 96 — 378 e -- — 6
— ,6 -s- 63 0
-l- 7 — 63 " ^ > 7

— 2

— g a

daher l (x) -^ (x — 9) (x -- 7) (x — 6) (x -- 5) (x -- 2) -- 0.

42. Für den Fall, daß alle Wurzeln imaginär sind, wollen »vir unfter ferneren Betrachtung die
Gleichung (XIII) in § 34 zu Grunde legen. Jeder ihrer quadratischen Fattoren, wie x- -j- »x -j- b — 0,
wird nur dann imaginäre Wurzeln enthalten, wenn » «< 2^d ist. Für diesen Fall mögen die
Wurzeln mit

r (ro«^ 4" !8ln</)) und r (eu8^> — izin^p)
bezeichnet werden, woraus sich der quadratische Factor

x^ 4- 2l en8^> 4- l' — 0
ergiebt. Zur Berechnung von ^ haben wir die beiden Gleichungen:

» -^ 2le«8P und d ^- r^, woraus rus hp ^^ n,<^ ^1 ergiebt.

Wendet man auf diesen Factor die Ableiluugsformel in § 5 an, so erhält man für die Potenzen
der Wurzclu gleich 2', 2-, 2' ic. nach einander folgende Gleichungen:

x'2 4. 2l-^cu8 2^p x 's- r^ ^^9.
x^ -j- 2r'««8 4^>.x 4' l' ^-9.
x^ -7. 2l-'cu8 8s/>.x 4> r'« ^ N.

x« ^_ 2l»eo3n^x -j- l2» ^7 y.
worin also r^ ^: h^» ^, >,2 ,.>, ^_, ^ ^ ^

43. Man ersieht sogleich, daß hierin der Coefficient von x nicht stetig wachsen werde, da der
Factor euzu«/) für verschiedene Werthe von n bald größer, balv kleiner, bald positiv, bald negativ sein
wird. Bezeichnen wir nun der Kürze wegen einen solchen schwankendenCoefsicientenmit ^, so wird die
aus Gl. (XIII) entwickelteGleichung der Potenzen der Wurzeln sein:

l (x) --- x« 4> (^ 4. ^, 4. ^) x' 4" (l-» 4- l.'° 4- r,-" 4- ^^ 4. ^^, 4. ^.^,) x'
4- !!>-'« (ä. 4- H.) ^ l,'« (H 4- ^2) 4- r,'« (^ 4. H.) 4. (HH,^)^I X'
4- (r^r^- 4- r--^" 4- 2»,. ,2u>2

2n„ 2n<
r/'r, " 4- r'"H,H, 4. r.'"^ 4. r./«^,) x'

4- (l'«!-/''^ 4- ^"l^"H, -j- r/"i'^"H) x 4- !-"'i-.2«!-^" -^ N- XlNll.
In dieser Gleichung werden die Coefsicientendes zweiten, vierten nnd sechsten Gliedes, da

sie entweder ganz oder zum größeren Theile aus Größen mit schwankendem Werthe zusammengesetzt
sind, für die wachsenden Werthe von u nicht stelig wachsen, sondern ebenfalls schwankendeWerthe

4'
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haben; dagegen werden die Coefficienten des dritten, fünften und siebenten Gliedes stetig
wachsen, da die Hauptgrößen, aus denen sie bestehen, stelig wachsen.

44. Nehmen wir nun an, daß r > r, >-1^ sei und setzen wir ^ — 2r", H^ — 2r,", .4^ '^ 2l^",
welchen Werthen sich die Größen H, H,, ^^ ^'ohl nähern, sie aber nie erreichen können, da ja bei

2><I,
nie gleich 1 werden kann; so geht der Cocfsicient des dritten Gliedesunserer Annahme euz^p

über in:
1-2" -z. r,2" ^- i-,/" -I- 4r"r," ^- 41°^" -j- 4^"^".

Bei einer bestimmten Größe von n wird auch hier r^" gegen l,'", und dieses gegen i^" uer°
schwinden, s« daß dann dieser Coefficient gleichbedeutend sein wird mit

r'" -l. 4r«r,".

Auch dieser Ausdruck wird endlich in r'" übergehen. Denn i^" -s_ 4r"r," — r" (r" -> 4r,")

wird in r^" übergehen, sobald r" > 4r,", oder sobald r > r,^/"4 ist. Die Zahl unter dem Wurzel¬
zeichen ist aber unabhängig von der Potenz n und bleibt für alle Werthe derselben confiant; folglich
wird sich ^/" 4 der Einheit immer mehr nähern, je größer n wird, und zuletzt mit ihr zusammenfallen,
was z. V. bei n --- 128 fast schon der Fall ist, da '^4 — 1,011 ist. Die obige Bedingung geht
also über in die, daß r > l, ist, was wir schon angenommen haben.

Der Coefficient des fünften Gliedes wird durch unsere Substitution

!-'"!-/" -j- 1-2"!^" ^. l/"r-" -j- H^,',. n^n _s_ ^2",."^" -l_ 4i-,/''l"r,".
Auch dieser Coefficient wird bei einem bestimmten Werthe von u gleichbedeutendsein mit

nnd wird bei weiterem Wachsen von n endlich in i^"r/" übergehen. Denn da l'"r,'" -f- 4r'"i-,"l/
^, ^«^. » ^. » -I- Hi-^") ist, so muß auch hier bei hinreichend hohem n endlich r, größer werden
als l.V"^

45. Bezeichnen wir nun die Coefficienten mit schwankendenWerthen allgemein mit (^, und setzen
wir für r, r,, r,> ihre Werthe ein, so geht die Gleichung (XIIIn) für ein hinreichend hohes u über in

l (x) ^- x° ->- 0„x5 ^_ ^^' -^ L^x, ^- d"d,"x2 -<- 0„x -j- b"d/d/ ^ 0. (XHIco,)
Wir erhalten also aus dieser Gleichung die nie Potenz der letzten Glieder der drei quadratischen

"Factoren, in welche die Gleichung (XIII) selbst zerlegt werden kann, und zwar durch den Coefficienten
des dritten Gliedes die nte Potenz des größten d, durch den Coefficientendes fünften Gliedes das
Product der nten Potenz des grüßten und nächstgrößte» n, durch das letzte Glied das Product der nten
Potenz aller drei d.

Wenn aber d, n,, b, gefunden sind, so geben die Gleichungen N, K, 0 des 8 24 und § 27 die
Werthe der zugehörige» Coefficienten », »^, 8^ Aus den quadratischen Factoren lassen sich endlich die
Wurzeln selbst berechnen.

46. Cs ist einleuchtend, daß man auf diese Weise jede Gleichung jeden Grades von geradem Er-
ponentcn auflösen kann, die Wurzeln mögen reell oder imaginär sein, da das stetige Wachsen der
Coefficienten des dritten, fünften :c. Gliedes von den Coefficienten « der quadratischen Factoren
unabhängig ist, ja vielmehr durch solche Coefficienten,die zu reellen Wurzeln gehören, nur vermehrt wird.

k>
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Da ferner nach dem Vorgetragenen alle Coefficienten der Gleichungen der Potenzen der Wurzeln
stetig wachsen müssen, wenn alle Wurzeln reell sind, dagegen nicht alle Coefficienten stetig
wachsen tonnen, wenn die Wurzeln imaginär sind, so folgt daraus, daß in jeder Gleichung von
geradem Grade soviele Paare imaginärer Wurzeln vorhanden sein müssen, soviele Coefficienten
mit schwankendemWerthe die Gleichungen für höhere Potenzen der Wurzeln aufweisen.

Da endlich jede Gleichung von ungeradem Grade angesehen werden kann als eine Gleichung von
geradem Grade, deren letztes Glied Null ist, so gilt ^das eben Gefundene ohne Unterschieddes Grades
für alle Gleichungen.

47. Beispiele. I. l (x) ^ x^ -j- 4x- -j- Zx ^- 42

N.

0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
.4X" — 8x' ^- ,00x2 __ 327x 4. 1764

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
xl — 136x' -j- 8296x2 — 24587Ix -> 3I1I696 — 0, oder in Logarithmen
x^ — 2.11354x' ->- 3.91887x2 — 5.39U7Ix -j- 6.49299 — 0.

Gleicl'uug der Potenz der Wurzeln — 2'.
x» -> 3^27974x' -^ 6.91220x2 -j- 9,93987x -l^ 12.98598 — 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
x» — 7.1U423x' > 13,72383x2 — I9.91588x -^ 25 97196 — N.

Gleichung der Potenz der Wurzeln ^- 2'.
x^ -1- 13 74640x' -^ 26.98379x2 — 39,49676x -!^ 51.94392 ^ 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2°.
xl -^ 27.0?318x< ~j- 54.11253x2 — 78 85010x -j- 103.88784 ^ 0.

Da die Coefficientendes zweiten und vierten Gliedes schwankendeWerthe darbieten, so enthält
die Gleichung zwei Paar imaginärer

54.11253
64

wurzeln.

lux b — 0.84550, daher l, ^ 7

INF N ^ 103.88784
loss L ^ 54.11253

49.77531
WF b, — ^ ' ^^ 0.77773, daher b, ^ 5,994....

Die zugehörigen n und n, finden wir aus der Cudgleichung in § 29
l tl>) --- a (/3 — d) -j- Hd — e - 0.

Da hier ^ — 0, L — -^ 3, /3 — 6, t> ^ 7 ist, so findet man ll — — 3, 2, — -j- 3.

Die obige Gleichung ist demnach ein Product aus den beiden quadratische» Factoren
x'2 — 3x -j- 7 --- 0 und x2 ->- 3x -j^ 6 ^ 0.

2. l (x) ^ x' -j- 12x» -j- 66x" -j- 189x2 ^- 17Nx — 168 ^ 0.
Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.

x^ ^- 12x» -j- I60x' -j- 9249x2 -j- 924N4x -j- 28224 — 0.
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Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
x' — 176x<» — 1I568x' -j- 56652097x2 ^. 80I64I1664x -j- 796594176 — 0,

oder in Logarithmen
x» — 2.2455Ix> — 4.06325x' ->- 7.75321x2 ^- 9.90398x -<- 8.9N123 — N.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
x' -j- 4.73329x^ -j- 10,5576Ix' -^ ,5.53080x2 -<- 19.8U735x -j- 17,80246 — N.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
x° — IU.84a66x^ -j- 2I.02?25x» -^ 30,83819x2 ^- 39.6I47Ux -<- 35,60492 ^ 0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2-'.
x' -j- 2I,42673x» -j- 42.32153x-° -s- 61,58768x2 ->- 79.22940x -j- 71.20984 — 0,

Hier ist die Entwickelung abzubrechen. Die Gleichung enthält zwei imaginäre Wurzeln angezeigt
durch ven negativen Coefficienlendes zweiten Gliedes der vorletzten Gleichung. Es ist

I03 l,^ — 42.32153, daher d ^ 2l.Nl5...
I«3 t? ^ 61.58768
I«3 8 -^ 42,32153
wss r'2 -. 19.26615, daher l — 4.000...
«03 0 ^ 79.22940
i«3 L -^ 61.58768

lo^ r,^^ 17.64172, daher l, -^ 3.56.
I03 L ^ 71.20984
I03 I) ^ 79 22940

I«5 r/' ^ 23.98044 — 32, daher i^ ^^ 00.561....

Setzt man t, — 21, so giebt die Endgleichung in § 29 für das entsprechende3 den Werth -j- 5,
und die Gleichung enthält den quadratischen Factor:

x'^ -<- 5x -j- 21 ^- 0.

Eine Division der Gleichung mit diesem Factor giebt die cubischeGleichung:
x' ->- 7x2 _^_ iox — — 0

— 4 — 12 -i- 8
^ 3 — 2 0

3
2

9
4

^ 2
17
4

daher ist l (x) -- (x- ^. gx ^- 21) (x -j- 4) (x ^- ß ^- z ><I7) (x -<- ß — z V'7) — 0-

Z. l (x) — x° -j- 3x' — 94x4 _^_ ^9x' — 585x2 -^- 1196x — 3360 — 0.
Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2>

x° -^ 19?x^-<- 7012x^ — 842N3x^ -^ 713177x2
oder in Logarithmen

x« -^ 2,29446x' -^ 3.84584x^ — 4,92532x'-j-5,86319x2

2500784x -j- 11289600 -- N,

6.39807x^7.05267 — 0.
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Gleichung der Potenz der Wurzeln --- 2^.
x« -s- 4,39418x5 -j- 7.92328x^ — 9,6I592x' -<- 1I.4318Nx^ — I3.NN356x-i- 14 10535 ^0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.
x« -j-8.64998x5 ^- 15.839U6x^ — I9.459I9x'-j- 22,U4653x^25.5I523x-i-28.21070^0.

Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2^.
x° -j- 17.26730x' -j- 31.71834 x^ -^ 38.91840x' ->- 45 35106 x^ ^- 5N.85688x

-> 56.42140 ^ 0.
Gleichung der Potenz der Wurzeln — 2'.

x° -j- 34,53327x' -^ 63.43668 x^ -^ 77.65522 x' -4- 9N.58483X« — 10I.824I6X
-4^ 112.84280 ^ 0.

Die weitere Entwickelung kann unterbleiben. Die Gleichung enthält zwei Paar imaginärer
Wurzel», welche durch die negativen Glieder angezeigt werden. Die beiden reellen Wurzeln werden
durch die Coefficientendes zweiten und dritten Gliedes bestimmt.

34.53327
32I03 l 1.07916, daher r --- 12.00,

lox 8 — 63.43668
loss ^ — 34,53327

I03 r, —
2890341

32

Dagegen findet man:
lux N --- 90.58483
Ins 6 ^ 63.43668

27^14815

0.90313, daher l, ^8.00,

loss t, 32 — 0,84837; daher b ^ 7.053,

lo^ ^ — 112.84280
los 0 — 9 0,58483

22 2^7l<7
1«^ d^^ _^-^ ^ 0.69556; daher b, - 4.9609.

^ — 12

Substitution zur Bestimmung der Vorzeichen und genauere Berechnung der reellen Wurzeln.
I -i- 3 — 94 -1-109 — 585 -s- 1196 — 3360

— 12 4- 108 — 168 -I- 708 - 1476 -4> 3360
— 9 ^ 14 — 59
-j- 8 —___8 -j-^ 48
— 1 -r-

-l- 123 — 280

^
88
35

1^ ^280
0

0
4- »

6 — II

Die Gleichung besteht aus den Fattoren x -> 12 ^- 0 und (x
schen Gleichung

x> — x' -j- 6x- __ uz -j- 35 -^ n.
Diese Gleichung zeigt, daß wenn u ^- 7 ist, n^ — 5 sein muß.
Da hier H — — 1, (^ — — 11, so.giebt die Endgleichung in 8 29 für li

8) — 0 und der biquadrati-

7 das zu-
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gehörige » -- -s- 2, und für d, --- 5 das zugehörige »^ — — 3. Die biquadratische Gleichung
besteht also aus den beiden quadratischen Factoren:

x- 4- 2x -<- 7 -^ U und x- — 3x -j- 5 — 0
und damit ist die Lösung der obigen Gleichung vollendet.

48. Nach der eben vorgetragenen Methode kann man zwar die numerischen Gleichungen aller
Grade lösen, man erhält aber nur mehr oder weniger genaue Näherungswerthe der reellen Wurzeln, die
jedoch nach dem Beispiele in 8 35 bis zu jedem Grade der Genauigkeit berechnet werden können. Sind
ein oder zwei Paar imaginärer Wurzeln vorhanden, so lassen sich auch diese genauer berechnen,
da man es nach der Absonderung der reellen Wurzeln nur im erstem Falle mit einer quadratischen,
im andern Falle mit einer biquadratischen Gleichung zu thun hat, deren Lösung keine besondere
Schwierigkeitendarbietet. Sind dagegen drei und mehr Paar imaginärer Wurzeln vorhanden,' so erfordert
ihre genauere Werthbestimmung eine sehr complicirte Rechnung, deren Vortrag hier unterbleiben muß,
da der Zweck dieser Abhandlung war, nur solche Auflösungsmethoden zu entwickeln, deren Anwendung
verhältnißmäßig leicht ist, und durch deren Aufsuchung zugleich die wichtigsten Sätze über die Gleichungen
selbst entwickeltwerden konnten. —

z


	[Seite]
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32

