Clementare Xuflsfung der numerifhen Gleiungen des sweiten,
pritten und vievten Grades mit eciner Wnbekannten,

Lon Dr. Erner.

1. Die allgemeine Form einer quadratijhen Gleihung ijt
f(x) =x*4+Ax+B=0. 1
Diefe Gleichung, in weldher A und B rvational fein follen, famn betradytet werden al2 pad Provurt
goeier Factoren
(x=ta) =0, (x=£Db) =0,
in weldhen a und b die Wargeln ver Gleicdung Gegeihnen.  Diefe Wureln find pofitio ober tegativ, fe
nachoem fie in jenen Factoven, weldie wiv Wurgelfactoren nennen wellen, negativ ober pofitiv-finp,  Gin
Wurgelfactor dagegen {oll pofitly ober megativ DHeifien, fe nadibem ev eine Summe oper dine Differen;
parflels,
Gine quabratijthe Gleldung aufldfen, Heifit fie in (hre Wurselfactoren serlegen.
2. Dinjichtlic) ver BVorgeichen find nur folgende Fiille miglic):
L (x=Ea) (xZ=b)=x* 4 (a -+ b) x + ab = x* =+ Ax + B = 0.
2GS = VI S = ) B B ) s B e 0.
woliel voraudgefest wirs, saf a > b fel.
Die Uufeinanverfolge sweier Glicher mit entgegengeiebten LVorgelchen Peifit ein Beichentwedsiel.,
Die Unzahl ver Beichenwedfel flimmt alfo mit ber Angabl der pojitiven Wurzeln {iberein.
3. Wad audh a und b fein mbgen, man Fann immer
a=a -} f b=a— I}
fegen, worin « rational jein foll, aber audy MNull fein Fann, & dagegen vorfiufig nidhi wiber gu beftime
men it Vel viefer Annabme geben vie Gleihungen 908 § 2 fiber in:
S.lxt @+l xt(@—g8)]=x 2 x+ o — fi= 0
Denn a2, wenn aud) vorldufig unbeftimmt, jevenfalls aber quc griper alg o fein Fann,
Balt GL (3) alle bei ungleichen Wurgeln Binfichtlich ver Borzelichen vorfommenven Fille,
Wir iehen aud GL (3 folgenve allgemeine T

{0 ent=

A3 einer quabvatifden Gleid ung mit rationalem Cocfficiemten ift biefer Goef-
ficlent gleid bem doppelten rationalen Thetle (o) ver Wurzeln; und man erhalt
bad Duadvrat ved anvern T heiles (#) ver Wuvzeln, wenn w

in vasluantat Ded vatios
nalen Theiles (o) vom lebten Glicoe ver Gleidung abjielhr”




LA o 2

Der tationale Wurgelthell () erjeint in ver Gleichung flets mit vem Loryeichen, weldhed er im
Wurzelfactor Lat.

4. Bergleidt man GL (3) mit GL- (D), fo ift

A=2a X B=uuw — 8,

unb man eebialt nad vorfiehender Megel

o= A P (1:} = B;

aljo fiir: Geide IBuryelfactoren:

[t - \ i o ‘. E_‘)_}_ |3] =0, [x = ‘ — T(—‘j‘_—' ;;] = 0. IL

Unter pem Wurgelzeichen eefeheint alfo B negatly ober pofitiy, je nadbem 8 in ber Gileidhung felbit

pofitiv cber negativ ift. —
5. Die Wurselfactoren unter (1) acben uné niibern Anfidlufi fber @ So Mnge ndmlid B in viefen
i A
wormeln pojitio if, ober, wenn negativ, vody Eleiner als (“) A2 veell, S bageqen — B :::fli"')
- : ’
o it 8 tmagindr. Die beiven Wurgeln elner quadratijhen Gileichung find alfo entiveber veell oder luagindr,
man in

pem [eteven fFalle
a= (a1 i), "= (e— B8 1= —1,

fo wird bad leste Glien ver

6. 1 quf Gequemte TWeife ble TWuryelfactoven cimer quavkatijden Glechung e eebalten, |, gable
mat, tady ver Mfegel in § 8, jum Goefficienten dved gweiten Glicved Teine Salfte mit
entgegengejestem JFeidhen; multiplicive diefe Summe mit eben dicfer Halfte unbd

gable picfes Producr gum lefren Gliche. Die lebte Summe it gleidy (8%, beren
Suadratwurzel reel over imagind v ift;, ie nadoem (#*) negativ ovey poftriv ift,”

Anm.  Diefe degel ift, wad leicht eviveislich, aud) amvenalbar, wemn ber Eoefiicient teyational ik,

Beifptele. 1. (X)) =x* 4+ 8 x — 14 =0
— 4 — 15
ig'__

._\
|
|
+

30 = £*; vaber
[(x) =(x 4+ 4+ v 30) ( 4 — 4/ 80) = 0.

2.Ix)=x*—10x <4 35 =10

+5 —25
— 5 = & -+ 10.= f*; vaber

Frx) =x—54+yv —10) (x — 5—  — 10) = 0.

Die Wurgel felbft pnvet man durd) eine einfade Wurgelausgiehung.

7. Die gligemeine Form einer cubifthen Gletdhung ift

I'(x) = x* 4 Ax* - Bx -} ¢ = 0.
worin A, B, € vational fein Jollen,  Tir nennen A pen erjten, B ben sweiten Goefficienten, € bad Tehte
Glicd per Gliidung, — Die Gleidhung fann betradiet werben als das Probuct brefer thnr&i:!r’ncfﬂrm,




poit denen gwel tmagindy fein Edunen.
je nadhpem in ihnen ber veclle Thell pojitiy ober negativ ift.

Die imagindren Wargelfactoven nennen twir pofitive over negative,

Gine cubifhe Gleichung aufidien Leifit fle in hre Wurzelfactoren zetleqen,
16 ) : grried

A, Deftimmung der Vorseichen.

8 1 (xta (x b xte =xk @bt (ab -+ ac 4be) x

aheie="0)]

2 x==a)[x=®+ )] [x = d—cD)] = x* == (2b 4 a) x* 4> 20p +¢*) x

== a (b 4+ ) = 0.

8. (x == a) (X = el) (x F el) = x* == ax* | ¢* 1 =k ap®* = 0.

In GL (1 und 2) {ft offenbar A B = C; in GL (3) AB = (.

Man Hat in allen drel Gleidhungen
entiweder: - - - -1 over: 4~ — L —,
4 x4+ G4+ Ex—c)=x+ (aF+1b— ¢
— abe = 0.
b x—a)E—0bh@Et+oo=x*—(@+bh—0¢c
abe = 0.
I. Wenn ¢ > (a -+ b), fo Dat man
in ®L (4): + — — —, in GL (§): F F+ — .
. B¢t ¢ = (a -+ b) Gat man
i @I (4): + 0 — —, in L (B): -+ 0 — .

1. Wenn ¢ <2 (a —I—‘_ b) ift; 1o bat man, sa ab = (a - b) ¢ if

in L (4): + + 4 —, ober + + 0 —, ober 4+ 4+ —
in GL (5): +~ — - 4, ober + — 0 &, over - — —

©0 viele veelle pofitive Wuvpeln ald Felchenwed el

X (ab — (a + b) e)x

+ (b — (a - b e x +

9. L.+ a)x—b4 e) (x—b—ei)=x* — (2b—a) x° =+ (b* — 2ab -+ ¢?) x

-+ a (b*+¢*) = 0.

2.x —a) (x+ b+ el) (x +b—c) = x4 (2>—a) x> + (12— 2ab ¢?) x

—a (b + ¢) =o0.

In Geiven GlLidungen ift dad odritte Glicd pofitie, Null ober negativ, fe nadivem b2 + e =

2ab ift.
L Bei 2b == a bHat man
in GL (1) entwedber 4 — -} L, over - — 0 -, over 4
in Gl (2) entweder 4+ - + — over - - 0 —, ober -
II. Bet 2b = a bat man

in GL (1) entwever -+ 0 - -, over - 0 0 L, over - 0 — -

in Gl (2) entwever -+ 0 & —, ooer + 00 —, over -+ 0
HI. Bei 2 <7 a bat man

L8 ;

"

. i : M [
in L (1) enbweder 4 - 4 -, over + + 0 4, ober -+ 4+ — -,
in @L(2) entoever 4+ — -+ —; ober + — 0 —, ober - — — —,
G (1) Dietet alfo Bisweilen Feine, GL. ' (2) biswetlfen brel- Jeidhenmwediel bar,
Sefien wir aber fiie divfen Fall a= 2b4-m (m fteta pofitio), fo mui e =2 (2 4 mh - u*

g




ober. ¢ => 3b* -+ 2mb feim. MNebmen wir ferner an, vaf ¢* = 3n? -+ 2mb - n(n ftets pojitiv)
jef, fo geben pie GMeichungen {iber tn
OL (1) = x* + mx* + ax < (2b - m) (4b* - 2mh ] —
G (29 = x* — mx* - nx — (2b -+ m) (4* -+ 2mb -+ n) = 0,
worin pffenbar AB << C iit,
10. Aud § 8 und § 9 gewinnen wir folgende Seihenveqel:
Wenn eine cubifhe Gleidhung teinen oder brei Beidenwedfel barbietet, und ¢8

ift AB ™= €, fo find ibhre drei Wurgelfactoren im erftern Falle pofitiv, im

anopern
negativ, und gwei devielben Ednuen aud) tmaginde fein. Wenn aber AB = C ift1), o
enthalt die Gleichung gwei cinfade imagindre Wyrreln == v — B. it enbvlid

AB < €, fo enthilt die Gleichunyg im erftern Falle nut einen reelen pofitiven unbd

L&
gmwel imagindve negative, tm anvern Falle nur cinen reellen Hegativen wnd gwei
imagindre pofitive Wurgelfactoren. — Finden jidh fermer in einer Gleidung zwei
Beidhenwedfel over nuy einer, {o- bat viefelbe im erftern Salle 3wek, im andbern nur
einen megativen Wurgelfactor; und von ben dret Faftoren mtitfien 3wel itmagindr
jein, wenn entwedber vie Seitenglicher eined fehlenben ®lieves gleidie BVorgeidien
Daben, ooer wenm 3wei Gliever jugleich feblen,

Gnolich enthalt feve cubifde Gleidung wenigitensd einen reellen Wurzelfactor
mit pem Jeichen ded leten Glicpes —

Aud ben Gleichungen bed § 8 und § 9 erfieht man aud, baf feve Gleichung durdy ihre TWurzel
factoven theilbar ijt; vaff durd) gleichjeitige Verdnverung der Vorgeidhen ved yweiten und vievten Glieved
pojitive Wurgelfactoren in negative, und umgetebrt, vermannelt Wwerden; und baf ver crjte Goefficient fletd
gleich ift Der Gumme ver Wurgeln mit entgegengefelten Vorgeichen.

1) Anmerfung. Da aud) (x 4 a) (x — a) (x == b) = x* == p x2

a2 xEatbh=0,
fo gewinnt man folgenve allgemeine Megel: ,Sede cubijdye Gleldiung, in welder AB = C ift,
hat eine Wuszel — A und zwel andere &= o — B4 Die belven lebtern LWurzeln {find alfo
reell ooer imagindv, je nadjpem ber gweite Goefjicient negativ ober ofitiy ift. —
@8 mogen hier nody el leicht 3u beweijenve Sibe flefien.
1. Jebve cubifde Gleicdhung von ver Form

a, x* == 2Mx* 4 (M2 -} N) x == MN = 0, ober b, 22 — (M — N) x ==MN = 0

hat elne Wyrgel M gleich ber Summe der Geiden andern, veven Vrodbuct N ift.

r

2, Jeve cubifde Gleidung von der Form
x4 a4 MxtaM=0
hat eine Wurzel o= a und gwel andere, Teven Vroduct M it

B. Auflifung der cubifhen Gleihungen, weldie wenigftens cine rationale
TWnrzel haben.

11 TWenn cine cubifhe Glpichung eine rationale Wurzel (a) hat, fo famn man bie anoern




ennt fie reell find, mit (8 < 7) und (8 — #); wenn fie imagindr find, mit (8 4 o) w. (8 — #)

Begeichnen. @8 gieht bann nuy felgenve Halle:

( )
(x:l-_'n)}fx = (81 ‘,.1\—’—(]’—»!1‘?—\‘—'-I‘? J-ayx2 4 (824205 — pH)xEa(@— =0, g

(x=k=a) g\L (8 -,--;,'ibj;-_l.\i == (f—yi P =x% - (20 4-a) x>+ (8 + 228 -}y x=Ea (§* - 1)=0. \ i
4 g J
(x=ta) ¢x =7+ ;'j; f , %o e J—;."_}_I =x3= (28 —a)x*  (F*— 2af — ) xd=a| sty —{).
[ . J
(x=ta) 4 ==+ 2\_|_| 3 —-’[.x -—:L‘—-["J' —a)xt- (82 —2a8 + 2)x=ta (@ -+ ) =0. i
E}'Lq‘: GHeidnmgen, verglichen mit ber allgemeinen cubijdien in § 7, geben
1= 2Rt 2 B Bt skidal ot 8, B a (R am ).

Die rationale Wurzel (a) ift alfo eln Factor bed lebten Glicbed. [t dlefelbe gefunden, o giebt

] u X
®L (1) einen Werth fiir 285 uno wenn man aud GL (2) vad BProvuct 2af Himwegnimmi, jo bHletbt
et Jeft (8t == 4%, neliher dem anvern Factor ped lebten Sliebed gleich ift.

Durd) Entfernung ver Wuegel (a) erhilt man eine quadbratifche Gleidung

f!, Y il e ,';}I'JI x + F.':;’i == ;.r-'- 1
[#

peven LOfung wadh § 6 u Dewerfftelligen

12. Ausd ven Gleichungen (1. 2. 3.) ved §. 11 erglebt fidy ur Ubjonderung von (a) folgende
Pegel:

JMan 3dble (a) mit feinem entfpredenden Wurgelseidhen gum erjten Goefficiens
ten, multiplicice diefe Summe mit vemfelben (a) und zdible pad Probuet gum gweis=
tenn Goeffictenten; man multiplicive audy diefe Summe mit (a) und advire Dad Pros
buct gum lefeen Glicbe” .

e pic allgemeine cubijde Gleichung it die lebte Summe

C:=='a B 4+ a* A =ta> =1 (E a),
. 0. gleich vem Berthe, welchen vie Gileidiung parbictet, wenn tn berfelben (== a) fur x gefebt wirh.
Diefe Tete Summe (= a (§* o= v == a (@ y it alie Null, fo oft (a) eine Wuys
3¢l Dexr Gleidyung fft.

Um nun eine cubijde Gleidhung mit rationalen Wuegeln aufyulifen, jonvere man ble Factoren bed
Teten Glicded auf bie angegebene Aeife ab. Gintge BVeifpicle mbgen Fur ‘hrutu[llmuu] Dienen.
1. f (x) = x* 4+ 16x* + 59 -|- d4 =0.
¢ Die Wurgeln jine nach § 10 negativ.  Dad lepte Glie TR fich gerlegen in 1, 44, 2. 22, 4 11
Die NRechnung ift folgenve:
y 4 4
1+ 16 459 4 44|
=il — 44 |la= — 1
0 | [ {— . 1)="0

paber

F(x)= (x4 1) "I.\' + 1 Vii‘x + B — \/-*_,—'E G- 1) (x4 1) x+4)=0.




2.1 (x) =x' — 14 x* 4 69 x — 126 = 0.
Dad Tepte ©lied [aFt fich gerlegen in 1. 126, 2. 63,°8. 42, 6. 21 1. Die Dechnung geigt, bvaf

1, 2, 3 Teine Waorgeln find,  Uber - 6. gielbt;

1 — 14 -~ 6Y — 126

+ 6 — 48 412 |a= 1} 6

— 8 I 21 ot 6 =0
kb e

PO = 0) & — & o ) (i e T

B l@=x47+ bx —21| =0
— 8 —12 42 la=—38 2

4. T(x) = x — 75 x 4 250 = 0. cf. § 10. Anm. 1.
Dan erjebe ven erjlen Coeffickenten vurd) Nuil,
14+ 0 — 75 - 2.'”1!]‘
i) —{— 1000 - 250 a = — 10

— 10 - 25 0|

5 1 (x) = x* + 50 x* 4 655x + 750 = 0,
Uuz § 10. Unm, 1 {blieft man, vaf clne Wurgel = — 25 fei.

1 4 50 -L 655 -+ 750 |
— 25 f_{i;’]__ — 750 |'a = — 25
+ 25 -+ 30 I R 5
+ I =5, — B — asaahe

T 4 v 804) (x 2 — L/ 504) = 0.

- i
[(X)=(x-} 35) (x + 2a

6.1T{x) =x*==1—0.

Man evfete beive Goeffictenten durd) Null,

1 40 4+ a ==

et el I o (SRR i S e
Wi 0
il — =
T - _—;—i—‘ = % baler

( (x) = (x == ng =5 + v = 3; prrs A 35 =1k
3



13, ifit fich vad Tebte ®licd in {ebr viele Factoven jerlegen, fo Fannman {ehr letdit gewiffe Grengen
Befttmmen, tnneybalf weldher vie Murgeln liegew miiffen, unk vadurch die Anzabl der unbraudibaren Faes
toven verminvern: Da ndmlid) fiv ( == a) ald Wangel £ (F= ) = o §jf, fo [hlieft man, daf 3wi=
fden a' und a”’ etne Wurgel liegen mijfe, wenn

fi=Erah = 0 i L EE a) =0 E

Ly

fih erqiebt. Denn diefe Werthe Fnmen bei fretem Wadyjen ved (a) nicht anberd aud vem Pojitiven ind
Negative, und umgefebrt, fibergehen, ald wenn jie fir trgend einem Werth vour (a) einmal Rull gevwornen,
Diefe Grengen a' uwd a’, venen tm Allgemeinen die Jablen 1, 10, 20, 30 w. entfvredhen, Tann
nian leidit enger 3iehen; ja man fann von vorn Derein Deftimumen, weldie Factoren bed letiten Glicned
alfein nur qur Redynung benubt werken diirfen,
14, Denn 3icht man 2ad Lebte Glied per Gleidiung vom Provucte ved erjten und gweiten Eoeffi=
ped § 11 folgenve Gleic

I
cienten ab, fo erbalt man aud bven Gileidy
AB — ¢ = == 28 [(f = a)* == #*].

A

Daraud erglebt fich, ,baf (AB — C) jtetd durdy 28 theilbar i1, und daf man folglid
alle Bactoren ded [eBten Gliehed ald unbraudbar angjdhlicfion mitife, denen Werthe

fite 24 entfpreden, welde nidt Theiler von (AB — C) finp"

Ein anvered Mittel, dicjenigen Factoven ved [ebten Gilicded, welihe nur Wurzeln fein fnnen, auf=
sufinden, lebrt folgenve Betradjtung.
Fenn [ (x) = (x == a) @ (X) ift, jo muf, va (x == a) ein Wurgelfactor if
f(x)
(x = a)
cine ganze Sabl fein, 11\-:[.‘1;c1:".30115c11 ‘3-.‘31'1‘1[.\ tran auch per Unbefannten x qeben mag. @Hji’ man nun
x = -+ 1, {o gebt (A) fiber in
(_,r_ (i"_l']?aj = (+ 1). B;
und feBt man x — — 1, fo geht (A) diber in

(_'r__.{lii'!-}a) =@ (— 1).. C

Daraud geavinnt man folgende JWegel: Wenn (Z= a) eine Wurzel ver Gleidung b (%)
fein Toll, jo muf (5= a 4 1) ein T heiler von £ (+ 1), und jugleich aud) (5= a—1)
gt Ehetler vond (— 1) jein.”

= @ (Xx). AL

"

15, Wir wollen auf ywei Beifpicle beive Regeln anwenven.
1. £ (x) = x* — 58x* 4 963x — 3906 = 0.

Ale Factoren diber 58 find audjuiblichen (cf. § 10 Anm.) Das Folgende ift von felbft verftinolidy.

1 — 58, -+ 963 — 3906 | AB-— € = -~ 58.963 - 3006
4+ 1 — 57 4 906 |a= |1 = — 51048,

— 57 4+ 906 — 3000 |f (4 1) — — 3000

— 1 -+ 59 — 1022 |a=—

— 59 1022 — 4928 [ f (— 1) = — 4928



Hactoren von C.

— i+

Fheiler von (-~ 1) = 3000 |

719

6l

.i—h-——S

e s—r*'

14/ 18| 31| ¢

211

B : — 3|— 4— 7/— s-—m —
Fheiler ven f (—1) = 4928: ‘— —4—7’—8 —'|—__
Moaliche Wurgeln: | — |3 8l l:—i— 7 —_T
E.uan‘uIth‘ Therthe von '3)’ — =—:'i.:—.J?: T ‘ -
Fheiler von AB — € — — | .1]‘31': |_:_ ;|_ n!i —_i ST R
-"ﬂluq[fi‘ 9Bur; geln: ' — | — |+ 6 S R

InEishng - 963 - 3006 |

4 8 — 312 43906 |a= 486
= + 651
1 926 2l ere ’
— 26=p, — 2b= 3?; baher |
f(x)=(x—86)(x—21)(x— 381 =0
i isLp ('ﬁ.} = x% -~ 18x* — 3833y — HG670 =il
-+ 4 e g a= 41
+ 19  — 314 — 5984 ‘ f(+ 1) = — 508k AB—C=——324
— i — 47 = 250 s i
sF A7 =850 —.5820- |.fi(— 1 — — 5820
= 20 760 8540 | & = - 20

38 = 427
Die Tactoren uber 38 find unbraudibar,

Factoren won (: = B e Bl R sy 9 10 14 15
+at+ 1= |F3FiFe47-F8I 10+ 11/ 15F 16-
heifer von [ (4= 1) | — s == B e —|T 11 Y
Ees 1= —+2 [ —+6 —+ 9 —4 14
Aleiler von [ — 42 e — - 14
W _E‘JL-:: e g T i s | St =g
Gntjpredhenve  Werthe DR e : _..! ok b gy
von 25 | ‘ i )
c-:-l-'\'ih'l' von AB — ST ___ Bl T T e e | -—:—{—_ 3
Migliche Wurgeln | - — = = = —|— 15
| JoEET) ' | |
1 .15 — 333 — 5670 |
— 15 — 45 -+ 670 a=— 15
S — 378 B I

= 3% baler

1‘ \1

2870 | (- 20) =

pie pofitive TWurgel 3wi

- 2870
jchen 1 und 20 liegt,

+ 194 22 4 28 F 31136
+22 — — —
—20 = - =
==y = = =
e 3 - —‘ 5]
BRI




16. Die Geibent in § 14 aufgeftellten Regeln find Felbftoerftindlich nur anwendbar fiie Gleidhungen
mit ganzen Goeffictenten, beren rationale Wurgeln allein fletd gange Zahlen find. W man fle aber
aud) gur Aufiinoung gebrochener Wurgeln anwenden, fo muf man ble ju Efende Gleichung juver in cine
anbere umformen, veven Goefficienten ganze Jahlen, uno veren MWurgeln beftimmte Bielfache ver u fuchens
penn TWuryeln find,

Gind nfimlich vie Wurgelnw ciner Gleidjung a, b, e, alfp ifve mfadjen TWerthe am, bm, cm, fo find
ibre entjprechenven Gileichungen

Lx+a)E+DE+)=x4 (a-+b-4e x*- (@ + ac + b)) x +
atc — 0

2. (x 4+ am) (x + tm) (x + em) =x* 4 (a+ b + ¢) mx? | (ab + ac + bc) m?x
-+ abe m* = 0.

Daraud ergieht jich dle Degel: ,Um aud einmer gegebenen cubifden Gleidung eine an=
beve abjuleiten, deven Wurpeln gleich dem mfaden Werthe ber MWurgeln der geges
Benen Gleidiung finy, multiplicive man ven erften Goefficienten mit m, ben gweiten
mit m* vad lebte ®lied mit md"

Man muf alfo vem m einen jolden Werth geben, bafi ourd) Unwendung vorjtehenver Regel alle
Brirdhe aud ver ju [Bfenven Gleichung verfhmwinden.

Beifpiele 1.1 (x) =x L xF — M x — B =10
BDie Brivche verfbivineen fiir m = 24; man erhalt:
r() =14+ 8 — 428 — 2640
41 + 9 — 419 = 4+ 1
S AT 050 T O Ay = 859
— 1 — LS gan Il as—r —
— 7  — 435 — 2205 | I (—1) = — 2205

4 80 1140 21360 | a = - 30
RSB8P TAR o 18720 | £ (+ 80) = 418720

Die Factoren fiber 38 find unbroudhlbar, ba oie pofitive Wurgel unier 30 liegt.

Factoren von O: 1283145061801 100 11012 11 15 | 16 1 ,2{}_L2” | 24 30) 33
T at+ 1= 1 -31H-4+5,+46]-£7}- r O 1112 18- 161721 28] - 25 21|34
Theiler von [ (+1):) =] —] —f —'+7 |—| T e e e I e =
e e e e s e e e e e s Y I e
Aheiler von T(—1): f 4 —| —f —i4+58] —| — | = —1—|—-1—12] — 1 —| —
Mogliche Wurgeln: T — — —1 —f—=6i —| — | — 0 =l =1 —01T—101-221— | — | —
18 — 428 — 2640
6 — 12 + 2640 |a=—6
O 7} 0 |
— 1 - 1

+ 1=8,— 441 = 22; daber
t() = (x 4 6) (x + 22) (x —20)=0, alfo f (x) = (x4 1) (x + 1) (x—-) =0.




s IR e

2.0 (x) = %" A {3 X o W = 1P == 0,

Wan erhilt fiv m = 16: 1 + 82 — 977858 — 8HOLO |
-+ 80 - 12060 -+ 414000 | -+ 80.
47162  F 5176 4 328950 |[(--80)== -} 328950.
=50 -~ 6600 — 59250 |a = -+ BO
_f_.

132 — 1185 — 144300 |f (- 50)==— 144300.
I
Gactoren vop € ywifden 50 unb 80 54 | 63 75
Entjprecienve Werthe von 25: 136 | + 145 | 4 157
Zheiler ppn AB — €= — 553320; — |+ 145 —
Migliche Wurgel: _i — | + 63 —

7785 — 85050 | .

0135 + 85030 | a =-+ 63
1350 0 |

TLOES |

1 - 82
+ 63
145

145
¥

[E

| =g — ‘-;;-’I."_—'E'_-: ;z'-";_mf;cr

f(y) = (x— 63) (x 4+ 135 (x -+ 10) = 0, alfo [ (x) = (x—2%) (x 4 9) (x+ 3 =0.

C. Aufléfung der cubifdhen Gleihungen, deren drei Warseln iveational find.

17, Wir beginnen mit pem cinfadften Talle, G§ feb namlid

() i==rxto8ax ol Gt o=l abi=l= o hre—ii); I.
Bablt man auf Geiven Seiten (5= b) bingu, o exbdlt man
(x &= a)) = b, wormd X = == a = /b, ober (x o= a == M) ald ein Wuryels

factor g-;flmh'u wird.  TWenu hierin '{Vﬁh irpational iff, fo it ¢8 audy ver TWurgehwerth x,

Um bie beiven anvern TWurzeln gu erbalten, jouwvere man die gefundenwe Wurgel (o= a == *Y'd)
nagy § 12 aud ver Gleidung (1) ab; man gewinnt fo die quabratijde Gleidung

x2 =k (2a = W) ¥ + at =2 Wb+ W =40

peen TWurgelfactoren nadh § 6 Anm. gefunden werpen; fie find
xExazxriWh+3iWhy —3 =0 (xtagxE}®h—i NI —3) =0

Die Gileichung (L) ijt alfo aufgeldit:

p(x)=(eztazk YW [xaxE} Wb+ Wy — 8T[x haxz] W —
13 by — 3] =0. 1L

18. Bilvet man nady vorfiehenver Anufldfung vie orei Wurzelfactoven, aber mit tem Untexfdicve, vafi
man ftatt ded einen ivvationalen QWurgeltheiles deven el anmimme, fo finbet man nur folgenve Fille,
in penen rationale Goefficienten entfteben:
A (T i W) e aE R 40h e Syio— 3 h— /& ]/ — 8] [x ==

a7 Wb+ e+ b — ﬁv,“];;_ 3] = ;

x? :i: dax* 4 3 (aﬁ; WWibe) x =k a® o= Sadyhe == (b 4 ¢) = 0.




B (x 2= azk (/b — *Ve) [x == a Vb —Ye — Vb4 Yoy — 8] [x &=
Az Vb Vo Wbt Vey —s =" "
x? =k 3ax? + 8 (.1'-'- 4 %Vbe) x == a* == 3atybe == (b — ¢) = 0.

Wir feen fejt, vaf Hievin ftetd b > e fel.
MWird in (A) und (B) ¢ =0, {0 ehilt man ven in § 17 Gebandelten Fall,

19. St man a = 0, (Vb *ye) = 8, (3\VD — *Ve) =D, (b} ¢c) = =, (h—¢)
= A, 7o gehen die @leichungen (A unb B) e § 18 fiber in folgende:
Lix=E8)[xi8 — DY —38][xx IS4+ 1DV — 3] = x* — 3%e. x =&

2. (XD [xF i —ISY -—3] [x= 4D + SV — 31 = x*+} 3%Vbe. x ==

Sir ziefen aud ®L (1 und 2) folgenve Megeln:

1. ,3n jever cubifden Gleichung, veven jweited ®lied fehHlt, Fann der britte
Y heil ped gweiten Goefficienten betvadtet werden ald bad Drovuct gweier, tm Nll=
gemeinen ivrationaler MWurgelthetle (*YDb und ¥\e), uno dad lefteGlied entmeder
als pic Summe, oder alé die Differens der Cuben (b und ¢) diefer Wurgeltheile,
je machbem ver gweite Goefficient ver Oleidung negafiv over pofitiv if"

2. . ®er veelle Wurgelfactor enthilt entweder die Summe over vie Diffeveny
ver Wurgeltheile, je macdybem bvad lepte Glied der Gleidung vie Summe obher
Differeny der Cuben diejer Wurgeltheile varftellt; und ywar ftetd mit dem Beidyen
ped Lefpten Gliened”

8., Die beiven anbern Wurgelfactoven, welde im Allgemeinen tmaginds fein
werben, beftebhen aud etwem vecllen und aud cinem imagindven Thelle. Der reells
Fheil ift entwever ber balben Summe ober der Halben Differeny der Wurgeltheile
gleidy, je nadoem ber reelle Wurgelfactor vie Summe oder Diffeveng enthilt. Der
imagindre Thell ift im erjfernFalle vie halbe Differeny i andern vichalhe Summe
per Wurgeltheile multiplicict mit ¥ — 3. 3ft der reelle Gactor pofitiv, fo find
bie Deiden anbernt negativ, und umgelehret’

20, Die Anfldjung ver Gleichungen gelingt fofort, '"-‘NUJ b = 1% e=n ft. 1)

Peifptele 1. 0(x)=x*— 6x £ 6=240

" be = &2, b + ¢ = 6; vaher

£ () = (x £ OV + °V2) [x F VAW 2 — 5Va— Y2 f — 8] [x
WAtV + YVA— V2V —38]l=0 ’

2 2

gt ) — E"-F‘:}_‘( = o 13= 0
be = 9. 3, b — ¢ = 6; balex

f(x) = (x &= V9 —*V3) [x = *¥9—°¥3 — *V9+%V3 y — 8] [x
WO =R nid W i, 1 @




S gl S

8, f(x) = x} — 15x == 30 = 0 f
be = 25, 5, b + ¢ = 30; daber _
x) (“#-"33 + %W5) [x = Y25 [—‘\’5 Y25 —*Vh 3 — 8][x=¢
z
L)tfo _I_ 1'!1‘f.) _l I\‘rfj‘ \f{’ — 31 = 0.
4.1 (x) = x> — 'f"_\_" _7" =0 2
be — 64 8, b ?31 baber

f (X)=(x=t (V64 + *V8
Srri Sy Bt Y’l}ei-— Y8 v — 8] =
(‘«:Lﬁ)[x-a—3 — =38l 34— 8] =

V64+0YE — V64—V " — 3] [x

] 1

5.1 (x) = x*® 4 24x == 56 = SRR
be = 64 8, b — ¢ — 56; baber
f(x) = (x=£ (V64 -- *V8) [x == *Vb»i 'Va — ‘Vbi—[—"l,"s Y — 3][x ==

Y64 — VB -y 64t VB ¥ — 8] =
3 2
(X2 [xF1—8Y —8lixF1+8Y —3]=

1. Anm.  Algemeiner Fann man fagen: wenn e el Theiler von b ift.  Glenfo lelht Taffen fich
oie ®leidungen [bfen, wenn b und e Tfeiler von {“) fino.  ©o finbet man  Leifpicldweife gur Aufs
Ibjung per @leichungen: :

1) x* — 18x%
2) x¥ — I8x
3) x3 — 18x
4) %3 — 18x
5) x¥ — 18x

5

217 =0, ober x% - 18x + 215 = 0,
110 = 0, ober x* | 18x + 106 = 0,
58 = 0, ober x* - 18x + 50 = 0,
42 = 0, ooer x* - 18x 4 30 = 0,
30 = 0, oberx? -+ 18x + 19 = 0,
6) x3 — 18x 33 = 0, cver X -} 18x 4 15 = 0,
7) X% — 18x 30 =0, ober x* + 18x + 6 = 0,
besichungdroeife die Wurgeltbeile 1) *V 216 und *V1, V108 unb *V°2, 3) SYhH4 unb 3y 4,
4) *Y"36 und °Y°6, 5) V27 ump V'8, 6) V24 und ‘1 9, 7) 3V 18 und "V 12, woraus fid) die
Wurgelfactoven felbft nad) § 19 it jufommenfeben laffen. —
21. Midht tmumer ijt bie Lofung fo Teicht; aber die Gleidungen gewdbren flets bl Mittel, vie
@rifien b unp ¢ gu bevedhnen.  Bejeichnet man némlich vie allgemeine Gleidhung i viefe Falle mit
| x* £ px + g = o,
fo ift nach § 19: p = 3 *\he, q =Db + ¢
1) Wenn b 4+ ¢ = g, alfo e = q — b ift, fo erhilt man bie Gleidhung

b (g —b) = (1)*

I+ |+ !+ [+ H




und findet bavausd b
i b=+ 1q + V(Lq;}'l-— Gp)Y e =+ lq — 1";.3(1}'—'- — (1) A
Der veelle Wurgelfactor ift nach § 19, 2:
A b = LV 3 : ._.I. e : = 3 “—_._._':_.'_"_._ i
Gt ovvt o =xxVFurYar—a + V+u—Ye—mw)l
2. Wenn (b — e) = ¢, aljo ¢ = b — g ift, {o et man bdie Gileichung
| — i v
y (b — q) (1;)’
unp finvet bavausd Kt 8 T R
b= 4 + VA F@) ¢ = — 1+ VGG = — [0 — YO+ 8.

Der reelle Wurgelfactor ift nady & 19,.2;

i . X 1 1y, : S _ 1 !——-I;—._—-__._. -
(x == Cyb—>y0) = [-‘C + (Y ¥+ Yao+oy + Y +¢l1—‘r"(lq)--|—{f,p}’)J.
Diefe unter A unv B gefunvenen Formeln find betannt unter vem MNamen ver Carvanijden.
29, MNuch pie Gleidungen bed § 18 laffen jid) jofort [Bfer, wenn fie die Form Haben:

1) x% == 8ax* 4 3 (a* — m)x * a* F 3an. + (0* -+ n) = 0,

2) x* + 3ax*+ 3 (@ + n) x +a* £+ 3w + (n* 4 n) = 0.

Beifplele, LI =%+ 6x* —3x +8=10_
a— 4 2, bc=255 b + ¢ = 30; paber

£ () =(x+2 43V 24+2vD) [x + 2 — W26 — W2—5 v — 8] [x
2 2
4 2 — 326 +2Y5 + *Y2B—3y5 Y — Bl = 0.
2 2

2 i) ot A0 F B b Wil 4
a=— -4 hec= 255 b — c= 20; baber

f(x) =(x +4 325 — 3y/5) [x 4+ 4 — Y2 =35 — Y25 +%/5 y — 3] [x
+ 4 — Y25 + Y245 Y — 31 =0

28, Tenn aber bl Gleidung
f(x) =x*4+ A2+ Bx+ C =0
nidyt von ber in vorftehendem § behandelten rt ift, fo fann man fie auf die in § 21 angegebene Form
jurliffithren.  Bevgletdht man ndmlich vie allgemeine Gleidyung mit ben [dfungen bed § 22, fo finbet
man, vaf
3ybe =p= — jA* + B
b + ¢ = gqg= 2(;‘:}1 — 1AB 4 C

fet. Man gelangt aljo feté ju der rebucirten Gieidung
2+ px4q=0
beren £Bfung nach ven Fovmeln ped § 21 ju bewertjieligen ift

94, Wahreno Formel (B) in § 21 ftetd veelle Werthe fiir b und ¢ liefert, Bbleibt Formel (A) nur
‘L 3

L ] Xrvgiifan el . : f L el Lol X at ' '
fo lange anwendbar, alé Ui} = RE’) ift. TWenn dagegen (1?:} > (ﬂj ift, fo echalt man flix *p/bund *ye

1 T s
Nudvriicke von ver Form *Flq 4 ri und *Pig — ri




Rinnte man nun auf elementarem Wege viefe Ausbritde auf vie Form
(¢ 4+ Bi) und (&« — @i)

bringem, fo wiirve fiir dicfen fogenannten Casus irreducibilis oie al[.wmeme Gilelidhmg fein

G2 BxFa—fyslx=xa+ # 3] =x 3 (¢ + £7) x =& 2a (02—
BEAIRE=[HRY
in welder, nady unjever Annabme, wever e rody 2 im Allgemeinen rational ift.

Wenn alfo Formel (A) ved § 21 einen imagindren Ausorud varbietet, fo enthalt ole @leidyung vret
reelle 2Wurieln,

1. Anmerfung. Sind alle drel Wirgeln rational, fo wuf B = 'y 3 fein, und die allgemeine
Gleichung it fiilr diefen Fall:

G20 xFa—3xFe + 8] = x*—3 {c.s + 881) x &= 20 (0 —
"15'=j = 0

. Dfune und weiter mit ver Umformung per Garbanifhen Formel ju Befafien, wollen wie an § 13

Illl‘“‘[‘l nnfmn.qcu JNad) pemfelben ift man ndmlich im Stande, vie Givengen, wifden benen bie burdy
pad Borgeichen ded lehten Gilieved angedeutete Wurgel liegt, beliebig enger zu gichen und auf vieje Teife
bie Wurgel felbjt bis auf eine gange Ginbeit genaw gu beftimmen.  Jwel Weifpiele werben  bHinveidyen,
biefe8 Verfabren u verbeutlichen.

LIix)=x47¢ —9x -+ 12| =0
— 10430 — 210 [a = — 10
v " — 3 F 2t — 108 [ f(— 10) — — 198
—9—]—18—81 a=—19
B R Ui TR T g g oy
i i Bk 8l il R
— 1 — 1+ 20|f(— 8 = + 20
Daf(— 8 =4+ 20,1 (— 9 = — 69, jo liegt nach § 13 eine negative TWuryel pwijdben

8 und 9, und jwar niber an 8, —
2. f (x) =x*4 10x - 60 = 0.
Man erginge ven erften Cocfficienten vurdy Null,
L A R I s T

AEEA0 N 1001 S5 08100 |Fass + 1

+ 10 -+ 110 + 1040 [E (- 1 ) = -+ 1040
+ ! 5 4 T‘ 25 __|1." lﬂ‘rj _I i .—'_ ]

+ 5 -+ 35 + 115 | 1 5) = + 115
R, S L el € _|_

I S T i S Y + = T 4
-5_—_ 3 —I— 9 _.|_ ST —— '3

+ 3 + 19 — 3.[[-' 3;:_3,_

Rach §. 13 liegt alio eine pofitive Wurzel smifchen 3 und 4, und gwar wifer an 3. Wir wollen,
ofne Riudficht auf vad Vorgeichen, ven grifern von wei Gremynferthen, gwifdyen denen elie Wurzel Iegt;
bie obere Girenge, ven Elehern die untere ®renge nennen.

26. Sonnte man nun eine Gileichung  ableiten, Teren Wargeln  fimmtlicd) wum  ble untere Grenge
Fleiner, vejp. grdfer wairen al8 ble Wurzeln ver gu [Benven @leichung, fo wittbe man auf diefelbe Weife,
wie vorbin, pwei auf einander folgende Rc!mtel finben Finnen, awifden deten ber noch gu bBerechnende




Whrgelwerth von (a) legt. Durd) wieverholte Ableitung von Gleichungen, Deren Wyrgeln jevedmal um
pie gefundenen Werthe ber gu bevechnenven TWurgel Eleiner, refp. grifier wdven, winde man fid) vem walh-=
ren Wurzelwerthe (a) beliebig nafern Fnnen.

lm aber aud ciner Gleidung cine anbere abjuleiten, deven Wurseln um eine beliebige Grdfie (h)
Fleiner ober grbfier find, braucht man nur in die gegebene Gleidhung (x -4 h) ober (x — h) flatt x
fu fesen, Die algemeine cubijhe Gleichung geht dann diber in folgenve:
f(x==h) = x4 (A=t 3h) x* + (B == 2Ah 4 3h?) x 4 C==Bh 4 Ah* = h = 0. L

nmerfung. Man bemerfe, vaf in GL (1) dad ledte Glied_gleich (2= h), ver Coefficient wvon

-x gleidh £ (2= h) und ber Goefficient von x* gleich ' (2= ) ift.
2

Dromet man ferner ®L (1) nach) Potengen von h, fo giebt fie vie Taylorjhe Neibe:

fxEh=t@=LEhL G0 E =8 Y (x), —
Iz L33

27. Sdireibt man GL (1) folgendermaen:
x* +[A == h==h==h] x>+ [B == Ah -+ h: == Ah 4 202] x4-C==(B =Ah 4 1*) h=0,
fo gewinnt man folgende allgemeine Megel:

Jim oaud einer cubifden ®leidung eine andere abjuleiten, beven Wurgeln um
(== h) von ven Wurgeln der uripritnglichen Gleihung verfdicven find, 3dhle man
(= h) dreimal DHinter cimanber yu A, multiplicive fowefl bie erfte, alf aud)y die
gweite Summe mit (=h) und gifle beive Prodvucte nad) einander ju B; enolich muls
tiplicive man audy die juerit exhaltene Summe Ded gmweiten Goeffictenten mit (2= h)
und 3Ahle viefed Broduet gu C."

Belfpiell (X)) =x* — 18 x> + 27 x + 19 = 0. Man Lite gwei Glidungen ab,
perent TWurzeln wm == 4 von den Wurgeln bder £ (x) verfhicden find,

t — 18 + 27 + 10| h=-1]4| t—18 + 27 + 19| h=—4
+ 4 — 56 — 116 f — 4 + 88 — 460
TR A T R R i — 22 115 — 441
ri &= 40 ” S Ancb104
— 10 — 69 1 — 26 +219
+ 4 — 4
=6 ] — 30

Die abgeleiteten Gleichungen find:
f(x + 4) = x — 6x) — 69x — 97 = 0.
f(x — 4 = x* — 30x* 4 219x — 441 = 0.

98, et man_in GL (1) ded § 26 ftatt A, B, C ihve Werthe aué § 11 und h = a, fo geht
fie Qiber in
vt rxar+fxrFPlxa@xEp)Fal@xp =0
Da in viefer Gleidung vad lehte Glied Mull ijt, jo exhdle man die quabratijdie Gleichung:
P2 Tax+PxFargEp=0 IL
poven Wurgeln um == 2a vermelyrt vie beivenr anverm MWurgeln der gu [Efenden cubijden Gleidjung find




ST

Anijtart aber bie GL (1D felbft nad § 6 g [Bfen, a8 in ben meiften Fallen [efir weitldufig  fein
miirbe, nehme man jur Veftimmung von B und » ven gefunvenen Furgehverth (a) nnd die qu [dfende

Gleichung 3w Hilfe.

p3unddijt findet man 8 aud vem Goefficienten ver GL (1), wenn man venfelben
mit 2 pivivivt und = a, v. B ben entgegengefetten Wurgelwerth (a) hinguzdhie
Bicbt mau ferner vom legten ®lieve der GL (1) vad Duadvrat ves erjten Coefficienten (23 == a)

ber gu [Bfenpen Gleichung ab, fo exhilt man

— B:(4f Z=0208) = o~

3ablt man bagu ven breifachen Coefficienten: Ded  britten Giliched ber Glidung,  nimlid -}

3[F2 == 2a8 == 5], fo bleibt o= 47 fe nadhbem # reell ober imaginde ift.

fich pie Megel:

gBenn o man gum ghweiten Goef
Werth (3 B — A* adbdirt, vann mi

Leifpiel. £ (x) = x | 10x?

a

cf, § 11.

Luraud cvaieht

ficienten ber Tefhiten abgeleifeten Gleidhung ven
t

4 pivivive, fo evbhalt man o= 42"
-+ 128x 4 290 | =0

— 70 — 290 i'i'l:—-—-ﬁ
4+ 58 0 AR

— 4B

T

Man erhilt: £ (x) = (x + 5) x + 74 30 (x + 7 — 3) = 0.

Man findet alfo nad) diefer Methode ebenfalls, wie oben § 11, 3u gleidier Beit alle prei urseln,
von beren bie beiben [etiteren um fo genauer fein werben, je genauer ver Werth ber Wurgel (a) bered)=

net worben iff. —

29. Gbe wir nach ber RNegel ves § 27 dle Bruchyiffern ciner irrationalen Wurgel 3u Gerechnen
fudien, wollen wir juver nody an einigen Veijpielen zeigen, vof man nad perjelben deqel in ununters

brodener Mechinung auch vie Ganzen ved Wurgelwerthed finden fonne.

Bu diefem Jwede fonbere

man im Allgemeinen fo lange hinter cinander 10 mit bem entfpredenven Vorgeiden

aud ver ®leidung ab, bid die obere Grenge gefunben ifth) —

Die nod) fehlenden,

innerhalb ber gefundbenen Grengen lipgenven Giner dber Wurgel ergeben fich Teidt
aus ciner Divifion bded juleht erfaltenen gweiten Coefficienten in pad yugehds

rige lefite ®lied der Gleidunag.

Denn ba B = (82 == 228 o= 92 und € = a (82 = )

C i : g e : v i
ift, fo mird (T) um fo genaucr gleich (a) fein, fe Eleiner (a) felbjt ift, ober je enger bie Grengen

find, innerhalb twelder ber gefudhte LWurgelwerth liegt. Da aber nur dann basd lebte Glicd der Null fich
nafern wird, wenn vad Provuet aud vem gweiten Coefficienten und bem abiufonvernven Wurzeltheile ein
bem leften Glieve entgegengefettes Voryeichen Hat, fo mup der jweite Goefficient pofitly fein over werben;

und nur in vem Falle, daf B pofitiy ift, wird (](3) cin gendberter Wurzelmwerth

feina), melder nod) genauer- Geftimmt werben fann, wenn man bie fich lefht ergebenve Regel dabei




beriufficitigt, ,baf ber gmeite Goeffictent ju= ober abnimmt, je nadhbem dad yweite
und vierte ®lied ver Gleidung verfhievene ober gleidhe Borzeidien Haben”

Anmerfung 1. Sind die Coefficienten der Gleichung grofie Jallen, fo Fann man vermittelft ber
egel ped § 16 pie Gleichung fletd fo cinvihten, daf ber Turzehwetth unter 100, over gar unter 10
au liegen fommt, ef. Beifpiel (4).

Mumerfung 2. Wenn eine Gleichung drei veelle Wurgeln Hat (cf. § 24), von denen nur pwet
pofitiv oder negativ find, fo Fann man anf diefelbe TWeife vivect im erfiecen Falle eine pofitive, im anbern
eine negative Wurzel beredhnen. Dann muf aber, wie von felbft einleudstet, ber gweite Eocfficient grabe negas=
tiv fein over werven, fo lange puveh bad Worgeidhen ved lebten Glieded cine andere ald die gu Leredinende

=

b Sp st S R b W . il :

PWurzel angedeutet wied; und fiiv diefen Fal ift = chenfalls ein Maberungdmerth.  Beadytet man bie
WBorzeichen, fo gewinnt man folgende allgemeine MRegel:

Der Duotient ((”

B
MWurzeln, je nadivem verfelbe negativ ober pofitiv iff"

) ift ein Naberungdwerth fiix veelle pofitive ober negatiBe

Anmerfung 3. Wud den jwei folgenden, leidht verflandlidyen Formeln

)V T o St D S s G (0 i e | O e e R R i s S
| e A 0 = AB Sl A 0 = AB
0 By NG s AR | 0 — B Y=CtAB
ot _."i. -_—l—_‘\.z __$ "L _E‘ "“i
=AY o AV AB I = A )+ A*— B
she A iestinsr
1) 24 ; eEi2A

giefien wiv nod) brei feby niblice iegeln.

1. Sn allen cubifden Gleibungen mit Feinem oder drei Setdenmedieln iff ber
erfte Goefficient eine untere over cine obere ®renge, je nadvem, ohne Ridfidt auf
bad Vorzeidyen, AB Eleiner vver grofjer als C ift. cf. 30. 6.

2. 3n allen cubifdien Gleidungen, in benen bas dbritte Gliecd megativ, bad
jiweite und legte ®licd aber gletdhe Borgeiden haben, ift der erfte Coeffictent eine
untere ober obere Grenge, je nadidem A2 groger over Eleiner ald B ift. cf. 30. 7.

3. Sn allen cubifden Gleidungen, veven ovritted Glicd Mull ift, und deren
jweited und lehied Glied gleide BVorgeidien baben, ift dev evfie Goefficient gine
untere Grenge



30. Beifpiele.

1.1 (x)=x3 — 16x2 — 242x — b8 | =0

o ) — 60 _ — 3020 | a=+-10-F10-} 10 — 4= 26
— 6 — 302 1) — B488 = [ (4 10) .

g 152 0) o+ 40, — 220

4 ) — 262 1) — 3708 = (4 20)

-+ 10 -+ 240 - 8580

) ld — 22 l) -|- w872 = 1 (4=:30)

e i -+ 340 — 4872 :
-+ 24 )+ 318 o 0= T (- 26),
=10 E 540 : - i

_: o '- @ ‘_‘ } D¢ obere Grenge ijt -+ 30;
I 84 + 858 ARG (s
1L 10 4= 640 pie: untete —— 20,

o Nl = i H 3 L/ } .

3) + 44 ) - 1498 8) = x !?: gicbt nadh
+ 10 —~ 980 1498

'_"_}__ B4 _'F_Ig;g § 29 ald JMiberungdwerth
+ 10 264 — 45 + 26 ift aljo i
-+ 64 - 954 rationale LWuryel.
-+ 10 — 082=3B—Aa

Man finvet £ (x) =

2. I (x)= x» |-

S |
TEAE
_"’-: —

|

TWenn ver 3weite Coefficient b

Die pofitive Wurzel Tiegt alfo

—2Bih——T=p

—20) x+ 54+ v7) x4 5 — 7)) =0
— 62x BT
=+ 210" o 1480 | a ::...—.i__ 10 —3 =47,
+ 148 I + .‘hi: — T (-4~ ]UJ i
-~ 810 e R A
') - 458 H_— 206 =1+ 7)
i --“r Die obere Grenge it - 10,
e a4 \ 3% 5
; e G -+ 766
il L atels 2
_?__I”’ it glebt- nady § 29
By S . '
R et il unp mit Riidjidit varauf, ovaf bdie

untere Grenge: 3w Leftlimmen, — 3
ald Maberungdwerth;

-

awijdien 7

und 8,

ber Gileichung pojitiy ift,

und awar niber an 8.

fo Fommt man oft fdueller jum Siele, wenn

: G o - '
man fogleid) ( 15'_) als Maberungdrerth ninmt.
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. 8.t (x) = x3.04058e% = 614x — 335 =0 ;
il <+ 0.5 - 2925 =+ 821625 ) pa =0 B
+ 585 -+ 643.25 1) — 13.375 = I (4 0.5)
& - 29.50 "
LS | L C — 335
2 ::'.L(; N+ 672.75 A= ¥ 614 = 0,3.
1) -+ 59.5
Die Wurgel Tiegt alfo, gwijdpen 0, 5 wp 0, 6. '
A T (x) = x - 40442406 — 11067753220 = 0.
Dicfe Gfeidhung verwanvelt fidh nady § 16, wenn m = 0.001 gefjeist witd, tn folgenoe:

X - 4.044246x -

11.067753220 = 0.

Man erginze ven erjten Goefficienten durid) Null,

140

+ 1

-+ 4.88 1)
A
3 4.92‘.;
+ 4924
2
- 4926:2
+ 2.463
— 1.642

021 — 5

+ 4044246

7044246
2.16
0.204246
2592

11.724246

— 11067753220 | 2.0,001 = -+ 1.642.

_|_

) — 6.0235
L 55225476
2) — 0.500959620

- ATBT1384

5.044246
17220

3) — 0.024245780
4 0.024245780

0

RNachoem man vie Nefultate mit 1000 multiplicket, evfilt man:
f(x) = (x — 1642) [x - 821 4 24681] [x + 821 — 2463l] = 0.

5.1 (x) = x» | 106x* — 2851x
2

s + 327
2524

3 —:_- 336

a = —{—E%

= T626
— — 2851
Unmerfung -} 3. —

2y

T
i giebt mad)
aieht nady

i gieht -+ 4

" glebt -2

0.1936 ¢ T
T 11.017846 By
0.1952 : gy
F 12:113046 h o G
0844 2 t,— v _| Ge
| 2 1990 3 Mg
aF iJ:;;‘f") §29: -6
I 12.132738 g e
4 12132738 B ik
+ 24.265476: 4= 4 6066369 = S il
o= (24681 = == M. S

giebt nach § 29.




= e

Gine pofitive Wurgel Tegt alfo gwifdien 3 und 4 wnd gear ndfer an 3.
Hie bie negative TPWurzel witre man 128 und 129 ala Grengen finben, —

6 f (X) = x2 — 1514x - 78x — 1625 = 0 |
+ 1514 0 .+ 118092 a = | 1514.
3 0 -F 78 N -k 116467
o= 15Y4 +__22_ﬂj31_!:{; )€+ 116467 bt
-+ 1514 1)} 2202274 B — -} 2202274
1514 , — 0,05
) + 3028 !
Die Wurgel legt zwifchen 1518 und 1514, und stvar ndfer an 1514,
7. f (x) = x* - T1bx» -— 68x -+ 1315 = 0
= a9 0 -+ 48620 a=— — T71b
0 — 68 )+ 49935 J
— 715 -+ 511225 sy g + 49935 . .
AL — g F 5 LT l — T }}lf‘t
— 7156 ') 4 511157 B 5611157
e ) i — 0,09.
" — 1430

Die Wurgel {ft alfo in ven erften Siferds — 715.00.

31. ©ind dle Gangen der Wurgel gefunven, o (4t fich bie ircationale Wurgel leicht bid U jebem
Grave ber Genauigheit bereinen. Denn by man Bei ooy Veftimmung der Decimalen der TWurgel nur

pavauf gu feben fat, vaf vad lehte Glied fein Beichen bebalte, aber mehr unp mehr Do Mull fid ndbere;
ba fernet nach) Ubjonderung et Ganzen bes Wurzelwerthed der gioeite Goefficient in feinen bbdhiten Bif-
nf0 berubt bie Berednung der Decimalen Hes
iglid) auf efner Divifton ves febedmaligen gmweiten Coefficiena
ten in vaé gugehivige Tetite ®lied ber Gleidung.

fexn faft gar Feine Q‘cl'fllni\fnmg erleivet :
TBurzelwertfhied [ed

Wir wollen dad 2t¢ Velfpiel tn § 80 wiever aufnehmen, vie Wyrgeln big auf 9 Stellen beredinen

uno der Deutlichfeit wegen vie gange Mechnung geben,
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g ony — 62 — 714 | a = 4 7.980348008.
J + 128 + 438
T 4+ 64 Iy — 266 Berednung ber
oi- Sk Al -+ 241.749 Decimalen.
+ 25 )+ 239 ) — 24.251 1) 2660: 239 =9
e _ T 2961 + 24144992 9) 2425: 299—8
)+ 829 + 2068.61 ) — 0.106008 8) 106: 304=0; pafet
9 + 30.42 +  0.0913835046 1060: 304=3.
J-7838 5) - 209.03 FYSTE 146244054, 4) 1462: 304 = 4.
9 27824 121840425. 5) 2439: 30}?:8._
) + 8478 + 301.8124 ) 24395520, ©) 25 304=0;baber
—_— _— b T K e = 8.
L 3486 3) - 304,6012 5 25510 2551: 304=8
8 1048209 24370. —_—
)+ 34.9403 T OF 30461168209 1140,
Aoy . 1048218
-+ 34.9406 ) - 80462216427
3 i, 13976376
§) - 34.94094 4+ 3046235619076
: 4 13976392
-+ 3494098 )4 304.6249595468
et Bk il 2795281
5) - 34941028 -+ 304.6252390749.
- 2705282,
-+ 34.941036 6) -} 3046255186031,
e it D : ____2795.
§) + 34.941044008 -+ 804.6255188826.
g oSt 2795,
+ 84.941044016 —+ 3046255191621
I @_ _—-307. = 3B —A: g
-+ 34.941044024:2 —2.3744808379 : 4= — 0.5936202094 — 4=

+ 0.770467526 = + .

7.980348008
B=- 0.490174004

Dan findet alfo: £ (x) = (x — 7.980348008.) (x 4+ 10.260641530.) (x - 8.719706478) = 0

Al groeited Beijpiel mbge noch
f(x) =x' — 152> — 401x -+ 6012 — 0
bevechnel werben.  Da in biefer Gleidhung AB — ( + 3 ift, fo [dlichen wiv aud § 10, Anm,, daf
eine Wurgel nabe gleich + 15, von den beiden andern aber bie eine nahe gleid) |~ 20, vie andere nafe
gleidy — 20 fei. Die Redynung ift folgende:




1 — 15 401 -+ 6012 | ale= — 20.022845492.

20 - 700 B T T o ATAE S
35 . 299 TR Bereduung der
— 20 = 1100 — 28.010008 Dectmalen
93 )4 1809 )+ 3. 989992 1) 320: 1399 =0; daler
S )3 'J"Utll';-l{{::'::' == = anlefet 3200: 1399 = 2
— T5:02 - 1400500 1) 4+ 1.185689352 e AL BE T
2 1.5008 — 1.121889204 2)78953: 4401 = 2
e e 3) 11856 1402 = 8.
75.04 2) = LA0210012 B - 0063801148, i g ;
2 150124 56006982 4) 6380: 1402 = 4.
) 275,062 - 1402.151324 5 7708166, 9) 7703: 1402 = b
2 150128 T012139. 6) 6910: 1402 = 4.
75.064 3) <+ 1402.301452 T %) 691027, 7) 13005: 1402 = 9.
2 6005344 560971, 8) 8838: 1402 = 2.
1) — 75.0668 T 1402.36150544 j '-J' 1300586, 1 e
g 6005408 126218,
— 75.0676 ) - 1402.42155952 I 1) 3888. :
8 300273706 2805, -
i) — 7506844 + 1402.4245622576 ™83, ,
; 4 30027392 ‘.
 — 75.06848 5) |- 1402.4275649908.
4 53426, !
) — 75.068525 + 1.»;0-3.-i'.*?fm}.-,.m.f.. 1
. 5 8753420. |
— 75.068530 6) -+ 1402.4253156820. .
] 300274. |
%) — 75.0685354 -+ 1402.4283457094.
y 300274.
~ 75.0685358 7) 4 1402.4283757368. 4
4 67561. {
e, * 7, ] = |
1) — 75,06853629 - 1402.4283824929. a'
9 67561, |
T 75.06853638 ) - 1402.4283802400,
9 1501.
#) — 75.068536472 -+ 1402.4283893001,
2 1501.
- ?.-“}'.m'{s.-::::u.ﬁ-a + 14024 15:%&9.-3.’:11:.'
2 1428, — 3B — A
— Ti =I:‘H’hj.r1|2 — 25 o ilj!l‘l:;[!‘-s i
— B7.534268238 — 6.3920026127 —? .
:, *J(; 022845492 -:-. 2 Jjbjqui” __|_ e
B=—17.511422746
Man erhilt £ (x) = (x =*nu= A91) (x — 14.983008752) (x — 20.039841740) — 0.

Man Gemerfe nody, vaff ble 5.'.L‘|ll‘.:ﬂ ber cubifdhen Gleidung
s B e e
ote orei CGubibwuvyidn fiie jeve Zabl F A giebt.
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i 32, Die algemeine Form ciner biquadvatifden Gileidung ijt -
f(x) = xt - A3 + B2 4~ Cx D =0, L

Diefe Gleichung, in welder A, B, C und D ratiowal fein follen, Eann betvadiet werven ald ein
Product aud gwet quabratifhen Gleihungen, (3wel Doppelfactoren) over audy ald eit Proovuct ausd vier
einfadien 2Wurgelfactoren, die entweder alle veell oder tmagindgy, ober vou bemen gwel veell und Fwel imas
abmir finb.

Eine biquabeatifthe Oleidung auflefen Geife fle in ihre Warrgelfactoren gerlegen.

PWenn man bie Wurgeln der GL (1) um L A vermindert, refo. sermebrt, o' evldlf man bie veo u
eivte Giletdung

L A R A B s i i A e A § T
Man finver namlidy dued) eine abuliche Wbleitung, wie in § 26 fic ole cubijchen, fitr bie Biquabra
tifipen Gileichuugen folgenoed ©dema gur Bevechnung der abgeleiteten Gleidmngen :
xt 4 Ax2 4 Bx 4+ Cx 4+ D=0
4+ a_ ., - aAl o al! - aC
S T S S PSS T )
-+ & -+ aA!’ 4 aB”
] -+ A" -+ B 4 ¢
' S et o
= AMLE S Bl
+ a

L

Fur pie veoucite Giletdmg wird, ta a = — A jft, A=

0. TWiwve ju gleicher Beit auch

-

CY = 0, fo liefe fich die reoucivte Gleichung felbj um‘llg § 6 auflbfen. -
| 33. Dic Gleidyung (I1) fann beteachiet twerven ald cin Produet yweier Doppelfactoren
; (z* + az + F) (&8 — ez -+ ) = 0 1L
Suhet man die Multiplication aud, fo exbilt man aud (1) bie Gleidung
224+ B4y —a) -+ iy —B) zH By= 0.1V
us (1) und (IV) folgt, Dak
DNp=p+yr—ae&a 2)q=c/ly ) 1 3)ri=p8%.
Aud (1) und (2) exhilt man, nadoem man (2) durd) « vividiet hat, durd) Abdition uny Sub-
fraction

4) 2y = a2 + p Q. D) 28 = & 4D — (y;
und ausd (3. 4. 5) endlidh; 6) 4r = (&® + p < /e (e 4+ p — q Jor)e DDEE

e I
0=

2pet 4= (p* — #4r) o2 — 2 = 0. V.

34, Die Gleichung (V) Lfit fid wie etne cubifche Bien, nwenn man (¢2) ald Unbefaunte beteaditet,

und giebt nady §. 10 ftets einen veellen pofitiven Weetl fiiv e2, woraud alfo mit Hilfe von GL (4 u. 5)
PWerthe fiir F und ¢ bevedhnet twerben fdnnen,  Die Doppelfactoren ber GL (1) geben bie MWurieln

Der veducirten Gleidhung (1), namlid):



zf
gl
wenm. nan, jur

Divifor ¢ ftetd

o i e R G 1
=} o | y—R 2f=—_a— y_R Jit

z
Abtiiczung R = (“T i e _jr:) fept. Dan Bemerfe nodh, baf man in R ten

mit pem Vorgeidien ju nehmen Hat, weldhed thm auferhalb ved Wuryeletdens ufommt;

und daf die Wurgeln felbjt veell oder imagindv finv, fe nacdhoem R negativ cber pojitiv twizd.

Sur Aufldfung einer biquabratifhen Gleichung gilt alfo folgende Negel:

s Man leite

aud Der repucivten Gleidung (1) vie Hilfdglethung (V) ab, beredine

(e2) nad § 29 und § 31, und guleft pie Wurzeln felbft nad ben Formeln (VI), die
man nod um 1A vermehren, vefy. perminvern muf.” -

35, Beifpiel f (x) = x* — 8x® — 16x* | 224x — 396 =0 | —jA =+ 2
e Mt RS L )
—6 — 28 -H-168 — 60
w2 e e PRI
Sy g N BT
+2 — 4
2 — 40
+ 2
0
Die revucivie Gleichung ift alfo
f(z) = z* — 4022 -+ 96z — 60 = 0.
Dap= — 40, ¢ = - 96, r = — 60 ift, fo gewinnt man die Hilfégleichung
o — 80as - 1840a2 — 9216 — 0.
@in pofitive Wurgel leat gwifhen 6 und 7. Die weitere Rechnung ift folgende:
1 — 80 -+ 1840 — 9216 | @ = + 6.9003311295
+ 6 — 444+ 8376
— 7% - 1308 ') — '840
+ 6 — 48
— 68 1) |} 988
B 1
1y — 62

Perehnung ver Wurgelyiffern,
U — 9216
e et 9
B 1840 glebt nach § 2

L) e




e

1 + 09

— 061.1
- 09
— 802
4. 09
2j =i 51] 3
+ 0.0003
T 59.2007
S 3
— 59.2994
g 3
3) — 59.2991.0
. 3
— 59.20907
3
— 59.29904
3

1} — 59, 2fJ'lUl

Bon 4) ab braweht man bie beiven Coefficienten

— 5499
+ 933.01
— 5418

2) -+ 878.83

1 8788

1778982

%) - 878.79442027.

177897,

177897.

4 1 878.70086233.

jmeiten unverdanvert bleiben, —

= -} 6.9003311295. ; «
ar — |+ 1.7250827823. ; «

i 2
p = — 20 I
R B
o = + 1.725082752
]

P = — 20.

§ — -+ 18.272849254.

2

R = — 0.002067903.
Al viey MWurzeln find alfo reell:

z' = 4 1.3134240 + V0

7' = 4 1.3134240
7 = — 1,31342

4 839.709

1778991 _
81221009

-+ 87870264130,

|+

2.
e Y

[

UEJ"HL:;‘HJ% ==
— Y 0.002067963

0.201
263643663
1) 27356337
26363725.

5 992612,
878791.

5y 113821,
87879,

§ 25042,

17575.

) . 8367,

7908,

) 459
439,
20

1) 8400; 988 = 9

2) 29: 878 = 0; ‘naler
201: 878 = 0 bdaber
2010; 8T8 = 3.

3).273b: 878 =18,

4) 992: 878 =

5) 1138: B78 = 1.

) 2604 878 — 2

7) 8367 278 = 9.

8) 4590: 878 = 5.

nicht weiter qu beredinen, ba die evften SBifern des

626848134
313424067,

o' = + 1.725082782.

— 2a

R — — 36.547766472.
= 4 1.3588089,
= - 1.2679492

2= — 1.3184240 — /36547766472 — — 7.3588080.
Diefe Werthe find noch um - 2 u vermebren; vaber:

f(x) =

= (x —

Die genaue Liung wdve getwefon:

f(x) =

(x — 5+

/8) (x — 5 — /3) (x +

Die beredmeten MWurgeln ffm: alfo L8 auf bie Tie Stelle genay,

4

3.2588980.) (x — 83.2679492.) (x — 6.73 ’[ljl'IQ'} (%X -+ b.3H88989.) = 0.

1 4+ V10) (x + 1 — 19) = 0.
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36. Gine genane! Wiung ver Siquadbrvatijfen Gleidungen ift fmmer mbglich, mwenn vie Grifen
& (3, y ber @hidung (1) in § 33 vational find, 0. h. wenn vie biquadratife Gleichung Hervorges
gangen ift aué jwei quadratifhen Gletdyungen mit vationalen Goefficienten. Denne in diefem Falle
muf nothwendig die Hilfegleichung (V) wenigftend eine rationale pofitive Wurgel Haben, ble wic nadh
ben oben § 11 — § 16 entwidelten Meaeln finven Funen, unv wobet felbftverftdndlid nur die
quadratifden Factoven ped lehten Glieved per Hilfsgleichung gu benuben find.
NG erfied Veifpiel ciner genauen L8jung mibge die in § 35 niferungdweife qeldjte Gleichung dienen.
U aber mit Eletneyrn Sabhlen u vechinen, vermwandle man bie oben gefunvene Hilfsgleichung
[ (¢) = a8 — 80a* -+ 18400 — 9216 = 0.
i eine anbere, deven Wurzeln (S
Man finvet nach § 16:
£ (8) = Bs — 208* + 1158 — 144 |
= e W e o L B g
— 19 4+ 96 — 48 | (4 1)= — 48

) nuy gleicdh dem vievten Sheile ver TWurgeln (o) der GL (&) find.

I - | :
Ellﬂt‘rﬂilifﬂ.‘t‘ ??a!‘iu-rru i | 9 | 16 @:]li'l‘q_ll';'dlpnt\e. Werthe ‘ ESE P PRI
vou O oanter 20 i | von 283 .
: - | Theller von AB — C—|
T i — 8 |— 19 (™ — =11 —
a -4 1 A 3 8 ARl — 2156 ‘ P
Thetler von £ (4 1 ' A |
i r= - 45{5 i Aty 5 [ 8_.-_._._ I‘ Mogliche Wiryel .I B -+ 9 ——
Migliche Wirzeln + 4| + 9 et ! ‘
| |
1—20 4 15 — 4 | e
e e e
— 11 4 16 0 |[f(+9=0
A =i o= - 9
i i
p = — 20 = 20
3 T
1 — L f A
BT A1 =—8
i P i e T
R = — 3 R — —19; balier

@ =E—3+y3)(x—38— 8 (x434 19 (x +3 — Y19) = 0,8 ober
f(x) = (x — 5 + V/3) (x = 6 —y/8) (x4 1+ y/19) (x4 1 —/19) =0, bax =742,

2.1 (x) = x» — 15x* + 18x |- 10 = 0.
Daraud gewinnt man die Hilfdgleidhung:
as — 300 |- 185p2 — 324 = 0

e e e

— e




e

S R,

. Ty

== LA A TS e —

N Lo
Duabratiihe Factoren von € unter 30 | __eil 9 1 — 30 -+ 185 — 824 |
Gntfprecyenve Werthe von 25 |— 26|= 21 _—}—_&i—m&_—{— 324 || 4=u02
Theiler von AB — C — — 5226 |— 26] — — 26 + 81 0 |f(+4)=0
Miglicge Wurzel I+ 4 — e =41 | 4+ 1
; i

1 —t 45 — 45

2
R= — 2| = — 11 baber:

fxX)=(x— 14+ V2 (x—1— 2 (x 1 \.-"'ll) x4+ 1 — v11) =0

Bitix) — xt = Axe -+ 3x 4 42 = 0.

Die Hilfagleichung ift: os - 8¢* — 15202 — 9 = 0
+ 9. 4153 49 =+ 9
B R T T 0 e

+2c—

15) (x + 3§ — & y—18) = 0.

P=42| +2 uabe:f(x)=@x—3§F L y—19) x—3— }v—19)

(68 o e &

+1| =1

W=F Y=+t :

NAnmerfung. Mm Bet ver Ableitung ber redbueivien Gileidiung Briihe u vermeiven, verwanble
man guvor die ju lijende Gleidung in eine anbere, deven erfter Goefficient durd) 4 theilbor iff. Dies

- evretcdht man offenlar baburd), vaf man ble Gleidhung in eine andere umformt, beren TWurgeln entweder

aleidy em Doppelten oder vierfachen Werthe der wvorigen find, f¢ nacdibem der erfte Goeffictent eine grave
ober ungrabe Jabl ift. Man finvet aber fiir eine folche Umformung, dbnlid) wie in §. 16 flir die cu=
bifthen @leidhungen, folgenve Megel: ,UMm qud einer biguadratifden Gleidung eine anbere

abgule

iten, deven Wurgeln mmal gebfier find, multiplicive man ben erften Goeffi=

cienten mitm, den 3weiten mit m*, dpen dritten mit m® vasd letpte & lied mit mb"
4 T (x) =xt -} 9x" — 135x2 — 518x -+ 2430 = 0.

Daraud erhilt man nadh verjtehenver Megel

f () =y + 86y — 21602 — 32832y | 622080 =0 | — A =—9
9 — 243 o 21627 -+ 100845
27 — 2403 )]

g — 11205 - 722925 = r
— 9 — 162 - 23085

4+ 18 — 2565 -+ 11880=¢
T ]

+ 9 — 2646=p

2.0




Die vevucivte Gleidhung

[ (z) = 2* — 26462* - 11880z I 722025 — ¢
giebt bie Dilfagleichung:
f (¢) = as — 52920 - 4109616c2

' 30 — 1578060 + 118552680 { @2 =430 1 6=36.
’ ” — 5262 -} 3951756 1) — 22581720 |
4 — 15696 - 22581720 W
—‘-_ 80 . — 1 ;_b__p_t}.__—f 181720 ..'?.-: 141 gie6t = 30.
— 5232 1) |- 3794796 0 |B + 4.°
:!—_ 30 — 31176 C T

)— 5202 - 3763G20

AN

— 5196
oy — ]

p = — 1323

1 — 1 990
iﬁu
R — — 324—(18)°

Man finbet:

— 141134400 = 0

P
}}-_f._ :-_[_ '3?.}]lﬂit+f.

b= — 133
s
— 20

R = — 2304 = (48)*

=— 990

f(@) =+ 15 (z — 21) (z 4 51) (z — 45) = 0,

aljp, ta x = ly =Z- 9 ijt,
1

(XM =((x+6E—=38 x4+ 1) Ex—9 =0

: 2 4 g~ :
Sratt bed vorfommenden Seidens V’“ bittet man v an [efen.

fnmerfung ded Sefgrs,
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