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Erster Abschnitt.
Zur Einfiihrung.

1. Beispiele tiir elliptische Integrale.

Die Lemniskate hat die Eigenschaft, daf die KEntfernungen jedes
Kurvenpunktes von zwei festen Punkten, deren Abstand 2a ist, das
konstante Produkt a® betrigt; ihrve Gleichung in den Polarkoordinaten
¢, w hat die Form

2

o = 2a* cos 2.

Die Differentiation ergibt

do s
- e Ly .) Iy
0 - 2% 81n 2y,
fﬁe_f.ﬂ
do*
L Lt =y = da
¢ ' |’J?|u‘.lE
T

Nun ist das Bogendifterential ds* — do* + o%dyp?, also

S e Wy do
ds =1/ dg® + o*dy? _‘ do® + ¢° it A VL-rf‘gi
_ I 12 - dy
ds — 2a° o LS 1 df'r)"
do V cos 2w
o .
T H’.r}{.l

r . . a ] . = 3 e
Durch die Substitntion sin i = sin ¢, cos w =11 — ] sin®g
s i /

Vs
wird de
3= 2 ===
)1 —1 sinp
Wiihlen wir die Strecke @ zur Liingeneinheit, so liefert die Integra-
tion fiir die Léinge des bei =0 beginnenden Lemniskatenbogens den Wert:
i} i

1 8§ = l m—
(1 Jo V1 —1sin® ¢




Die Differentialgleichung fiir die Bewegung des mathematischen
Pendels, d. h. eines unter der Einwirkung der Schwere stehenden mate-
riellen Punktes, der gezwungen ist, sich auf einem Kreise zu bewegen,
lantet:

oy e 7l
gt = — 7 Sny.

Hier bedentet ! die Pendellinge, w die Abweichung des Pendels
von der Vertikalen zur Zeit ¢, g die Gravitationskonstante.

5 G ; iy ; S :
Nach Multiplikation mit 2 r(;;l ergibt die Integration:

[N 2 s L
[.,.:‘.H-] = cos 1 C.

Sl o ! ; s ;
Fiir If‘ — 0 erhiilt y einen Grenzwert «, dann ist die Integrations-
oL :
konstante :
y—_ L COS o,

[

(dy\® _ 2g )
' L = -g |\t"-l-Ji-"'\ FI-_” — GOS8 o),

\df {

df — ‘J dLesst 526y =
29 Veos y— cos

= !
; ‘ I (% du :
L ) o Vcos i — COS @

Der Aunsdruck 1/ eos ) cos @ geht durch die Substitution
sind yw=gsin asing
in die Form ¥/ 2 sin } a cos ¢ iiber, so ergibt sich
dy 5 1 2 dip

T e e T
Veosy —cose V1 —sin®fesin’g
Aus der Integration folgt dann:

il dep ,
L 5 wo k=sin} e < 1.

(9 t— (O .
(._) 0 -l/_] — k® sin? WP

In den beiden vorstehenden Beispielen werden wir auf das Integral
P diy i : . : :
e ——— gefithrt; wir stellen es an die Spitze unserer Unter-
0 V1 — & sin® 7
suchungen und geben ihm die Form

‘J”"ﬁ dg
L
indem wir fiir den Nemnner das Legendresche Symbol A einfithren. Da
die Rektifikation der Ellipse auf ein dhnliches Integral fithrt, so bezeichnete
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Legendre dasselbe als elliptische Funktion; hente nenmen wir solche
Integrale elliptische Integrale. Der Name elliptisch ist beibehalten, er
ist rein konventioneller Art; die ,Ellipse” ist weder geometfrisch noch
analytiseh fiir ,elliptische Funktionen und Integrale charakteristisch.

2. Definition der elliptischen Infegrale.
Das vorstehende Integral kann ersetzt werden durch die sogenannte
Normalform des elliptischen Integrals 1. Gattung:
T da
n——.] e e
J o V(1 —2 (1 — kb
mit dem es durch die Substitution

& = sin e
verbunden ist.

Jacobi und Abel, die beiden genialen Schipfer der Theorie der
elliptischen Funktionen, nehmen dies Integral zum Ausgangspunkt. Die
analytisch ausschlaggebende Eigenschaft dieses Integrals besteht darin,
daf der Wurzelradikand vom 4. Grade ist. HEs zeigfe sich niimlich bald
nach Entdeckung der Integralrechnung, daf die von allen Seiten be-
arbeitete Aufgabe, vorgegebene Integrale auszuwerten, d. h. auf bekannte
Funktionen zuriickzufithren, zwar fiir rationale algebraische Ausdriicke
gelang, und daf man auch irrationale Quadratwurzeln ans Ausdriicken
[. und 2. Grades durch Integration aunf algebraische, cyklomefrische und
logarithmische Funktionen zuriickfithren konnte, daf aber die ange-
wandten Methoden versagten, wenn die Grofien unter dem Wurzelzeichen
den 2. Grad iiberstiecen. Man wurde also auf neue Funktiowen gefiihrt.

Elliptische Integrale sind die Infegrale solcher algebraischer
irrationaler Funktionen, die eine Quadratwurzel aus einem Ausdruck
3. oder 4. Grades enthalten. Da der erste Fall ein Spezialfall des
zweiten ist, so lautet die alleemeinste Form eines elliptischen Integrals:

. ,,)‘.{.;I.‘_. YV Aaxt =t Bax

wo J eine algebraische, rationale Funktion ist.

(',‘;U” L Dz -+ ) dz,

Legendre zeigte, dafi°man jedes elliptische Integral auf eine oder
mehrere von drei bestimmten einfachen Formen reduzieren kann, von
denen wir das Integral der ersten Gattung bereits kennen:

'J K dax I i dp
M= e = a_ g S T ] -'. @ =
0 J/Ll — ") (Il — ff‘".t*_} Jo V1 —Esgin*e

Man nennt %k den Modul, ¢ die Amplitude des elliptischen Integra-
les % und setzt w — F (¢, k). Wir betrachten zunichst die Degene-




rationsfille, in denen der Modul %, der stets, wie Legendre bewies, ein
echter Bruch ist, die Grenzwerte (0 und 1 annimmt:

g fEa? X
=1 T — J e — — are sin
s 0
dx 1+ =z
=1l Uy = — 4 log s
- Shegal x

Die vorstehenden Spezialwerte geben uns einen Fingerzeig fiir den
analytischen Charakter der elliptischen Integrale, diese miissen Ver-
allcemeinerungen der eyklometrischen mnd logarithmischen Funktionen
sein. Nun wissen wir aber, dafi in der gesamten Analysis die Um-
kehrungen dieser Funktionen, die trigonometrischen und Exponential-
funktionen, bei weitem wichtiger sind; daher werden auch die Um-
kehrungen der elliptischen Integrale, die trigonometrische und Exponential-
funktionen als Spezialfiille umfassen, unser Interesse in erster Linie in
Anspraoeh nehmen.

Auch die Physik fithrt zu dieser Art der Fragestellung. Bei unserer
eingangs behandelten Pendelaufgabe erhielten wir sehliefillich, wie bel
allen derarticen Aunfgaben aus der Mechanik, fiir die Zeit ein Integral,
das die Ortskoordinaten des sich bewegenden Punktes enthiilt, wihrend
uns doch in praktischen Fillen die Ortskoordinaten als Funktion der Zeit
weit mehr interessieren.

Die Umkelrungen elliptischer Integrale heifen elliptische Funk-
tionen; zwischen elliptischen Funktionen und elliptischen Integralen muf
ein dlmlicher Zusammenhang bestehen wie zwischen trigonometrischen
bezw. Exponentialfunktionen einerseits und cyklometrischen bezw. loga-
rithmischen Funktionen andrerseits. Wir wollen dies im folgenden niher
ausfithren; dabei miissen wir gemifl dem Titel dieser Abhandlung stefs
den Zusammenhang zwischen trigonometrischen und elliptischen Funk-
tionen im Auge behalten und aus den Analogieen in das Wesen der
letzteren einzudringen suchen. '

3. Definition der elliptischen Funktionen.’)

Logarithmen und cyklometrische Funktionen sind Integrale al-
gebraischer Funktionen, z. B.:

T da "x da ;
it = I —Hlog ol s —J ——— — are sin .
L ¥ [}

z o VI — o

Letrachten wir die obere Grenze als variabel und die untere so
cewiihlt, dafi die Integrationskonstante gleich Null ist, o sind vorstehende

1]

) Vel H. Durége: Theorie der elliptischen Funktionen. 4. Aufl. Leipzig, 1887, p. 31t




Integrale und damit auch die durch sie dargestellten Funktionen Funk-
tionen ihrer oberen Grenze. Betrachten wir umgekehrt die obere Grenze
als Funktion des Inteerals, so werden wir auf Exponentialfunktionen
und trigonometrische Funktionen gefithrt:
uy — log @, folglich = e*

und ebenso; we — are sin z, folglich 2 = sin 4,
also mufl die obere Grenze, als Funktion des Integrals betrachtet, eine
trigonometrische oder Exponentialfunktion sein.

Wenden wir nach Abel dieselbe Betrachtung anf das elliptische

Integral il dop e o
Bt W= - |fa — = F L, k)
o V1 —k¥sin® ¢
an, so haben wir die Amplitude ¢ als Funkfion von % anzusehen, wir
schreiben daher die neue Funktion ¢ = am (%, k) — am w. Gehen wir

nun auf das Integral zuriick

j’x dx
Jo V(I —a) (1 — e

bei dem man immer bewirken kann, dafi die obere Grenze des Integrals
die Werte — 1 und - 1 nicht iiberschreitet (Legendre), so kann man,
wie wir schon sahen, die Variable & einem Sinus gleichsetzen:
& == sin ¢ = sin am .

x ist eine elliptische Funktion, elliptische Funktionen sind trigono-
metrische Funktionen von Amplitude 2, u ist das Argument. Offenbar
kann man noch andere elliptische Funktionen einfithren; wir betrachten
im folgenden & == sin am %, # = cos am % und eine neune dem Cosinus
verwandte Funktion x — 4 am u (sprich: delta amplitude ), wo
4 =V1—ksin®¢, so daB wir folgende drei elliptischen Stamm-
funktionen haben:

2 — s§in ¢ = §in am w
(3) V1 — a® = cos ¢ = cos am u
VIl —Ert= 49p= Aamu.

Neben dem Modul % fithren wir den mit ihm durch die Gleichung
i2 - ' =1 verbundenen ,komplementéiren®* Modul & ein. Dann erhalten
wir sofort die der frigonometrischen Gleichung: sin® ¢ 4 cos® g =1
entsprechenden Beziehungen:

Ao L EEsinteg =1, 4o — K cos®qp=FK"
Fiir ¢ = 0 werden cos ¢ und 4 ¢ = 1, fiir ¢ = ﬂ wird cos ¢ = 0,
A4 ¢ = k'. Ferner lassen sich sofort folgende Beziehungen finden:
am0 =0, am(— %) = — am u. Fir g = r: setzen wir nach Jaecobi:

-
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Diese nur vom Modul % (k') abhiingige Grofe K (K'), deren Grifie

sich fiir jeden Wert von k (k) berechnen lifit, nennen wir nach Durége
das vollstindige elliptische Integral; es ist nach der Definition:

=1 e X i 3

am (K, &) = am (K', k') = 5

Der Ubergang zu den elliptischen Funktionen liefert die Formeln:

sin am 0 = 0, sin am (— %)= —¢inamu, sin am K = sin am K’ =1,
cos am 0 = 1, cos am (— w) = cos am %, cos am K = cos am K’ = 0,
Adam 0 =1 Adam(—u)= AJamu, JamK=F, JamK' =F.

@ dy , dy am
Aus u = [P 1y £ o0 — Aq; L — 4 am u
Jo, 49 du du

und den bekamnten Differentiationsgesetzen ergibt sich:
d sin am w

— — CO0S am ¥ o am u
d -

: d cos am v ;
(4) S — —gsinam% 4 amu

et
d 4 am w

—  — — [k®sin am @ cos am ,
du

d. h. die Differentialquotienten elliptischer Funktionen sind wieder
elliptische Funktionen.

4. Degenerationsfiille.

Da die elliptischen Integrale fiir £ = 1 und k& = 0 in Logarithmen
und cyklometrischen Funktionen iibergehen, o miissen auch die elliptischen
Funktionen fir diese Spezialwerte des Moduls in trigonometrische und
Exponentialfunktionen ausarten:
it ; sin am (#, 0) = sin w

U= rﬁ dy = ¢; ¢ = am (w, 0) = u; f. cos am (u, 0) = cos u
7 A am (u, 0) = 1.

k= 1. J'-r]:- {‘?q—.. l--'?f' dax
U — —_— e
i COEr i =

Die Integration geschieht mit Hilfe der Formel:

J dz ety Tt 2 + Bx L

ol — gz Daf i a—Rr
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S e ; : : :
u =1 log P -+ C. Die Integrationskonstante ist 0, da die untere
. —_ ?

Grenze und log 1 = 0O sind, f.

1 _{_ T eﬂer- el e p—u
23U — il i i o -
G [ g :1"-'. i r,'_lu Ir_ | [3" L : B n?
s Pt : ) ett— p— ¥
(L!:‘\U. S oam (., 1) = = =3
g [y = T

und hieraus ergibt sich:
0

cos am (U, 1) = A am (u, 1) = T
Damit ist unsere Behauptung erwiesen.

Wollen wir auch fiir den Modul 1 die elliptischen Funktionen in
trigonometrische iiberfilhren, so werden wir auf elliptische Funktionen
mit imaginiren Argumenten gefithrt. Hier liegen die Verhiiltnisse anders
als bei trigonometrischen Funktionen; diese gehen fiiv imaginiire Argu-
mente ineinander iiber.

Nehmen wir in P de

'[u Adq
¢ imagindr an und setzen
8D @ — 2 12 Y,

so ist
_ 1 11— %2 sin® W A (., kD) . duw
COS g — —— Ay — g — =T 1 dp =2 i
COS COS 1/ Cos COs i
also: £ deg .Y dy .
J L l o
Sty Jy A )
Y = am (w, k'); ¢ = am (7).

Fiihren wir diese Werte in die Ausdriicke fiir sin ¢, cos ¢, ¢ ein,

o lor : . . . . %

so folgt sin am 4 — i tg am (u, k)

: 1

¢os am i — e

(5) cos am (w, k')
' ; A4 am (uw, k')
A am 2 L
cos am (u, k')

d. h. die elliptischen Funktionen fiir imaginire Argumente verwandeln

sich in elliptische Funktionen mit dem komplementiren Modul.

Setzen wir in (5) &' = 1, so gehen, da dann k= 0, die Ampli-

tuden in ihre Argumente iiber und es ergibt sich:

sin am (v, 1) = 7 tg w
|
(6) cos am (v, 1) = .
. COS W
1

gam (v, 1) = -
T / COS v




Die Formeln (6) bilden das gesuchte Resultat: die Degeneration
der elliptischen Funktionen in trigonometrische Funktionen fir &k = 1.

5. Die Periodizitiit der elliptischen Funktionen.

Aus der Elementarmathematik ist bekannt, daf die trigonometrischen
Funktionen die reelle Periode 2 m, die Exponentialfunktionen die ima-
oindre Periode 2m¢ besitzen. Da beide Klassen von Funktionen als
Spezialfiille in den elliptischen Funktionen enthalten sind, so ditrfen wir
von vornherein vermuten, dal elliptische Funktionen zwei Perioden, eine
reelle und eine imaginire, haben,

Zum Beweise gehen wir aus von unserm Integral:

A dq
J'ﬂ d (g, k)

. ; e . . ¥
das immer den Wert K hat, sobald man es zwischen zwei wm 5 yon-

einander entfernten Grenzen nimmt. Denn bezeichnen wir mit 2 eine
beliebige positive oder negative ganze Zahl, so hat ein derartiges

Integral die Form: N il
" de " dp
. oder £
A8 J e
2n—1
—7% N 7T
Setzen wir in dem ersten Integral nw — ¢ = ¢y, so erhiilt dies

die Form: s Sk
o J dyy ._J 2dp _ g
o mdyy R o Ay i

setzen wir in dem zweiten Integral ¢, = ¢ — nm, so erhalten wir eben-

falls }—(. da Zn =7
5 9 7T L
J de — J ; EI‘]’"? —
J de J o A9z
N

Weil nun in dem Schema:

-5 s ~TT ..“: N (e
J de l 2dyp | 'J dy |J .’ﬂ'.:lr Wl ATl ‘ 'J de ©
T 5 Ay J rdp Ap : ) de o
g 2 v (mn—1)~
jedes Glied der rechten Seite dem Wert K hat, so ist
- - T ;
de ~ 250 =
ch rnl  —n-K,
. ‘ ¢ J 5 ./fqﬂ
)
und daher .’”}FF:" ¥ ¢ g
tlep : i
% —9mn.-K+ S —9n K+ u.

de iJ Aq

=y e
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Gehen wir zu den Amplituden iiber, so ist:

nm + ¢ = am (2nK + w) = nax + am w = 2n am K + am w,
am (@ + 2nK) — am w + .
Da nun sin (am w + 27) = sin am % und
am @ + 27 — am (u + 4K),

S0 ist sin am (u + 4K) = sin am .

Die hier fortgesetzt auftretende Grofie K entspricht genan der
T . =Ly ; . i = : : 7

Ziahl S der Trigonometrie; gehen die elliptischen Funktionen in tri-
i T

gonometrische iber (k= 0), so wird K = 5

Durch dieselben Betrachtungen wie beim Sinus kimnen wir auch
die Periodizitiit von cos am % und . am u nachweisen; da

sin (¢ + ) = — sin ¢,
s0 ist sin am (1 + 2K) = — sin am u,

und wir gelangen so zu den Formeln:

gin am (w + 4K) — &in am
(1) cos am (w + 4K) = cos am %
Aam (u+ 4K) = A4 am w.

Auns () und (7) liBt sich leicht die imaginire Periode herleiten:
Tn (5) tritt rechter Hand nur der Modul %’ auf, hier bleibt alles un-
veriindert, wenn wir % durch » + 4K’ ersetzen. Fithren wir dann statt it
w ein, so folgt:

sin am (@ + 4¢K") = sin am w

¥ T ]
(5) cos am (w + 42K') — cos am w
Aam (w + HK') = 4 amu.

(7) und (8) lassen sich vereinigen zu:

sin am (w + 4K + 4iK’) — sin am @
(9) cos am (w + 4K + 44K') = cos am «
dam (u + 4K + 4K') = A amu.

Die elliptischen Funktionen besitzen also eine reelle und eine
imaginiire Periode.

Die hier abgeleiteten Formeln lassen sich noch in der mannig-
faltigsten Weise umwandeln und spezialisieren.




6. Das Additionstheorem fiir trigonometrische und elliptische
Funktionen.

I. Um das Additionstheorem fiir sin (v - #) abzuleiten, gehen wir
aus von der ,cyklometrischen“ Differentialeleichung:

(10) _ dx _ dy

— - — =0
V1 — & { V2] iy

Integrieren wir gliedweise und nehmen wir eine willkiirliche Kon-
stante € so, dafi die unteren Grenzen der beiden Integrale Null sind,

g0 erhilt man: i

] L "'?" LB
i n'L/"...g_e'-’ - "L/_I-_'.Uﬁ

Nehmen wir ferner an,- dafi dem Werte # = 0 5 = ¢ entspricht,
S0 ist

d. h @

% dx A i€ da
A o T e
Jo /11— 0 Vil == A e

Wir integrieren (10) nach dem von Sturm?') angegebenen Verfahren:

V1—9Pde + V1—a®dy=0.
' Ve v dx + ] V1 — a2 dy = .

Addieren wir nun die beiden durch partielle Integration getundenen
Formeln :

' 11 Sytidyi— Vo= Y+ .J '[/] = ;

l VA ] dy =y 1‘/"! R J'__; r”} fr"i 5
so folgt unter Beriicksichtigung von (10):
xl/1 v+ylV1l—a=C.
Um die oben eingefithrte Konstante ¢ zu erhalten, setzen wir

=0, y = ¢; dann ist €' = ¢ und wir erhalten als Integral der Diffe-
rentialgleichung (10):

{12} z /1 — ylity V 2 — .

Gelien wir nun von den Integralen zu den inversen Funktionen
itber, so folgt aus

') Schlémilehs Zeitsehrift fiir Mathematik. Bd. 1, p. 372,




o
dex x
: — g=sinw, V1 —z*=cosu

“'I/I- a?

'y {,}y E —
e — ==, Yy = S v, V1 — 3y =cosw.
JUVI — ,

Je
a 4

W
=l . g de e
(11) ergibt den Wert J 74 — — % |- v, also ¢ = sin (¥ - v)
= I —
[t}

Substituieren wir diese Werte in (12), so erhalten wir schliefilich
das Additionstheorem in der aus den Hlementen der Trigonometrie be-
kannten Form:

sin (1 -+ ¥) = sin ¥ cos ¥ 4 cos u sin v,

II. Bei der Ableitung des Additionstheorems fiir trigonometrische
Funktionen gingen wir aus von einer Differentialgleichung, der die arcus-
sinusfunktion geniigt. Wollen wir ebenso eine analoge Formel fiir
elliptische Funktionen herleiten, so haben wir auszngehen von der
Jelliptischen® Differentialgleichung. Thr geniigen die von uns in der
Normalform angenommenen elliptischen Integrale, sie lautet also:

{13} - da : dy My

// I-.] it .'_.b'-"'] l] f.:.?:fl ! !rf’ﬁ{ l.-— :fp'!.] (1 -'".l"li:j,rﬂ,l

Die Behandlung geschieht genau in derselben Weise wie oben.
Man erhiilt durch gliedweise Integration und Einfiihrung der Konstanten e:

(A W

dax : I.U dy ; de
J V=) (1) J VA= (—E J J(1—e) (1—k*c?)

Anch die Sturmsche Integrationsmethode von (13) ist der obigen
entsprechend, Man schafft die Nenner weg, integriert gliedweise, formt
jedes Glied dureh teilweise Integration nm, vereinfacht mit Hilfe der
Ausgangsdifterentialgleichung und fithrt fiiv die sich ergebende Kon-
stante €' ¢ ein, indem man z =0, y=c setzt. Dann erhiilt die gesuchte
'l|1teg'l*illg'h,ziu]mn_:r die Form:

2V 10— (1 By + gV — 2 (1 — K2
{ 1 ‘l‘) ™ — ; ] e T :
g 1 — I*x%y®

[l Wir setzen: _
{ ; & — Sin am
| dx

J . Vi — 2 1 — k*

V1—a— cos amu
1 o — A am w,

% = sin am v

Y 7 :

J 7 _It Y — V1—y*=cosamv
u ( e i2012) :

9o, 17T y?) (1 Y Vil —k% = 4amw.




i =

L
de

Dann ist e
JU Vil — ¢ (1 — k')

Substituieren wir diese Werte in (14), so erhalten wir das gesuchte
Additionstheorem:

— =) ¢ = sin am (¥ 4 v).

Sin am @ cos ame 4 am - sin am v cos am i o am ¢

sin am (¥ -+ v) = b s :
' 1 — %° sin® am w sin® am v

Die beiden unter I. und II. dieser Nummer durchgefithrten Ab-
leitungen lassen die Analogieen zwischen trigonometrischen und elliptischen
Funktionen besonders klar und durchsichtig hervortreten: der Ubergang
von IT. zu 1. findet, wie es sein mub, fir &k = 0 statt.

7. Das Additionstheorem fiir elliptische Integrale.

Wir hatten einleitend die elliptischen Funktionen als trigono-
metrische Funktionen der oberen Grenzen der elliptischen Integrale
definiert. Aus dem Additionstheorem konnen wir daher a priori schliefen,
dafi die Summe zweier elliptischer Integrale # (¢) und F () einem
dritten Integral F' (o) gleich isf, wobei zwischen den trigonometrischen
Funktionen der drei Amplituden ¢, @ und o eine algebraische Relation
besteht. Zum Beweise teilen wir die elegante Methode Lagranges mit,
sie filhrt uns gleich znm letzten in diesem einleitenden Kapitel zu be-
handelnden Punkt, dem interessanten Zusammenhang zwischen elliptischen
Funktionen und sphirischer Trigonometrie.

Wir gehen aus von der Differentialgleichung:
i dip e _(E_[{

do
: — T TF = = =
l,/l - 1'2 :'1iI.'I2 g -L’/ | ;{2 s1mn- !r” A‘P fdj

Lagrange fiihrt eine neue Variable ¢ ein:
{frp o
— = [/ 1 — k* sin® q.
[if% ) : 4
Dann ist: dy  dw  dyg

P G T P
= - I et —— 1 — k= sin® .
dt dyp  dt v Sl

H it e n s

etzen wir: e
Psmi=4,
so ergibt die Addition, bezw. Subtraktion:

dp

= A {i i dg - AU
o 49 A, —p = Ay T+ Y.



Hieraus folgt:
dp dgq

; e . p—a)
PR |

o, a e 22 (gin 2y — sin? . 2 | ain? —gin®
(Aqp) () ke (SIN"p—SIn“y) ( 11 B m B)
— — k® sin p sin ¢.

Fir die zweiten Differentialquotienten ergibt die Rechnung:

{E'_’.
d-;:)- = — k*sinp €08 ¢,
2
:Ug - — k® cos p sin g,
mithin ist d?p dg d*q dp
: 108 COS P
acg O34 o ar 08 P e
Th) i TR et s T I e ()
dt di
Diese Gleichungen sind integrabel:
dp ; dp ;
log {‘,‘i = log sin g | C, “,_‘; — ¢ Sin g,
X rrfr; i i o Ezr]' = .
log ST log sinp | C', T B sin p,

wo e und g die Numeri der logarithmischen Integrationskonstanten ¢
und € hedeuten.
o Sin g :;;’f = g sin p :?:
Jetzt kimnen wir wieder integrieren, wobei der Parameter ¢ heraunsfiillt:
— @ COS ¢ — — B COS P + y
(15) A cos (¢ - ) e cos (p — ) =y

ist also die Integralgleichung von:
g di
5% (I, {11]]
deren gliedweise Integration die Gleichung:
[
l-w r;'lf":- | alf :‘.!r-tI!F =S
1 b i I o e T
liefert. ” N
Da ¢ und ¢ Funktionen von einander sind, so entspricht dem

T

Werte ¢ = 0 ein bestimmter Wert i, den wir § nennen.

; 2 TP ! :
Dann ist C - I 73 und es ist in der Legendreschen Bezeichnung:
- o i

F(p) + F () = F(9).

o

Realschule in Hamm. 1908,
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Die drei Konstanten «, 8, y bestimmen sich wie folgt:
Setzen wir ¢ = 0, ¥ = 4, so liefert (15):
a) (B— a)cosd=—y.
Ferner gehen die Werte fir 4¢ 4+ 4 und Ay — Ay iiber m:
b) 1 — A48 = a sin (— 0),
¢) 14+ 406 = B sin d.
Aus a), b) und ¢) folgen:
1 — A6 1 4+ 48 2 cos d
" sin =3 eomnd o T e
Fithren wir die fiir die Konstanten gefundenen Werte in (15)
ein, so ist
(1 + 46) cos (¢ + ) + (1 — 405) cos (g — ) = 2 cos d,
o —y]) =2 cos 4,

cos (g ) + cos (p—) ++ 48 (cos [¢ 4 | — cos

also: (16) ©os ¢ cos ¥ — sin ¢ Sin Y 4d = cos d.

Damit ist das Additionstheorem fiir elliptische Integrale hergeleitet,
die Relation (16) gilt zwischen den oberen Grenzen der elliptischen
Integrale F'(q), F (1) und #(d), wenn zwischen diesen die Gleichung gilt:

d I,!;la
NI —Esintg  J ViI—i#sin®y I V1 — 12 sin® &

1]

J | le!- E *-‘r" rfa\ljn

Der Ubergang zn den elliptischen Funktionen liefert das Additions-
theorem fiir cos am (@ 4 »), denn aus:
F(g)=u, ¢ =amu, F'(y)=wv, Y =amup; F(o)=u-+v, c=am(u+2)
folgt durch (16):
o8 am (w - ¥) = cos am % cos am © sin am % sin am v o am (% - v).
Die Analogie mit der entsprechenden Formel der Trigonomefrie
cos (w -} v) wird wieder zur Identitiit, wenn wir den Modul k=0 setzen.

8. Uber den Zusammenhang der elliptischen Funkfionen
mit der sphiirischen Trigonometrie.

Bereits Lagrange bemerkte die auffallende Ahnlichkeit der oben
hergeleiteten Formel :
" (17) cos ¢ — cos @ ¢os b — sin a sin b Ao, (F[a] + F[b] = Flq])
hezw.,
(18) cos @ = cos a cos b -+ sin a sin b 46, (F[a] b =F

(0]

e
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mit der Fundamentalformel der sphirischen Trigonometrie:
(“)} €08 ¢ = coS a ¢os b - sin @ sin b cos C,
in der a, b, ¢ die Seiten, 4, B, € die Winkel bedeuten.
Die Analogie geht in Identitéit iiber, wenn man ¢= @ und das
konstante Verhiltnis:
ginAS e R B sing (e
sin @ sin b sing
sefzt. Dann ist
g0S =y S COa R et ) R COSIC == 0

d. h. bel spitzem Winkel ¢ wird ¢ = @, cos ' = 46, (19) und (18)
sind identisch; bei stumpfem Winkel € setzt man ¢ — o, cos 0 — — do;

Formel (19) geht in (17) tiber. Nach den Betrachtungen in Nr. 7 wird
fiir @ = am w, ) — am
6 = am (u — v), o= am (u + v).
Hieraus folet der Satz:

Konstroiert man ein sphiivisches Dreieck mit den Seiten am w
und am v, welehe einen spitzen Winkel einschliefien, so ist die diesem
Winkel gegeniiberliegende Seite = am (w — v); sie ist = am (v 4 ),
wenn der eingeschlossene Winkel stumpf ist.

Nun wissen wir, dali wir unsere Betrachiungen iiber elliptische

[ntegrale und Funktionen unter der Voraussetzung k = 1 gemacht
haben, Welches ist nun die Bedingung dafiie, dali in einem sphérischien
Dreieck k& = 1 ist? Durége gibt hierfiir eine geometrische Bedingung,

wir leiten nach Kleiber!) eine arvithmetische Bedingungsrelation her,

Nach einer bekannten trigomometrischen Formel ist

COS @ = — C0S 8 cos y + sin 2 sin y cos a,
also: COS ¢ - oS 8 cos y
COS @ — : - A i
sin 8 sin y
sin® sin® 8 sin® y — (cos @ -+ cos 8 cos y)?
sin® ¢ Sin® ¢ sin® g sin®

sin*a 2 cos e c0s B o8 y -+ cos*B cos®y sin*e -+ cos’e (cos*g - cosy)

sin®e sin e sin® g sin®y
Hieraus folgt:
sin® «

Halls cos e cos g cosy = 0, so ist 1 — ——; 0, 2=1.
i sin® « )

Y Ableitung eines Systems von Formeln fie die elliptischen Funktionen und
ihr Zusammenhang mit der sphiirischen Trigonometrie, Konigsberg 1880/81. Programm
des Stadfeymnasinms.
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Wenn also eine grade Anzahl der Grofien cos «, cos 8, cos y
negativ ist, so mub %* = 1 sein. KEs kann also nur in zwei Fillen der
Modul = 1 sein, ndémlich:

. wenn ein Winkel stumpf und die beiden andern spitz sind,
2. wenn alle drei Winkel stumpf sind.!)

Ubrigens kann man, wenn ein sphiirisches Dreieck mit einem
Modul = 1 vorliegt, dieses ersetzen durch das Polardreieck, das in diesem
Falle, wie sich leicht beweisen lift, stets einen Modul = 1 hat.

Mit Hilfe des hergeleiteten Satzes iiber die Konstruktion sphiirischer
Dreiecke lassen sich die Amplituden von Summe und Differenz von
Argnmenten sowie von Vielfachen derselben konstruieren. Auch lassen
sich infolge des engen Zusammenhanges zwischen elliptischen Funktionen
und sphiirischer Trigonometrie Formeln der einen Disziplin aus den ent-
sprechenden der andern herleiten, ja auch neue Beziehungen finden;
wir verweisen hierfilr anf Durége, Abschnitt VII, und begniigen uns
an dieser Stelle, um zum Abschluf zu gelangen, damit, das wichtige
Additionstheorem der elliptischen Funktionen aus der sphiirischen Trigono-
metrie herzuleiten.

Unter der Voraussetzung, dafi der Modul & = :1;:] fC konstant und
< C stumpf ist, differentiieren wir die Grundformel der sphirischen

Trigonometrie: : £ :
cos ¢ — c0s @cos b 4 sin a sin b cos C

vollstindig nach « und b und erhalten:
0= (—sinacosb +} cosasinb cos C) da - (— cosasinb + sina cosb cos C) db.
Die erste Klammer hat den Wert:
sin ¢ cos B,
die zwelte Klammer ist: — sin ¢ cos 4,
folelich : = sin ¢ cos B da — sin ¢ cos A db.

) Kleiber untersucht diese Frage niher und leitet (a. a. 0. p. 30) folgende Regel
fiir die Ubertragunge von Formeln aus der Theorie der elliptischen  Funktionen auf
sphiirische Trigonometrie her: Wenn man eine Formel fir elliptische Funktionen hat,
in der die Fonktionen sin am 2, sin am 2, sin am (@ — @), cos am #, cos am ¥, cos am (u — v},
damu, 4am e, 4am (u—v) vorkommen, so kann man dieselbe in ein Formel fiir ein
sphiirisches Dreieck mit einem stumpfen und zwei spitzen Winkeln tibertragen, bei welchem

(wenn die Heihenfolee der Winkel der Grifie nach ist: = =a = s =A=r=0) ist:
a-+-pg
08 - s
T 2 = je nachdem sin @
tor - = - i und zwar hat man dann nur zu setzen: k— —
e e, 0 A SN @
sin =
s 3 sy i i = oy
= — : und sin @, sin b, sin e, cos @, cos b, cos e, — cos @, cos G, cos p statt
sin b sin ¢ ] ) 3 | ; i J :

obiger elliptischer Funkiionen in derselben Reihenfolge (wenn a, b, ¢ die Seiten und
a, 5, y die Winkel des sphiirischen Dreiecks sind).




Es sind nun zwei Moglichkeiten vorhanden:

entweder ist cos B=ub, ‘cos A= dq,
oder cos B= — 4, cus A = A,
beide geben: 0 = Ab da + Aa d

das o db

At AD

Wir werden also auf die Gleichung [vgl. (13)]:

zuriickgefithrt, deren Zusammenhang mit dem Additionstheorem in Nr. 6
behandelt ist.

9. Riickblick und Ausblick.

Die vorstehenden im engen Anschluff an Durége durchgefithrten
Betrachtungen hatten den Zweck, auf miglichst einfachem Wege, nur
mit Hilfe der Infinitesimalrechnung, in propideutischer Weise den
Zusammenhang zwischen trigonomefrischen und elliptischen Funktionen
darzulegen,

Auch in den folgenden funktionentheoretischen Untersuchungen,
die den eigentlichen Gegenstand dieser Abhandlung bilden, hat sich der
Verfasser einer moglichst elementaren Darstellungsweise bedient; es sind
daher die Hauptbegriffe der Funktionentheorie nach Weierstrafi kurz
erliintert worden. Der Zweck dieser Unfersuchung soll wesentlich an-
regender Art sein. der Verfasser hat auf Vollstiindigkeit um so eher
verzichten zu diirfen geglaubt, als ja ausgezeichnete Lehrbiicher aus-
fiihrlichster Art iiber elliptische Funktionen vorhanden sind. Andrerseits
hofft der Verfasser dadurch, dafi von der subtilen Schiirfe moderner
analytischer Bf-}tm.l.'-lnl'm,'zjen abgesehen, anch manches rein referierend
nnbewiesen mitgeteilt ist, die kleine Schrift vor dem iiblichen Schicksal
mathematischer Programmarbeiten, nur von einem winzigen Kreis speziell
interessierter Fachkollegen gelesen zu werden, nach Moglichkeit bewahrt
zu haben. Ks muBl doch jeden Mathematiklehrer, nicht nur den Mathe-
matiker, interessieren, einmal geliufize Sitze aus der Elementarmathe-
matik wie sin (e« - g) u. a. als Spezialfiille allgemeiner funktiontheore-
tischer Siitze, also gewissermafien von einer hoheren Warte aus, kennen
zu lernen. Zu dieser von Universititslehrern wie Klein, Study, Weber
. a. mit Nachdruck im Interesse der Schule vertretenen Behandlung
der Elementarmathematik hofft der Verfasser einen bescheidenen Beifrag
geliefert zu haben.

Uber die Gliederung der folgenden Abschnitte sei bemerkt:




Im zweiten Abschnitt wird nach Erlinterung einiger wichtiger Begrifte
und Siitze der Funktionentheorie die Theorie der rationalen und trigono-
metrischen Funktionen auf zwei Hauptsiitze, die Zerlegung in Partial-
briiche und Linearfaktoren, zuriickgefithrt. Im dritten Abschnitt sind
die elliptischen Funktionen neun definiert; die WeierstraBischen Funktionen
ou, Lw und pu werden als Verallgemeinerungen der trigonometrischen

Funktionen sin u, cotg %, —— gewonnen. Als Dbesonders wichtig fiir
; P sin®u ;

den Zweck unserer Untersuchung sind die Degenerationsfiille eingehender
behandelt. Im wvierten und fiinften Absehnitt werden die fundamentalen
Theoreme der Lehre von den elliptischen Funktionen: Zerlegung in
Partialbriiche und Linearfaktoren, Reihenentwicklung und Additions-
theorem, hergeleitet; iiberall ist anf die Analogie mit den entsprechenden
Siitzen ans der Lehre der trigonometrischen Funktionen besonderes Ge-
wicht gelegt. Im sechsten Abschnitt wird der Zusammenhang der im
Vordergrund stehenden p-Funktion mit den im propidentischen Abschnitt
gewonnenen Amplitudenfunktionen kurz dargelegt und damit der Kreis
der Untersuchungen zu einem gewissen Abschlufl gebracht.

Die wichtigste Literaturquelle sind zwei franzisische Werke: fir
Abschnitt 2—5: Appell-Lacour. Principes de la théorie des fonctions
elliptiques et applications, p. 1—67, Paris 1897; fiir Abschnitt 6:
Halphen, Traité des fonctions elliptiques et de lemrs applications I, Paris
1886, Die itbrigen benutzten Werke sind unter dem Text zitiert.

Zweiter Abschnitt.
Die Theorie der rationalen und trigonometrischen Funktionen.

I. Einige Fundamentalbegriffe der Funktionentheorie.

Nach Weierstrafi') nennt man eine eindeutige analytische Funl-
tion f () der komplexen Verinderlichen w regulir in der Umgebung
einer Stelle © = @, wenn sie innerhalb eines gewissen Bereiches, dessen
Mittelpunkt « ist, fiberall einen endlichen und mit w stefig sich findernden
Wert hat. Dann existiert eine Potenzreihe, die innerhalb des genannten
Bereiches die Funktion darstellt:
a)®

e e
f (_{r} + - ..)-|-“

Ry

@

P (@) =f @) = fla) + == S (@) 4

; (“ 4 e ﬂ';]”

e '| ni’ ; -/.r'm l“:' '—I_ heah

Yy Mathematische Werke von Karl Weierstrafi, Bd. IT. Abhdle. IL p. 77 ff. Berlin 1895,




Diese mit der Taylorschen Formel nach steigenden Potenzen von
w — o entwickelte Potenzreihe nennt man auch wohl das zu der Stelle
=« gehirende Funktionenelement. j (w) hat an der Stelle u = a
eine einfache Nullstelle, wenn f(a) = 0, dagegen f’ (a) = 0; f(u)
hat dort eine n-fache Nullstelle, wenn die zugehiorige Reihenentwicklung
erst mit der n-Potenz beginnt; indem f (a), f"(a), f"(a), ... f@— Y (a) = 0;

dagegen /™ (a) = 0, so daB f (1) = (u — a)* g (u), Wo g (w) eine nicht
fiir # — a verschwindende Reihenentwicklung darstellt.
Nun Lift sich leicht zeigen, daf — von einer Konstanten abgesehen

— bei jeder Funktion der Bereich, innerhalb dessen sich eine Funktion
reguliiv verhiilt und sich in eine Potenzreihe entwickeln liff, der so-
genannte Stetigkeitsbereich, begrenzt ist. Hat ndmlich der Radius »
(u| @) einen endlichen Wert, so gibt
mindestens einen (z'),

des Konvergenzbezirks der Reihe 5
es unter den Werten w, fiiv welche |uw—a X
der dem betrachteten Bereich nicht angehort. Dann ist entweder w’ selbst
eine Grenzstelle des Bereiches, oder es liegt eine Grenzstelle zwischen

w' und ‘e in der Strecke (a'........ a). Ist dageeen » unendlich grof,
d. h. verhiilt sich die Funktion im Endlichen iiberall reguliir, so gibt es
unendlich grofe Werte von u, denen auch unendlich grofie Werte von
f(u) entsprechen; in diesem Falle ist also nur die Stelle w = co vom
Stetigkeitsbereich ausgeschlossen. Jede Funktion f (u) hat also not-
wendig singulire Stellen. Die unsern Betrachtungen zugrunde liegenden
Potenzreihen sind konvergent innerhalb eines Konvergenzkreises, der von
der hetrachteten Stelle bis zum niichsten singuliven Punkt geht. Von
diesen singuliiren Stellen gibt es zwei Arten: aufferwesentliche und
wesentliche singulire Stellen. Im ersteren Falle lifit sich der singulire
Punkt isolieren, d.h. es liBt sich um ihn ein Bereich abgrenzen, imer-
halb dessen kein weiterer singulirer Punkt miglich ist. Wesentlich
singuliire Punkte, bei denen dies nicht gelingt, schliefen wir von unserer
Betrachtung aus. Einen solchen aufierwesentlich singuléiren Punkt nennt
man einen Pol, wenn in ihm die Funktion nach Art eines rationalen
Bruches unendlich wird. @ ist also ein Pol fiir f (u), wenn eine rationale
Funktion ¢ (@) = L= L i — As =l R Ao

w— G (0 — a) (1 —a)® (0 — a)*
existiert, so daB f(u) — ¢ (w) in @ vegulir ist. Dieser Pol hat die
Ordnung e« da « die hichste negative Potenz ist. Innerhalb eines
gewissen Konvergenzkreises ist also:

Jfw)=9 @ + g W) =

G ()
(2 —_aJ o’
wo ¢ («) und @ (u) zwei in @ regulire Funktionen sind.
Das Ageregat der negativen Potenzen heilt Hauptteil der
Funktion f (u) (Weierstraf), von den Konstanten 4; heift 4 nach Cauchy




24

das Residunm fiir die Stelle = a. Die Bedeutung dieser Grife fiir
den analytischen Charakter einer Funktion ersieht man aus [ f (1) di,
indem die Integration von 4 .{mx — «)—! nicht wie die andern Glieder
eine eindeutige rationale Funktion, sondern den um 2nnm¢ vieldeutigen
Logarithmus ergibt. Nennen wir eine Funktion ven der Form:

e e (w—a)t e (w—a)®t ... = It (u),

die fiir v = a weder Pole noch Nullstellen hat, eine Einheitsfunktion,
so lift sich nach dem worhergehenden die Reihenentwicklung einer
Funktion fiir v = a stets auf die Form bringen:
J) = (u—a)’ E ().
Hier sind drei Fille zu unterscheiden:
o — 0 fiir eine p-fache Nullstelle,
o — 0 fiir eine Einheitsfunktion,
o — 0 fiir einen p-fachen Pol.
Ditferentiieren wir logarithmisch, so ist
S (u) 0 B (w)
Sw)  u—a E (2)

B (w) i ; S
Da i) reguliiv, so erhalten wir den filv uns wichticen Satz:
(U : i

Hat eine Funktion an der Stelle « — « eine g-fache Nullstelle, so hat

ihre logarithmische Derivierte an dieser Stelle einen Pol mit dem Resi-
: : ; B (u) :

dunm p. Ist u = a ein Pol e«-Ordnung, also J (u) s "~ g0 ist

- A Tt wo— i)

Jiw) . —w B (w)

Jw)  u—a ' E(uw)

einfachen Pol mit dem Residuum — e.

d. h. die logarithmische Derivierte hat dort einen

-

Um das Verhalten einer Funktion im Unendlichen zu beurteilen,
: L e Pl Tt
setzen wir w = 7 und betrachten statt f (u) fiir 1w = oo f (E‘;J fitr w' = 0.

Mit Hilfe dieser Fixierung kimnen wir leicht den Fundamentalsatz he-
Welsen

Eine im Endlichen und im Unendlichen uiberall reguliive Funktion
ist eine Konstante.

Denn da diese Funktion fir w = 0 rveguliiv ist, eilt filr sie die
“ntwicklung :

S =ay + au + asu® +.-..

wobei der Konvergenzbereich n-V. die ganze komplexe Kbene ist,

Statt v = oo hetrachten wir f l_? ;) fitr 1’ = 0, also:
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[ 1) y: = : ; S
Da f(e_‘} als regulive Funktion keine negative Potenzen enthalten
2t

darf, sind alle Koeffizienten a,, @,....a, =0, und es ergibt sich:

Tl = (_”,} gleich einer Konstante a,.
N

2. Darstellung einer rationalen Funktion mit Hilfe ihrer
Hauptteile.

Unter einer ganzen rationalen Funktion einer komplexen Grofie
versteht man einen Aunsdruck von der Form:

Sy =ay + a4 asud 4-..... R e T

wo die ¢; komplexe Konstante sind, Den Quotienten zweier solcher
rationalen Funktionen nennt man eine gebrochene rationale Funktion.
Wir werden im folgenden die Theorie der rationalen Funktionen auf
zwel Fundamentalsiitze zurviickfithren; unsere Beweismethoden und Re-
sultate sind analog den weiterhin in der Theorie der trigonometrischen
und elliptischen Funktionen zu entwickelnden Beziehungen.

Wier gehen aus von einem einfachen und durchsichtigen Beispiel,
der Funktion

Fl — u
T w—1) (u—2)
die offenbar an den Stellen # = 1 und u = 2 zwei einfache Pole hat,
withrend sie sich sonst im Endlichen iiberall reguliir verhilt. Der zum
Pole w = 1 gehiorige Hauptteil ist ¢ () — R das Residuum
£

= — 1, da f(u) — ¢y (&) fir w =1 regulir. Ebenso lilt sich zeigen,
: . ’ 2 :

daB zum Punkte w = 2 der Hauptteil ¢. (1) = 50 also das Resi-

dunm 2 gehirt.
Im Punkte = 0 hat die Funktion f (1) eine Nullstelle, wie man
ohne weiteres sieht; eine zweite Nullstelle liegt im Unendlichen. Denn
2t Sl i
)= — \
f =7 '-n’_] (1 —) (1 —2u")
ist im Punkte ' = 0 regulir = 0; folglich ist # = co eine Nullstelle.
Wir sehen:
Die rationale Funktion / (x) hat zwei einfache Pole u=1, u =2,
und zwei einfache Nullstellen w = 0, # = oo, sie muf auch alle zwischen
0 und co liegenden Werte zweimal annehmen, d. h. die Gleichung:

Ffwy=.¢
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hat zwei Wurzeln. Aus der Definition der zu den Polen » =1 und
w = 2 gehirenden Hauptteile ¢, und g, geht hervor, daf die Differenz:
J () — ¢y (1) — g2 ()
im Endlichen und Unendlichen regulir sein muff; dann folgt aus dem
Nr. 1 bewiesenen Safz:
J ) — g () — g (0) = C.

Diese Differenz verschwindet im Unendlichen, wo jede der drei

sie zusammensetzenden Funktionen — 0 wird, d. h. €= 0.

£ ) = g1 @) + g5 ()
1 1 2
e —2) % ==

Diese Darstellung einer rationalen Funktion durch die Hauptteile
ihrer Pole ist nichts anderes als die aus der Algebra bekannte in der
Integralrechnung viel verwandte Zerlegung einer rationalen Funktion
in Partialbruche.

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, indem wir setzen:

oy Gu™ag ummt 4 oagu™ 2 e + g P (u)

PSS pom T unet gt

Wir nehmen an, daffi Zihler und Nenner Xkeinen gemeinsamen
Linearfaktor haben. Wie man unmittelbar sieht, hat diese Funktion
im Endlichen die Wurzeln der Gleichung @ () = 0 als Pole; nehmen
wir eine e-fache Wurzel als e« einfache Wurzeln, so ist die Zahl der
Pole im Endlichen = wn. Ebenso ergibt sich, daf f (x) im Endlichen
m-Nullstellen hat, die mit den Wurzeln der Gleichung P (u) identisch sind.
Um das Verhalten von f () im Unendlichen zu finden, untersuchen wir

i tf;l*) fiir «' = 0:

f1\m (l'-]m—l
If"‘l 1} — - o \u L FER ”r.-” — M H‘." Sl U SRV
S i [ I )”. B ( 1 .}“'_1 by + by A .-
J —_— — ) =+ % s o 2=
0 _”r_. ! I \uf :

— S IR

Hier sind drei Fiille zu unterscheiden:

1. m = n. Dann ist der Punkt 1 = co ein Pol von der Ordnung m — n,
und £ (w) hat im ganzen m + m —n = m Pole, d. h. f (u) hat
genau so viel Pole wie Nullstellen. f (1) = € hat m-Wurzeln,

2. m =< n. Dann ist der Punkt n — oo eine n — m-fache Nullstelle.
Zihlen wir hierzu die m-Nullstellen im Endlichen, so sind m 4 n—m=n

P

P
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Nullstellen im ganzen vorhanden, d. h. wieder genau so viel Null-
stellen wie Pole. [ (w) = C hat n-Wurzeln.
3. m = n gibt dasselbe Resultat, so daB wir den wichtigen Satz finden:
Eine rationale Funlktion hat gleichviel Pole und Nullstellen.
Nun kimnen wir den allgemeinen Fall der Darstellung einer Funk-
tion durch ihrve Hauptteile behandeln, wir kleiden ihn in die Form:
Eine rationale Funktion ist bis auf eine additive Konstante be-
stimmt, wenn ihre Pole und die zugehirigen Hauptteile bekamnt sind.
Wir nehmen an, die Funktion habe im Endlichen einen Pol & von
der Ordnung e, b von der Ordunung g usw..... ! von der Ordnung 2
und die entsprechenden Hauptieile seien:

gy (W) = A L 4 = bl | Aus
LA T sl L (e — a)®
e B B, . : B‘.j—l
TG = } (o — e ) (0 — TR
usw,, und schliefilich sei:
g =M u 4 My ... + M

der Hauptteil fiir eine etwaigen im unendlichen liegenden Pol.
Da nun jeder Hauptteil aufer in dem entsprechenden Pol reguliir
ist, so ist — wie vorhin — die Differenz:

F () == g () — g (1) —--- 0 - o)

im Endlichen wie im Unendlichen iiberall regulir, d. h. gleich einer
Konstanten M.

J () =M, + 900 4 ¢y (1) g2 () +--+-- -

11- t 1 ]|
(e |

T Sy . g | 1 L - | A L.
Sl =M, + M u-+ Myu® .. Mqu® 4 E Lf--—h‘—l e a)e !

wo X iiber alle im Endlichen gelegenen Pole zu erstrecken ist.

Damit ist der Satz bewiesen und wir sind wieder auf die Partial-
bruchzerlegung gefiihrt worden., Mit Hilfe des gewonnenen Satzes 1i6t
sich leicht beweisen, dafi jede Funktion, die im Endlichen und Un-
endlichen nur eine endliche Anzahl von Polen besitzt, eine rationale
Funktion ist.!)

1y Weierstrah henutzt diese Eizenschaft als Definition: Die Klasse der rationalen
Funktionen einer Verdinderlichen (z) ist die Gesamtheit derjenigen eindeutigen Funk-
tionen von «, fiir die es im Gebiete dieser Griofe nur adberwesentliche singulire
Stellen gibt (a. a. 0. p. T9). 7
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3. Darstellung einer rationalen Funktion durch Pole und
Nullstellen.
Der zweite Fundamentalsatz, die Darstelling einer rationalen
Funktion durch Pole und Nullstellen, beruht auf der Zerlegung der
Polynome P und @ in Linearfaktorven:

Al g %™ b a0 b ogg w2 . 4 m P ()
J by + by w1 L by u2 ...+ by Q ()
fu)=C (=) (0 —e) (U — am)

(w—B8) (w—Bs)-- - (1t — Ba)

Hierbei kinnen auch Faktoren einander gleich sein. Diese Zer-
legung einer rationalen Funktion li6t sich aus dem ersten Fundamental-
satz herleiten. Wenn némlich f (w) die Nullstellen e, @, . ... &, und
die Pole g8,, 8., . . . ,8;1}, besitzt, so wissen wir (8. 24), daf die logarith-

i

mische Derivierte oo die Pole und Nullstellen der Funktion f () zn
o 7

einfachen Polen hat. Stellen wir nunmehr - dureh die Partialbruch-

S (w)
zerlegung dar, so ist
T S ey s | | [
U—a u—p, ?"'_ﬁz
Die Residuen fiir die Pole sind n. o. — 1, fiir die Nullstellen - 1.
Wit integrieren :

) [ <t J I [ UL
J J ) 4y S T —|_ U— g : + W — &m

_J’ _ fi_i_t, B l" _fi'.fu. WD e du
P T R e e J — Bn

und finden dureh Ubergang zu den Numeri:

J () T——

H—aty

f (1) = {j” — ) r‘_"”' — @) (U —am)
A f.?"‘ = 181) ‘;”‘ e ag:'} """ (_“' = Jgu.]

Das vorstehende Resnltat kinnen wir durch den Satz ansdriicken:

Kine rationale Funktion ist durch ihre Nullstellen und Pole his
aut eine multiplikative IKonstante bestimmt,

Ehe wir die vorstehenden Betrachtungen auf trigonometrische und
elliptische Funkfionen iiberfragen, sei noch auf folgende Punkte in der
Theorie der rationalen Funktionen hingewiesen, die ebenfalls spiter Ver-
allzemeinernngen erfaliren werden.

Denkt man sich die Koordinaten eines Punktes in der Form:

T=dy Fa u-t+aut ...

Wi I;'r: + by byt Aol
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als rationale Funktionen eines Parameters dargestellt, so entspricht
jedem Werte e ein Punkt x, . Dann stellt die Gleichung:

ax® -+ bzy + ey +de +ey + =0

bekanntlich einen Kegelschnitt dar. Ebenso erhalten wir eine Kurve
3. Ordnung, wenn wir die Werte fiir z und » in

a -+ bz + ey + dz® + ewy + f® + gxd + haty + iy + ky?

eingetzen. So fortfahrend kann man die allgemeinste Form einer Kurve
n-Ordnung bilden. Alle diese Kurven enthalten das migliche Maximum
L)l ——=2)

%)

an Doppelpunkten sie sind vom ,Geschlechte® Null.

Derartize ., Unikursalkurven® sind dadurch aunseezeiclmetf, dafi sich ihre
Koordinaten als rationale Funktionen eines Parameters darstellen
lassen.

Ferner hat jede rationale Funkfion ein sogenanntes algebraisches
Additionstheorem, d. h. wenn f (u) und / (v) zwel rationale Funktionen
mit den unabhiingigen Variabeln » und » bedeuten, so lifit sich f (@ 4 v)
als algebraische Funktion von jf (2) und / (2) ausdriicken.

4. Die trigonometrischen Funktionen.

Die die friconometrische Funktion sin # darstellende unendliche
Reihe: 3

. Tk ; ,“':'s
SIN % =— 1 — == = v e
£ S

konvergiert fiiv alle reellen und komplexen Werte von . Die Funktion
sin « ist im Endlichen fiir alle Punkte regulir; sie verschwindet fiir
w— 10, +m + 2m, ..., besitzt also die fiw einfache periodische Funk-
tionen charakteristische Eigenschaft, im Endlichen unendlich viele Null-
stellen zu haben. Der Punkt = oo ist ein wesentlich singuliirer Punkt,

1 S |3 oa i = ;
denn setzt man w = — und betrachtet sin — fiir ' = 0, so kinnen wir,
Hn (1)
wie klein wir auch immer den Kreis um ' = 0 wihlen, stets unendlich

viele Nullstellen w' = finden, wo m jede beliebige ganze Zahl be-
e J g

deutet. Darvaus folgt, daf die sinus-Funktion fite «' = 0, also @ = oo
einen wesentlich singuliiven Punkt hat. Hier fritt offenbar ein wichtiger
Unterschied gegeniiber den rationalen Funktionen auf.

Wir wollen nunmehr nach Weierstrafl eine analytische Funktion
wie sin %, die im Endlichen keine wesentlich singulire Stelle enthiilt,
eine wanze transcendente Funktion nennen; sie unterscheidet sich
dadurch von der ganzen rationalen Funktion, dafi sie im Unendlichen




eine wesentlich singulire Stelle hat, wiihrend fiir diese die Unendlichkeits-
stelle auberwesentlich singuldr ist.!)

Nun kinnen wir eine ganze rationale Funktion auf zwei ver-
schiedene Arten darstellen, als Reihe: 4

ay - a, (0 —@a) + ag (w— a)®* +------

und als Produkt:

si-al-a

a)

aus dem die Nullstellen ersichtlich sind, Wie lauten nunmehr die ent-
sprechenden Darstellangen filr ganze transcendente Funktionen?
Bekannt ist die bereits genannte Reilienentwicklung:

] I;H;.'(J:} ! [H}'{)n
Sl U — Um — 31 ! 51 g

Es fragt sich nun, ob eine Darstellung etwa wie

€o (' : '”'] {] 1= 'J;r') |1 “.",FT ] (1 ;')“')

| ml \ 7T\ s o L 2]

WOl s, 27 die Nullstellen, fiiv sin wz moglich ist; eine Dar-
stellung, f.lll. sich von der fiir ganze rationale Funktionen nmr dadoreh
unterscheidet, daff das Produkt co viele Nullstellen hat. Mit dieser Frage
hat sich Weierstrall in der mehrfach erwiiinten fiir die Funktionentheorie
bedentungsvollen Abhandlung eingehend beschiiftigt und ist zn folgenden
Eroebnissen gelangt: Wilrend sich zwel ganze rationale Funktionen
mit denselben Nullstellen nur um eine Konstante unterscheiden, unter-
scheiden sich zwei canze transcendente Funktionen mit denselben Null-

) Weierstralh (a. a. 0. p. 81) gelangt durch folgende Uberlegung zum Begriff
der ganzen transcendenten Punktion: Werden dem Stetigkeitsbereich einer Funktion f(u)
diejenigen seiner Grenzstellen, welehe aulerwesentliche singulive Stellen fiir die Funk-
tion sind, hinzugefiiet, so entsteht ein Bereich, in dem sich f (w) tberall wie eine
rationale Funktion verhilt. Dieser Bereich ist ein unbegrenzter oder begrenzter, je
nachdem f (i) eine rationale oder transcendente Funktion ist; im letzteren Falle wird
seine Begrenzung von den wesentlich singuliren Stellen gebildet. Diejenigen Funktionen
gehiren in eine Klasse, fiie die der definierte Bereich derselbe ist; dementsprechend
bildet die Gesamtheit aller rationalen Funktionen von # eine solche Klasse, Will man
die unzithlicen Klassen von transcendenten Funktionen nach einem sachlichen Prinzip
cinteilen, so muf man offenbar die Funktionen zu einer Gattung rechnen, bei denen
die Zahl der singuliiven Stellen dieselbe ist. Unter diesen Funktionen sind diejenigen
die einfachsten, fir welche es in der ganzen komplexen Ehene nur eine wesentlich

singuliive Stelle w = oo gibt. Da eine rationale Funktion, die im Unendlichen eine
anBerwesentlich singulive Stelle hat, eine ganze rationale Funktion heifit und dargestellt
wird dureh f () = Ay + Adyu - Aau® 4 - - 4 A, u” so ist eine ganze transcendente

Funktion eine Funktion, fiir die 0o eine wesentlich singulive Stelle ist und deven Reihe
nicht abbrieht sondern oo viele Glieder hat.
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stellen um einen multiplikativen Exponentialfaktor e®®@  wo @ (u) eine
oanze transcendente Funktion ist. Dieser Faktor reicht aber nur aus,
wenn das unendliche Produkt konvergiert. Dies ist im allgemeinen nicht
der Fall; auch in unserem Beispiel fiihrt die Anwendung des bhekannten
Konvergenzkriteriums fiir unendliche Produkte auf eine divergente un-
endliche Reihe. Es gelingt auch nieht, wie dies bei manchen Funkfionen
miglich, durch Festsetzung einer bestimmten Reihenfolge der Faktoren
oder durch Vorschrift einer bestimmten Ausfithrungsweise der unendlich
vielen Multiplikationen das Produkt zu einem bedingt konvergenten zn
m:whvn Die Betrachtung des von Gaufi untersuchten Produktes:

II

weist auf den einzusehlagenden Wee hin. Dieses Produkt kann nidmlich
dargestellt werden durch das bestindig k:mvm'givre.-mle unendliche Produlkt:

]] e ot R g CTTR - G

n—t

wo II{.L) = (I - :) ‘1 e 1 - !] l 1 immer divergiert,

L. das Produkt ist darstellbar durch ein Produkt von oo vielen
Faktoren, welche zwar nicht canze lineare Funktionen von z, aber wie
diese eindeutige Funktionen mit nur einer singuliren Stelle (o2) und
auch nur einer Nullstelle sind. Aunf Grund dieser Tatsache untersncht
Weierstral die Frage. ob sich nicht jede ganze transcendente Funktion
() ans Faktoren von der Form (pxz -+ g) ¢®@ zusammensetzen lift,
und gelangt zu einem vollstiindig befriedigenden Ergebnis. Wir ver-
weisen 1m fiibrigen anf die erwiihnte Abhandlung; aus den dort ent-
wickelten Gesichtspunkten ergibt sich fiir sin « die Produktendarstellung’):

¢
(1) sin 1 = erIl [ :m,
'?H.f!' |
S 5 t . s " . -
das Produkt ll ist iiber alle ganzzahlicen Werte von m zwischen o
und -~ co zu erstrecken — ausgenommen ist m = 0, wie das Hikehen ¢

bei ll andeutet. Die Konvergenz des Produktes wird durch den jedem
Faktor beizufiigenden Weierstrafischen Exponentialfaktor bewirkt. Gibt
man der Grifie m das entgegengesetzte Zeichen, so ist

U

r :
TR HI I (] L )e M,
\ Mt

ersetzt man hier w durch — % und vergleicht mit (1), so folgt:
sin (— ) = — sin u,

der sinus ist eine ungerade Funktion.

') Vel. auch: Biermann, Theorie der analytischen Funktionen, p.305 ff. Leipzig, 15887,




Dureh logarithmische Differentiation ergibt sich aus der sinus-

Funktion die Cotangente:
d ;
cot u = log sin w;
aw: -

mithin 1ift sich aus der Produktendarstellung des sinus folgende Reihe
fiir cot # herleiten:

1 ( 1 1Y [ 1 |

cotu =~ 4 ‘._e}.- = | ﬂ) 312 (I“ = 4 2—,-:.) e
1 1) 1 1)

+ (._?f. + o =5 ;'r] _I_ [‘lt —| 2T e L;r} R

y 2l Ayl 1 |-
b3 . . i =1l oot T -
{._) cot u — = | g 1.“. ERy e ] m”_'

Wie oben ist die Summe I iitber alle ganzzahligen Werte von m
zwischen — oo und 4 oo aufer m = 0 (') zu erstrecken. Auch die
Cotangente ist eine ungerade Funktion. Diese hier finr die ftrigono-
mefrische Funktion cof u# gewonnene Zerlegung entspricht der oben
abgeleiteten Partialbruchzerlegung in der Theorie der rationalen Funk-
tionen, (2) zeigt die Pole mit ihren zugehorigen Hauptteilen. Die cot-
Funktion hat einfache Pole an den Stellen 0, + #, + 2m, + 8m, .. ..
usw. mit den zugehirigen Residuen 1, z. B. befindet sich an der Stelle

u = ¢ ein Pol; hier ist cot w4 — - regulir. Die Stelle « = oo ist ein
: ST
wesentlich singuliiver Punkt. Die cot-Funktion hat die Periode s, denn

bildet man nach (2) cot (w - &) — tot u, so ergibt sich eine Summe:
1 VR B A T ISag
",tr + e 'Ei)’ 5 "'ﬂ e [-T] & I\n' S L’ﬂ,] AEATIS
(' 1 1

Friles =
uw+ 2na T I.u + 3n Ry (R P -

die sich auf 0 reduziert: cot (u + m) = cot w.
Die Integration ergibt:
log sin (2 + ar) = log sin u + log C,

sin (w0 4 7r) = Csin u,

. t 5 . . It »
Die Integrationskonstante € bestimmt sich aus w — — 5 dann folet:
o L= T i ;
sin ' sin [-—-r 5 } (=t

sin (w + ) = — sin w.



Die negative Derivierte der Funktion eot wu ist ——— die zngehirige
sin® u :

Reihenentwicklung lautet:

; o9 1 d 1 ! 1
| {3,} e ! cobu= — + e L
Sm® u dn ik E (16 — ma)®

Diese grade Funktion hat zweifache Pole an den Stellen w = 0,

| + a, + 2@, ..., der zum Pole u ma gehirice Hauptteil ist -
(#-— mm)®

Da die Formeln (1), (2) und (3) wichtige Analoga in der Theorie
der elliptischen Funkfionen haben, so wollen wir noch kurz auf die
zugehirige Potenzreihenentwicklung hinweisen,

Fiir || = | ma| erpibt die Division:

1 1 1 i

1 — W mor m® m® m?® 7t

diese Werte sefzen wir in (2) ein und ordnen nach w:

1 7 1S 710
LW — = 8= 8 —— o3
2 T i b

7 i f l ’ ]
W0 8 = 2! 8a = e = HUSW.
me m m"

! Die Glieder, in denen Summen mit ungeraden Potenzen von m
auftreten, heben sich.
| Da log sin # = [ cot udu, so folgt:

2 y ! 0
5 . a3 M Sa 1 So M
logsinuw=1log A +logu —+— — 22— — 2 —
f i 2oa” 4 Bam®
S, 16 Sq 18
‘ L ; 4 1_| *If_l.—
sinw—4d.1.e : E
. sin : : :
Da lim - S s 1, so ist die Integrationskonstante 4 —= 1. Der
w=>0n 1t "

Wert der Summen s; lift sich nunmehr feststellen, indem man die
linke Reihe in die sinus-Reihe, die rechte in die Exponentialreihe ent-
wickelt und die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von wu vergleicht.
So findet man:

B

2m
5! %= 3357

nsw.

-
e fe
o 3

-

Aus der elementaren Trigonometrie ist bekannt, dafi sich sinus und
cosinus rational als Funktion der Cotangente des halben Bogens ausdriicken
lassen; dementsprechend bezeichnet man eine in cot » rationale Funktion
S (w) als allgemeine trigonometrische Funktion. Eine solche Funktion ist
im Endlichen bis auf Pole reguliir, sie hat die ,primitive® Periode s,

¥ a
Realschule in Hamm. 1908, b
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d. h. die andern Perioden + 2m, + 3m, .... sind ganzzahlice Viel-
fache von s

Die Periode 7 liBt sich stets in eine andere Periode 2w ftrans-
formieren. Ist némlich f (v -4 ) = f (u), so setzt man:

! ' !y
T i i (e
W— — { — W = )
.2 © .){E (" ) .f \ ‘/ I :_) @ |
und findet so: fi (W + 20) =fi (')

5. Uber die Analogieen zwischen rationalen und
trigonometrischen Funktionen.

Die in Nr. 4 fiir die triconometrische Funktionen durchgefiihrten
Betrachtungen sollen in den folgenden Abschnitten auf elliptische Funk-
tionen amsgedelmt werden, so dafi sich die triconometrischen Funktionen
auch unter den funktionentheoretischen Gesichfspunkten als Spezialwerte,
LAusartungen®, der elliptischen Funktionen ergeben miissen. Vorher
miissen wir noch einen Moment bei den vorstehend gestreiften Analogieen
zwischen rationalen und trigonometrischen Funktionen verweilen; wir
sehen dabei von den oben angedeuteten funktionentheoretischen Unter-
suchungen Weierstraf’ ab, da es fiilr unsere Zwecke geniigt, auf folgen-
des hinzuweisen :

Die Hauptsiitze der Theorie der rationalen Funktionen reduzieren
sich auf zwei Typen:

die Zerlegung in Linearfaktoren:

( (ui— rr.l) (v —as) (u—ag)-. - (u— @n).
(w— by) (w0 — bg) (w— bg)--+(w— by)

f () = 2

die Partialbrnchzerlegung:

M, Myu+ Myw?+-- -4 Mad -+ E {—A . = 2 T = o !).

\—a  u— .

J(w)

Entsprechende Formeln gelten auch fiir die Theorie der trigono-
metrischen Funktionen:

die Zerlegung in Linearfaktoren, aus der die Pole und Nullstellen

ersichtlich :

lir' ( ”) = A anhru‘- Hﬂ l'_‘l ”ll bl .I ”_ITS__J - E I G:‘A.?
A e sin (. — by) sin (2 — by)---. ..o sin (0 — bp)

und die Partialbruchzerlegung: :
f L”-ﬁ' _— (':| -+ (-"1 2wt ('T:' s _JI_ """ : (-'Tm g
O g AR L Qe 2nut
4+ A cot (w—a) + Beot (w—2b) 4.+ L cot (u — 1),

aus der die Pole ersichtlich sind.



Bei beiden Gruppen von Funktionen ist das Element der Partial-
bruehzerlegung der Differentialquotient des Logarithmus des Linearfaktors:

1 d log (v — a) . dlog sin (1 — a)
: e cot (4 — @) = - -
dut )

U — a du

Dasselbe gilt fiir elliptische Funktionen:; auch hier bilden Faktoren-
nnd Partialbruchzerlegung das Fundament der ganzen Theorie.

Auch die am Sechluff von Nr. 3 genannten Siitze lassen sich auf
trigonometrische und elliptische Funktionen iibertragen; fiir erstere
lauten sie:

Sind f () und f, (@) rationale Funktionen von cot w», so besteht
zwischen diesen allgemeinen trigonometrischen Funktionen x — f (u),
Yy =Ji (u) mit derselben Periode s eine algebraische Gleichung:

DR s N=—x)]
die eine Unikursalkurve definiert.

Ferner: Kine triconometrische Funktion besitzt ein algebraisches
Additionstheorem; f (w -+ ») ist eine algebraische Funktion von f (w)
und f(v). Fir diesen Satz bilden die Formeln fiir sin (¢ 4+ 8), cos (e + 8),
te (e + 8), cotg (e + B) eine bekannte Bestiitigung.

Dritter Abschnitt.
Die elliptischen Funktionen.

1. Einleitende Siitze.!)

Unter einer elliptischen Funktion wverstehen wir eine doppelt-
periodische Funktion, die im Endlichen bis auf Pole regulir ist. Als
doppeltperiodische Funktion geniigt sie den Gleichungen:

Sl 20) =f (1),
Sl 20") =Ff(u),

die sich zusammenfassen lassen in:
S+ 2me + 2m'a’) = f (w),

wo m und m’ ganze positive oder negative Zahlen einschliefilich Null
bedeuten. w und ' sind zwei unabhiingige Perioden, d.l. Perioden,
zwischen denen keine lineare homogene Relation besteht. Dann mufl

) H. Burkhardt, Elliptische Funktionen, p. 32 ff. Leipzig, 1899.
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der Quotient — imaginiiv sein,') andernfalls reduziert sich die Funlktion
L

(]

auf eine einfache periodische Funktion oder eine Konstante. Die reelle
Periode sei 2w, die imaginire 2'. Die Derivierte einer elliptischen
Funktion ist wieder eine elliptische Funktion. Die beiden Perioden
lassen sich geometrisch veranschaulichen. Fixieren wir innerhalb der
komplexen Ebene einen Punkt wu,, so kionnen wir von ihm aus unter
einem spitzen Winkel zwei Strecken 2o, 2o’ gezogen denken. Dann
kimnen wir durch Parallele zu u,, 2w, 2w einen 4. Eckpunkt
w, + 2w + 2o’ konstruieren, die vier Punkte bilden die Eekpunkte des
fundamentalen ., Periodenparallelogramms®. Auf diese Weise fortfahrend
kann man jeden Punkt w, -+ 2me + 2m'ew’ konstruieren und die ganze
komplexe Ebene mit Parallelogrammen liickenlos itherdecken. Die Knoten-
punkte dieses Netzes von Periodenparallelogrammen sind die Punkte, die
die Griofen 2mo -+ 2m'e’ geometrisch darstellen. Zwel Punkte ver-
schiedener Periodenparallelogramme, die zusammenfallen, wenn man die
Parallelogramme durch Verschiebung zur Deckung bringt, heifien ,iqui-
valent* oder ,kongruent modulis Perioden®, geschrieben: wu, =
(modd 2w. 2@’). Zur Untersuchung der Funktion f (u) geniigt die Be-
trachtung des fundamentalen Periodenparallelogrammes, da sich in ilm
zu jedem Punkt der Ebhene ein fiquivalenter finden lifit. Dementsprechend
verstelien wir unter der Ordnungszahl einer doppeltperiodischen Funktion
die Anzahl der Pole, die sie im fundamentalen Periodenparallelogramm
hat, ein m-facher Pol ist dabei = m einfachen Polen zu rechnen.
Offenbar muf jede elliptische Fmnktion im fundamentalen Perioden-
parallelogramm mindestens einmal unendlich werden, da sie sich sonst
itberall reguliiv verhielte, also eine Konstante wire. Andrerseits muf}
die Anzahl der Pole im Periodenparallelogramm bhegrenzt., endlich sein,
da sonst im Widerspruch zur Definition an irgend einer Stelle ein wesent-
lich singuliiver Punkt wiire. Nun Lift sich leicht zeigen, dafl mindestens
zwei einfache Pole bezw. ein zweifacher Pol vorhanden sein mufi. Denn
bildet man [ f (x) de und integriert um das Periodenparallelogramm
a, & +2m, a-t 20, a4+ 20 + 20’ in positivem Sinne herum —.
wobeil der Punkt a so gewihlt ist, daf kein Pol auf die Begrenzung
fiillt —, so zerfillt [ f (u) dw in:

s+ 2w’ 0+ 2w+ 2w <0+ 2w (
S w) du S ) due + () du + J () du.
ea & a+ 2w & a+20w+20 ¥ a4 2w

B Zum Beweise vel. L. Kionigsberger, Vorlesungen iiber die Theorie der ellip-
tischen Funktionen I. Leipzig, 1874. p. 328 f Fir ecin eingehenderes Studinm der
elliptischen Funktionen sei auf dieses treffliche Werk hingewiesen.
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Hier ist das erste Integral entoesengesetzt gleich dem dritten,
das zweite entgegengesetzt gleich dem vierten f. [/ (u) du = 0. Da
nun nach einem Fundamentalsatz der Funktionentheorie das lings einer
geschlossenen Kurve genommene Integral einer komplexen Funktion
gleich 27zmal der Summe der Residuen aller im Innern dieser Kurve
gelegenen Pole ist, so folgt: Die Summe der Residuen einer elliptischen
Funktion in den siémtlichen Polen, die im Innern eines Parallelogrammes
mit den KEeken wu,, %, + 20, 1, -
gleich Null. Dementsprechend kann eine elliptische Funktion im Perioden-
parallelogramm keinen einfachen Pol haben; es miissen, damit diese Be-
dingung erfiillt werden kann, mindestens zwei einfache Pole oder ein zwei-
facher vorhanden sein. Is gibt keine elliptische Funktion erster Ordnung.

1 (u

20/, Uy + 20 + 20’ liegen, ist

Wenden wir den Residuensatz auf die elliptische Funktion * an, deren

Residuen gleich der Ordnungszahl (vgl. Abschn. 11, Nr, 1) von S () sind,
so muf fir f(u) die Summe der Ordnungszahlen im Periodenparallelogramm
gleich Null sein, d. h, jede elliptische Funktion hat im Perioden-
parallelogramm ebensoviele Nullpunkte wie Pole, oder jede elliptische
Funktion 7-Ordnung hat im Periodenparallelogramm grade s Nullpunkte.
Eine elliptische Funktion n-Ovdnung nimmt im Periodenparallelogramm
jeden vorgeschriebenen Wert nmal an. Die Siitze von der Summe der
Residuen sowie von der Anzahl der Pole und Nullstellen gelten bei
rationalen Funktionen fiir die ganze komplexe Ebene.

Wir kinnten uns nun die Aufeabe stellen, anf Grund dieser all-
gemeinen Sitze eine elliptische Funktion mit vorgeschriebenen Kigen-
schaften zu konstruieren; da aber der Zweck dieser Abhandlung lediglich
die Betonung der engen Beziehungen zwischen triconometrischen und
elliptischen Funktionen ist, so wollen wir einen andern Weg einschlagen,
der dem bel der Betrachtung der trigonometrischen Funktionen an-
gewandten Verfaliren entspricht. Hierbei miissen wir die vorstehend
genannten Sitze aus der Lehre der elliptischen Fumktionen, die fiir
unsere Zwecke ausreichen, als bekannt voranssetzen.

2. Die ¢-, {- und p-Funktion.
Die sinus-Funktion wurde (1) dargestellt durch das unendliche
Produkt: r{
r ko o
SIN o — ”'II (I = ];3”;::"
, m )

aus dem die Nullstellen ohne weiteres ersichtlich sind. Dementsprechend
bilden wir eine wie der sinus im Endlichen iiberall regulire Funktion,
deren Nullstellen an den Punkten 2me + 2m'w’ liegen sollen. Wir
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setzen 2mo |- 2m'w’ = w und erhalten so als Analogon zum sinus die
WeierstraBsche sigma-Funktion:

: 2 ’{" 2 _:‘_‘_‘.!_ { u.; .
(4) o (1) = ”II Iti _'”’._)e’*' 1

Dieses unendliche Produkt ist iber alle Werte m = 0, + 1,
+2 .cc...ctcoumd m' =0, +1, + 2, ......+ oo zu erstrecken, aufier

m—=—m' = 0. Die in der geschweiften Klammer vereinigten Grifien
diirfen nicht auseinander gerissen werden, zur Konvergenz ist hier ein
Exponentialfaktor 2. Grades notig. Die Nullstellen der o-Funktion liegen
in uw=0 und = w; tir endliche Werte von u sind keine Pole vorhanden.
Die g-Funktion ist wie der sinus ungerade, d. h.:
o(— u) = — o (1),

denn da m und m' alle Werte von — oo bis | oo durchlaunfen, so
kann man, ohne den Wert des Produktes zu iindern, in diesem Produkt

das Zeichen #éndern, man erhilt:
1w

e .”'. ) ! b :
o () = u I [ “1 B )e T

ersetzt man # durch — w und vergleicht mit (4), so folgt die Behanptung.

Der Formel lim ot — | entspricht lim el 1%
we=0 U w=0 I
Bei der Betrachtung der trigonometrischen Funktionen leiteten
wir durch logarithmische Differentiation ans dem sinus die cotangente
her; hier gewinnen wir so die dem cot entsprechende Weierstrafische
Zetafunktion:

P d log o () | P 1 |
5] : ’”.} — B Al i e e \‘ —I— i [
(o) &l e Fpo 2 Z w— w w il 2]

Die ¢-Funktion hat an den Stellen « = 0 und u = 2mn + 2m'e’
einfache Pole mit dem Residuum - 1. Entsprechend hat die Funktion
£ (i — a), wo @ eine Konstante ist, einfache Pole an den Stellen « = «a
md ¥ —=a - 2mew + 2m'e’. Wie cot ist £ als logarithmische Deri-
vierte einer ungraden Funktion ungrade.

Schlieflich gewinnen wir duorch nochmalige Differentiation und
Zeichenwechsel die Weierstrafische p-Funktion:

(6) Tt dt(w) 1 h Zr 1 7 _11
: [ 1l Ol j [(w — w)? W

p (w) entspricht der trigonometrischen Funktion ——— Die p-Funktion
5 (1
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ist grade, denn zn jeder Grofie w findet sich unter ilnen auch die
entgegengesetzte, und die zu zwei entgegengesetzten Werten von w




gehirenden Glieder vertauschen sich einfach, wenn man w dureh (0
ersetzt. Die p-Funktion hat einen doppelten Pol an den Stellen u = 0
und den kongruenten Punkten 2mm - 2m'w’, entsprechend hat die
Funktion p (u — a), wo a eine Konstante, die Punkte a und
@+ 2me -+ 2m’w’ als Doppelpole.

Wir stellen, num den Zusammenhang klar zu zeigen, die einander
entsprechenden Formeln nebeneinander:

: ! rf w\ = _ X'/ w\ Ep=
BN Ui— 'HII ‘l - ]em'; o (u) = NII ll — - 1{.’"' 3w,
\ W7t ATeS \ w
1 Z’ ol [t = 1 ZIs], 1 i
cot u ———+ [ -+ ] el et % 1 4= ‘\
U \U —mmx M/ : (2 \—w = w oW
i o
1__ 2 l.._J_ 1 : 3 (1) — 1 i f 1 A ]
] @ LT B ? - R l PP SR
SIn= us (e — M) u \(26 — ) i

d log sin u d log o (u)

CoL i — —— FE—
dut : aig-a el
1 deotw  d*log sinu s ag(w) =~ d*log o(u)
Sifitg AL S du* » P T di®

3. Periodizititsbetrachtungen.

YVon den soeben konstruierten Funktionen ist die p-Funktion
doppeltperiodisch; sie stellt die einfachste elliptische Funktion dar.
Zum Beweise betrachten wir die Differenz:

- | fi A
(1t 2a) — plu)= = et e ey 5
gl ) Lt 20—w)* (v—w)")

(u+ 2w)*

_E [ 1 1 )
T lu—2 (m—1) @ —2m'e']? (u—2me—2m'e’)?

Betrachten wir die letzte iiber alle Werte von m und m' zu er-
streckende Summe, so sehen wir, dafi die demselben Wert von m' ent-
sprechenden Terme sich paarweise aufheben, die Summe wird Null und es ist

p(w+ 2m)=p (u.

Ebenso ergibt sich die zweite imaginiire Periode:

p e+ 20")=0>p (.

ag (u)
du
E(+ 20)=¢C (uw) + 27,

L (w+ 20))= [ () + 20

Da nun p (u) = — so ergibt die Integration:
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Ersetzen wir u durch — @ bezw. w' und beachten, dali die
¢-Funktion ungrade ist, so ergeben sich fiir die Integrationskonstanten #, 5’
die Werte: =L (o),
-;rf'-—: Cla')

Integriert man von neuem und beachtet, daf

s o’ (u)
& i) = {'.”;]‘
so folgt: log ¢ (u 4+ 2w) = log o (u) + 29 u 1 log ¢

log o (v + 2w') = log ¢ (1) + 29'u -+ log ¢,

wo log ¢ und log ¢ wieder Integrationskonstante sind.
Die letzten Formeln lassen sich auch schreiben:

’ =} ot
o+ 20) = ce“"" ¢ (u),
Syl 5

o+ 2w') = ¢'e“T% o (w).

In der Theorie der elliptischen Funktionen sind neben den hier
verwandten Weierstrafischen Bezeichnungen aunch die von Jacobi ein-
gefithrten Funktionsbenennungen iiblich.

Fiir die ¢-Funktion setzt Jacobi die gleichfalls ungrade Funktion
Z (1) = € () — -+ u; auch sie spielt dieselbe Rolle wie — bei den ra-

i \ o (1A

tionalen, cot w bel den trigonometrischen Fnnktionen. Der hinzugefiigte

Lk y e S :
Ausdruck 7 u ist so oewihlt, dab Z (x) eine reelle Periode hat:

0
A [':ft L %) = Z (Er)_.
£y 2 3
dageoen: Zuw+ 2o')= Z (u) — —{-r‘rw' = -?"lruﬂ_ = Z (1) — — @.
; W : (i)

Es wird also auf die Symmetrie zugunsten der Periodizitit ver-
zichtet. Aus der Entstehung der Funktion ist ersichtlich, daf Z und ¢
dieselben polaren Unstetigkeiten und Hauptteile haben, also an den
Punkten » = 0 und den kongruenten einfache Pole mit den Residuen + 1.

Ferner ersetzt Jacobi die o-Funktion, deren logarithmische Deri-
vierte ¢ ist, durch die gleichfalls ungrade Funktion H (u), deren loga-
rithmische Derivierte Z ist, also:

H' (u)

"o iy =2 (W) g

— L .

o (i) e
Die Hetafunktion hat dieselben Nullstellen wie die o-Funktion,
sie geniigt den Periodizititsgleichungen:
H(n + 20) = — H (u),

— (U + w')

Hu-+20) = — e ¥ H (u).
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Wenn auch die betrachteten Funktionen £, Z, ¢, H keine elliptischen
Funktionen sind, so spielen sie doch in der Lehre von den elliptischen
Funktionen eine grofie Rolle. Wir branchen sie im folgenden, nm die
beiden filr unsere vergleichende Untersuchung wichtigsten Eigenschaften
der elliptischen Funktionen, Partialbruchzerlegung und Zerlegung in
Linearfaktoren, wirklich ausfithren zu konmen.

Vorher wollen wir die Degenerationsfiille der p-Funkfion betrachten,
die uns notwendigerweise auf trigonometrische und rationale Funktionen
zuriickfithren.

4. Degenerationsfiille.

Als Degenerationsfiille der p-Funktion kommen die Fille in Be-
tracht, in denen die eine oder beide Perioden <o wird.
Es sel o = oo,

In der zn betrachtenden Reihe:

(20) ] L : { 1 1°3
) = — E ]
P (s (2 — w)* W

wird ew iiberall da unendlich, wo o’ auftritt, wenn m’ von Null ver-
schieden ist. Alle diese Terme werden Null und p () rveduziert sich

die Funktion:

1 Z’ ' 1 1]
P i — '30\ = 1 |7 g 3 8|’
5§ {/ia L — 2mw)* 4 m* |

wo 3 {iber alle positiven und negativen ganzzahligen Werte von m aufier
Null zu erstrecken ist. Nun ist (vgl. S. 13) die Summe der konver-

; A5 T .
centen Reihe: % Ay darans folgt:
e (7]

: m’ ks, { 1
Pt 0l = o) = - e f e L % e
P 1% 120® | u® (1t — 2mwm)*
Nun fanden wir oben (3):

L Z 1
SNz st (z2 — mm)*

3 :
7T S T 1

aut

mithin ist:

{T] P o = o) =— DR = ’
s S / 12wm° 4g° ; owu
s

2w

Durch Integration und Zeichenwechsel finden wir:

5
e T Ha
— -+ cot .
12 = L Zw

B) —Jp@du=2¢u o =on)=

Da ¢ ungrade ist, fillt die Integrationskonstante weg. Integrieren
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-
wir noch einmal und gehen von den Logarithmen zu den Numeri iiber,
so folgt:

24 w? u* o TEU

ot o — coli— ce -8in =—
]

H

wo ¢ eine Integrationskonstante ist.

o e i) s 7T
Dg lim =~ —"F, 80 186 ¢ —— =1 al30;
u=o g 2w i
g .”2
- 8in

2m ; o4 w?
T 2

1 U
O ol —

Die Formeln (7), (8) nnd (9) zeigen: Die p-, - und g-Funktionen
gehen in trigonometrische Funktionen iiber, wenn eine Periode oo wird.

Lassen wir schliefilich anch die andere Periode co werden, so
reduziert sich die Reihe fiir p (w) anf ein Glied:

p (U, o= ml = o) — ud,

. ? s | | p
Hieraus folgt: & (w4, 0w = 0w’ = 0)=— und o (1, 0 = o’ = ®) =u,
z i

d. . wir gelangen zu einfachen rationalen Funktionen.
Damit ist aunfs neue der enge Zusammenhang zwischen rationalen,
trizonometrischen und elliptischen Funktionen bestitigt.

Vierter Abschnitt.
Die Partialbruchzerlegung und Reihenentwicklung der
elliptischen' Funktionen.

1. Zerlegung der {-Funktion.
= =

Es sei f(u) eine doppeltperiodische Funktion mit den im funda-

mentalen Periodenparallelogramm gelegenen Polen ay, dy------ay'). Zum
Punkte a; gehire der Hauptteil:
(i) ()
(Hi: (s
04 Ln-q.,-]-_..-- A= T .--.....,—!—
4 g W— a; (U — a;)” |

Die Funktion £ (2¢) wird im Punkte «==0 unendlich wie - ihre (g—1).
B : ; g o (— IR R (. — 1)
Derivierte wird nnendlich wie die Funktion \ : i 0 .

) Vgl Durdge-Maurer, Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen
verinderlichen Grofie. Leipzig, 1906. p. 215 f.




Daher wird die Funktion:

. . [
; R S i 3 ¢ I
®; (0) = e Tuw—a) — ¢, U (u— ay) + o & (e e P

f (7)
(— I)*—1g¢
3 : =& = =1y y
------ Ar — L p—=D (y — a;)
im Punkte @y in derselben Weise unstetic wie die Funktion jf (u); die
Differenz f (w) — @; (1) bleibt im Punkte «; stetig.
Wir bilden nun die Funktion:
i
Fu)= = @; (v)
i—1
und beweisen, daf die Funktion die Perioden 2@, 20’ besitzt.
Da &' (u) = — p (u) ist, so miissen offenbar alle Derivierten von ¢
diese Perioden haben, mithin ist

7 c 3 (2 4o c ot P 5 )
0; (w4 20) — O (1) = r.-’.1 Cw—a 20— (u—a)| = f.!_’_] 2m,
1 G
J i . Pt Rl 5 TR, -
illlﬁf]l{,]l. b [\E’ —I— ..).(.J} —— F(d. — T = {-_l

=1
Nun ist die rechts stehende Summe die Summe der Residuen fiir
die dem Periodenparallelogramm angehdrenden Pole, also = 0. Daher ist
Fu -+ 20) = F(u).
Ebenso Lift sich zeigen: F(u + 20') = F ().
Die Funktion f (u) — F (w) ist also doppeltperiodisch; da sie nun
im Periodenparallelogramm sich fiberall reguliir verhilt, so muf sie
oleich einer Konstanten sein, d. h. jede elliptische Funktion 1ift sich in der
Form darstellen:

(1) n_
. - Sl {£) o'y \ @) ery " ¢ LT Sl
J ) = Konst - ¢ blu—ag) e, ol (u—ay) - C"(u—ay)- -

i=1 " : R
‘rl'l
| ( !:] o 1 G_ 7] EI,J o [. ; "
-l — i - s ) (M — Ir”': i~
; : (p—1)! :

Benutzen wir die Jacobische Terminologie, so lautet der allzemeine
Ansdruek fitr eine elliptische Funktion ganz entsprechend:

(2) fw)=0G,+ % 14Z (u—a) — 4, Z'(u—a) Sz (e —a)

Au. -1

oy N 1']&--1
BN =

= Ze—1 (y — fr']—‘_
. i

wo die - Summe wie bei (1) iiber alle im Innern eines Perioden-
parallelogramms gelegene Pole zu erstrecken ist und die Summe der
Residuen gleich Null ist.
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Die Analogie mit rationalen und trigonometrischen Funktionen
kommt in dieser Partialbruchzerlegung klar zum Ausdruck. So wie jede
rationale Funktion sich als Summe von Ausdriicken von der Form:

1 1 1

u—a (u—a) (e — a)*
zerlegen liGt, wie eine trigonometrische Funktion in eine Summe von
cotangenten zerlegt wird, so Lifit sich jede elliptische Funktion als
Summe von Ausdriicken von der Form:

Zuw—a), Z' (u—a)..... Ze=Y (n —a),

darstellen. Umgekehrt ist jede Funktion von der Form (1) oder (2)
eine elliptische Funktion, wenn die Summe der Residuen gleich Null ist.

Schliefilich sei noch erwiihnt, dafl wir fiir die hiheren Derivierten
auch die p-Funktion mit iliren Ableitungen einfithren kénnen. Dann
erhalten wir als dritte Art der Partialbruchzerlegung:

(3) 1 (1) =D, - 2 ifl-.__f{\:r—rr] -+ A, p (u —rr_]—_j-!';r (—a)—:

Aosg 1

+ (— ey S ped (0 — g

Ns—

Aus den vorstehenden Formeln (L), (2) und (3) sehen wir, dal
man zur Zerlegung einer elliptischen Funktion in Partialbriiche die Pole
kennen muf, Kennt man diese, so sind die zngehivigen Hauptteile zu
bestimmen, was sich im allgemeinen mit der Taylorschen Reilien-
entwicklung ausfithren 1dfit. Ist z B. u = a ein Pol von der Ordnung e,
also das Produkt:

W (w) = (v — a)* f (w)
reguléir und fiir w= a von 0 verschieden, so lautet die zu u — a ge-
hivige Reihenentwicklung :

I |

Yy =41+ de—n(w—a)+ 4, s(w—a)®+......

------ + A(a— a1 4 (u — a)® g (v),

wo g (u) eine in « — a ganze Reihe ist. '
Setzen wir diese Enfwicklung = (u — @)* f (1), so ergibt die
Division dureh (@ — a)* die Reihe:
T A, 1 A5 A A
S () = —— e b o L = g (u),
A (. — &)« i (— a)—1 | (v — a)® - w—a_ ' g\,

aus der der gesuchte Hauptteil ersichtlich ist. Diese Rechnung ist fiir
jeden Pol durchzufiihren, jeder Pol kann durch einen homologen ersetzt

S——
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werden. Die Schwierigkeit liegt offenbar in der Auffindung der Pole,
entsprechend liegen die Verhiltnisse bei der Partialbruchzerlegung der
rationalen Funkfionen, wo die Wurzeln der Nemmer gefunden werden
milssen,

2. Partialbruchzerlegung der p-Funltion.

Wir wollen nunmehr die Zerlecung an einer einfachen elliptischen
Funktion durchfithren. Nun gibt es, wie bereits gezeigt, wegen des
Residuensatzes keine doppeltperiodische Funktion, die nur in emem
Punkte des Periodenparallelogramms unstetig wird; daher mufi eine
doppeltperiodische Funktion von miglichst einfacher Ordnung entweder
in zwei Punkten des Periodenparallelosramms co' oder an einem oo
werden, Von diesen beiden ist die letztere die einfachere, da ihve
Derivierte oo® wird, wihrend bei der ersten Funktion die Derivierte
von der vierten Ordnung wird, da jeder der beiden Pole o=® ergibt.
Eine solche mielichst einfache elliptische Funktion ist nun die p-Funkfion,
ilire beiden Pole fallen in u = 0 zusammen. Das zu w = 0 gehirende
Funktionenelement isf

1 i) e s
(U) = — + = s — —| = — -+ G ().
Pt T L Z Lr = w? u® v

Da G (u) eine grade Funktion, die fiir u = 0 regulir ist, so mufl
G (1) nach graden, positiven Potenzen fortschreiten; ent wickeln wir G (u)
fir « = 0 in eine Potenzreihe (vgl. Abschn. I14), so ergibt sich:

{fa ot
";‘ =y .“r‘.'l'. ?,:_J -

@ (u) — 1 53

— )

20

Wir haben sofort die beiden Weierstrafischen Invarvianten g., gy
eingefithrt, ihre Werte ergeben sich, wenn man in

LRk Z’ : 1 17
G (u) = { 3 S
3 (i — )" [T

jeden Term nach steigenden Potenzen von wu entwickelt:

I Lo i b Ju® | 4uw? hiet
S | 3 _I_ =] 5 _|_ G _|' Mo

e e 4l o :
(A—10) w ([ (2 - AW i

b s 5 E 5] e - ik
H Wy - ML o— ; i L — h -
il 20 : w' 28 w

In der Nihe von w = 0 lautet die Reihenentwicklung:

¢ 1 fa o Gy
= e == Tt B i Al
p () " | 50 W Tt 53 wt
J = 2y e - I .'r."‘.’. 1 'VJ a
folglich ist pi(u) = e -4 T u® =




Die Funktion p* (2) hat in dem den Punkt w — 0 umgebenden
Periodenparallelogramm nur den Pol vierfacher Ordnung % = 0 mit dem

Hauptteil s der Partialbruchzerlegung (3) ist also nur ein Pol w =0

von der Ordnung c = 4 anzunehmen, es ist A =4, —= 4, =0, 4; — 1.
Folglich launtet in diesem Falle Formel (3) einfach:

p" (W)

52 (1) = C -}
) . G

Nachtriglich lif6t sich diese Hormel leicht verifizieren, denn aus;

; 2 s [
i o2 [ B
n H) — — - - e et R e
AR a? | 10 7 r
. § ifs 34,
1" | Ha Ha |
T T o (8 L T
LaRS S RST { r

folgt, dafi die Differenz p® (w) — 4 p” (&) in u = 0 regulir, also eine

Konstante ist. Wie immer, bestimmen wir auch hier die Konstante

durch Annahme eines Spezialwertes, wir setzen in den Reihen wu = 0
" I TE A i s

und finden aus p® () — § p” (u) den Wert €' = 'l’r_’): also:

Gs

12

(4) pr{w)y=§% p" (w) 4

Wir multiplizieren mit p’ () und infegrieren nach 1e:
PP () = 4p° (1) — gs p (1) + C.
Krsetzen wir wieder p (u) und p’ (¢) durch die zugehirigen Reihen,
so verschwinden die Glieder mit — » = 0 ergibt € = — g5. So er-
! i '

halten wir:
(5) pE(u) =49 (W) — gup (W) — gs,

also eine algebraische Gleichung zwischen einer elliptischen Funktion
und ihrer Derivierten.

Mit dieser Formel sind wir an der Stelle angelangt, wo der im
[. Abschnitt bereits dargelegte Zusammenhang mit den elliptischen In-
tegralen ersichtlich wird. Hatten wir dort direkt die elliptischen Funk-
tionen als Umkehrungen der ellipfischen Integrale definiert, so werden
wir hier bei unserem synthetischen Gang umgekelrt von den Funktionen
auf die Integrale gefithrt, denn setzen wir z = p (u), so ist

) =442t —gsz— gy T e

(dez\*® dut : L
L{u- dz Viésd— gz — g

e R

—————

LF i o =
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Wie die Ableitung von are sin z ist auch die Ableitung von u in #
algebraisch. Fiir w = 0 ist 2 = oo, folglich ist
= dz

> .-['/_'l' 2 — a2 — 5’:.:.

Mit dieser Formel konnen wir « als Funktion von z berechnen.
Rechter Hand steht ein anf die Weierstrafische Normalform reduziertes
elliptisches Integral; als Umkehrung dieses Integrales ergibt sich die

p-Funktion: z2—=p ().

3. Reihenentwicklung der p-, {- und o-Funktion.
In der Reihenentwicklung:

1 b -
9 (4 — IR et T - o 1] S
p () = o Eoegted f egu* -4 cpu leeenes

sind die beiden ersten Koeffizienten ¢, =

9
)
0= - N e (e s Gl T
o ST IO =— I A—v L 3
aus der sich ergibt:
gs” 3s s
Cp=— ——y | (5 — 222 USW.
e UsEREind AT R Y|
Da £ (uw) = — [ p (u) du, so folgt:
s, 1 2 I P
Bl e G M i i e
{l 3 i}
Da [ eine ungerade Funktion, so fillt die Integrationskonstante weg.
i
o (u) o \ . : .
Aus —— = [ (u) folgt durch Integration und Ubergang zn den Numeri:
o (i) ;
o et 2 248 = =
\ T gs 1’ g’
o(u) =1u-e 4 — 1 — ;-’J", — — ; — —
. L S S s SRR |

In allen diesen Reihenentwicklungen sind die hoheren Koeffizienten
oanze Polynome von g, und g, Am bequemsten fiir die Rechnung ist
die wie die sinus-Reihe fiir die ganze komplexe Ebene konvergierende
o-Reile, aus ilr lassen sich die hoheren Ableitungen und damit auch:
o ()

o l,\ . grz ( ”'} a "'-?f.'l l']-‘H I'Jf'-_':l
Clu) = - a \
' o ()

und p (u) = — &' () = :
he G o (1)
gut berechnen.

) Vol. H. A. Schwarz, Formen und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen
Funktionen. Berlin, 1893.
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Hat man also in einer Pendelanfgabe die Hohe als Funktion der

Zeit zu berechnen, so ist das aunftretende elliptische Integral zuniichst
in die Weierstrafische Form zn transformieren, dann sind hieraus g
und g, zu entnehmen und fiir den gegebenen Wert von » aus obigen
Reihen ¢ (%) und die Ableifungen, hieraus £ («) und schliefilich p (%) zu
berechnen. Dabei kinnen die Konstanten g, und g, beliebige Werte
haben. Da man aus den Grofien g, und g, die Perioden 2w, 2@’ he-
rechnen kann, so pflegt man auch zu schreiben:
o(u)=o | w u)=0c ;g gs)

pW) =p | w o) =1p@; g, gs).

Im Degenerationsfall, wenn eine der Perioden z. B. o' = oo wird, ist

/ 1 ' 1

— )8 F e
Y2 "';""2 ] DT et
% — Ztmiet ) Z 2% m° @®

und da nun (vgl. Abschn, 11, Nr. 4);

; ) [ 7=\ o i
so ergibt sich: g, - &= |5 j : also g — 27,2 = 0.
35 13 ¥ B :
In diesem Falle hat 42° — g. 2 — g, eine doppelte Wurzel, der
Ausdruck:
oo
dz

J,Vir—gz—yg
fithrt auf cyklometrische Funktionen und wir gelangen wieder zn den-
selben Resultaten, wie in Absechnitt IH, Nr. 4. Sind schlieflich beide
Perioden oo, so wird gs =— g5 = 0 und das Integral wird einfach:

=0y
2 dz 3 1

= v also 2 = —-

! V42 w?
= o
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Fiinfter Abschnitt.
Die Zerlegung in Linearfaktoren und das Additionstheorem.

1. Faktorenzerlegung.
FKinem rationalen Bruch it sich die Form geben:

a1 (@ —ap) (@ —ag). .o (@ — rr,ﬂ‘
@—b) (@— bs).....(2z — by)

einer triconometrischen Funktion:

A o sin (@ — a;) sin (x — ay).....8in (x — ay,)
i sin (@ — &) sin (z — bg). ... .sin (z by)
Wir suchen eine entsprechende Zerlegung fiir elliptische Funktionen,

aus der Pole und Nullstellen ebenfalls ersichtlich sind,
Zu dem gewiinschten Resultat gelangen wir anf demselben Wege
wie bei den rationalen Funktionen, wir wenden die Partialbruchzerlegung

S ! "(u) ! Al
auf die Funktion ﬂfm an. Dabei haben wir folgendes zu hbeachten:
Hat die elliptische Funktion f (%) in einem Periodenparallelogramm die
v einfachen Pole a;, a5, ..... w,- und die s einfachen Nullstellen by, b,

..... bg, s0 ist die logarithmische Devivierte zunichst iiberall da regulir,
wo f () weder Null noch unendlich ist; sie hat dort einen Pol mit dem
Residunm -+ 1, wo f () eine einfache Nullstelle hat; der Pol erhiilt das
Residoum — 1 an den Stellen, wo ein Pol von f (u) liegt (vgl. Abschn. II,
Nr. 1). Daher lantet die Partialbruchzerlegung fiir diesen Fall;

7 (ne) 3 N . >
’—;—E‘—;] =c+Lw—0b)+Cw—>0) 4 -4 C(w— by
| i -E(w — i) — & (w— u:'} Corey e : ;['_'H LY
oder
1 (u) g (i g .
e = b= . — 5y < w—by) ... .. (it — b.)
{l} ‘f (1) o \ 1 I o { % | e 8)
G ar g ;
R () — — (U —fg) —- - — — (U — thy).
g G g 2

Aus dem Satz von der Summe der Residuen gewinnen wir das
schon bekannte (Abschn. IV, Nr. 1) Resultat s — » = 0; innerhalb des
Periodenparallelogramms ist die Zahl der Nullstellen gleich der Zahl der
Pole. Wir setzen s — », integrieren und gehen von den Logarithmen
7z den Numeri:

e (=N e O — b e s w— by
2) fuw)=a.em ————L ik Ui e O S ),

o(u—a;) o(uw—das).....0(uw— a,)

Healschule in Hamm. 1908, 4
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Dies ist die gesuchte Formel, da aus ihr ohne weiteres Nullstellen
und Pole ersichtlich sind. Treten n-fache Pole oder Nullstellen auf, so
ist der betreffende Linearfaktor n-mal zun setzen; auch kann man sich
von der Voraussetzung frei machen, dafi die a, oder b, in einem Perioden-
parallelogramm liegen, da sich jeder Pol durch einen kongruenten ersetzen
l:iBt, wodurch sich nur die Konstanten éndern. Setzen wir ferner den
Liouvilleschen Satz?') voraus: Innerhalb eines Periodenparallelogramms
ist die Summe der Nullstellen kongruent zur Summe der Pole, also:

{1)1 + by by) — (s T R il = 2pm 21-‘&1’,
so lift sich (2) noch vereinfachen auf:

©) Foy—atE= W o —b). . o—b)

o(t— ) 6 (-—dg)o... o (U — @)

wobei zu beachten ist, dall I a, =— X b,.
y=1 =1
Die entsprechende Darstellung in der Jacobischen Bezeichnung
wiirde lauten:
57 H(w— b)) H(w— bs)... ..H (W — b,
@) i) it 28 OB BT

= A —— : : .
s H(w—a;) H(uw—az)..... H(uw—a o

8 r
wobei gleichfalls Sa,= 3 b

Vel y=1

e

Der Satz: eine rationale Funktion ist bis auf eine mulfiplikative
Konstante durch ihre Pole und Nullstellen bestimmt, kann auf elliptische
Funktionen ohne weiteres iibertragen werden. Der schon benutzte Begrift
,Ordnung* einer elliptisehen Funktion kann nun schiirfer gefafit werden.
Ordnung einer elliptischen Funktion ist die Zahl der Pole (m-fache Pole,
m-mal geziihlt) oder — was dasselbe — der Nullstellen, die die Funktion
im Periodenparallelogramm hat, Da f (@) und f(u) — C (wo C eine
Konstante) offenbar dieselben Pole haben, so gilt fiir elliptische
Funktionen der bei rationalen Funktionen fiir die ganze komplexe Ebene
geltende Satz: Die Gleichung f (#) = € hat hei einer elliptischen
Funktion #-Ordnune innerhalb eines Periodenparallelogramms genau
¢ Lidsungen.

2. Anwendungen der Faktorenzerlegung auf p- und -Funktion.

Wir betrachten die Funktion p (w) — p (v)®), wo v, also auch p (v)
eine Konstante ist. p(w) hat an der Stelle » = 0 einen Doppelpol,

Y Burkhardt, a. a. 0., p. 40 f.
% Burkhardt, a. a. 0., p. 60 .
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dementsprechend mufi die Funktion im Periodenparallelogramm zwei

Nullstellen haben: # — -+ » und @« — — ». Daher gilt die Zerlegung:
(o0 N o (u + ?;} o (1 — v)
1 (u) — p(v) = R =
£ 4 @ (1)

Hier sind Pole und Nullstellen unter den umendlich vielen ihnen
kongruenten so ausgewiihlt, dafl die Summe der Nullstellen gleich (nicht
nur bis auf Perioden) der Summe der Pole ist. Wir erhalten die Grifie
der Konstanten 4, indem wir beiderseits nach Potenzen von » entwickeln

|

SR e 1 :
und die Koeffizienten von — vergleichen: 4 = — ———]-
u= e o™ (v

; it a (1 4 t::rm——u
pu) —p)=———
p () —p( PR

Aus dieser Formel ergeben sich durch logarithmische Differentiation
nach 1 bezw. »:

P U.:_%L.E%J 0) =F(+v) - Lw—v) — 20 (w
— p' (v) ; ; i B
p {”Til_(;;}tb] = (u -+ =18 (_u L’] Lok L"‘-"]-

Addieren \\'1'1' beide Gleichungen, so erhalten wir das sogenannte
Additionstheorem der {-Funktion:

B S N e ___]_jJ U“_l”f*
LY e Eoel p(w) —p @)

Das Additionstheorem der {-Funktion ist noch nicht algebraisch, da
zwischen p () und £ () keine algebraische Gleichung besteht, dagegen
gelangen wir durch nochmalige Differentiation zu einem algebraischen
Additionstheorem der p-Funktion:

d (p'(w) —p n,_‘t} " (2)
du {p ?r) — p (v) p w — p(v)

L) —p' @]p ()

[p () —p @)

pw) —p -+ v) =4

Durch Vertauschung von # und v eregibt sich:
»" (®) L g () —p' )] 0" (v)
A LR -

p®) —pu+v)= P t” — p U,‘] 2 [p () — p(@)?

Addieren wir die beiden Gleichungen und beachten, dafh

p"(w) —p" (v) = 6 [p* (W) — p* (V)]
. - » Q@ f 1 T _.r’:, u = .
aus der Gleichung (S. 46): p* (u) =3 p" (u) + lf-) folgt, so ist
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() —2 )

PO =1 {50 —pw)

| —p @) —p @

die gesuchte in # und » symmetrische Form des Additionstheorems der
p-Funktion.
Fiithren wir schliefllich ein drittes Argument ¢ durch w - v --w =0

em, so erhalten wir eine iibersichtliche Formel in Determinantenform:

1L p @) » @
1 p@ 2@ —={0}
1 pw) p'(w)

Durch Differentiation gelangt man zu einem entsprechenden Additions-
theorem fiir p’ (w 4 v); p (w -+ ) und p’(u 4 v) sind rational ausdriick-
bar durch p (z), p’ (), p (v), p'(v). Da man nun auch p’ () und p’ (v),
bezw. p (w) und p (v) eliminieren kann, so lift sich das Resultat auch
so formulieren: Zwisehen p (e 4 v), p (%) und p (v) — und ebenso zwischen
p'(w-w), p' (), p' (v) — hesteht fiir beliehige Werte von # und v eine
algebraische Gleichung, deren Koeffizienten von % und » unabhiingig
sind. Von Funktionen mit diesen Eigenschaften sagt man, dafl sie ein
algebraisches Additionstheorem besitzen, Die Ubereinstimmung, den die
elliptische p-Funktion hierdurch mit rationalen und f{rigonometrischen
Funktionen zeigt, werden wir nunmehr fiir jede elliptische Funktion
nachweisen.

3. Das Additionstheorem.

Die Partialbruchzerlegung fiir eine elliptische Funktion lautete
[Absehn. IV, Formel (3)]:

fw) =D, % {11 w—a)+ 4 p (u—a) — fif Pl —a)— ...

N A
+ {_ l(]l:,u__?‘l 'Ll‘--:_l_ '11:;-1 ottt ('H- == ﬂ) o

Nun wissen wir, dafi p (u — @) eine in p (u), p’(u) rationale Funk-
tion ist, ebenso ist p'(w — a) rational in p (u), p’ (w), p”(v), oder, da
p"(w) = 6 p* () — ?jl
Differentiation lift sich zeigen, dafl p” (v — @) und alle hiheren Ab-
leitungen rational in p (w) und p’(w) sind. Was schlieflich den iibrig-
bleibenden gleichfalls iiber alle Pole zu erstreckenden Ausdruck:

rational in p (w) und p’(w). Durch weitere

SAL(u—a)=AL(u—a) +BE(u—0b) +Ctlu—c)+---+ L (u—10



angeht, so ist er ebenfalls rational in p (») und p’ (x), da nach dem
Additionstheorem der ¢-Funlktion:
p' () 4 p' (@)

Elw—a)=¢C(u) — ¢ (a) - s
' i e p () — p ()

L

wo v durch — a ersetzt, fiir { (x — @) die rechte Seite gesetzt werden
kann, und dann alle Glieder { () nach dem Residuensatz verschwinden.
Daraus folgt: Jede elliptische Funktion mit den beiden Perioden 2 m, 2 o'
ist eine rationale Funktion von p (1) und p’(x). Da nun aus:

PE() =4 p® (w) — g. p (1) — g5
folgt, dafi man die hoheren Potenzen von p'(w) durch Polynome von p (u)

ausdriicken kann, so Libt sich jede elliptische Funktion als rationale
Funktion von p (x) und p’ (») in die Form bringen:

P(p) +p' @ (p

By(p) + v' Qu(p)
(P, Q, P,  sind ganze Polynome von p.) Hieraus gewinnt man durch
passende Umformung und Substitution:

J ()= R (p) + p B (p).

Auf diese Form kann jede elliptische Funktion gebracht werden,
£ und R, stellen rationale Funktionen dar. Da p'(u) ungrade ist, so folgt:

f(—u)y=R(p) —p R (p).

Ist nun f (u) eine grade Funktion, also f(— u) = f (u), so ist
B (p) =0, also f(u) = E (p); ist f () eine ungrade Funktion, also
S (—u)=—f ), so ist B (p) =0, also f (u) =p". R, (p).

Eine grade elliptische Funktion ist also eine in p (1) rationale
Funktion, eine ungrade elliptische Funktfion ist gleich einer mit p” (w)
multiplizierten rationalen Funktion von p (w). Hieraus folgt ein fiw
unsere vergleichende Untersuchung interessantes Resultat. Nach den
bewiesenen Sitzen miissen sich p (2u), p (Bu)..... p (nuw) rational als
Funktion von p (u) ausdriicken lassen. Entsprechende Formeln aus der
Trigonometrie fir sin (ne) usw., wo n eine ganze Zahl ist, sind aus den
Elementen bekannt. Ferner konnen wir nunmehr das Analogon zu den
S. 29 und S. 35 genannten geometrischen Sitzen aus der Lehre der
rationalen und trigonometrischen Funktionen finden: Befrachten wir die
Funktionen X — f (), ¥=fi (%), so sind X und ¥ rationale Funktionen
von 2 (u) und p’(w), also:

S E (e e e (i

Wo PR (uw) =4 p®(w) — gsp (1) —= g4
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Wir erhalten durch Elimination von p () nnd p'(#) eine in X
und ¥ algebraische Gleichung:

B ) =0,
die eine Kurve € definiert.

Die durch die Gleichung # (X, ¥) = 0 definierte Kurve O ist
vom 1. Grade. Setzen wir nun # = p (u), y = p'(#), so definiert die
zwischen @ und y bestehende Gleichung:

Y=4x' — gz — g5
eine Knrve ¢ dritter Ordunng olme Doppelpunkte.’) Die Koordinaten
X und Y eines Punktes der Kurve €' sind rationale Funktionen der
Koordinaten z und y eines Punktes von ec.

Geben wir einer elliptischen Funktion die Form:

S(w) =R [p (), p' (]
und setzen ebenso: J @ =R[p (), p" ®)
und bilden dann f (u -+ ») als rationale Funktion von p (w - ») und
p'(u-+v), driicken wir ferner p (v --v) und p'(u | v) nach dem Additions-
theorem rational durch p (u), p (¥), p’ (w), p’ (v) aus, so folgt:

S+ v)=E [p @), p @), »Q,p 0

und wir erhalten drei Gleichungen, zu denen noch:

PR =4p° () — g: 2 (1) — s

pE@) =4p°(W) —gp(®) — g
hinzutreten. Aus den fiinf Gleichungen lassen sich p (), p (v), p'(u), p' (@)
eliminieren; wir erhalten eine algebraische Gleichung zwischen f (v -+ v),
fw), £(@) d. h:

Jede elliptische Funktion hat ein algebraisches Additions-

theorem.?)

Mit diesem rationale, trigonometrische und elliptische Funktionen
umfassenden Satz ist unsere Betrachtung so weit durchgefiilrt, wie es fiir
unsere Zwecke notwendig erscheint; es verbleibt uns, um zu einem
gewissen Abschlufi zu gelangen, nur noch die Aufgabe, den Zusammen-
hang zwischen den im einleitenden Kapitel verwandten Funktionen
sin am %, cos am w,  am » und der p-Funktion darzulegen.

) Der Verfasser beabsichtigt die Beziehungen zwischen Kurve dritter Ordnung
und der p-Funktion spiiter einmal gesondert zu behandeln, hier miissen diese An-
deutungen geniigen.

%) Auch die Umkehrung ist richtiz: Alle Funktionen eciner Variabeln mit
algebraischem Additionstheorem sind algebraische Funktionen von elliptisehen Funktionen
oder Ausartungen von solchen (Weierstrafi).

e

A s " ..
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Sechster Absehnitt,

Uber den Zusammenhang der Funktionen sin am @, cos am @,
4 am v mit der p-Funktion.

Im ersten Abschnitt fanden wir als Wert des Differentialquotienten
yon s oani v: d sin am v
: — (0S am v 4 am v.
dv
FErheben wir beiderseits zum Quadrat und fithren rechter Hand
sin am » ein, so folgt:
(d sin am v\*? SR 5 N
{ - —8--‘--——-—) = | — (1 4+ %) sin®*am v + A&? sin* am ».!)
av /

. S : 1 :
Durch die Substitution sin® am » = ——— und die Formeln:

S

1, 4%am v - %*sin® amv=1

sin® am v 4 cos® am v

AL d sin® am v 1 dz
ergibt sich: - — — — e ey
# dv (@-+2)?° dv
. Vie+talz+a—1) -+ a—k
snamy . cosSamy Aamy — —— y
(a 4 27

d sin®am v . A
————— — 2 gin am v €08 am v 4 am v,
dv

v

] =4(z-+a) e+ a—1) (4 a—FE)

[ dz

\dv.

Die hier eingefiilhrte Funkfion z hat die Eigenschaft, dafi das
Quadrat ihrer Derivierten gleich einem Ausdruck dritten Grades, besitzt
also bereits eine gewisse Ahnlichkeit mit der p-Funktion, die der
Differentialgleichung geniigt:

(&) = 49* — g2 — 10
Wollen wir die zweite Potenz zum Verschwinden bringen, also

-+ k*

3 3 : 1
den Faktor von 22— 0 setzen, so miissen wir a — annehmen.

3
In diesem Falle ist nach einem bekannten Satz der Algebra die Summe
der Wurzeln = 0, d. h. & + & + & = 0, wenn & = & = & die drei
Wurzeln sind. Die drei Wuorzeln haben in diesem Fall die nur vom
Modul % abhiingigen Lisungen:

_ 22—k : 2k e
& = 1 - i — — 3 y &g = JT{"- 0 = 3 P g e e —— = —[; =]
: fdz |2 ; ; N -
und es ist 1(—&—] =4 (2 — &) (2 — ) (2 — &)

1Y Vel. Halphen, a. a. 0., p. 23 ff.
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Um zwei Wurzeln beliebig annehmen zu konnen, setzen wir:

/ 7 v " w A : 1
& == Ay, & = Aey, & = L@y, 2= LY, v=—— Damnn hebt sich die
A
nen eingefithrte Konstante 4 heraus und es ist:
(1) (-cl_.yr: 4 (y —e) (y ) (y — e)
‘ \ clie - 1A a) | ' ).

Hier gilt wieder:
8 = 85 = ey 8 s =e— 0.

Dann ist y die bekannte Funktion p (u)') und der gesuchte Zu-
sammenhang zwischen p-Funktion und sin am « wird durch die Gleichung
dargestellt:

9 | 1

(_'} \,r}.' e p{?{.) — T T
' 3 ) A = ey W

2 sin® am ——
1/ 2

Hier hiingt die p-Funktion aufier von dem Argument « von % und A
ab, an Stelle von diesen beiden Konstanten fithrt man die drei reellen
Grifien e durch die Formeln ein:

3 81— & 1 2 €3 £y €s — 6

— — = = =i =,

L Rl € — €& F1— & € €y

- i e e vy G — 6
Fiir den komplementiiren Modul ist schlieflich &'* = .

6, — &

Der Zusammenhang mit den Invarianten g, und ¢, der Gleichung:
PPw) =4p* (W) —gap (W) — gy —4 [p (W) — ¢, | [p (W) — &) [p (1) — &]
wird durch die Gleichungen hergestellt :

v é + 6 + e =0,
€16 - €63 + Gy = — 15 €68 =gy,
Le'tea'tea’=@+ate)—2@eteet e &) = 3% gs.

Die Algebra lehrt, dafi bei positiver Diskriminante alle drei Wurzeln
reell sind, dann ist also o = g.* — 279" = 16 (e, —e,)® (ea—e5)* (e5—e,)*
positiv. Nehmen wir an, daf die drei der Grifie nach geordneten Wurzeln
e, = ey = ¢y 50 beschaffen sind, dafi ¢, = 0, e; = 0. Dann folgt aus der
Gleichung e, e.ey — 1 gy, dali e, und gy entgegengesetzte Werte haben.
Da ferner: ;

Gy — €y & — & 3 e,
ikl S SS Penl i, e .
6, — 6y ¢ — & € — €3

'} Wir begniigen uns damit, dies an einigen Eigenschaften zu verifizieren und
verweisen im tibrigen auf das erwitlnte Lehrbuch von Halphen, in dem die p-Funktion
auf diese Weise eingefithrt wird.




so stimmen e, und k* — k'®* im Vorzeichen iiberein. Da nun k* — ['®

=9 )4 1. so ist
e, negativ, gy positiv finr &* = J,
e, positiv, gy negativ fin £* |
' : e B l :
Ersetzen wir schliefflich in (2) 4 durch v 80 st
F'l — £
o 3 € — &
p ) = e 4
sin® am ——
1/ i

Da der Nenner zwischen 0 und 1 liegf, liegt p () zwischen e
und -+ oo, nimmt also alle Werte zwischen e, und oo an.

Aus der Definitionsgleichung der p-Funktion:

Pl e :
W 34 ol g o 0
Z sin® am e
folgt, da sin am (— w) = — sin am », daB p (— ) = p (w). Gleich-
zeitig sehen wir auch, dafi p (©) die Periode 2w — 2 K /2 hat, also:
o= K /32 A 3 piw = 2mrm) = p(a):

Ve —e

Die imaginidre Periode ergibt sich aus den Formeln:

eres -+ esey + ey = — 1, e 1 g,
G ——% 6 — &y

dnreh folgende Betrachtungen:

Ersetzt man g, durch ¢y, S0 dndern alle drei Wuorzeln e das
Zeichen, und wir miissen, wenn wir der Griofie nach ordnen wollen,
e, durch — ey, e, durch — ey, ey durch — e;. ersetzen. Dadurch ver-
tauschen sich £* nnd &"® und wir erkennen, dafi die p-Funktion mif den
Invarianten g, und — g, dureh die Funktion sin am « mit dem Modul %’
ebenso definiert ist, wie p (2| g, gs) durch sin am (e, k). 1 = wird

. : € €y
bei der Vertanschung nicht gefindert. K’ ist das Analogon zu K fiir den
Modul %', also: 1
i Ljf
2

Wie wir aus den Betrachtungen im ersten Abschnitt gesehen haben,
werden die elliptischen Funktionen sin am w, cos am w, £ am w zu trigono-
metrischen und Exponentialfunktionen, wenn der Modul & die Extrem-




80 stimmen e, u Da nun X2 — '8

=2k — 1, so

Ersetzen 80 ist

Da der N

und - oo, nim

P (w) zwischen e
5 an.

Aus der

= p (w). Gleich-
b K 1/7 hat, also:

folgt, da sin ai
zeitig sehen w
0 == =] I:i‘! 1,

Die imagi

€

durch foleende fi

TEFFEN’ Gray Scal'em

Ersetzt lrei Wurzeln e das
Zeichen, und W ¢h ordnen wollen,
¢, durch — e, B en. Dadurch ver-
tauschen sich X :-Fllllkl-iull mit den
Invarianten g, i {iir mit dem Modul %’
= l— & wird
bei der Vertansg ogon zu K fir den

Modul %', also:|

ebenso definie

nitt gesehen haben,
A am e zu trigono-
ydul % die Extrem-

Wie wir ¢
werden die ellij
metrischen und .l




werte 0 und 1 annimmt, Auch fiir die p-Funktion haben wir bereits
die Degenerationsfille (o = o0, @' = o) betrachtet (S. 41 f.) und sind
dabei aut trigonometrische bezw. rationale Funktionen gefiihyt. Ab-
sehlieffend wollen wir nun die obigen Resultate durch eine vergleichende
Untersuchung auf Grund der Koinzidenz der Werte von e erginzen,

e nimmt den Wert 0 oder 1 an, wenn e, mit e oder mit ¢ ko-
inzidiert, In diesen Fillen wird die Diskriminante ./ eleich Null.

Dann haben wir zwei Fille zn unterscheiden :

€a s l e, G DIy = s €1,

. i ; 24 : : .
ga” 20 g% . = == ; ), SN am tt.=— S 2.

‘:I‘g_... I

24 [9¢, i
sin® ‘ 9s

20

w = oo und
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