Die Theorie

der Parallelflachen einer gegebenen Flache.

(C250)
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II. Teil.
Die Parallelflachen von Regelfléchen.

8%
Parallelflichen nicht abwickelbarer Regelflichen.

Die Gleichungen einer Regelfldche lauten:

x =g (V) +uf(); y=y()Fug); 2—v()-uh)...(1).

Hierin sind:
x=9(); y=x\); z=¢(v)...(2)

die Gleichungen der Leitkurve, die eine orthogonale Trajektorie
der Erzeugenden sein soll. f, g, h seien die Richtungskosinus
der Erzeugenden, die durch den Punkt (v) der Leitkurve geht
und als Erzeugende (u) bezeichnet sein soll. Man kann dann
behaupten, dafi die Parameterlinien (v) orthogonale Trajektorien
der Geraden (u) sind. Es besteht ndmlich zwischen den Rich-
tungskosinus der Tangente der Leitkurve (2. §. y) im Punkte (v)
und der durch diesen Punkt gehenden Erzeugenden die Be-
ziehung:

2ai=10.
Ferner ist:
A= 1, 2P =0,
KVZZ—_—U.F, Y\rr‘ Lj'_:_ug’! Z\r__"'-.’_i—uh’.
Daher:

Sx =Yoot udfp—=0.

'

Die Parameterlinien bilden also ein Orthogonalsystem.
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Fiir die Richtungskosinus der Normale X, Y, Z im Punkte
(u, v) erhdlt man:
__:_y:l Zy — Yv Zy . Bili=m h lj_l_u (g bt gih}. 7 (3)
D D
Analoges gilt fiir Y und Z.

X

Somit hat man schon fiir die Paralleliliche der Regel-
flache im Abstande k:

v v— h B Yo oo
r=o-4u i—%_k.é '._.._h‘ ! S(g}} g_b)_
) "7-!-—ug—.Lk-h14?3’-_:_1‘1“’{’_}1,‘) -+ (4).
B D
Beioipi= I
3:¢...§...uh..:_k.i' g4 'S(fg =L

Die Paralleliliche (4) laBt sich auch ausdriicken durch
Grofen, welche sich auf die Leitlinie (2) allein beziehen.

Die Erzeugende (v) liegt in der Normalebene des Punktes
(v) der Leitkurve; o sei der Winkel, den sie mit der positiven
Hauptnormale der Leitkurve bildet, und sei gemessen im Sinne
der Drehung von der positiven Hauptnormale zur positiven
Binormale der Leitkurve. Dann ist:*

f—1cos v} % sin v; g=m cos w | Sin 0]
h=ncosw-}vsinw...(5).

o ist wie f, g, h eine Funktion von v. Die Regelildache ist so-
mit gegeben, sobald die Leitkurve und o als Funktion von v
bekannt sind.

RAus (5) folgt:
Al sl : : i | j B
= = Sos wra s (f-J -1~ r)(sml--—cos %), wobei = und die
¢ P

Kriimmung und Torsion bedeuten.

* Schelffers 1. p. 300.



Setzt man:

—

1 o
SCosu=p, 0’4 ——q,

-

so wird:
P——pa—q(sinw-1—cosw:2)...(6).

Analog fiir g’ und h’.
Aus den Gleichungen (1) ergibt sich auch:

=2 S $Eeti’ S AT ) e ’ ey ’
Xyu 01 Yuu— 0! Zou = U! Xuvy = I R ) Zyy — h’.

I t 2] ] 1" ]' 2
e — l-‘—lJI—ui » Y= m-ug”’, z,,— - n--uh”.
Die Berechnung der Fundamentalgréfien liefert dann die
Werte:
E=1, F=0, G=({1—pu)*+q3u?

L—0, M= - q gaseiig
Vi—pu2rdtquz /G

\

= I dy—=uipg,—p, q)_ -

(7).
Fiir die Kriimmung erhdlt man:
e q° g
o= [(1 ___pu}:’;q:u;']-_’ G2
N
F— o

Rus (3), (5) und (6) erhdlt man auch die Richtungskosinus
'. der Normale X, Y, Z ausgedriickt durch die Elemente der
| Leitkurve:

VG

a—dte o pu) Gno o cos o)

Ahnlich fiir Y und Z.




PR el

Die Gleichungen der Parallelildche (4) gehen dann iiber in:

ko

;:r;—|—uf—{—l/~ﬁ- qua—+(1—pu)(sinw:1—cosw:2)

k
n=z+ug+lfG

3=4¢-uh—+ %{_ _q uy—+(1—pu) (sinw:n—cos m-v).

V a

‘lqup+(1—pu) (sinw-m—coso-p) | (4,)-

|

Die Fundamentalgrofien dieser Parallelfliche (4.), ausge-
driickt durch die Elemente der Leitkurve (2), findet man am
schnellsten durch die im ersten Teile dieser Hbhandlung*

aulgestellten Gleichungen (6) und (9). Demnach ist:

NG RY i N q
c—1+4 g pigelptlat s
(G) ! ( G)I'G

:F{k“ )G-k@—k%ﬂ&

9—~—kfﬁji W= Gf(L—k g)

k
N=N-} 2__N2).
.G(q )

Ebenso findet man:

& — NG+ 21“_1_"___., o ancle il :
G*—2kNG— G*—kNG—kqg®
Fiir G und N ist in diesen Gleichungen der Wert aus (7)
einzusetzen.

Von besonderem Interesse ist es, jene Kurven auf der
Parallelfliche der Regelflache aufzusuchen, welche den Er-

28

zeugenden der Originalflache entsprechen. Daher sollen auch .

zuerst diese Kurven diskutiert werden.

Die Tangentenebenen fiir alle Punkte aul einer Erzeugen-
den einer nicht abwickelbaren Regelildiche sind verschieden; ﬁ

* Jahreshericht Hall 1911—1912, p. 10 und 12,
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\ die Normaliliche ldngs dieser Erzeugenden kann also keine
l Ebene sein. Die Gleichung dieser Normalfliche findet man
| aus den Gleichungen (3), woraus ersichtlich ist, daff die Rich-
tungskosinus einer Normale im Punkte (x, y, z) proportional
sind den Grofien a|-ua,, b—+ub,, c4uc,. Die Normale im
| Punkte (x, y, z), durch welche die Erzeugende (u) geht, ist
dann dargestellt in der Form:

E—x == —z
S Lo — . = W...[(d].
a-f-ua, b--ub, euc @

Fiir alle Punkte derselben Erzeugenden ist u variabel, v
konstant. Um daher den Ort der Normalen ldngs der Er-
zeugenden zu finden, mufi man aus (a) u eliminieren. Es ist:

= rvey | = ey [E
t—X=wa-wua, oder £—¢ ui--{—awj-a]wul

1

ferner: n—y =ug-t+bw-tb wu!...(b).
:—~@=uh—f—cw—-{—c]wul
Lost man (b) nach u, w, wu auf, so ist:
el aa) ES=ia. a fa ia; E—o & a |
g b b cu={7—x b b ;g b b [fw——|yn—y g b, |
Bhttc e G0 el iih Hetio | t—¢ h ¢
fesiadra E—o I a
gibihiewu— =y g b
h¥Sicisc i‘_f—*b his=eHit

Multipliziert man die beiden ersten Gleichungen mitein-
ander und die letzte mit:

j= L = RS
Q T o

so bekommt man:

o

FE——0-"a " a Ee—o e E—o | | i a
N b b | =g bl n=—x =g b | g b
| €=9 ¢ c | |8—¢ h ¢ t—¢ h c| | h c

b
| =0.

1
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Das ist eine Gleichung II. Grades in ¢—¢, 11—y, L—
und stellt eine Fldche dar, welche aufler den <! Normalen
noch eine Gerade, die betrachtete Erzeugende, enthdlt. Die
Fliche hat demnach als Flache II. Grades o® Geraden. Da
alle Normalen aul der Erzeugenden (u) senkrecht stehen,
also einer Ebene parallel sind, so ist die Normalenildche ein
hyperbolisches Paraboloid. Ihr Scheitel ist jener Punkt aui
(u), in dem die Erzeugende von der unendlich nahen Er-
zeugenden den kiirzesten Fbstand hat. Dieser Punkt ist der
Mittelpunkt der Erzeugenden.

Die der Geraden der Regelildche entsprechende Rurve auf
der Paralletildche ergibt sich als Schnitt eines hyperbolischen
Paraboloides und eines Kreiszylinders, dessen Achse die Er-
zeugende der Regelildche bildet und dessen Radius gleich Kk,
d. i. gleich dem Abstande der Paralleliliche von der Regel-
flache ist. Der totale Schnitt des hyperbolischen Paraboloides
mit dem Kreiszylinder gibt die der Erzeugenden entsprechende
Rurven auf zwei dquidistanten Parallelilichen. Dieser totale
Schnitt zweier Flachen II. Ordnung ist eine Kurve [V. Ordnung,
welche, wie sich leicht vorstellen 14Bt, in zwei Hsten zerfillt,
welche denselben unendlich fernen Punkt gemein haben. Durch-
lduit ein Punkt P vom Mittelpunkt M aus die Erzeugende bis

—+ o0, so dreht sich die Tangentenebene von 0 bis ; Geht

der Punkt von M bis — o0, so dndert die Tangentenebene den
Drehungssinn und der Winkel zwischen den Tangentenebenen

von P und M wdchst von 0 bis — ;* Dasselbe gilt von den

Normalen der Erzeugenden. Durchlduit demnach ein Punkt
die ganze Gerade nach einer Richtung, so beschreibt die ent-
sprechende Normale einen gestreckten Winkel und die Punkte
auf der Normale, die um -+ k von der Erzeugenden entfernt
sind, beschreiben die der Erzeugenden entsprechenden Rurven
aul den &dquidistanten Parallelildchen. Ihre Projektion auf die
Tangentenebene in M liefert einen Wendepunkt im Mittelpunkt
M der Erzeugenden. Die zwei Geraden, die sich als Schnitt
der Beriihrungsebene in M mit dem Rreiszylinder ergeben,

* Schellers II., p. 222 i




bilden die Asymptoten der beiden Kurvenzweige, fiir welche
man daher folgende Gestalt erhalt:

Da die Tangentenebene sich stets um die Erzeugende
dreht, wenn der Beriihrungspunkt auf dieser sich bewegt, und
da ferner die Tangentenebenen von Parallelflichen in den ent-
sprechenden Punkten zueinander parallel sind, so folgt, dafi
aul Parallelildchen von Regelflichen den Erzeugenden solche
Rurven entsprechen, in deren Punkten die Tangentenebene sich
stets um dieselbe Richtung dreht, wenn der Beriihrungspunkt
aul einer dieser Kurven fortschreitet. Alle Tangentenebenen
der Parallellldche in den Punkten der Kurve IV. Grades, die
den Tangentenebenen einer Erzeugenden der Regelildche ent-
sprechen, umbhiillen, wie sich aus dem Gesagten leicht schliefien
lat, einen Kreiszylinder, dessen Achse die Erzeugende selbst
ist und der auch aus der Normalenildche die Kurve IV. Grades
herausschneidet. Somit ergibt sich folgender Satz:

»Durchlduit ein Punkt die einer Erzeugenden einer Regel-
flaiche entsprechende Kurve auf zwei dquidistanten Parallel-
flachen, so durchlauit der entsprechende Punkt auf der Regel-
fliche zweimal, in positiver und negativer Richtung, die der
Rurve entsprechende Erzeugende; dabei dreht sich die Tan-
gentenebene auf den &quidistanten Parallelflichen um einen
Rreiszylinder mit der Erzeugenden als Achse, wihrend die
Tangentenebene auf der Erzeugenden der Regelildche sich um
einen vollen Winkel um diese Gerade dreht.“

Was die Parameterlinien (v) anbelangt, also die ortho-
gonalen Trajektorien der Erzeugenden, so entsprechen ihnen
aul der Parallelfliche im allgemeinen nicht orthogonale Tra-
jektorien der Parameterlinien (u) dieser Parallelfliche. Denn

nach (8) wird § nur dann gleich Null, wenn q — k g--ﬂ) oder
q=0 ist.
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Die Gleichungen der Parameterlinien (v) der Parallelfldiche
konnen aus (4,) erhalten werden, indem man fiir u eine Kon-
stante ¢ setzt. Der Leitkurve (q) entspricht auf der Parallel-
flaiche die Linie:

. 1 ;
r— o+ — sinw:+l—cosw: i
— )

Zes )

i 1 .
p=1yv-} (sinw:m-—cos w-)
G

1
— - -
3 7 -I/G

(sin ® «+ n — cos ® + v).

Die Striktionslinie ist der Ort der Zentralpunkte aller Er-
zeugenden der Regelildche. HAufl einer Erzeugenden erreicht
bekanntlich die Krimmung K, absolut genommen, ein Maxi-
mum im Zentralpunkt. Dies tritt ein, wenn der Nenner des
Rusdruckes:

H a4
(1—puy o u

nach u differenziert, gleich Null wird, also liir den Wert:

so dafy fiir den Mittelpunkt der Erzeugenden die Kriimmung

den Wert
_\| 2\2
o (:_P_.d q) ... (b)

hat. Die Richtungskosinus der Normale im Mittelpunkt der
Erzeugenden (u) sind daher:

oc--:—q.(sin.mil —CoSw:A) (c).

X =R st
V p*-q°

Analoges fiir Y, und Z..

USRS T
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Daher entspricht der Striktionslinie auf der Parallelfliche
die Kurve:

T .ka ’__iﬁk__pac%—q(sin. w«l—cosw:i |

p—.}_ql \ p-:___:_q_
kg |, . pp+gq(sino-m--cosw:p
e e © — o
p*+q? Y/ -+(d).
s khi 2 pPr--q (sinw.n—cos w-v)
sl A A 5 5
pisi- g /Dt

Rus den Gleichungen (¢) findet man auch den Winkel
zwischen den Normalen einer Erzeugenden (u) im Punkte (u, v)
und im Punkte (u,, v):

cosd =2 X X;j=—+ £ SRS
V PPa\/ (1 —pu)fit-q’u’

oder nach (a) und (b):

1
COS i =

\-' lice Ht_’l (1.1 . u“]-_’
und daher:

lg “‘—(U—U“]' \ _Krl L (e)

Aus dieser Formel (e) berechnet sich auch der Winkel,
welchen die Normale im Punkte P — (u, v) der Parallelildche
mit der Normale desjenigen Punktes P, einschliefit, der mit
P aul derselben Parameterlinie (u) liegt und dem Zentralpunkt
der zugehodrigen Erzeugenden entspricht. Es 1Bt sich auch
zeigen, dafl die Normale im Punkte 9, mit der Hauptnormale
der durch P, gehenden Kurve (u) zusammenfdllt. Nimmt man
namlich die Erzeugende zur Z-Achse und zur Achse eines
Zylinders mit dem Radius k, den Zentralpunkt der Erzeugen-
den zum Koordinatenanfangspunkt und die Normale des Zentral-
punktes zur X-FAchse, so erhdlt man die Koordinaten des
Schnittpunktes der Fldchennormale in einem beliebigen Punkte
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der betrachteten Erzeugenden mit dem Kreiszylinder nach den
Gleichungen:
. ¥
x—kcos?¥, y=ksin®, z=—-— tg___ R

=
\_ 0

Daraus findet man:
x2-|-y?=k? y:-zx—\_. —R,=c'xz...(9).

Die Gleichungen (f) stellen die Kurve der Paralleliliche
dar, welche der Erzeugenden der Regelilache entspricht. Die
Gleichungen (g) sagen aus, daB diese Kurve der Schnitt eines
geraden Kreiszylinders mit einem gleichseitigen hyperbolischen
Paraboloid ist, welches von den Normalen lédngs der Erzeugen-
den gebildet wird. Fiir die Normalebene und Schmiegungs-
ehene dieser Kurve findet man die Gleichungen in g, 7, €:

yE-—x0)—xO—y——————06-2=0,

3y G—x+2x(L—2) a—n+ eV —K C—n=0

Fiir den Punkt 9, der Kurve, der dem Zentralpunkte ent-
spricht, also fiir =0 oder x=k, y=2z=0, lauten die
Gleichungen der Normalebene und der Schmiegungsebene:

e sl e S LRl G )

V—K, V—K,

Beide Ebenen schneiden sich in der Hauptnormale, somit
ist nach (h) fiir den Punkt $— 0 die Hauptnormale die X~Achse,
welche die Normale der Erzeugenden im Zentralpunkt und da-
her auch Flichennormale des entsprechenden Punktes 9, auf
der Parallelfldche ist. Es gilt also der Satz:

,Auf der Parallelflache einer Regelildche fdllt die Flachen-
normale im Punkte 9,, der dem Zentralpunki P, einer Er~
zeugenden (u) entspricht, mit der Hauptnormale der dieser
Erzeugenden entsprechenden Kurve zusammen.® '

L NIRRT AT RTINS

i sl e

T R e i e Vi
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Dies gilt fiir alle Punkte der Parallelfliche, welche den
Punkten der Striktionslinie entsprechen, also fiir die Kurve (d).

B.
Parallelildchen abwickelbarer Regelflichen.

Fiir die abwickelbare Regelfldche, die stets Tangentenildche
einer Raumkurve C ist, gilt die Darstellung:

x=9(V)fug'(W)=9¢4ux
y=xM)+uy(@=x+up
2= () Fu¥ ) —dtur |

- (9).

Hierin sind #«, 3, v die Richtungskosinus der Tangente der
Raumkurve x =9 (v), y=1y(v), z— 4 (v). Die abwickelbaren
Regelildchen sind dadurch ausgezeichnet, dafi die Tangenten-
ebene in einem Punkte einer Erzeugenden (u) zugleich Tan-
gentenebene aller Punkte der Erzeugenden (u) ist.

Die Fundamentalgréfien der Flache (9) sind:

BN —1 F-—-‘_‘z(x—{—u I)-'l, G—--.‘_"(st—-—u i)g——l---é—u:

L T

D!=EG—F=—, D=x+—.

=

Fiir die Richtungskosinus der Normale im Punkte (u, v)

findet man:
Eaifs i n) e m
YuZe—YvZy P (T Sl ) o (ﬁ Sl ) ¥
) e TR Al \
D D

Analog fiir Y und Z.
Nimmt man, wie immer D > 0, so ist:
X=fn—my=2, Y=yl—na=p Z=aom—18=v.
Die Richtungskosinus im Punkte (u, v) sind daher gleich
den Richtungskosinus der Binormale der Raumkurve C fiir

jenen Punkt, in welchem die durch (u, v) hindurchgehende
Erzeugende die Raumkurve C beriihrt.




Ferner ist:
=00 by FEa e iy EEs
L=2Xx,X;— --”Xxux\, 2 0,

1 E)

e
N—2Xx x,— = - =

v v I_ re ro
K___LN—-—M‘-_#_O,H__:EN——2FMfG_I_.___u :u‘~ SHons |
D* 1B Lot e
Die Gleichung der Paralleliliche in der Entiernung k ist

gegeben durch:

r=9¢+uatkai I

Ve + upgt+kp

3— —+uy % kv

Die Fundamentalgleichungen dieser Flache (10) lassen sich
aus den allgemeinen Formeln des ersten Teiles* ableiten:

C=(1—-KKE—-k@R—kHL=
J:U—kMF—kQ”UﬂM*1 , . -
6=(1—k'R)G—k@—kH) N=1- :;—'k(zﬁkurf) :

4500))

@] R (PR = H)=10

M—M-Lk(FK—MH) —0

N—N-Lk(GRK—NH—"2 k2. (“_k) |
rpe Pl Wp o p\er ¢

= l_—lf--_-_,(n o—kr).

Fiir die Kriimmungen © und & aul der Parallelildche (10)
ergeben sich die Werte:
He=2 el oy i R

ET -1 B = = —
TR R I

Aus der letzten Beziehung =0 folgt, daf alle Parallel-
flichen einer abwickelbaren Regeliliche immer auch abwickel-

* Jahresbericht Hall i, T. 1911—1912, p. 10 und 12.
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bar sind. Ferner kann man zeigen, daB den Geraden der ge~
gebenen abwickelbaren Regelflache die Erzeugenden auf der
Parallelildche entsprechen. Denn da alle Punkte auf: einer Er-
zeugenden einer Abwicklungsilache dieselbe Tangentenebene
haben, so ist die Normalenflache langs einer Erzeugenden
nicht mehr ein hyperbolisches Paraboloid, sondern sie de-
generiert in eine Doppelebene. Trdgt man dann auf allen
Normalen der Erzeugenden gleiche Strecken k ab, so liegen
die Endpunkte auf einer Geraden, die eine Erzeugende der
abwickelbaren Parallelfldche ist und aufierdem parallel ist zur
Erzeugenden auf der gegebenen Fldache. Somit haben auch
entsprechende Geraden gleiche Richtungskosinus.

Andere wichtige Beziehungen fiir Parallelilichen von Ab-
wicklungsildchen ergeben sich aus der Betrachtung der Haupt-
tangentenkurven und Kriimmungskurven der Originalildche.

Bei abwickelbaren Regelfldchen lallen die beiden Scharen
der Haupitangentenkurven in die Schar der Erzeugenden zu-
sammen, da ihre Gleichung:

Ldu®*+2Mdudv-+ N dv*=0 sich auf dv®=0 reduziert.

Da sich die Erzeugenden der parallelen Abwicklungsfldchen
stets entsprechen, so bilden nach dem im ersten Teile (Seite 22)
gefundenen Resultate iiber Haupttangentenkurven die abwickel-
baren Regelildchen den Fall, dafi sich auf ihren Parallelilichen
die Haupttangentenkurven entsprechen.

Bei abwickelbaren Regelilachen wird die eine Schar der
Rriimmungslinien durch die Erzeugenden (u) gebildet.* Die
andere Schar sind die orthogonalen Trajektorien der Erzeugen-
den, d.i. die Schar der ! Filarevolventen der Gratlinie der
Abwicklungsfdche. Da sich nun die Kriimmungslinien auf
Parallelflachen immer entsprechen (I. Teil, Seite 16), so ent-
sprechen sich in diesem Falle die Filarevolventen der Grat-
linien auf‘den Parallelfldchen.

Eine Reihe anderer wichtiger Sétze iiber Parallelflichen
von Abwicklungsilachen hat Pirondini** aufgefunden, welche
im folgenden kurz behandelt werden sollen.

* Scheflers II., p. 135.
** RAnnali di Matem. Serie II, Bd. 19, p. 247,
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Es sei x =0 (v), y= % (v), z=1¥(v) die Gratlinie C der
Tangenteniliche S. Ihr entspricht aui der Paralleliliche & im
Abstande k die Kurve €:

r=9+kx p=y+kp 3=9¢1kv

FaBt man diese Kurve € als Leitlinie der Erzeugenden
der Fliche & auf, so findet man die Koordinaten eines be-
liehigen Punktes auf der Erzeugenden (u) der Paralleliliche &

durch:
r=9¢-+kitue p=y+kpt+up z=dt+kviur,

wobei u der Abstand ist auf der Erzeugenden (u) von € aus
gerechnet. Aus den letzten Gleichungen ergibt sich:

ot

r,=o—k—-u ll_-u.s.w.

--

Da entsprechende Erzeugende aul Parallelilichen gleiche
Richtungskosinus haben, so erhédlt man fiir die Richtungs-
kosinus der Tangenten der Gratlinie €, auf der Parallellliche &:

e [ [y
;.\r__:q” 1)\J_ %} 3\.'_ l,‘

Daher ist:

oder:

k  ist dann die Strecke zwischen entsprechenden Punkten

der Leiltlinie ¢ und der Gratlinie € auif & und die Kurve €,
ist dargestellt durch:

¢ r
n=9+k0t

%)...(a).

Analog fiir v, und 3,. ;

Die Kurve C, deren Tangenteniliche S ist, ist zugleich
geoditische Linie ihrer rektifizierenden Flache S,, die ebenfalls
eine Abwicklungsilache ist. Auf dieser Fldche S, sei C, eine
geoddtische Parallele zu C im Abstande k. Die Punkte, in

i ca
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welchen eine rektifizierende Gerade g die Kurven C und (@
schneidet, seien A und A. Dann besteht die Gleichung:

AA = k
1™ sino’

wo o der Winkel ist, welchen die Gerade g mit der Tangente
in A oder A, bildet. Sind die Koordinaten des Punktes A
(x, y, z), so smd die des Punktes A, ausgedriickt durch:

X :x+51hi13 cos (g x)
oder:

k
X, =0+ — cos (g x) u.s.w.
©SIn o

Fiir die Richtungskosinus der rektifizierenden Geraden gilt
bekanntlich :

| cos (gx)= : L—_l:'j ~, cos (gy) = i PR, cos (ezl= rr—|—pv =
Vi S Ve Vit

Ist t die Tangente, b die Binormale von C, so ist:
cos(gt)=cosw=2X« r*y—hu = .’r >

Vete \/PEe

ro—t-oh 0 220
€os (2ib)— Siniw =3 ———Tc E

\ ot \ i

tg ) == 'r .

Die Koordinaten des Punktes A, sind daher:

Ik

xI——-'_p-{—k(}.—f—- a) S WL . (C):

-

Die Gleichungen (c) gelten fiir jeden Punkt A,, in dem
eine beliebige Cerade g der Kurve C die geoditische Parallele @
schneidet; sie sind daher die Gleichungen der Kurve €
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Vergleicht man (¢) mit (a), so sieht man, dafi die Kurven
G, und C, zusammenfallen. Aus dieser Ableitung ergeben sich
folgende Sitze:

Konstruiert man eine Reihe von Parallelflichen & zu einer
Tangentenildche S, so gilt:

1. Die Gratlinien der Parallelflichen sind alle auf einer und
derselben Abwicklungsildche S,, welche die rektifizierende Flache
jener Kurve ist, deren Tangentenildche S ist.

2. Die Gratlinien dieser Parallelilichen & bilden auf S,
eine Reihe von geodatischen Parallelen.

3. Die geodatische Distanz zwischen zwei geoditischen
Parallelen ist gleich dem Abstande zweier entsprechender Par-
allelilachen ©.

Die Untersuchung iiber Parallelilichen von noch spezielleren
Tangentenfldchen fiihrte Pirondini zu folgenden Schliissen:

1. Die QGratlinien der Parallelilichen zur Tangentenildche
einer Schraubenlinie sind ebenfalls Schraubenlinien, die auf
demselben Zylinder liegen.

2. Die Parallelilichen einer abwickelbaren Regelildche,
deren Gratlinie eine geodatische Linie eines Kegels ist, sind
solche Abwicklungsilichen, deren Gratlinien wiederum geo-
datische Linien sind, und zwar geodatische Linien desselben
Kegels, auf dem die Gratlinie der Originalildche liegt.

3. Konstruiert man zu einem gegebenen Kegel K eine Reihe
von Parallelildchen, so sind:

a) Die Gratlinien aller dieser Parallelilichen aul einem
zweiten Kegel K, dessen Scheitel mit dem des ge-
gebenen Kegels zusammentillt.

b) Die Gratlinien aller Parallelilichen zur Kegeliliche K

bilden auf K, geodatische Parallelen.
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III. Teil.

Beispiele iiber Parallelilichen von Regelflichen.

A.
Die Parallelfldche des hyperbolischen Paraboloides.

Die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloides in recht-
winkligen Koordinaten lautet:

Die Gleichung der Tangentenebene im Punkte (x, y, z):
X e : 5
20— t—n+e-9=0

Der Rbstand des Koordinatenursprunges von dieser Tan-
gentenebene ist gleich:

z z
= oger- ——
W

x2 2
\( a.; ] i:l 2 JI_ 1
Die Richtungskosinus der Normale:

L e e U
a* W bW W

Man hat daher fiir die Gleichung der Parallelfldche:
k

k k
el 1 — |, D=yl —= -1, = Z v —— ... (2).
=l o) i) 0

Die Gleichung des hyperholischen Paraboloides in Para-
meterform lautet:

u—-v —
= + = ie——— = Sea(0);
2 y 2 > 2 ©)

X=—a:
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Nimmt man u konstant und eliminiert man v, so be-
kommt man:

Die Elimination von u fiir v = konst. gibt:

XY
¥i=ea b v

i X Y
=24+ L. ..6)

Die Elimination von u und v in (4) und (5) gibt die ge-
wohnliche Form:

Zugleich sieht man aus (4) und (5), daf§ die beiden Geraden-
scharen des Paraboloides die Parameterlinien (u) und (v) sind.

Die Fundamentalgréfien der Fldche (3) sind:

E—Cx— 1 (@®+4b24-v?)
4
S L ik
F=3x x.———(a®—h*--uy]
4
G=2x — l (@*-4b*+u?)

DI—EG—F—— {(2 ab)*+[a(u—v]+[b (u+v}'|‘"’}-

L:_‘:Xxuurz()
'0 a a
2 2
Mg 2o o 1_.(’_9__'9;&*3 A ab,
D 2 2D\ 4 4 4D
1 v u
DD 2
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Die Richtungskosinus der Normale in einem Punkte der

Flache:
X:y,“i“'_‘_y\' Z|.1= b(Pj_v}
D 4D
T Xy —ZoX a(u—v)
Y —_————— — el e -
D 4D
el U G
D 2D
Daher die Gleichung der Parallelildche:
= b e o dl oY
b ka 1 ka
e = )= T e
= =9 — T v = ) 20) )
uv kab 1( kab)
& Be, S
D

Fiir die Kriimmung des Paraboloides findet man:

H— —2FM _2ab(@—b'+uv)
D# 16 D*
o= :_( ab)_«’
D? 4D?

Die Fundamentalgréfien I. und II. Ordnung und die Kriim-
mung der Parallelilache (6) findet man aus den allgemeinen

Formeln (I. Teil,. Gleichung 6, 9, 10):

1 ot e R
@:-4-(1+k~_16-bj)(a b )
k?a? b? kab
e TR Vejat2
(a Fuv) oD

0__.1(1_. a )
e 16 D

i Kt at b
Gl 24 bl ),
( L 16D4)(a—]— 4 u?)

4




=auEl
k a* b?
[fl=s ; a’ he-
52D 2
QJI—-—-—Qb —I—k[a b -(@®*—-b*4-uv)
4D 352 D* ;
kasz 2 2 2
W= — S5 (b )
& — _2§b(a~——b-—4~uv}D—l—2ka b?
2 16D‘-—2kab(a—b—|—uv)D—kab*
Qo AR a® b*

16D*—2kab(a® —-b"-:f—U.VJD—k a’b?

Zur besseren Kenntnis der Parallelildche des hyperbolischen
Paraboloides gelangt man durch die Untersuchung der den
Hauptschnitten entsprechenden Kurven auf der Parallelildche.

Der Schnitt der Fldache (1) mit der X Z-Ebene mufl, wie
geometrisch Kklar ist, die Parallelkurve der entsprechenden Haupt-
schnittparabel des Paraboloides, deren Gleichung x*=2a*z ist,
enthalten. Nach (2) ist die Gleichung dieser Parallelkurve:

I—x (1 |_#)1 Yy e s (7}.
Vit V x et

Wahlt man die Normale, respektive das Vorzeichen der
Wurzel \_,_.-"x‘:—l—a" so, dafi fiir k > 0 die Parallelkurve die
Gleichung hat:

k
=X = )) 3_'Z—|—
( ] Xt +a I +a

s0’ erhalt: man bir: 1. x=0," z=0
=) =l

k!_a-l

D N/l g s Tl

\ -
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Der Fall 2. bestimmt einen Doppelpunkt, indem in ihm

zwei Normalen zusammenkommen (siehe Figur Seite 27). Er

i wird aber nur reell, wenn k > a® ist, was auch im folgenden

! vorausgesetzt sein soll. Fiir k = a® fillt der Punkt mit den
unter 1. bestimmten Punkt zusammen.

Ferner ist:

| wenn fiir x >0, k > \ a =x, also x*<k*—at ist. Vom
Punkte (r =0, 3=k) bis zum Doppelpunkte liegt daher der
dem positiven x entsprechende Teil der Kurve auf der nega-
tiven Seite der X-Hchse.

Das Minimum erh&lt man aus:

- 1
-d%:l—— _“ka i)
dx \ (x*--at)?

it 2 J 2 s e 1 ; 2i29 g
also fiir X':\ k?a®— a' und somit fiir z — 5 (\ k?a —a).
Die zugehorigen Werte von r und 3 sind:
N 5 |l st
g:-~a~(\ a"_l)’ A= 3V k*a*—a?|.
Dieses Minimum kann nach der Gréfie von k innerhalb

oder aufierhalb der Parabel liegen.

Um den Verlauf der Kurve (7) besser kennen zu lernen, be-

stimme man den Kriimmungsmittelpunkt r der Parabel z — 2—){
a®
und vergleiche mit ihm die Grofie k. Es ist:
: » 1
=—, 2'=
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Die Koordinaten (m, n) des Kriimmungsmittelpunktes sind:

T & 1—1_ XL _.__-x.".-
m=x—x(1l— a’) 4
x2 - x? 3 x*
N = e d (e = ==
2a’ at, 2a’

und daher:

Fiir x=0 ist r=—a. Der Kriimmungsradius wachst mit
wachsendem x. Die Evolute der Parabel ist eine semikubische
Kurve, die sogenannte Neilsche Parabel. Solange nun r <"k
ist, befindet sich der auf einer Normale liegende Punkt der
Parallelkurve (von der Parabel aus gerechnet) jenseils des
Schnittpunktes mit der ndchsten Normale. Weil r anfangs lang-
sam wéachst, so mufl, da k stets konstant bleibt, die Parallel-
kurve gewissermafien riickldufig werden und wird ihre konkave
Seite der Z~-Achse zuwenden. Fiir r=k fallt die Parallelkurve
mit der Evolute zusammen. Wenn aber r >k wird, liegt auf
jeder Normale der Kurvenpunkt ndher an der Parabel als das
Kriimmungszentrum; die Parallelkurve verlduft also mit der
Parabel nach derselben Seite und bekommt eine ihr @hnliche
Gestalt und durchschneidet im Doppelpunkt die Z-Hchse und
wendet vor dem Durchschnitt mit der Z-Hchse die konvexe
Seite nach dem Durchschnitt die konkave Seite der Z-HAchse
zu. Die RKurve muf also fiir r— k einen Riickkehrpunkt haben.
Fiir r =k bekommt man: :

k a :\_. (al—'— >-:‘-'.)"'
gl
KE :__._:\ aﬂ kz T ﬁ'l-

Dieser Riickkehrpunkt ist also das Iriiher berechnete Mini-
mum.. Die Parallelkurve mufi daher ungeidhr folgenden Ver-
lauf haben:



>

In der Figur ist die Evolute der Parabel, dann die Par-
allelkurve fiir k > a® und eine Parallelkurve fiir k < a? ein-
gezeichnet,

Der Schnitt des hyperbolischen Paraboloides mit der
Y Z-Ebene liefert ebenfalls die Parallelkurve der Hauptschnitt-
parabel. Thre Gleichung ist:

k k b®
e L L
\/y:+b \/ ¥ bt

Diese Kurve hat keine besonderen Eigentiimlichkeiten, wie
es sich geometrisch leicht einsehen Iafit; sie ist im allgemeinen
der Parabel ziemlich dhnlich. Diese Parabel ist aber nur ein
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Teil des Hauptschnittes. Die Normalen des Paraboloides, deren
Schnittpunkt mit der Y Z-Ebene von ihrem Fufipunkite an die
Entfernung k haben, bestimmen eine zweite Kurve des Haupt-
schnittes, die wegen der Symmetrie des Paraboloides als Doppel-
kurve der Paralleliliche aufzufassen ist.

Die Gleichungen der Normale des Paraboloides konnen,
wenn man in (2) den Proportionalitdtsfaktor fiir die Richtungs-
kosinus wegldBt und fiir k die verdnderliche 2 setzt, in der
Form geschrieben werden:

Soll dann (r, b, 3) ein Punkt des Hauptschnittes sein,
so muf:

1=0, x*+0O—y)>’+G—2'=Kk...(9
sein. Aus (8) folgt dann:

r=—a’ 1):3’(1 T Z) 3=z+a...(10).

Durch Einsetzen dieser Werte in (9) erhdlt man:

a‘ ; |
2yt bxrbat= k.. (10)

Rus (10) und (11) folgt:

b? 1

=, z=3—a, X'—— n-al__-—l—kzma'*.
a? b (@} b?)?

Die Substitution dieser Werte in die Gleichung des hyper-
bolischen Paraboloides (1) gibt:

n‘.f a‘_’ e k?__al 3 b'_’ 1)2
(aﬁ_l_ b‘!)_’ ; a2 (a‘_’__|_ b2}2

= 23 —)

oder:

Das ist die Gleichung einer Parabel.
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Einer Geraden des Paraboloides entspricht auf der Par-
alleliliche eine Kurve, die sich als Schnitt von einem gleich-
seitigen, hyperbolischen Paraboloide mit einem Kreiszylinder
ergibt, dessen Achse in einer Haupterzeugenden eines gleich~
seitigen Paraboloides liegt. Diese Kurve wurde friiher eririert.

Die Parallelildiche eines hyperbolischen Paraboloides ent-
hélt somit eine doppelte Schar derartiger Rurven, die den
@ Geraden der Originalfliche entsprechen und die Parameter-
linien der Parallelfldche sind.

B.

Die gemeine Schraubentliche.

Die gemeine Schraubenfldche wird von einer geraden Linie
erzeugt, welche um eine feste Achse rotiert und gleichzeitig
sich in axialer Richtung proportional dem Rotationswinkel ver-
schiebt. Thre Gleichung ist daher:

X=ucosv, y=—usinv, z—q-v...(l).
Fiir die Fundamentalgréfien findet man:
E=2xi=1, F=2x, X0 G —N =

D=\/EG—F'—\/u+{q.

q Xou Xy X, 1 Xow Xy Xy
= D Yuu Yu Yy =0, N— D Yoo Yu Y| — Y
Zouw Zy Z, s A
I xLl\.' Ku X\r
q
Mes Yur Yu Y= == .
D \ u: o q!
Zyw 2y  Zy
Auflerdem ist H — 0, K:——( _., _ql_"_ })
u? -+ g?)?

Da L und N verschwinden, so sind die Parameterlinien
die Haupttangentenkurven, die, weil auch F = 0 ist, aufeinander
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senkrecht stehen. Die Achse der Schraubenildche ist Striktions-
linie der Erzeugenden und orthogonale Trajektorie derselben.

Die Richtungskosinus der Normale in einem Punkte der
Fldache sind:

X Ry q ‘Sln\r ’ Y:—-q. CO;S.\{, Z_ S u.._':'.:'
\ u'.‘_'_q‘.ﬂ \ u_’_!_ql \ u‘J ,_‘:_qz
Die Gleichung der Paralleliléche daher:
grx—i—kX—-ucosv—{—k'—sfl_n__‘_{'q
\VAE s
=y} k qusinv——k»—-cqsv'q (2)
\Vatanl' s
3=zt kZ=g-vfk ———
\_ u.J __|:_ q'.-.

Ihre Fundamentalgréfien sind (nach den Formeln (6) und (9)
des ersten Teiles):

=

Z 2 n2
C=1-+ ( .,k'.'q"._,), G 2kq o= )k q :
ide=ige \ u? + g° Tk
ot il e R e RO
(v —-g7)° \V u? -+ ¢? Uik
Crbas el i e :
(u2 -+ q?)?— k2 qz’ (u? 4 q2)2— k2 ¢?

Aus den zwei letzten Ausdriicken fiir § und R folgt, dafi
g—— — 2k also konstant ist, was ja fiir alle Parallelilichen
von Regelilachen nachgewiesen wurde.

Den Parameterlinien (u) entsprechen Kurven, die schon
friither diskutiert und als Schnitt von hyperbolischen Para-
boloiden und Kreiszylindern erkannt wurden. In diesem Falle
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ergibt sich das auch sehr einfach fiir die der X~Achse ent-
sprechende Kurve. Fiir die Punkte der Fldche (1), die auf der
X-~HAchse liegen, ist v=0. Aus (2) erhidlt man dann:

r=u, H— — Sk g
\VAS + q? VS
3 ku £ kr
VeEte \Ete
D

=g el
; oder ry ——q-3 L

3 (D)L

Y2 -3 =k I

Die der X-HAchse korrespondierende Kurve ist also der
Schnitt dieser beiden Fldchen (3), die ein hyperbolisches Para-~
boloid mit den Haupterzeugenden als Koordinatenachsen und
einen Zylinder mit der X~HAchse als Achse darstellen.

Die Gleichung der Parameterlinie (v, u = c), auf der Par-
allelildche lautet nach (2):

I=C+COSV—- e -.sinv, p=c-:sinv— k_q — - COS Y
\ c2 + q'J \ c?2 L g2
(4).
. @
= Al
\ i
Diese Gleichungen stellen eine gemeine Schraubenlinie dar,
die der Punkt 9 = (,1 =g — - kq y 3=- e )
\_ LG \ ¢ ' g?

bei einer stetigen Schraubung um die Z-Achse austiihrt.* Dieser
Punkt ist aber der dem Punkte P — (x — eyi— 07— 0)fent-
sprechende Punkt.

Den Parameterlinien (v), d. i. den Schraubenlinien der
Originalildche, entsprechen also auf der Parallelfliche eben-

* Schelfers 1., p- 457,
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falls Schraubenlinien mit derselben HAchse und Hohe des
Schraubenganges.

Der Achse der Schraubung oder der Striktionslinie, fiir
welche u= 0 ist, entspricht die Kurve:

r =k:sinv, p=—k-:cosv, 3=qv...(5).

Diese Schraubenlinie (4) liegt auf dem Zylinder:
22 =k...(5).

Es kann auch noch Punkte der Parallelilache geben, welche
innerhalb dieses Zylinders liegen. Denn die Schraubenlinien (v),
die durch die Punkte (1; =u, N=— Ly 3= e )

VA

)

\ u“ —-q-

beschrichen werden, liegen auf Zylindern, welche zwar mit
dem Zylinder (5) dieselbe Achse haben, deren Radien aber

\ u? —-- Uq".k
u‘—q
betragen. Ist:
2l .l,(“ i <K
U S
oder :
u'.’ = k3 =t q'_’,

so sind alle jene Linien (v) der Paralleliliche, fiir welche
u? < k?—¢? ist, innerhalb und fiir welche k?<Cu”--g* ist,
aufierhalb des Zylinders (5).

Die Berechnung des Winkels », den eine (u) Linie der Par-
allelfliche mit der (v) Linie, welche der Achse der Schrauben-

fliche entspricht, bildet, gibt nach der Formel cos w = )
\ (CHG)
tiir den Wert u=0:
e 2 i — — konst.

COsS w

V] e ] a0 Vetwatre
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Die abwickelbare Schraubenfliche.
Soll eine Schraubenilache abwickelbar sein, so muff die

Erzeugende eine Gerade sein und eine feste Schraubenlinie
als QGratlinie der Fldache bestandig beriihren.

Die Gleichung dieser Gratlinie sei:

X,=pcost:cosv, y,—pcosv-sinv, z,=psint:v....(l).

Die Richtungskosinus der Tangenten sind:

—cos . sinv, cost-:cosv, sini.

Daher lautet die Gleichung der abwickelbaren Schrauben-
fldche:

X = cos ¥ (p cos v — u sin v) I

y —cos t (p sin v ucosv) |

z=sin¥ (pv-} u) I

2 0)

Daraus bekommt man zur Berechnung der Fundamental-
grofien:

X,=—cosvsinv x,=—cos ¥ (p sinv-}+ucosv)
Yy = cositcosv yv = Cos i (p cos v - u sin v)
z,=sin & z, = p sin ¥
xuu=0 x,,=-—cos¥cosVv X,,=—cos(pcosv—usinv)
Yuu=0 Yy, ——cos¥sinv y,=—cosd(psin v-+ucosv)
Zmw=0 1z,=0 10
Daher:

E=1, F=p, G=p?-}Fucos?d, D =ucos#.
Die Richtungskosinus der Flachennormale:
sin % sin v, — sin ¥ cos v, cos .
L=0, M—=0, N—ucos+#sin .
Die Kriimmung der Fldche ist:
LN—M: g EN—2FM-GL _tg¥

K=——"— _,
D2 D2 u

(&3]
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Die Gleichungen der Paralleliliche der abwickelbaren
Schraubenilache lauten:
r — (p cos v— u sin v) cos ¥ — k sin ¥ sin v
y = (p sin v u cos v) cos ¥ — k sin i cos v
3 = (p v u) sin ¥ - k cos ¥

oder: L(3):

r = p cos ¥ cos v (k sin ¥ —u cos ¥) sin v
y = p cos & sin v — (k sin % —u cos ¥) cos v
— p sin &« v -+ (k cos ¥ 4~ u sin V)

Die Fundamentalgrifien der Parallelfldche :*
C=1, F=p, ®=p*+ (ksind—ucos)

=0, MW=0, N =sin(ucos—ksin).

Die Kriimmung:
sin i

Q0T — —
u cos % — k sin

Den Geraden (u) der abwickelbaren Flache entsprechen,
wie schon erwdhnt, parallele Geraden auf der Parallelfldche.
Einer (v) Linie, fiir die u=c ist, entspricht die Kurve:
r = pcos ¥ cos v + (k sin % — c cos V) sin v |
y =pcos¥sin v— (ksin # —ccos¥)cosv ;... (4).
3=psin ¥ v+ (k cos ¥ - c sin ) |
Die Gleichungen (4) stellen eine Schraubenlinie dar, die
der Punkt (u =c¢, v=0), d. i. der Punkt:
(p cos ¥, —k sin - ¢ cos ¥, k cos ¥ - csin V)
bei einer stetigen Schraubung um die Z~-Hchse beschreibt.
Filir ¢ = 0 bekommt man:
r =pcos ¥ cos v+ ksin ¥ sinv
) = pcos tsin v — k sin ¥ cos v
3= psin ¥ v+ k cos 1.

* Jahresbericht Hall 1912, p. 10 i
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Dies ist die entsprechende Kurve der Gratlinie der Schrau-
benildche. Sie liegt auf dem Zylinder mit dem Radius:

\_ p® cos?® ¥ - k* sin? 9,

Nach einem frither erwéhnten Satze von Pirondini liegen die
Gratlinien aller Parallelflichen einer abwickelbaren Schrauben-
flache als Schraubenlinien auf einem gemeinsamen Zylinder,
aul dem auch die Gratlinie der Paralleliliche liegt. Um die
Schraubenlinie, die Gratlinie der Parallelfliche im Abstande k
ist, zu finden, mufl man in (4)

setzen und erhélt dann:
r=—pcos-cosv ’

D)= pcos #-sin v S 5).

SRR
3=- —psin . v
Cos i

Dies ist die einzige Schraubenlinie der Parallelildche, welche
auf dem Zylinder der Originalschraubenlinie oder der Gratlinie
der abwickelbaren Schraubenfliche liegt. Sie ist daher die Grat-
linie der Parallelfliche.

Um den Abstand der beiden Gratlinien zu berechnen, die
zwel geodadtische Parallelen auf demselben Zylinder sind, be-
zeichne man mit A und A, die Punkte, in welchen eine Er-
zeugende g des Zylinders die zwei geoddtischen Parallelen
trifft, mit » den Winkel, unter welchem sie diese schneidet und
mit k die geodétische Distanz der beiden Punkte A und A ;
dann gilt: ;

sin o

Die Erzeugende g hat die Richtung der Z-Achse. Ist t
die Tangente im Punkte A, so ist:

AR, =

i s AR
cos (tz) =cos (tg) =——sin ¥,
ds,

oder weil <7 fg | w:

cos w =sin ¥, d. h. |o|=90 — .




Daher ist: AR . _k :
cos v

I

Die letzte Gleichung beweist aber, dafl die normale Ent-
fernung der beiden Gratlinien gleich k ist, also gleich der Ent-
fernung der beiden Parallelfldchen.

Das Flachenelement der abwickelbaren Schraubenildche

ist dS = E G F2 du dv = u cos #+du dv und die Flache,
welche von den Erzeugenden v—0, v=v und den Schrauben-

linien u= 0, u=1u begrenzt wird, ist gegeben durch:
S= [ [fucos¥dudv= ;v u? cos .
Die Radien der beiden Zylinder, aul denen die Schrauben-
linie u =0 und u=u liegen, sind:
r,=pcosi, r= \ p: 1 u? « cos V.

Die Grofie der entsprechenden Fldche auf der Parallelilache
ist dann:
6= [, ]r (u cos ¥ — k sin #) du dv

— ; u v (ucos ¥ —2ksin ).

Dieses Fldchenstiick liegt auf zwei koaxialen Zylindern
mit den Radien:

eyl b S

=L ;: s

2 e

Die Flache zwischen zwei Erzeugenden und zwei beliebigen
koaxialen Zylindern ist auf der Originalildche:

S—S, = ; (u? — u?) cos
und auf der Parallelildche:

6—6,= :12 v [(u: —uf} cos # —2k (u—u,) sin ﬂ'].

(o)

e e i el O R 0 il S NS L s M Ul ) el A
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